Sur une propriété caractéristique des fonctions
orthogonales®

Boit {f,} une suite complete de fonctions continues, normales et ortho-
gonales. So0it {a,} une suite des coefficients d'une fonetion continue g,
obtenug par Pintermédiaire de la suite {f,}. Soit enfin & 'ensemble de
toutes les suites {a,} correspondant & toutes les ¢ continues possibles.
T ext clair que deux suites {f,} et {¢.} peuvent engendrer le méme ensem-
ble E. Nous voulons pourtant démontrer que la seule connaissance de l'en-
gemble F et de la suife {i1,} suffit pour établir si Ia série } a,f. converge
uniformément, méme si la suite {f,} n’est pas connue, pourvn qu'elle
engendre 'ensemble B. (Pest-d-dire que les séries } a,f, et > a,p, sont
en méme temps convergentes uniformément oun non pourvu gue les suites
{fu} et {g,} engendrent l¢ méme ensemhle E.

Des théorémes pareils sont encore valables dans d'autres champs
fonctionnels d*un caractére plus général.

1, Considérong une founctionnelle U(x) qui, & chaque fenction con-
tinne x(f), fait correspondre une fonetion continue #(#). La fonectionnelle

U («) est continue 8, en posant ||¢]] = maxjz(t}|, lim]|e,—=z|] = 0 entraine
N0y
Em |} U(z,) = U{w)]| = 0. La fonctionnelle est dite Ilinéaire si 'on a
OO

P
Uz, +x,) = Ulwy)+Uley) quels que soient g, et o,
On peut démontrer le théoréme sunivant:
TuwkorEME I (1), 80 U () est une fonctionnelle linéaire et i lim ||z, — ]|

o
= 0 dmplique Um||T (r,)l] = (U ()]}, la fonctionnelle Ulx) est continue.
Le méme théoréme est vrai, en supposant que () et y(t) sont des
fonctions de la (1-4p)*™™° puissanee sommable (p > 0) et en posant

fal| = V f o (8)7at.

* Commenté sur p. 330.
(Y) Ce théordme est démonéré dans ma Thise [7].
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‘THEOREME H. 80 {p,} el {w,) sont dewr suites complétes de fonctions
continues, orthogonales et normales ef si, & chaque fonction continue a(t)
on peul faire correspondre une fonction continue y{t) telle que pour tous
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[rgana = [ ywy.ma,
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lu convergence uniforme de la série

]
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entraine celle de la série

[

y
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quelle que soit la suite de nombres {a,}.
Démonsiration. Posons y(f) = Ulz(f)]. Il est elair que la fonction-
nelle T est linéaire. Puisque Yo = U{py,)

¥

1 1 .
[Tes—adt = [ [0 (0,)~Teg) pat.
a 0
Done, si lim ||z, —x)| = 0, on a
=200

1
Lim [ [C(@,)~T (@) =0

T—rrry 0

et par conséquent

b [ T ()] 2 11T (2)1].

Or cette inégalité, d’aprés le théoréme I, prouve que U est continue. Puis-
que

[>=

k3
U ({; wipi) = 3w,

1

i
-

[sv]

la convergence uniforme de la sdrie X azg, entraine celle de la série
- N=1

X apyy. Le théortme est done démontréd.

=1 ’

2. Soit {g,} une suite compléte de fonctions oréhogonales, normales,
sommable de la (1--p)*™° puissance {p >0). Supposons en oufre gque
chaque fonetion f sommable de la (141 {py*™ puissance soit presgue

Ceuvres 11



162 Fonetiona orthogonales

1
partout nulle, si Pon a pour tout #, {fr, = 0. En s'appuyant sur un
)

théoréme de M. F. Riesz (Y, on peut maintenant démontrer le lemme
suivant:

§i la fonction f et les fonctions dune swile {fy} sont des fonctions som-
mables de la (1--1/p)*™ puissance, ef si Pon a, pour touf 1,

1 1
ﬁmffn% = fffPis
] 0

alors :

1
tim [ |,/ 2 [},
0 0
En stappuyant sur le lemme précédent, on peut maintenant dé-
montrer, de la méme maniére que le théoréme IT, le théoréme suivant:
8i {a} et {p,} sont deux suites qui remplissent les conditions du lemme
et 5i & chaque fonction z(i) sommabdle de lo (11 jp)Eme puissanee, on peut
faire eorrespondre une fonction y(t) sommable de la (1+1 1p)*™ puissance
telle que pour tout n

H 1

[ee. )it = [y@yalt)at,
0 [+]
lo convergence en moyenne par (1--1/p)™ puissance de la série 21““%
Pz

entraine celle de la série D) a,p,.

=1

Remargue. On peunt énoncer de pareils théorémes pour les divers
procédés sommatoires.

{1). F. Riess, Untersuchungen iber Systeme inlegrierbarer Funklionen (Mathe-
matigsche Annalen 69 (1910), p. 469-467): sl p et M gont deux nomhres positifs et si

1
{px} est une suite de fonctions telle que [|gn/t? < M, il existe une swite partielle
6

1
{7n,} et une fonetion ¢ telle que: 1° [p"*¥ < M; 2° pour chaque fonction f de la
§

(1+ij)iéme puissance sommable on a

1 1
Jom [ fom, = [ fo-
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Sur une classe de fonctions continues?*

Introduction

Le but de cefte Note est d’établir quelques relations qui suhsigtent
entre certaines classes de fonections continues.

Précisons d’abord les notations.
E désignant un ensemble, |B| désigne sa mesure extérieure.

y = f{x) étant une fonction continme dans un intervalle {a, ) et H
désignant un ensemble quelconque situé dans cet intervalle, B, désigne
Pensemble de waleurs de f(z) pour zeHE.

On dit, d’aprés M. Lusin (%), que f(x) vérifie dans (a, b) la condition
(N}, lorsque |B| = 0 implique toujours |E,] = 0.

Je prouwve dans ce travail que toute fonction continue sabisfaisant
& la condition (N) admet la dérivée unique et finie dans un ensemble de
points de mesure positive. Or, M, Ruziewicz 2 moniré gue cet ensemble
n'est pas nécessairement d’éppaisseur pleine: en effet, il a constroit une
fonction continue vérifiant 1a condition (¥) et n’admettant pas de déri-
vée dans un ensemble de mesure non-nulie (2).

Nous dirons qu'une fonetion y = f(x) continue dans (e, b) satis-
fait & la condifion (8), lersque & chaque nombre ¢ >0 correspond un
nombre 7 > 0 de manidre que [B] < 5 entraine |B,} < &

On voit de suife gne la propriété (8) implique la propriété (N). La
guestion réeciproque ne parait pas &tre resolue. L’exemple cité de M. Ru-
ziewicz prouve de méme qu'il y a de fonciions continues satisfaizant
& la condition (8) et n’admettant pas de dérivée dans nn engemble de
points de mesure positive.

* Commenté sur p. 331.

() Lintégrale et sévie trigonomdlrigue (en russe), Moscoun 1915, p. 109. La méme
propriété a été traitée par M. Rademacher gui s prouvé (Monatshefte fiitr Mathe-
matik 27 (1916), p. 183) gue la condition (¥) est nécessaire et suffisante pour que
la mesnrabilité de & entraine tounjours celle de Ey. ) ’

(%} voir Fundamenta Mathematicae 8§ {1926), p. 173.



