148 Décomposition des ensembles

THEOREME 42. Pour gue deun snsembles de points situés dans un espace
cuclidien & un nombre quelcongue de dimensions, solent presque équivalents
par  décomposition dénombrable en ensembles mesurables (L) (ou méme
Fermés), il faut et il suffii, qu'ils atent la méme mesuve ().

On déduit ee théoréme facilement dn lemme 33 et du théoréme 36,
en analysant leurs démonstrations.

{) Dans le méme ordre d’idées on peut établir le théordme sulvant:

A et B étant des ensembles, situds dans un espace euclidien & un nombre gueloongue
de dimensions, si L est mesurable {L), B est ouvert ot m (A} < m(B), Uensemble 4 est
éguivalent & un sous-ensemble de B par décomposition dénombrable en ensemnbies nesu-

rables (L),
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Sur les lignes rectifiables
et les surfaces dont I'aire est finie®

Introdnction

Dans ce travail je démontre les propositions suivantes.

Si ¢ est un are simple dans le plan (une image binnivegue et continna
d’un segment de droite), la condition nécessaire et suffisante pour gue
C' soit rectifiable est que les fonetions N, (s, ) et A, »(& C) soient inbé-
grables, oll N(s, ) désigne le nombre de points en lesquels la droite
2 = ¢ coupe larve (.

Je prouve ensuite que la condition nécessaire et suifisante pour
que la fonetion continue y = f(z) & variation bornde soit absolument
continue est gue tout engemble de mesure nulle sitné sur Paxe d’abscisses
soit fransformé par eette fonetion en un ensemble de megure nulle situé
smr Paxe d’ordonndes.

Ce théoréme donne une réponse & une question posée par M, Hahn (1)
dans son livre Theorie der reellen Funktionen {(Berlin 1921), p. 589, note?).

Pour une définition convenable de l'aire d'une portion & de sur-
face (une image biunivoque et continue du carré), en désignant par le

* Commenté sur p. 327,

(*) Le théoréme gue nous donnons comme réponse 2 la guestion de M. Hahn
pent &fre déduit de la théorie de la totalisation de M. Denjoy.

En effet, en vertu de cette théorie, pour gu'une fonetion continue, & variation
hornée sur un ensemble parfaif, ait sor tounte portiom de et ensemble la variation
= 0, il faut et il suffit que I'ensemble de valenrs de eeite fonetion gqu'elle admet sur
Vensemble considéré soit de mesure nulle (Denjoy, Sur la fotalisation, Ann. Ec. Norm.
33 (1916), p. 192} Done, en particulier, tonte fonction & variation bornée qui satisfais
& la condition du texte est de variation nulle sur tout ensemble parfait de mesure nulle,
et parsuite est une fofale au sens de Denjoy. La dérivée (existante presque partout)
é¢tant dans ee cas intégrable av gens de Lebesgue, la fonetion conzidérée est linté-
grale (D) de sa dérivée, o.-&-dire une fonetiom absclument continue (Denjoy, L c.,
. 174),

! Iza. démonstration gue nous donnercins dans e texte est tout-A-fait lémentaire
et indépendante de la théorie de M. Denjoy. Or, elle 5 a.pp]lque anx images des do-
maines & un nomhbre supérienr de dimensions.
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symbole N (s, {, §) le nombre de points en lesquels la droite x = 8, y =1,
paralléle & I’axe 0z, coupe S, ef en définissant d’une fagon analogue les
fonetions Nauls, 1, 8) et Ny (s, t, 8), j'énonce le théoréme suivant:

Ta eondition nécessaire et suffisante pour que la portion de snrface
& ait une aire finie est que les fonctions Ny (s, , 8), Newls, 4, 8) et Np.(8, 1, 8)
soient intégrables au sens de Lebesgue.

Jénonce ensuite encore guelques théorémes analogues aux pré-
cédents, concernant les transformation continues définies par les fone-
tions

X :f(u’!'u)r y= 91(“: ) (0 < u < 17 0 <v<1).

Je n’ai pas rencontré ces théorémes dans la littérature qui m'’était
aceessible.

§ 1. Les fonctions & variation bornée

Soit f(») une fonetion quelcongue, définie dans {a, b). Nous intro-
duirons les notations suivantes:

1) A tout ensemble F faisons correspondre l'ensemble B, ou,
plus simplement, £,: nous désignerons aingi Pensemble de toufes les
valeurs que prend la fonction y = f(z) dans les points de ensemble
E, ol elle est définie.

A tout engemble E nous ferons correspondre l'ensemble £, ou,
plus simplement, E.: nous désignerons ainsi ensemble de tous les points
# en lesquels f(x) prend une valeur contenue dans E.

2) f(x) étant une fonction donnée, nous désignerons par le sym-
bole N{i, f), ou brisvement par N (¢}, le nombre de racines » de 1’équation
t = f(=z), il est fini, et le nombre +oo, sinon.

3) B étant un ensemble mesurable (L), nous désignerons par |E|
g4 mesure lebesguienne.

THEOREME 1. 8¢ f(a) esf une fonction continue, sa fonetion correspon-
dante N (1) est de classe << 2 de Baire.

Démonstration. Soit f(z) une fonction continue, définie dans
intervalle (@, b). Divisons ceb intervalle en 2” parties égales (p étant un
nombre naturel donné quelcongue). Désignons par o, Vintervalle a
<o < at+(b—a)/?, et par & Uintervalle

b—a o, b—a
< x4tk 5

at(k—1)—5

pour k =2,3,...,2% _
Posons maintenant Ly(f) = 1, &l f(») prend la valeur ¢ dans Vinter-

valle d, eb Ly(t) = 0 sinon. Il est clair que Ly () est une fonction de Baire
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de clagse {1 (comme ayant au plus deux points de discontinuité), Po-
sons '

Nplt) = Ly () + Ln(®)+...+Z2(1)

-— e gera donc aussi une fonction de elasse < 1. Remarquons que N;{¥)

est le nombre de tous ces intervalles 6, d
. \ r dans lesquels f(r) pre :
t {au moing une fois). * o) prend fa vatour

Il est évident que

(1) Nuwll) < Np{t)  powr < a;
il en résulte ’axigtence de l1a limite
(2) Hm N, (#) = N{t).

Peroo

Les fonctions ¥,(#) étant de classe < 1, il en résulte que N(t) et
une fonetion de classe < 2. Or, nous prouverons que N (t) = N (f).

Hn effet, soit ¢ un nombre réel donné, m — un nombre naturel < ¥ (1).
I1 régulte donc de la définition du nombre ¥ () qu'il existe m nombres
By < By < v <X I de {4, 0) Fels que flay) = flz,) = ... = flan) = &

Désignons maintenant par d le plus petit des m—1 nombres

Tpaa—a  (b=1,2,..., m—1);

nous aurons évidemment pour tout p naturel, tel que 1/2% < d, Piné-
galité

Ny(t) = m,

d’oll résulte, d’aprés (2), que N (¢) = m. Or, @ Stant un nombre naturel
quelconque <¢ N ({), il en résulte que N (%) = N (1)

Or, nous avons évidemment N,(t) < N{t) pour tout » naturel et ¢
réel, d’olt résulte, d’aprés (2}, que N (f) < N ().

Les inégalitds N(t) = N(f) et N(¢) < N{¢) donnent

(3) N@) =N,

ce qui prouve que N (I} est une fonetion de elasse < 2, ¢ q. f. 4.

TraroREME 2. La eondition nécessaire ef suffisante pour gu’ une fonction
continue flx) soil & variation bornée est gue N (t) soit inibgrable au sens de

Lebf&gue. 8i fix) est & variation bornée, la variation totale de f(r) est égale
[==]
& [ N

Démonstration. ¥n conservant les notations de la démonstration
du théoréme 1, on voit sang peine que

20
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ott My et my, désigne resp. le maximum et le minimum de f(z) dang D’in-
tervalle d;. Il en résulte la formule

I, 3% Lo 9
(4) f N, (A = S [ Lt = g‘(ﬂk—mk).
—na k=100 =1

Or, si f{r) est une fonetion & variation bornée et si V est sa variation
totale, nous avons pour tout p naturel 'inégalité
2P
Eﬂ!k—-mk) < V,
b=l
done, d’aprés (4),
-t o0
| Npnat < V.

— 2

I1 en résulte, d’aprés 1), 2), 3) et 4) que la fonetion N (1) est intégrable
au sens de Lebesgue enfre —oo ef 4o ef que

oo 3 2P
N{f)dt = lim Neloydt = lm » (Mp—my) = V.
_i ) Ml K1) p_)mg:z R

Supposons maintenant que N (t) est une fonction intégrable an sens
de Lebesgue enfre —co ef Lo, Il en résulte, d’aprés 1), 2), 3) et 4), pour
tout p naturel, Iinégalité

k-

2 500

(Mp—me) < [ N()ar.

]

b

ko

—

Or, cela prouve gque fi{z) est une fonetion & variation Dornée.

Coronratee 1. 8% la fonction continue f(o) est & variation bornée,
Uensemble de toules les valewrs t powr lesquelles Uéquation 1 = f(x) admet
une infinité de solutions en m, est de wmesure nulle.

Démonstration. Cela résulte immédiatement du théoréme 2
et de la remarque que N{f) est une foneton intégrable an sens de
Lebesgue.

THEOREME 3. La condition nécessaire et suffisante pour guw’uie fonction
continue & variation bornée soit absolument continue est que la formule
| B} =0 entraine pour tout ensemble B la formule | E,| = 0.

Démonstration. La condition est néeegsaire. Cela résulte
immeédiatement de la définition de la continuité absolue. Soit, en effet,
Jiz) une fonetion absolurent continue et E un ensemble contenn dans

(a, b), tel que |E| = 0. On voit sans peine qu’il existe pour tout & > 0
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une suite finie ow infinie d’intervalles {o;} n’empiétant pas les ung sar
les autres, tels que

(EL) Fc 2 Oy
(b) S <e,
(e) & (My—my) < £,

My et g désignant le maximumin, resp. le minimum de f{x) dans o.
Or, en désignant par ¢, Vintervalle my < y < Wy, on voit gue

Ey = 2 Thy
et
>l = Y (M—m) < e,

=i

d’olt vésulte que la mesure exférienre de F, est <{e. Le nombre ¢ étant
aussi petit que U'on veud, on en dédnit que [ Ey = 0, e. g. 1. d.

La condition est suffisante. Soit maintenant f{z) une fonction
continne & variation bornée et supposons que la formule | E| = ¢ entraine
toujours la formule B, = 0. 8i f{z) n'était pas absolument continue,
il existerait une guife infinie d’ensembles {.1;} contenus dans (a, b} et
jouissant des propriétés suivantes:

1) J; est wune somme d’un nombre fini dintervalles {8} (r
== 1,2, ...,7,) n'empiétant pas les ung gur les anfres.

o0
2) La somme »'1.4; est finie.
i=1
3) I existe un nombre ¢>0, tel qu’en désignant par o Voscillation
de f(z) dans lintervalle 47, on a Pinégalité
ywi e powr i=1,2,3,..
1l est clair maintenant que si N;(t) désigne le nombre de tons ceux
intervalles & eontenus dans J;, dang lesguels f(x) prend la valeur #, alors

{a} Nyt < N,
~na i
(8) [ Fanar = 2;(4;;: >e.
—20 Pa=
Désignons par 4 'ensemble de tous ces points ¢ en lesquels
() limsup ¥y(1) # 0.

Décomposons I’ensemble 4 en deux ensembles disjoints 4, eb A,
ot 4, désigne Pensemble de tous les poinks de 4, on N} = Hoo Lo
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fonction N(t) étant intégrable (puisque f(x) est & variation bornée), il
est eclair que

(8) |4, = 0.

Soit maintenant t, un point de 4,. D’aprés (v) il existe une gsuite
infinie de nombres &, (n = 1,2,...), tels que

Ni, () =1

(N;(f} est un nombre naturel pour tout ¢ réel).
Il en résulte, d’aprés la définition de la fonction Ny(?), qu’il existe
une suite infinie de nombres xp, (n=1,2,...), satigfaisant aux con-

ditions:
1 B © Ay, (m=1,2,.00,
@) flog,) =1 (n=1,2..).

Or, de N(f,) # -+oo rvésulte que dans la suite x; (v =1,2,...)
il 0’y a qu'un nombre fini de nombres distinets: il existe donc un nom-
bre 2, qui figure dans cette suite un nombre infini de fois et parsuite
appartient 2 une infinité d'ensembles A, (n=1,2,...). En posant K =
limsup 4;, nous voyons done que
(=) T k.

Or, fla,) = tq, done {,¢E,. Nous avons ainsi démontré que 4, > F,.
Or, Q’aprés (2), E = 0, ce qui entraine, d’aprés Phypothese |Hyl < 0. IL
résulte done de A = A, --4,, et de (3) que |4] = 0. Il en résuite, d’aprds
la définition de l'ensemble A, qu’on a presgue partout lim N;() —= 0,

00

ce qui donne, d’aprés («), N(t) étant une fonetion intégrable,

-+

lim [ Ni(t)di =0,

:L--;OD —00

ce gui est incompatible avee (8).
Notre théordme est aingi démontré.

§ 2, Les transformations continues

Les théortmes du § précédent peuvent é&tre géndralisés aux espaces
de plosieurs dimensions.
Supposons que deux fonctions continues

1) = flu,v), =gl
gsont définies dans le carré B, (0 <u<1,0 <o 1),
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Les fonctions (1) déferminent une fransformation univoque et con-
tinue. Infroduigons la notation suivaute: si £ est un ensemble contenu
dang B, désignons par H,, Pensemble dang le plan ay en lequel est trans-
formé Pensemble ¥ par les formules (1). Les fonetions (1) étant continues,
4 tout ensemble ¥ mesurable (B) correspondra un ensemble F,, mesurable
(L) {puisque tounte image continue d'un ensemble mesurable {B) est un
ensemble (4) de M. Souslin, et tout engemble (4) est, d’aprés Lusin
et Sierpinski, mesurable (L)).

Détinition 1. Nous dirons que la fransformation (1) est & variation
bornée, 8'il existe un nombre M > 0, tel que pour toube suite finie ou
infinie K" (¢ = 1, 2, ...) de carrés n'empidtant pas les ung sur les antres
et contenus dans K,

o
;}_{ |EL| < M.

1 résulte tout de suite de cette définition que E', E?, ..., E" étang
une suite finfe d’ensembles fermés n’empiétant pas les uns sur les antres
et les transformations (1) étant & variation bornée, il est aussi

o
Z‘ |BE, ] < M.
i=1

{On démontre cela en recouvrant chacun d’ensembles F' par les
carrés n'empidtant pag les uns sur les autres, dont les citds sont moindres
que la plus petite distance mutuelle entre les ensembles i)

Tl en résulte sans peine gque lensemble de toutes les droites gui se
trangforment en un ensemble de mesare pogitive (dans Ie plan xy) est
au plus dénombrable (ou vide). Désignons cet ensemble par D.

Congidérons maintenant un systéme auxiliaire u'v’, dont les axes
sont paralldles anx axes uv, tel gu’ancune de droites ' = 2%, o = ij2"
(4, % = 0,1,2,...) n’appartienne pas & lensemble D.

Soit maintenant % un entier >> 0 quelconque. Les droites u’ = /2",
v =if2% (i=0,1,2,...) divisent tout le plan en carrés. Soient K,
E? ..., E" ces carrés ou leurs parties qui sont contenus dans le carré K.

Posons:
k13
Vi= D Ehi.
fa=1

Il est claiv que Ty < Vyyy; Or, NOUS AVONS Vi < M; il en résulte une
limite finie lim ¥y.
kes00

Définition 2. La transformation (1) étant & variation bornde,
nous appellerons variation fotale de cetie transformation le nombre lim V.

koa
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{Quoique, d'apres cette définition, la variation totale dépend du
ehoix du systéme u'v’, il résultera des théordmes suivants gu'elle ne
dépend pas de ce choix, & condition qu’anx droifes utilisées pour la divi-
sion ne correspondent pas des ensembles de mesure positive.)

Nous introdumirons maintenant une fonction d’engemble anxiliaire
I(E), définie comme il suit: F(E) = {E,,|, 5si B est un ensemble mesurable
(B), contenu dans E,. Il est clair que la fonetion F(E) satisfait aux con-
ditions saivantes:

{1} F(E) =0,
(2) S E Ey,=0, on a FE+By) < F(B)|F(R,).

(3)  F(H) est & variation bornde, si la fransformation (1) est & variation
bornée (1).

Fal démontré dans le mémoire cité que les fonctions satisfaisant
aux. conditions (2} et (3) possédent presque partont une dérivée super-
ficielle intégrable (?). Done, en définissant le Jacobien généralisé de la
transformation (1) comine gm [Hapl /1], ot B st un ocarré contenant

150

le point P, nous pouvons ¢noncer le théoréme suivant:

TrgorEME 1. 8i lo transformation (1) est & variation bornée, il existe
presque partout le Jacobien généralisé qui, considéré comme wune fonction
de deux veriables réelles, est intégrable superficiellement.

Remargue. On pourrait démontrer que si les fonctions (1) Pos-
sedent des dérivées partielles continues, le Jacobien généralisé est égal
en valeur absolue au Jacobien ordinaire.

Détfinition 5. Nous divons que la transformation (1) est absolument
continue, 8'il existe pour tout 2 > 0 un % > 0, tel que pour tout ensemble
de carrés {E'} n’empiétant pas les uns sur les autves ot satisfaisant & la
eondition

2 [ <7,

S EL] <.

On voit sans peine que si Ia transformation (1) est absolument con-
tinue, la fonetion F(K) définie plus haut est aussi abgolument continue,
Dans le Mémoire cité j’ai démontré que la variation totale de F (K) est

alors égale & Dintégrale de sa dérivée. Nous pouvons done énoncer le
stivant

subsiste D'inégalité

(1} La définition dune fonetion d’ensemble A variation bornée ot quelques
théorémes sur lesquels je m’appuis se trouvent dans mon mémoire [Z1].
(*) Par une dérivée superficielle d'une fonetion d'ensemble F{HK) au point P
nous comprenons le nombreul(i]moF(K)/]Kl, ot K est un carré contenant le point P.
[—
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TiorBME 2. 8@ la transformation (1) est absolumeni confinue, la
variation totale est égale & Vintégrale du Jacobien généralisé,
Désignons maintenant par le symbole ¥ (s, 1) le nombre des solutions
du systéme ’équations
s =, =gl

Or, en procédant pareillement comme dans le § 1, on peut démontrer
les théorémes suivants:

THEOREME 3. La condition nécessaire ef suffisante pour que la trans-
formatior (1) soit & variation bornde est que la fonction N (s, t) soil inlégrable
al sens de Lebesgue. 8i la transformalion (1) est & variation bornée, la variation
totale est édgale & Uintégrale de lo fonction N (s, ).

THEOREME 4. La condition nécessaive e suffisante pouwr que la lrans-
formation continue (1} & varietion bornée soit absolument coniinue est que
pour tout ensemble L, fel gue |E] = 0, subsiste la formule {Fy| = 0.

§ 5. Les lignes et les surfaces

Soit I v ensemble plan donné gqueleongue. I}ésignons par le symbole
(1, t) le nombre de points en lesquels la droite 4 = ? rencontre 'ensem-
ble 1. Pareillement nous définissons le symbole N,(f, ).

Soit maintenant I un arc simple défini par les fonctions comfinues
(1) z=flu), y=¢@) (0<u<I)
satisfaisant & la condition que les égalités f(u") = f(u") et ¢(u') = ¢(u")
entrainent tomjours u' = ',

On sait que la condition nécessaire et suffisante pour que I soif rec-
tifiable est que les fonctions (1) soient &4 variation bornée. Or, cela équi-
vaut & la eondition que les fonctions N (4, ) et N ({1, ¢) soient intég:ra!:)les
au gens de Lebesgue (§1, théoréme 2). Or, comme on voif sans peine:

N(t,f) = Nlt,) et Fltg) = Nyt 1)
nous pouvons done énoncer le théoréme suivant:

TmiorEME 1, La condition nécessaive et suffisante pour que Parc simpls
plan 1 soit vectifiable ost que les fonctions N, (t, 1) ef Ny(1,1) soient sntégrables
o sens de Lebesgue. _

Tl est pareillement pour leg portions de surface. C‘-onsidctarmlls une
portion de surface dans Vespace & 3 dimensions (uue image binnivogque
eti continue d'nn carré), définie par les fonctions confinues

x = flu, v},
(2) y = g4, v),

z2 = y(u,v),

< U ,

1
1,

s @
NN

AN AN

D
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satisfaisant & la condition que les égalités f(uw', v') = f(u', "), o(u’, v)
=g{u", v"), plu’, ¢’} =pi{u", v"') entrainent les égalités «' =" et v’ =o',

Définissons une fonetion d'ensemble F,(H) comme il suit. 8i & est
un ensembie mesurable (B), posons

Fi(E) = i'/EEa:yEE‘}‘ |Ezzi2+ lEyz}z

(B, correspond ici, comme dans le § 2, 4 la transformation définie par leg
fonctions @« = f(u, »), ¥ = ¢4, v); By — o celle qui est définie par les
fonctions @ = f(u, ,z = (i, ¥}, By, — b celle gui est définie par les
fonctions ¥ = ¢{u, v}, 2 = ylu, v).

SBi P (E) est a variation bornée, nons comprendrons par ’aire d’une
portion de surface 8 la variation totale de la fonection #,(¥) déduite
pareillement comme la variation totale de la fonection # (&) dang le §2.
On prouve aigément le

TudoriME 2. Lo condilion nécessaire et suffisante pour qu’ume por-
tion de surface 8, déterminée par les formules (2), ait ume aire finie est que
les frois eorrespondances

;I;mf,
Y=g

o =f, =4,
&=, T =9
soient & variation bornée.

En désignant par N (s, ¢, §) le nombre de points en lesquels la
droite & == 5, y = i rencontre 8 et en infroduisant d’une fagon analogue
les notations N, (s, %, §) est N, (s, {, §), nous pouvons énoncer le théordme
suivant:

THEOREME 3. La condition névessaire o suffisante pour qu'une portion
de surface S, déterminée par les formules (2), ait une aire finie est que les
Jonctions Ny (s, 1, 8), Npp(s, 1, 8) et Nyi(s,t, 8) soient intégrables ou sens
de Lebesgue.

CoroLLAIRE 1. 80 la portion de surface S a une aive finie, Vensemble de
droites paralléles & Vare @ el rencontrant 8 en une infinité de points est de
mesure nulle.

Remargue. 3i I'on suppose que les coregpondances
x=f, w=F,

¥=¢, &=y,

Y=,

gont absolument continues, l'aire de 8§ s’exprime comme Vinfégrale de
la racine de deuxiéme degré de la somme des earvés de Jacobiens géné-
ralisés (puisque ¥,(E) est alors absolument continue).
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{es conséquences peuvent &tre appliquées 4 la portion de surface s,
déterminéde par la fonction continue
(3) a=flo,y) O<e<L0<y <1).

Les équations de § peuvent é&fre exprimées paramétriguement:
(4) 3=flu,m), x=wu, Y=o

Bn désignant par V,(x) la variation de f(w, y} pour z fixe, et par
V. (%) Ia variation de f(a, y) pour y fixe, on voit sans peine que si S a une
aire finie, il est

+oa
fl Volw)de = f f Nyuls, t, ) dsdt
et ﬂl _jn
[Vinay = [f Nals 1, Hdsat,
[} —oo

d’oit résulte que la fonetion f(w,y) posséde presque partout des dérivées
partielles.

Des recherches ulbérieures et quelques résultats nouveaux dans le
méme ordre d’iddes donne M. J. Szaunder dans sa Theése qui paraitra
dans le volume VITI des Fundamenta Mathematicae.



