Sur la décomposition des ensembles de points
en parties respectivement congruentes *

Par

S. Banaeh et A. Tarski

Nous étudions dans cette Note les notions de I’équivalence des ensem-
bles de points par décomposition finie, resp. dénombrable. Deux ensembles
de points situés dans un egpace métrique gont dits éguivalenis par dé-
composition finie {ou dénombrable), lorsqu’ils peuvent &tre décomposés
en un nombre fini et égal {ou une infinité dénombrable) de parties dis-
jointes respectivement congruentes.

Les principanx résultats contenus dans le présent article sont les
suivants:

Dans un espace euclidien & » = 3 dimensions deux ensembles arbi-
traires, bornés et contenani des poinis intérieurs (p. ex. deus sphéres 4 ragons
différents), sont équivalents par décomposition finde.

Un théoréme analogue subsisie pour les ensembles situds sur la surfoace
dune sphéve; mais le théoréme correspondant concernant Pespace euclidien
& 1 ow 2 dimenstons est fauw.

D*autre part:

Dans un espace euclidien & n > 1 dimensions deuxr ensembles arbi-
iradres (bornés ow nom), conlenant des poinis intérieures, soni dquivalents
par décomposition dénombrable.

La démonstration des théorémes précédents s'appuie sur les résul-
tats de MM. Hausdorff, Vitali et Banach ('), qui concernent le prob-
léme général de mesure; elle fait donc usage de I’axiome du choiz de M. Zer-
melo. Le réle que joune cet axiome dans nos raisonnements nous semble
mériter 1'attenfion.

* Commenté gur p. 325.

M F. Hausdorff, Grundeiige der Mengenlehre, Leipzig 1914, p. 401 ef 46%;
G. Vitali, Sul problema della mesura dei gruppi di punii di une relia, Bologna 1905,
et Bapach [9].
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Envisageons, en effet, les deux thédorémes suivants, qui résultent
de nos recherches:

1. Deux polyédres arbitraires sont équivalents par décomposition finie.
1L (1) Deuxr polygones différemts, dont Vun est contenu dans Pautre,
ne sond jemais équivalents par décomposition finie.

Or, on ne sait démontrer ancun de ces deux théorémes sans faire
appel & 'axiome du choix: ni le premier, gui semble peut-dtte paradoxal,
ni Je second, qui est en plein accord avec Pintuition. De plus, en analysant
leurs démonstrations, on peut constater que Paxiome du choix intervient
dans la démonsiration du premier théoréme scus une forme bien plus
resireinte gue dans le cas du second.

§ 1. Les propriéiés générales de I'équivalence par déeomposition
finie ou dénombrable

Les raisonnements de ce § sont valables pour les ensembles de poinbs
situés dans un espace quelcongue, sur leguel est faite 1’hypofhése unique
qu'd tout couple de peints (@, &) correspond un nombre réel p(a, b) appelé
dislanee des poinis o et b. Seuls les corollaires 14-15' concernent Pespace
euclidien.

Définition 1. Les ensembles de points A et B sont congruents,

A =B,

s’il existe une fonction ¢, qui transforme d’ane facon biznivoque 4 en B
eb satisfait & la condition: &, et a, étant deux points arbifraires de Iengem-
ble 4, on a

ofay, ag) = elp(ay), glas)].

Dans ce qui suit nous supposons connues les propriéiés élémentaires
de Ia notion de congruence.
Définition 2. Les ensembles de points 4 et B sont dguivalenis par
décomposition finie: '
A= B,
g'il exisbe des ensembles A,, d,,..., 4, et By, By, ..., By, qui remplis-
sent les condifions suivantes:

T »
I A= YAy et B= > By
P k=1
- TE. ApxAd; =0 = BpxX B, lorsqune 1 <k <1 < 0y
TIT. A= By pour 1 <k < n.

{1) Ce théordme pent &tre regardé comme une généralisation du théortme connu
de la Géométrie Elémentaire, appelé parfois axieme de De Zoli. Cf. A. Tarski, Sur
Véguivalence des polygones, Praeglad roat.-fiz. 2-3, Warszawa 1924,
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Définition 2./ Les ensembles de points A et B sont éguivalents par
décomposition dénombrable:
A =B,

g%l existe des ensembles, A;, 4., ..., 4y, ...
remplissent les conditions suivantes:

, et By, By, ..., Byayoowy qui

1. 4= 24; et B = Z‘Bk,

fo=1
II. Apxd; =0 = By xB;, lorsque & #1;

IIT, Aj = By pour tout & naturel.

Dans les théorémes 1-15" qui vont suivre nous ébablissons les pro-
priétés élémentaires des notions introduites ci-dessus, en ne nous bornant
d’aillents qu’h celles qui nous seront utiles dans Ia suife. A tiout théoréme
concernant Péquivalence par déeomposition finie correspond un théoréme
sur Déquivalence par déecompesition dénombrable; les démonstrations
des thdorémes correspondants ébtant toub-i-fait analogues, nous nous
bornons & n’en donner qu'une seule.

THEOREME 1. 8% 4 = B ou bien A =B, on a 4 <= B.

("est une conséquence immédiate de la définition 2. En tenant eompte
que 0 220, on en déduit le

TmhoriME 1'. 87 4 = B, 4 == B ou bien 4 == B, on a A = B.

THROREME 2. 8t A = B, on ¢ B = 4.

TaforEME 27. 8 A = B, on a B = A.

Ces théorémes résultent aussitét des définitions 2 et 27,

THEOREME 3. 82 A = B et B= C, ona 4 = C.

Démonstration. Soient:

ki1 k%
(1) A= D4, e B= DB,
k=1 F=1
‘ m n
2 B= 3B e (= M0
(2) 2 4 | T,F ;

les décompositions des ensembles .4 et B, resp. B et €, qui satisfont aux
conditions I-ITT de la définition 2

Posons:
(3) By;=ByxB; pour 1<k<netl<<lm
de (1)-(3) il résulte aussitét que
(4) B;,:EB;‘,; pour 1<k<m,
i=1
(5) Bi= 3By pomr 1<i<m.
k=1
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Suivant (3) et la condition 1T de la définition citée, on obtient encore:

(6) Bpy X By, 1, = 0, lorsque & # L, ou bien | #1,.

Les ensembles 4, et By (1l < k < n) étant congruoents, on en déduit
selon (4) et (6) Pexistence des ensembles 4y, dpyy ..., dgpm, qui véri-
fient les formmules:

m
(7 Ay = 2‘5"»‘ pour 1 <k < o0y

=1
(8) Apgx Ay g =0, lorsque & # k, on bien 1 #1;;
(9 Aprz2 By pour 1<k<<netl=<lsim.

De méme la congruence des ensembles B} et ) (1 <1 < m) implique
en raison de {5) et (6) qu’il existe deg ensembles €3, Cay, ..., Coy tels
que 'on ait:

n
(10) 0y = ch,z pour 1 <1< mg
o
{11) CraiXCyy =0, lorsque & # k; on bien I # L
(12) -Bk,l o Ok_‘; pour 1< k LR et 1 < A < M.

En vertu de (1), (2), {7) et {10) on conelut que

(13) A= D MAuz
k=1 I=1
m
chlg

1=1

o

Nl
Ms

(14) ¢ =

1=

Oy =

=

k
de (9) et {12) on obfient enfin

|
st

k

1
—

(15) 4‘1;,1 Ckl pour 1< I =N et 1 \"\:_l < .

Les formmules {13) et (14) nous fournissent une décomposition des
ensembles 4 et € en un nombre fini (égal & n,m) de parties; suivant
(8), (11) eb (15) cette décomposition remplit les conditions de la défini-
tion 2. On a done

A=0, eqfd

D'une facon tount-h-fait analogue on peut démontrer le suivant

TakorkME 3'. 87 A= B et B=x 0, on a 4 =0

Conformément anx théorémes 1-3' les relations de I'équivalence
par décomposition finie et dénombrable sont reflemives, symétrigues eb
fransttives.
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THHEOREME 4. §i les ensembles A et B peuvent Bire décomposés en des
b

sous-ensembles disjoints:
N
A= D4, B= By
k=1 k=1
de sorte que

Ak?Bk pour 1<k <sn,

on @

A?B.

Démonstration. L'hypothése du théoréme impligne gqu’il existe
pour tout k1 < %k < n, une décomposition des ensembles A et By,

my iy
ey Ap= YA,  Bi= 3 By
T==1 i=1
qui satisfait aux conditions:
{2) ApgXdpy =0= Byi+By i, lorsque k 52k ou bien 1 #£1;
(3 Agg o2 By pour 1< B, LT <my.

De (1) on obtient:

[

wy
_B = ;S "ka

Foe=l Je=]

s

My
D) An
=1

Conformément & la définition 2, les formules (2)-(4) donnent aussitib:

Au?=B,

(4) A=

k

1
-

c.g.f. d

TriorEME 4'. 8% les ensembles A et B peuvent étre décomposés en des
sous-ensembles disjoints,

B = S'Bk {resp. 4 = zﬂ‘Ak,
k=1 k=1

22]

A= Y A,
k=1

de sorfe que
A= By pour tout k naturel (resp. powr 1 < k < n),
on a
A = B.

THEOREME 5. 4 = B, il exisic une fonction g définie pour tous les points
de Densemble A et remplissant les conditions:

1. la fonction g transforme A en B dune facon biunivogue;

II. C étant un sous-ensemble arbitraire de A, on a C = ¢(0) ().

(1) @ étant une fonction définie pour tous les points de l'ensemble 4, si ¢ = 4,
@ (() désigne Lensemble de tous les éléments ¢{p), ot pel.
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Démonsiration. Soif
(1) A= D4y,
k=1

nne décomposition des ensembles 4 et B satisfaisant aux conditions
de la définition 2.

TLes ensembles A, et B étant congruents, il en résulte conformément
& Ja définition 1 Vexistence des fonctions g {1 < & < n), qui transforment
Aj en B, sans altérer les distances des poinfs transformés. Posons:

7

B= DB

k=1

{2) @(p) = gr(p), lorsque pedy, 1 <k <n.

On en conclut sans peine, en vertn des propriétés de la décomposition
(1), que
(3) la fonetion ¢ transforme d’une fagon biunivegue 4 en B.

Soit maintenant:

(4) ¢ c 4;
posgons:
(5) Opr=0x4, pour 1LEk<n.
De (1), (4) et (3) on obtient anssitos:
(6) 0= D0
=1
{7) CpxC; =0, lotsque 1<k<l<mn;
(8) Cpc Ay vpour 1<k <nm.
Selon (3), (4), (6) &t (7) on dédnis:
n
(9 () = X eCa),
Fe=1
{10) PO xg(C) =0, lorsque 1 <k<li<n.

11 résulte enfin de (2) et {8), conformément & la propriété indiquee
des fonetions gg:
{11) Cp=op(Cy) pour
Tes formules (6) et (9} nous fournissent une décomposition des engem-
bles ¢ et ¢(C), qui remplit suivant (7), (10) et (11) toutes le conditions
de 1a définition 2. On a done
(12) C=¢(0).
Les conditions (7) et (12) prouvent que g est la fonection cherchée.
TekoREME 5. §i 4 = B, il ewiste une fonction o définie pour tous les
points de Pensemble A et remplissant les conditions:

1<k n,
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1. la fonetion ¢ transforme d'une fagon biunivogue 4 en By

11 O étant un sous-ensemble arbitraire de A, on a O = ¢(0).

Les théorémes 3 et 5 impliguent aussitét lea corollaires suivants:

CoOROLTAIRE 6. Si 4 = B el 8%l existe une décompaosition de Densemble
4 en des sous-ensembles disjoints:

n . n
4= ZA" (resp. 4 = ZAk),
B=i k=1

il existe aussi une décomposition de Vensemble B en des sous-ensembles
disjoints:

o0
(resp. B = yBk)

k=1

tels gque

A5 By pour 1 < EF<a (resp. pour tout k naturel).

CorOLLATRE 6. 8i A = B et §%l existe une décomposition de Uensemble
A en des sous-ensembles disjoints:

n
4= D4
E=1

il existe oussi une décomposition de Uensemble B en des sous-ensembles
disjoints:

{resp. A = ZAk),

k=1

B = Zﬂ:Bk (resp. B = SIB")
k=1 k=1

tels que

Ap= By pour L <k <n (resp. pour tout k naturel).

COROLLAIRE 7. Si A = B, & tout sous-ensemble € de 4 correspond un
sous-ensemble D de B assujetti aux conditions:

L 0= Dj

JI. 58 ¢ 5= A, on 0o D #+ B.

Corotrarwe 7. 8t A =B, & loul sous-ensemble ¢ de A correspond un
sous-ensemble I de B assujetti aux condilions:

L ¢=D;

Il. s & £ 4, o0n a D #B.

Les théordmes 8 et 8 que nous allons établir maintenant vont joner
un rdle important dans les raisonnements des §§ suivants.

TuorkymE 8. 8i 4, « 4,B, c B, A =B, ¢l B=4,, on a
4 = B.
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THEOREME 8°. 8i 4, c d, By« B, A =B, et B 4d,,0n e
4 =B.

Démonstration. Conformément anx théorémes 4-5', les deux
relations envisagées dans cet ouvrage — Péguivalence par décomposition
finie et dénombrable — possédent les propriétés {«) et (8) que Banach
a définies dans la Note [12]. Done les théorémes 8 et 8 ne présentent
qu'nne conséquence immédiate du théoréme 3 étadli dans Ja Note citée,
qui soneerne fouies les rvelations possédant ces deux propriétés.

COROLLATRE 9. §i A s B> Cet d5C,omad=Be B~C.

COROLLAIRE 9. 8i A s B> Cet A=C,ona 45 B et B=xC.

On déduit ces corollaires directement des théorémes précédents,
si I'on v remplace 4, par B ainsi que B, par ¢ et si I'on applique ensnite
les théorémes 1 et 3, resp. 1’ ef 3'.

THEOREME 10. 87 4 = AL By pour 1 <k <, on &

A5 A+ D By
k=1

Démonstration. Nous envisageons denx cas.

(a) Les ensembles 4, By, B.,..., B, sont disjoints.

Nous allons procédér par linduction. Le théoréme étant évident
pour # = 1, supposons qu’il est vrai pour n = »’ et prouvons qwil subsiste
encore pour n = n’-+1.

On a done: .
ey A=A+t gBk,
(2) A = A+Buy., '
{(3) AXBpy =0 =By, X ZB"'

=1

Conformément aw théoréme 4, on obtient de (1) et {3):
wil
(4) A4 Buy5 A+ D) B
E=]
De (2) et (4) il résulte aussitds, en vertu du théoréme 3:
41

A=A+ Y By,

k=1

e.q.fd

(b} Le cas général. Posons:

k-1

(5) B, = B,—A4, B;L:Bk—(A—t-ZBz) pour 2 <k < nj -
T==1
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on en concluf sans peine:
k3 n
(6) A4+ 3B = A+ D By,
E=1 k=1

(7) ALBr c A+B, powr 1<k<n.

Appliqguons maintenant le corollaire 9, en y remplagant A par
A+ By, B par A—,—B;c et ¢ par 4. On obtient suivant (7) et ’hypothése
du théoréme:

{(8) A?A—{—Bk pour 1<k < n

En raison de (5), les ensembles 4, By, B,,..., B, sont disjoints.
Le cag (a) étant déjs établi, on dédnit de (8) et (6):

A5 A+ YBp=4+ D B
k=1 B=1

Le théoréme 10 est done complétement démontré.

TrRorEME 10°. 8i 4 = A+Bk pour L <k <n, on o

A = A+ ZBR..
k=1

Le théoréme 10’ peuf &fre éfendu au cas d’une infinité dénombrable
de gommandes; mais cela demanderait une démonstration spéeiale, bien
plus eompliguée.

Le théoréme auquel nour passons b présent est surtout important
dansg les raisonnements du § 2, C.

TmforEME 11. 8¢ A; = 4,, By = By, 4, +4,= B, +B, et 4;XA4,
=0=B;xXB,, ona

4,4 T B,

Démenstration. M. Kuratowski a établi dans sa Note Une pro-
priété des correspondances biunivegues (Fund. Math. VI, p. 243) un théo-
réme général eoncernant des relations reflexives, syméfriques et transiti-
ves, qui possédent les propriétés (o) et () (). Le théoréme 11 en résulte
aussitét an cag oh 4,4, = B, L RB,.

Pour passer an cas général remarquons gu'en vertu du corollaire 6
T'ensemble 4,44, se décompose en deunx sous-ensembles disjoints:

Al‘]‘Az = Bi‘f'B;
tels que

(1) B;

=B, B,=B,

() Cf. la démonstration des théorémes 8 et &'.
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Comme B, = B,, on obtient de (1) suivant le théoréme 3:
B, 7 Ba;
en raigson du cas précédent, on peut donc conclure gue
(2) 4, =B
Les formules {1) ef (2) donnent aussitot:
4, By, cg.fd

Tm@oREME 11°. 87 A4,
=0 =B, xB,, on a

?Aﬂ, BI?BE’ A1+A2?BI+BQ 31 Alx-flg

A, % By

Dang les corrollaires 12 et 12' nous allons donner nne généralisation
facile des théorémes précédents.

CorOLLAIRE 12. A, 4,,...,
ensembles disjoinis, si

1 Ay 4p et By = By pour 1 < k2"

A, ainsi gue By, Byy ..oy B,, élant des

2’”. 2“
E=1 E=1
on & A; = B.

Démonstration. En vertu du théoréme 11, le corollaire est vrai,
lorsque #» = 1. Pour appliguer le principe d’induction, supposons que
le corrollaire subsiste pour » = 2’ et pronvons qu'il subsiste encore ponr

o= n'+1.
On a donc:
(1) A, = Ay et By By pour 1<k 2™,
nl"i-l 7?-1-‘-1
(2) 2 A= )“ By.
Posgons:
P Satl 5™ Satl
3) A= D4z, S’ Ay, B = ZBI, = > By
fe=t k=211 gy
Suivant Je théoréme 4, de (1)-{3) on conclut aussitdt:
(4) AI ? AII’ BI ? BJ‘J, +AI! ? B! _’_BII'

Les ensembles A’ et A’ ainsi que B et B’ étant disjoints, on dédnit
gelon (4) du théoréme 11:
(3) A= B
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Les formules (1), (3) et (i) prouvent gue les ensembles 4., Ay, ..., A
et B,, Ba, ..., By remplissent Phypothége du théoréme. Conformément
3 notre supposition, on obtient done:

A1 By, caqfd

" COROLLAIRE 12, A,, A4, ..., dsn ainsi que By, By, ..., Bon flant des
ensembles disjoints, st
I A, = dp et By dp pour 1 <k < 2%,

2% 2".

. 3 4y~ 3 By,
k=1 k=1
on a Ay =B,.

THEOREME 13. §¢ A = B et i A appartient & une classe d’ensembles K,
qui remplit les conditions suivanies:
T lorsque XcK et Ye K, on a X4+ YeI;
IL. lorsque XeK et ¥ <« X, on a YK
IIT. torsque XelH et Y= X, on a Y<K,
alors Pensemble B appartient & lo classe K aussi.
Démonstration. Soit, conformément & la définition 2,

(1) A = DAy,
. k=1
une décomposition des ensembles 4 et B en parties disjointes Tespecti-

vement congruentes.
Lia condition II de I'hypothése du théoréme implique selon (1):

Are K pour 1<k n;
il en régulte suivant la condition III:
(2} Bre K pour 1<k<n.

Comme la condition T peut &étre ébendue par une induction facile
an cas de somme d’un nombre fini guelconque d’enzembles, on conclut
en vertn de (1) et (3):

BeK, eqfd

TeforEME 13°. 8¢ A = B et si A appartient & wne classe d’ensembles K,

qui remplit les conditions suivantes:

L lorsque X,c K pour tout n naturel, on o 3 X, eK;
=1

IT. lorsque X<K et ¥ = X, on 0 YeK;
IOIT. forsque Xel el Y= X, o o Ye K,
olors Pensemble B appartient & la classe K oussi.
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Les deux théorémes préeddents impliguent immédiatement les
corollaires suivants:

A et B éant des ensembles situds dans un espace euclidien & un nombre
fini quelcongue de dimensions, on a:

COROLLAIRE 14. 8i 4 = B et A est non-dense (1}, B est non-dense aussi.

COROLLAIRE 14'. 87 4 =kB el A est de 1™ catégorie au sems de Baire,
B est de 1% catégorie anssi.

COROLLAIRE 15. 87 A =B et A est un ensemble mesurable au sens de

Peano-Jordan de mesure nulle, B est aqussi un ensemble mesuroble au
méme sens de mesure nulle.

COROLTATRE 15", 8i A = B et A est un ensemble mesurable (L) de mesure
nulle, B est ausst un ensemble mesurable (L) de mesure nulle.

D’une fagon analogue on prouve que, 4 éant un ensemble bornd,
st A= B, B esi borné aussi.

§ 2. Les théorémes fondamentanx sur I'équivalence
par décomposition finie

Dans les raisonnements de ce § aingd que du suivant nous considérons
des ensembles de points situés dans un espace euclidien 4 un nombre fini
arbitraire de dimensions,

A. L’espace euclidien 2 1 ou 2 dimensions. Le plus important
théoréme de ce § est le théoréme 16, qui dtablit une condition néeeszaire
pour gue deux ensembles de points linéaires on plans mesurables (L)
soient équivalents par décomposition finie.

THEOREME 16. 4 ef B éant des ensembles linéaires ou plans, bornés,
mesurables (L), 8i A = B, on a m(4) = m(B) (?).

Démonsgtration. Diaprés un théoréme de Banach (3), on peut
atiribuer & tout ensemble horné 4, situé dans un espace eunclidien & 1 ou 2
dimensions, un nombre réel non-négatif f(4) de facon gue les conditions
suivantes soient remplies: '

I si A =B, on a fld) = f(B)
I0. 8i AXB =0, on a f{4+B) = f(4)+f(B);
ITT. si A est mesurable (L), on a f{4) = m{d).

(") L'ensemble {de points) 4 est dit ensemble-frontidre, lorsqu’il ne eontient
auncun point intérienr.

L'engemble A est dit non-dense, lorsque 'ensemble composé de tous les points
de 4 aingi gue de points d’accumulation de A est un ensemble-frontidre.

L’ensemble 4 est dit de 1™ catégorie au sens de Baire, lorsqu’il est une somme
d'une infinité dénombrable d’ensembles non-denses.

(*) m(A) désigne la mesure lebesguienne de I'ensemble A (1a mesure linéaire, 8i 'on
envizage 'espace & 1 dimension, la mesure superficielle su cas de 2 dimensions ete.).

(*) Voir [2], p. 30-31.

Oeuvres 2



130 Décomposition des ensemhbles

Conformément & la définition 2, Uhypothése du théoréme impli-

que Dexistence des ensembles Ay, A,y ..., dn b By, By, ...y By, qui
vérifient les formules:
n k1
(1) A:Eﬁh B= Y By
Foam ) k=1
(2) Apoe By pouwr 1<k K ng
{3) Apxd; =0 =DBxxB powr 1<k<li<n.

En vertu de I et (2) on obtient:

(4) Cflde) = f(Bi)  powr

La eondition IT peut &tre étendue par une induction facile au cas
d'un nombre fini quelconque de sommandes disjoints. On peut done
econclure selon (1) et {(3):

(3) fla) = Yfd, F(B) = Y f(By-
k=1 k=1

1<k<n.

Les formules (4) et {3) donnent aussitdt:
(6) f(d) =f(B).
Snivant Ihypothése du théoréme on déduit enfin de ITT et (6):

m(d) =m(B), e ¢ d

Le théorime précédent ne se préte pas & Pinversion. Cela résulte
directement du corollaire 14: deux ensembles de points .4 et B, dont
I'un est non-dense et Pautre ne Pest pas, peuvent posséder la méme mesure
lebesgnienne, bien quils ne soient pas équivalents par décomposition
finie. Toutefois cetfie inversion a lieu dans un cas particnliérement simple,
notamment dans le eas des polygones. Pour §’en convaincre démontrons
d’abord le guivant ;

TmnmE 17. A dant un ensemble plan, qui n'est pas ensemble-frontidre(),
et B un ensemble-somme d'un nombre fini de segments, on a

A5 A+B.
Démonstration. Considérons deux cas.
(a) AxB=0
Soit ¢ un eercle vérifiant la formule:

1 Cc A.

{*} Cf. la note (%), p. 129,
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L’ensemble B peut étre évidemment décomposé en un nombre fini
de segments (qui ne sont pag nécésgairement disjoints):

(=) BEQP%

dont chaeun est de longueur inférieure 4 celle du rayon de ¢.

Envisageons un segment arbitraive B, (1 < &k < ). Soit Dy un segment
congruent & By eb situé sur un rayon du centre €, mais ne contenant pas
le centre du cercle. Choisissons un angle ¢ incommesurable avec Tangle
droit et désignons par D,,; (pour tout n naturel) le segment qu’on oblient
en faisant tourner de Iangle ne le segment D, antour du centre dn cercle
(dans un sens fixe).

Posons:
H
(3) E::EDM
=1}
{4) F=Zﬁ%
F==1
{5) G = A--F.

Comme E < €, on obtient aussités selon (1) et (3)-(5) la décompo-
sifion suivante des ensembles 4 et 4 -1 B.:

(6) A =0G+F+-0, A+B.=G+E+B.
On & évidemment

{7) G, Fe g, I o~ By,

car I g’obtient de T par une rotation de langle «.

Enfin on déduit facilement de {3)-(5) ainsi que de la propriété indi-
quée de 'angle a (Pincommesurabilité avee Iangle droit) que les formules
(6) effectuent une décomposition des ensembles A et A4 B; en des sous-
-engembles digjoints. Conformément & (6), (7) et & la définition 2 on
a donc:

(8) A?A -+ By.

Le méme raisonnement étant valable pour tout segment B, (1 <
& < n), on peut appliquer Ie théoréme 10. On obtient selon (2):

(b} Le cas général. I’ensemble 4 — B évidemment n’est pas ensemble-
-frontiére, Comme (4 —B)xXB = 0, on conclut en vertu de (a):

A~B=(A—B)+B = A48



132 Décomposition des ensembles

Cette formule et linelusion évidente:
A+B>Ad > A4A-B
impliquent, suivant le corollaire 9, gue

_:4?44—}-8, e . fod

Grice 4 une remarque diie & M. Lindenbaum, on peut énoncer
un théoréme analogue au lemme précédent pour les ensembles lindaires,
en remplagant le terme ,segment“ par ,point“.

TEEoRBME 19. §i les polygones A et B ont lo méme aire, on «

4= B.

Démonstration. Les polygones A et B sond, comme on saif,
équivalents par décomposition an sens de la Géométrie Elémentaire,
¢'est-i-dire on peut les décomposer en un nombre fini et égal de polygones
respectiverment congruents sans points intérieurs communs. Soient
Ay, Ay ..., Ay b By, By, ..., B, les inférieurs de ces polygones partiels;

on a évidemment:
7n b

(1) Ddr= D B
1

i
k=] k=

n n

Comme les ensembles A > A, ainsi que B— 3B, se composent
k=1 k=1
d'un nombre fini de segments, on conclut en appliquant le lemme pré-
cédent:
n " i n
() X Apg DAt (4= Y As) = A et de méme D' Brx B.
k=1 k=1 k=1 k=1

Suivant le théoréme 3, on obtient aussitét de (1) et (2):

A=58, ecqfd

Les théorémes 17 et 19 implquent directement le

COROLLAIRE 20. Pour que deusr polygones soient équivalents por dé-
composition finie, il faut ef il suffit gu’ils ajent la méme aire.

B. L’espace euclidien & 3 (et plus) dimensions. Les raisonnements
de cette partie concernent Pespace & 3 dimensions. Pour étendre leg résul-
tats obtenus & Lespace & n > 3 dimensions, il faudra congidérer au lien

des gphéres les ensembles de tous les points (xy, s, ..., %), dont les
coordonnédes (réctilignes) satisfont aux conditions:

(5""1""-'11)2"“(fllﬁf'a'—ﬁ'fz)g‘!‘(5‘5’3—‘953)-2 == g%,

Gy, @s, O3, 0, b 86 ¢ étant econstants.

by e powr 3 <k <,

icm

Décomposition des ensembles 133

Pour établir le principal résulbat de cet ouvrage — le théoréme 24
nous allons démontrer au préalable guelques lemmes.

LevvE 21. Toute sphére § contient deuw sous-ensembles disjoints 4,
et A, tels que l'on ait:

8 = A, et 8 7 A,

Démonstration. Suivant le théoréme fimenx, eonnu sous le nom
paradoze de Hausdorff (1), on peut décomposer la surface de Ja sphére
8 en guatre sous-ensembles disjoints: B, ¢, D' et ¥, dont F' est un
ensemble dénombrable et les ensembles B, (' et I¥ wérifient les formules:

B+, B ot =D

B0it p le centre de la sphére S, Désignons par B, C, D et B les ensem-
bles-sommes de tous les rayons de Ia sphére §, le centre p exclu, dont
les points extérieurs appartiennent respectivement & B', (", D’ et F'.

On obtient évidemment de cette facon la décompogition de la sphére
8 en cing parties disjointes:

(1) 8 = B+0+-D+E+(p) (),
assujetties anx conditions:

(2) B = (C+D,

(3) Bx=Ccx=D,

En ce qui concerne I’ensemble F, nons n’en allons ufiliser que la
propriéfé suivante, indiquée déja par M. Hausdorif:
(4) il existe uan vral sous-ensemble F de B+C-LD tel que EF o F;

on peut s’en convalncre facilement, en faisant tourner convenablement
la sphére 8 autour d'une de ses axes.
De (2) et (3) on obtient sans peine:
BB+, B+4C=B+C+D,
d’oll en vertu du théoréme 3

{5) B=B+C+D.
Posons:
{6) A, = B+E+(p);
leg formmules (1), (5) et (6) donnent, suivant le théoréme 4:
(7) S=4,.

() ¥. Hausdorfif, op. cit., p. 469.
{*) Le symhole {p) désigne I'ensemble composé d’un seul élément p.
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Dautre part. de (3) et (5) il résulte aussitdt:
(9) D= B+U +12;

en appliquant le corollaire 7, on déduit de (4) et (8) Texistence dun
ensemble &, qui vérifie les formules:

(10) F=aq, dou B$G

(11} Gel et G#C.
Soit, conformément a (11}):

{12) geC—@G;

POSOLS encore:

{13} Ay = D+G+ ().

Les ensembles ¢ et D étant disjoints, on déduit de (11) et (12) que
les ensembles D, @ et (g) sont disjoints aussi. Or, les ensembles (p) et (g)
étant évidemment congruents, on conclut selon (1), (9), (10) et (13):

(14) 8= 4,
On obtient enfin facilement:
(15) A, 44, c 8 et A x4, =0.

Les formules (7), (14) et (15) prouvent gque 4, et 4, sont des ensembles
cherchés.
Levmme 22. 8, et 8, élant des sphéres congruentes, on «

Sl T 81-+8,.

Démonstration. Conformément au lemme précédent, soient A4,
et 4, des ensembles assujettis aux eonditions:

{1) B4y, S ds
{2} A, +4, =8 et -4, x4, =0.
En vertu de (1) et de Phypothése du lemme on a
Sy T Ay}
le corallaire 7 implique donc Vexistence d'un ensemble B tel que
{3) B < A4,,
{4} B = 8,8,
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Sulvant le théoréme 4, on conclut facilement de (1)-(4):
{3 Ay +B = 8, H(8,—8,) = 8,8,
6) 4, +B <8 = 8,48,
Les formules (5) ef {6) donnent aussitét, en vertn du corollaire 9:

S5 8+8, cotfd

Lemwum 23, 8¢ Pensemble borné A, situé dans un espace enclidien 4 3
dimensions, contient la sphére 8, on a A = 8.

Démonstration. 4 étant un ensemble borné, on peut le décom-
poser manifestément en % sons-ensembles {non nécessairement disjointe):

@ 4= DB,
]
qui rempliggent la condition:

(2) tonft ensemble By, 1 <k < n, ext contenu dans une sphére S
congruente & .

En vertu du lemme précédent, on a

8=8+8 pour 1 =xk<n,

d’ol, conformeément au théoréme 10,
{3) 8

o
5

Sg.

s

T
i

i
D’autre part, on obtient selon (1), (2} et Uhypothése du lemme:

(4) Scd cs+g{’s,c.
En raigon du corrollaire 9, les formules (3) et {4) impliquent diree-
tement:

4=8, eqi d

Le lemme démontré tfout-i-I'heure nous permet d'établir déja le

THEOREME 24. 8¢ deux ensembles arbitraires A ef B, silués dans un
espace euclidien & 3 dimensions, sont bornés ef ne sont pas ensembles-fron-
tiéres, on a :
A=B.

Démonstration. Soient 8, et 8, des sphéres contennes dang 4 et B
respectivement; on pent évidemment supposer que

(1) Sy 8,
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Ha vertu du lemme 23 on obtient:

) 4=8, et B8

T
Suivant les théorémes 1 et 3. on conclut bnmédiatement de (1)
et (2):

4=B, cqfd

Ainsi on voit qu'en particulier deux sphéres de rayons différents
sont équivalentes par décomposition finie, tandis que, connne nous Pavons
prouvé auparavant, deux cercles ne sont équivalents gue lorsque leurs
rayons sont égaux. Cette différence essentielle entre les espaces a 2 ef & 3
dimensions est intimement lide au fait que le probléme de la mesuretrouve
1a solution positive dans le premier cas et négabive dans le second.

C. La surface de la sphére. Le théoréme 31, qui est fondamental
dans cette partie de nos recherches, prouve que la surface de la sphére
se comporte au point de wvne de 1'équivalence par décompogition finie
d'une fagon tout-a-fait analogue & l'espace & 3 dimensions.

LEMME 25. A ef B ftant des ensembles, situés sur lo surface de lo méme
sphire, si A w'est pas ensembdle-frontiere (par rapport & cette sphére) ef B
est composé des arcs des grands cercles en nombre fini, on o

A?A—%B.

La démonstration en est tout-a-fait analogue & celle du lemme 17.
TowME 26. Qi les polygones sphérigues A et B, situés sur la surface
de la méme sphéve, ont les aires égales, on a

4=3

Ta démonstration se base sur le lemme précédent ot ne différe pas
de celle du théoréme 19; on utilise le théoréme connwu, suivant lequel
deux polygones sphériques, situés sur la surface de la méme sphére et
possédant les aires égales, sont égmivalents par décomposition aun sens
de la Géométrie Elémentaire (1).

LeMye 27. Touts surface S d'une sphére peut dire déeomposée en deuw
sous-ensembles disjoints A, et 4., tels que Uon aif: S 3 Ay et 8= A,

Démonstration. En raisonnant comme dans la démonstration
du lemme 21, on prouve lexistence des ensembles 4, et 4, vérifiant les
formules:

(1) 8= 4y,

(2) CoAptA, e 8 eb

8= Ay
Ayxdy = 0.
(1) Gervien, Zerschneidung jeder beliebigen Menge von verschieden gestalielter

Piguren von gleichem Imhall auf der Kugelfldche in dieselben Stiicke, Crelles Journal
5 (1883).
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Posons:
(3) Ay =8—4y
de {2} et (3) on obtient sans peine:
(+) S=4,+4,, A4A;xA;,=40;
{3) 8o 4, o 4.

En vertn de (1) et (5) on eoncluf encore, en appliquant le corollaire 9:

(6) & §=4,.

4, et 5

T

Les formmules (4} ef {6) prouvent que A, et A, zont des ensembles
cherches.

A D'aide du coroliaire 6, ce lemme se généralise par une industion
facile de la fagon suivante:

LEMyMEe 28. n éant un nombre naturel arbitraive, toute surface 8 d'une
sphive peul Elre décomposée en n sous-ensembles disjoints: 4, Ag, ..., 4,
tels que Pon aif: 8 5 Ay pour 1 <k < n

LEMME 29, n dant un nombre nalurel arbitrairve, st la surface 8§ dune
sphére est décomposée en 2% polygones sphériques congruenls sams poinis
intérieurs communs: By, By, ..., B, on & 8= B,.

Démonstration. Pogons:

ki
7 ®”
Bk=Bk—2B1 pour 2 <k 2%

I=1

(1) B; = By,

on obtient évidemment nue déeomposition de 8 en 2™ sous-emsembles
disjoints:

2‘1’!-
(2) 8 == g_{‘Bk.

Comme toub ensemble Bp (1 <% < 2% contient des points inté-
rieurs (par rapport & la surface §) et Pensernble B,—R; se compoge d'un
nombre fini des arce des grands cercles (pouvant se réduire & un geul
point), on eonclut suivant le lemme 25:

(3) By = Bit+(By—Bi) = By.
11 en résulte anssitét en vertn de ’hypothése du théoréme:

(4) Bi=B, pour 1<k< 2%,

Soit d’auntre part, conformément au lemme 28,
271
(3) 8= 34,

k=1
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une déeomposition de la sphére S en des sous-ensembles disjoints tels
que

{6) 8 = 4;, donc aussi 4, = 4, pour 1 <k < n.

Selon (2) et (4)-(6) les ensembles Ay, A,, ..., 4; et By, By, ..., By
remplissent toutes les conditions du corollaire 12; on obtient done:

(7) 4, = B
Les formmules (1), (6) et (7) impliqguent aussitét que
8= B, cqfd

LEarme 30. 8i Pensemble 4, situé sur la surface 8 d’une sphére, n'est
pas ensemble-frontiére (par rapport & cette sphére), on ¢ 4 = 8.

Démonstration. On prouve aisément gue l'ensemble 4 contient
un polygone sphérigue A, dont L'aire est 4z g?/2", o désignant la lon-
gueur du rayon et # étant un nombre naturel suffisamment grand.

Décomposons § en 2" polygones eongruents sans peints intérieurs

commmuns:
ol

S = ZBA:.

k=1
Suivant le lemime précédent, on obtient:
(1) 8= B;.

Les polygones sphériques 4, et B, ayant la méme aire, on conclut
en gappliquant le lemme 26:

(?‘) fl]_ '? BI'
De (1} et (2) il résulte aussitdt:
(3 8= A,
On a d’autre part:
€) 8> 4> 4.

Les formules (3) et (4) donnent conformément au coroliaire 9:

A8, ecqld

Le lemme 30 établi, la démonstration du théoréme fondamental 31
ast évidente.

TREOREME 31. 8i les ensesnbles de points A et B, situés sur la surface
de Io méme sphére, ne sonl pas ensembles-frontidres (par rapport & cette
surface), on @ '

4 =8.
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§ 5. Les théorémes fondamentaex sur équivalence
par décomposition dénombrable

Les raisonnements de ce § concernent les espaces euclidiens 4 un
nombre arbitraire # de dimensions; mais pour fixer les idées nous allons
opérer dans l'espace & n =1 ou # = 2 dimensions.

LEyME 32, 4,, day ..oy Am. ... élant des intervalles & n disnensions (1),
disjoints, congruents & un tntervelle 4, on a

A= ngm

Démonstration. Considérons le cas de n = 1 dimension.

Comme ’a indigné M. Hausdorff (2} (en utilisant une idée M. Vigali)
on peuti décormposer tont segment en une infinité dénombrable de sons-
-ensembles digjeints équivalents par décomposition finie denx & denx.
Soient:

oo

=1

o0
(2) A = EB”"’“ pour tont m naturel
i=1

les décorapositions corregpondantes des segments 4,4, ..., Ap, ...
Teus ces segments étant congruents, on peut évidemment supposer que

By By, pour tous k et am naturels,
d'olt
{3) By = By pour tous E,1 et m naturels.
On conclut de (2):
oo oo oS
(“1) y-’im - Z ZBM,A'-
nE'l M=l k=1

Comme toute série double peut &tre transformée par la méthode
des diagonales en une série simple, les formules (1) et (1) fournissent une

00
décomposition des ensembles A et Z‘ A, en mune infinité dénombrable
M=1

(3 L’ensemble de points eat dit intervalle & n dimensions, #'ll ge compose de tous
les points (2, s, ..., xn) Aesujettis & la condition: ¢ < xx < bpour 1 <<k < n, 0 08 b
étant constants.

(1) 7. Hausdorff, op. cit, p. 401, Btrictement dit, M. H&mdoﬁ décom-
pose non le segment tout entier, mais le segment sans une extrémité. Mais cet ineon-
vénient, gue l'on peut d’ailleurs éviter, n'a gu'une influence insignifiante snr les
raisonnements qui vont suivre.
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de parfies disjointes, qui sont selon (3} respeckivement équivalentes par
décompogition finie. En vertu du théoréme 4’ on en dédnit gue

o2

A= ,EAW“

i
=1

ce gui prouve le théoréme pour le cag d’espace linéaire.

Pour en passer au cas de Pespace & n dimensions, # > 1, 11 suffit
de remplacer les points de tout segment décomposé par les 1nte1valles
3 i—1 dimensions perpendiculaires & lui.

LEMME 33, Ay, Asyeoey Ay ... fant des intervalles & n dimensions,
disjoints, congruents dewe & deux, et E déstgnant Lespace n-dimensionnel
tout entier, on &

oo
By 2 An

Démonstration. Considérons le cas de n =2
Le plan E peut &tre facilement décomposé en une infinité dénombrable
de carrés {1on nécdssairement disjoints):

o0

1) B= EBm
=1
tels que _
(2} Ay~ B, pour tout m naturel.
Posons
N~ 1
(3) 01 =58, Cn=By _ZB"‘ pour tout m > 2.

Selon (1) et (3) on obfient sans peine:

(4) B e S’Cm,

'm.__
(5) By, = Oy pour tout m naturel.

Les formules (2) et (5) impliquent évidemment Texistence des ensem-
bles Dy, Dy, ..., Dy, ... veérifiant les forrules:
(6) Con = Dm;
(7) A, o D, pour tout sm naturel.

Les engembles Oy, sy .vy Oy ... ainsi que Dy, Ds, .0, Dy, ... ébant
disjoints, on conelut de (4} et (6) conformément & la définition 2%

8 Ex ND
Tib==1
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De (7) on déduit encore:

oo

(9) Fo ,vw’im = \ In,.
1 ]

En vertu dn corollaire 9/, les formules (8) et (9) donnent aussitit:

Es YA, ecqtfd

Wi=1
Levmyme 34, 8i Pensemble A, situé dans Despace E & n dimensions,
w’est pas ensemble-frontiére, on a A =E.

Démonstration. Supposons comme auparavant que n = 2,

I’ensemble A contient évidemment un earré 4’. Soient A, Ao, ...
Apy ... des carrds disjoints, congruents & 4’ et situds dans le méme plan
B Vexistence de tels carrés dans le plan est manifeste.

On obtient immédiatement, en applignant les deux lemmes précé-
dents:

A= N, et E= Eﬂm,
=1 M=l
d’of, en vertu du théoréme 3,
A =E.
Comme en méme temps
Eo4d A4,

on eonclut, conformément an corollaire 9':
A?E, (e.q.f.d.
Le lemme 34 établi, on en dédnit immédiatement le théoréme fon-

damental de ce §, notamment le

THEORBME 35 (). Si les ensembles A et B, situés dans un espace ewcli-
dien & un nombre quelcongue de dimensions, ne soni pas ensembles fron-
tidres, on a

4 =B.

Nous allons & présent généraliser la notion d’équivalence par décom-
position dénombrable, en infroduisant la définition suivante:

Définition 3. Les ensembles de points A et B sont presgue dqui-
valents par décomposition dénombrable:

A =B,
iy

(1) Tn cas particulier de ce théordbme a été signalé par M. Sierpifieki (I axiome
das choix ef son véle dans lo Théorie des Fnsembles ef I Analyse, Bulletin dde I’ Académie
des Sciences, Cracovie 1918, p. 142).
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2

9%l existe des ensembles, 4,, 4,, By et B, remplissant les conditions
suivantes;
T A =d,4+4.,, 8 =DB,+B;, 4, x4, =0 = B; %XB,;

1I. 4, = By;

TIT. A, et B, sont mesurables (L) () et m(d,) = (B;) = 0.

La relation définie tout-&-T'beure est évidemment reflexive eb symé-
trigue; nous allons prouver qu'elle est aussi transitive.

THEORBME 36. 8i A =B o B0, ona 4 =C

Démonstration. Soient:
(1) 4 =4,+4,, B = B;+B,,
(2) B=EB+B, (=040
les déeormposition des ensembles A et B, resp. B ef {, satisfaisant aux

eonditions de la définition 3.
De (1) ef (2) résultent aussitdés les formules suivantes:

B, = BixBi-+B,xB;, B; = BB, +BjxBy;

comme 4, = B, et B; = (3, on en conclut en raison du corollaire 6 que
les ensembles 4, et C; penvent éire décomposés en parties disjointes:

{3} 4y =A'+4,, G =040

de sorte que l'on ait:

(4) A"fBixBu O’%{B;XBM

(5) “13?31){3;: Os%BZXBz-
Posons:

(6) AV = dy+A5, O =010y

on obtient selon (1)-(3) et (6):

(7 A=4"+4", =040

et on peub s’en convaincre facilement que les ensembles 4’ et A" ainsi
que ¢! et (' szont disjoints.

De (4) on déduit encore:
(8) A=

On peut enfin prouver que les ensembles A’ et ¢ sont de megure
nulle. On a, en effet, conformément aux propriétés des décompositions
(1) et (2):

(9) m{ds) = m(By) = m(By) = m(Cy) = 0;

. . (1) Dans les raisonnements qui vont suivre nous supposons la notion de mesyre
étendue aux ensembles non-hornés. Cf. F. Hausdortf, op. cit:, p. 416.
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gomme B;XB: < B, et BixB, = B,, il en résulte que

(10) m(B,+By) = m(B, X B,) = 0.
En appliquant le corollaire 15, on conelnt selon (3) ef (10):
(11) m{ds) = m{0;) = 0,
et de (6), {9) et (11) on obtient finalement:
{12} we(4') =m(C") = 0.
Suivant la définition 3, les formules (), (8) et {12} impliquent que
4 z ¢, eq.fd

Le théoréme fondamental sur Iéquivalence dénombrable eniraine
manifestement la conséquence suivante:

8i les ensembles A et B, situés dans un espace euclidien, ne sont pas
ensembles-frontiéres, on a A = B.

Nous nous proposons de donner dans le théoréme 41 une générali-
sation de cette proposition.

LeMuE 37. A et B éant des ensembles, situés dans un espace euclidien
& n dimensions, si A est mesurable {L), B est un ensemble ouvert et m{d)
= m(B), alors & tout nombre véel positif & correspondent dewx ensembles
fermés A, et By tels que Von aidl: :

I dicd et By B, I1. A, =8y, O m{4,) = m(B,) > m(4)—4.

Démonsgtration. Soit » = 2.

Suivant un théoréme connu dans la Théorie de la Mesure, il existe
certainement un ensemble fermé borné A’ vérifiant les formules

® A'cd et md)>m(d) > m(d)—5.

Comme m({A’) < m(B), on pent prouver l'existence des carrés:
C1,Cay 00y Cp 0t Dy, Dy, ...y Dy, qui satisfont aux conditions suivantes
(Cr. et Dy désignant les intérieurs des earrés O et Dy respectivement):
(2) les ensembles €7, Cs, ..., O, ainsi que D;, Dj, ...

disjoints;
(3) Cip == Dy (A0 Cp 22 Dy)

, Dy, sont
pour 1 <Ck < m;
m m
(4) 4'c M et MDicB.
k=1 k=1

De (1}, (2) et (3} résulfe Pexistence dun ensemble fermé 4, tel que
Pon ait:

(5) A c A e 4,
(6) m(dy) >m(d)—4,
d m
(7) Ay DGk, dome Ay = (4;xC).
Te=1 . Bl
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Soient, eonformément 4 (3) et (7), ¥, Es,.
jonisgant de propriétés suivanbes:

oy By des ensembles

(8) Eeme A, %0  powr 1<k <m,
(9) E, <D, pour 1<Fk<m;
posons:

w
{10) By = ;:‘S{E;"

Selon (4), {9) et (10) on a évidemment:

(11) B, © B;
en vertu de {2), (7), (9) et (10) on obbient:
(12) A ¥ B,.

Enfin, les ensembles A,xC;, 4,%0C;, ..., 4, %XCp étant fermés
(comme produits des ensembles fermés: A, x Oy = A, % Cr), on conclus
suivant (8) et (10) que les engembles F,, B, ..., By, et B; sont fermés
aussi et que 'on a
{13) m{d;) =m(B,).

Les formmules (5), (6) et {11)-(13) prouvent que 4, et B, sont des
ensembles cherchés.

LeMyE 38. 4 et B étant des ensembles de points, situés dans un espace
euclidien, i A est mesurable (L), B est ouvert et m(A) =m(B), on ¢ 4 = B,

Démonstration. Nous allons définir par réeurrence denx suifes
infinies des ensembles {4,} et {B,} de la facon suivante:

I. A, et B, sont des ensembles fermés, contenus dans 4. et B respecti-
vement et remplissant les conditions:

(1) Ay = By,
(2) m{d,) = m(B,) Q%m(;i).

IT. # étant un nombre naturel arbitraire, 4, _; et B, sont des ensem-
E1 n

bles fermés, contenus dans A M Ay et B— 3 By, et vérifiant les formules:
. =1 k=1

k
(3) Ay = Buy,
. 1 i
(@) m(dnps) = m(Buy) > A — 34y,

k=1

En ge basant sur le lemme 36 on prouve par nne induction facile
Pexistence de tous les termes des suites {4,) et {B,}. Cest en effet dvident
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pour # = 1; ef gi les ensembles A4,, 4,, ..., 4, et By, By, ..., B, existent,
on obtient sans peine suivant (2) et (4):

kid

"
{5) A = 2‘4" est mesurable (L), B = M B, est ouvert;
p=1

=1 i

()] m(A— jﬂk) = m(B— jBk).
ix1

k=1

En vertu du Jemme mentionné, les conditions (5) et (6) Impliquent
aussitdt I'existence des ensembles fermés Ayyq et By, vérifiant (3) ef (4).

It résulte immédiatement de la définition des ensembles SO D= I
aingi que B;, By, ..., B, quils sont tous fermés, digjoints et contenus
dang A et B respectivement.

On peurt donc conclure:
limm(4d,) = limm(B,) == 0,

H—rDo

-0

d’olt en raison de (4) ef {6)

Fe "
(7) fng(A-gak) :n]_iﬁm(B—gBk) =0.
Posgons:
(8) A= MAy, A = A4
k=1
(9) B = ZB,,., B’ = B-—B'.
Re=1

On a évidemment:

(10) A — '44!_{__‘"‘4.'1’ B — BI_’__BI!, A? XA” — BI ><‘Brf — 0‘

De (7), {8) et {9) on déduit directement:

m(A)y =m(4), m(B)=m{B),
d*ot

(11) ' m(A") = m(B") = 0.
En vertu de (4), (8) et (9) on obtient enfin, en appliquant le
théoréme 4°:
{12} A" = B
Conformément & la définition 3, les formules (10)-{12) donnent
augsitdt
ATTB’ e q. f.d.

Ceuvres 10
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TEMME 39. Si Densemble borné A, situé dans Uespace euclidien ¥,
est mesurable (L) et o la mesure positive, il evisie dans le méme espace un
ensemble ¢ de mesure nulle tel que Von ail:

A0 =1.
Démonstration. Comme m(A) >0, il existe dvidemment un

engemble ouvert borné B dont la mesure est égale b celle de .4. Confor-
mément aun lemme précédent, on peub conclure:

A=F.
D

Soient done 4, 44, B, et B, des engembles remplissant les conditions
de la définition 3. On a:

(1) A=4+4,, B=DB+B,, A, xXd;=B,xXB,=0;
2) Ay = B,
& m(dy) = m(By) = 0.
Soient encore ¢ et I des ensembles bornés vérifiant les formules:
(4) =B, e DA,
(5) (C+D)x(4+B) =0;

les ensembles A et B ébamt bornés, Pexistence des ensembles € et D est

évidente.
En vertu de (1), {2), {4) et (3) on obtient facilement, en appliquant
le théoréme 4':

(6) A+C = A, +4,+C 5 By+By,+D = B+D.

L’ensemble B-+D n’étant pas engemble-fromtiére, on déduit du
Jemme 34:
(7) B+D=15E.

Les formules (6) et {7) donnent aussitét en raison du théoréme 3':
A+C = F.

Comme de plus ’ensemble € esti, saivant (3) et (4), de mesure nulle,
le lemme 39 est complétement démontre.

Levye 40. 8i Pensemble A, situd dans Uespace evclidien F, a lo mesure
lebesquienne intérieure positive (finie ou non), on a 4 = B.

Démonstration. IL’ensemble A contient évidemment un gons-
-ensemble borné 4’ mesurable {L) de mesure positive. Soif ¢ Tengemble

icm
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de mesure nulle remplissant par rapport & 4 les conditions du lemme 39;
on a done
(1) AT+ =%,
{2) m{() = 0,
Comme

A'+C = A +C c E,

on eonelut de {1}, en vertn du eorollaire ¥, que
440 = E.

11 en résulte suivant le corollaire 6’ que Uespace E pent étre décom-
posé en deux ensembles disjoints:

tels que _
(4) Eig A, B.x(0-4.
De (2) et (4) on déduit facilement, en appliquant le corvollaire 15':
{8) m{FE,} = 0.
Posons:
(6) d;=4, 4,=0,
d’on
(7) A= 4,14,

Les formules (3) et (¥) nous fournissent une décomposition des en-
sembleg A et B, dont on prouve immédiatement en vertu de {4)-(6) qu’elle
satisfait aux conditions de la définition 3. On a done

A=PB, oqfd

Le théoréme 36 et le lemme démontré tout-A-lheure impliquent
aussitét le snivant

TEEOREME 41, 8i les ensembles 4 et B, situés dans un espace euclidien
& un nombre quelconque de dimensions, oni les mesures lebesquiennes inté-
rieures positives (finies ou non), on a

4 =B.
D

11 est & remarquer que dans les décompositions fournies par les théo-
rémes fondamentaux de cet ouvrage se présentent néeessairement des
ensembles mon-megurables (L). On voit en effet que deux ensembles
ne sont équivalents par décomposition (finie ou dénombrable) en ensembles
mesurables (L) qu’h la eondition qu’ils aient la méme mesure. En ce gui
concernent les ensembles presqgue équivalents, on a le snivant
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THEOREME 42. Pour gue deun snsembles de points situés dans un espace
cuclidien & un nombre quelcongue de dimensions, solent presque équivalents
par  décomposition dénombrable en ensembles mesurables (L) (ou méme
Fermés), il faut et il suffii, qu'ils atent la méme mesuve ().

On déduit ee théoréme facilement dn lemme 33 et du théoréme 36,
en analysant leurs démonstrations.

{) Dans le méme ordre d’idées on peut établir le théordme sulvant:

A et B étant des ensembles, situds dans un espace euclidien & un nombre gueloongue
de dimensions, si L est mesurable {L), B est ouvert ot m (A} < m(B), Uensemble 4 est
éguivalent & un sous-ensemble de B par décomposition dénombrable en ensemnbies nesu-

rables (L),
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Sur les lignes rectifiables
et les surfaces dont I'aire est finie®

Introdnction

Dans ce travail je démontre les propositions suivantes.

Si ¢ est un are simple dans le plan (une image binnivegue et continna
d’un segment de droite), la condition nécessaire et suffisante pour gue
C' soit rectifiable est que les fonetions N, (s, ) et A, »(& C) soient inbé-
grables, oll N(s, ) désigne le nombre de points en lesquels la droite
2 = ¢ coupe larve (.

Je prouve ensuite que la condition nécessaire et suifisante pour
que la fonetion continue y = f(z) & variation bornde soit absolument
continue est gue tout engemble de mesure nulle sitné sur Paxe d’abscisses
soit fransformé par eette fonetion en un ensemble de megure nulle situé
smr Paxe d’ordonndes.

Ce théoréme donne une réponse & une question posée par M, Hahn (1)
dans son livre Theorie der reellen Funktionen {(Berlin 1921), p. 589, note?).

Pour une définition convenable de l'aire d'une portion & de sur-
face (une image biunivoque et continue du carré), en désignant par le

* Commenté sur p. 327,

(*) Le théoréme gue nous donnons comme réponse 2 la guestion de M. Hahn
pent &fre déduit de la théorie de la totalisation de M. Denjoy.

En effet, en vertu de cette théorie, pour gu'une fonetion continue, & variation
hornée sur un ensemble parfaif, ait sor tounte portiom de et ensemble la variation
= 0, il faut et il suffit que I'ensemble de valenrs de eeite fonetion gqu'elle admet sur
Vensemble considéré soit de mesure nulle (Denjoy, Sur la fotalisation, Ann. Ec. Norm.
33 (1916), p. 192} Done, en particulier, tonte fonction & variation bornée qui satisfais
& la condition du texte est de variation nulle sur tout ensemble parfait de mesure nulle,
et parsuite est une fofale au sens de Denjoy. La dérivée (existante presque partout)
é¢tant dans ee cas intégrable av gens de Lebesgue, la fonetion conzidérée est linté-
grale (D) de sa dérivée, o.-&-dire une fonetiom absclument continue (Denjoy, L c.,
. 174),

! Iza. démonstration gue nous donnercins dans e texte est tout-A-fait lémentaire
et indépendante de la théorie de M. Denjoy. Or, elle 5 a.pp]lque anx images des do-
maines & un nomhbre supérienr de dimensions.



