Un théoréme sur les transformations biunivoques®

Bn apalysant les différentes démonstrations du théoréme connu
de Schroder-Bernstein sur ’égalité des puissances de deux ensembles
(Aequivalenzsalz), p. ex. la démonstration die & J. Konig ('), on peub
constater que toutes ces démonstrations font nsage d’une fagon implicite
d’nn théoréme général concernant les transformations biunivogues.
Je me propose dans cetite Note d’établir ce théoréme et d’en tirer quel-
ques conséquences immédiates; une de ces conséquences jouera un role
important dans la Note Sur la décomposition des ensembles de points en
parties respectivement congruentes (ue je vais publier avec M. Tarski
dans ce Volume,

Notations

Soit @ une fonction définie pour tous les dléments d'un ensemble 4. .X &tant
un sous-ensemble de A, p(X) désigne I'ensemble de tous les éléments p(a), ol & ap-
partient 3 X (aeX), y étant une fonetion définie pour les éléments de Pensemble ¢ {4),
jo pose: pp(a) = p[ri{a)] pour a appartenant ad.

8i 1a fonetion @ remplit la condition plg;) = p(as), lorsque a; eb a, appartien-
nent & A et a, 7 a,, nous allons dire que cette fonction transforme dune focon biwnt-
vogue 'ensemble 4 en I'ensemble B = ¢{4). Dans ce cas ¢~ eat la fonetion inverse
par rapport & g; ¢’est-a-dire, b étant un élément de B, g *(b) désigne Télément ¢ de
A, qui vérifie la formule; b = p(a).

TuoriEME 1. 8% la fonction ¢ transforme dune fagon biwnivogue
Vensemble A en un sous-ensemble de B et de méme lo fonction y transforme
un sous-ensemble de A en Densemble B, il ewiste une décomposition des
ensembles A et B:

4 = A,+4,,
qui satisfait auxr condilions:

Ayx A, =0 = ByX By,

B = Bl+Bza

Q’(f_ll) = By e y(dy) = Bs.

* Commenté sur p. 324.

() C. R. 143, Paris 1906, Cf. A. Schoenflies, Enfwickelung der Mengenlehre,
Leipzig und Berlin 1913, p. 36.
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Démonstration. ¢ étant un é&lément arbitraire de 4, i1 exishe

des gong-ensembles X de 4 {p. ex. Pensemble 4 lni-méme), gui remplissent
les conditions suivantes:

1. g X,
IL. 8 2eX, on a v 'g(r)eX;

T11. &i zeX et o~ p(x) existe, on a ¢ p(@)eX.

Désignons par C(a) la partie commune (le produit) de tous les sous-
-ense-mbhjzs X de 4, qui satisfont aux conditions I-ITI. On peut facilement
se.convs.mmere que Vensemble ((a) se compose de tous les termes de la
guite smivante (du type o ou bien o*+w):

(%) o ¢ p(a), @ v e(a), v gy pla), .

On en conclut que les ensembles C(a) jouissent de propriétés sui-

vantes:
(1) pour tout aed, C(a} remplit les conditions I-III;
(2) 8i ayed et ayed, on a O(a;) = C(a,) ou bien C(a,)xC{as) == 0.

Désignons ensuite par 4, 1’ensemble de tous les éléments a de A4 qui
vérifient la formmle

Cla) = v~ (B);

Pensemble 4 se compose done de tous les éléments a tels que Iensemble
C{a} peut étre réprésenté par Ia suite (S) du type w-w* on bien du type
w, dont le premier terme appartient 3 v~ {B).

Seib:
(3} Ay = A4,
on a évidement:
(4) 4 = A1+A2!
(3 A;xA, =0.

Observons quelques propriétés des ensembles A, ef 4,:
(6) BibeB et p ' (b) = aed;, ¢ ' (b) existe.

8i, en eff('at, ¢ '{b) = ¢ 'p(a) nexistait pas, la snite (S) serait du
type w et aurait pour premier terme I’élément «, qui appartient, en vertu
de Végalité a — y~7(b), & lensemble p~'(B). On pourrait en déduire
que aed, contrairement & (3).

(7) 81 beB et un des élémenis a, = p~"(b) et a, = ¢~ '(b) appartient
a A,, le second lui appartient anssi.
Co?nme a; = y (e}, (7) résulfe anssitét de (1), (2) et (3).
Suivant (1), I et la définitlon de 4,, on obtient encore sans peine:
(8) A, =y Y(B).
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Posons, conformément 4 {8) et & Phypothése du théoreéme:

(4) B, = ¢(d4), B, = {4,
dlot
(10) B,+58;, = B.

Ponr &bablir linclusion inverse, envisageons un élément arbitraire
b de B. 8i v '(b)ed,, b appartient évidemment & p(4,) = B,. 8i, par
contre, v~ (h)ed,, on déduit selon (6} et (7) que p~*(b) existe et appar-
tient & A,, d’oil beg(4,) = By. On peut done conclure que

(11) B < B, +B,.
Les ineclusions (10) et (11) donnent aussitét Uidentité:
(12) B = B,+B,.

11 résulte encore de (7) et (9) que
(13) B, X B, =0.

Les formules (4) et (12) nous fournissent une décomposition des
ensembles 4 et B; en vertn de (5), (9) et (13), cette décomposition remplit
tontes les conditions de la thése du théoréme. .

Remarque. On prouve sans peine que Tensemble A, déterminé
dang la démonstration précédente vérifie la formule:

A, = D) O,

=10
ol Oy = A—y"(B), Cn =79 'p(Cs_;) pour tout = naburel.

DEFINITION 1. La relation R posséde la propriété (o), lorsque:

T. celle velation ne pewt subsister gqu’entre des ensembles;

1. In condition ARB impligue Uexistence d'une fonction @, qui trans-
forme dune fagon biunivogue A en B de sorte gue Uon ait AR p(X) pour
tout sous-ensemble X de A.

Conformément & cette définition, le théoréme 1 impligue immé-
diatement le suivant:

TrrortMe 2. La relation B possédant la propriété (o), si A, = A4,
B, =« B, ARB, ¢t A,RB, on peut décomposer chacun des ensembles A et B
en dewx sous-ensembles disjoints:

A =A4,4+4,, B = B;-+B,,
tels que Pon oit:

A,RB, e A,RB,.

On peut appliquer directement le théordme précédent & des diverses
relations comnues qui possédent la propriété (x). Telles sonb p. ex. les
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relations suivantes: Uordre semblable des ensembles ordonnés, le congruence
on la similitude géométrigue des ensembles de points situés dans un espace
métrique, Phomébomorphie des ensembles de points situés dans un espace
topologique.

En ce qui concerne cefte dernidre relation, on peut énoncer le corollaire
suivant {en appelant avec M. Fréchet (') ensembles du méme type de
dimension deux ensembles dont chacun est homéomorphe & un sous-
-engemble de l'autre):

COROLLAIRE 2'. Si les ensembles de poinis A et B onl le méme type
de dimension, on peut décomposer chacun deur en deur sous-ensembles
disjoints, respectivement homéomorphes.

Dermvarion 2. La relation R posséde lo propriété (8), lorsque

L. cette relation ne peut subsister gu’enire des énsembles;

IL. les conditions A;RB;, A,RB, et 4;xXd, =0 = B xB, impli-
guent que (4, +4,)R(B,+B.).

Suivant la définition précédente, on déduit aussitét du théordme 2
le suivant:

TaworEME 3, Lo relalion R possédant les propridtés (a) el (B), &i
4, c A, B, <« B, ARB, ¢t A, EB, on o ARBE.

En appligunant ce théoréme & la velation de U'égalité des puissences
des ensembles arbitraires, on obtient le théordme conmm de Schroder-
Bernstein. Son application anx autres relations connues, qui possddent-
les propriétés («) et (f), notamment & Téguivalemce par décomposition
finte ou dénombrable des ensembles de points situés dans un espace méfri-
que, va étre étudide dans l'onvrage de M. Tarski et de moi, mentionné
au début de cetite Note.

(') Mathematische Annalen 65 (1910}, p. 145.



