Sur une classe de fonctions d’ensemble ¥

Introduction

Dans ce Mémoire je m’occupe des fonetions d’engembles définies
pour les engembles formant un corps #,. Le corps %, est le produit de
toutes les classes £ de sous-ensembles du carré aux sommets (0, 0), (0, 1),
(1,0),(1,1) (nous Llappellerons carré fondamental), satisfaisant aux
conditions suivantes:

1) Tout carré fermé, contenu dang le carré fondamental, appar-
tient & .

2) 8i E; et B, appartiennent a 24, et 81 B, E, = 0, alors K, 18,
appartient 4 .

3) 8i E, et E, appartiennent & 4" et K, <« E,, alors H, —F, appar-
tienti & .

Nous m'excluons pas le cas ot les fonctions sont définies pour leg
engsembleg n’appartenant pas an corps J,, mais nous ne les étuéherona
que pour les éléments du corps HA.

Par la dérivée supériewre d’une fonction d’ensemble ¥ (X) (définie
dang 2#,) an point 7, F'(p), je comprends la limite

- F(K
Hm ——m( ) '
|K]
ou K désigne un carré fermé contenn dang le carré fondamental et con-

tenant le point p, et ot [A| désigne ’aire du carré K.
D*ane fagon analogne je définie la dérivée inférieure

[K—0

PK
Fp) = hm—()—.
=T
Lorsqu’on a pour le point p

F(p) = F'(p),

* Commenté sur p. 323.
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la valeur commune de ces nombres sera désignée par F'(p) et appelée
ia dérivéde de la fonetion F au point p.

Je prouveral que pour toute fonction les dérivées supérieure et in-
férieure sont mesgurables,

Enguite je m’occupe de fonetions i variation bornée. Une fonction
F(X) est dite ¢ variotion bornée, s'il existe un nombre fini M, tel gue
pour toute snite finie E,, #,,..., B, d’ensembles de X, ot HE; =0
pour ¢ = j, subsiste 1'inégalité

(BN A B (Ba)l .. 1 F (B < M

Je démontre que l'ensemble de poeintg, ol 'nne des dérivées d’une
fonction & variation bornée est infinie (+oo ou —oo), est de mesure
nulle.

Puig, j'étudie les fonctions & variation bornée qul satisfont & la con-

dition

F(H,+Hs)

Jappelleral ces fonetions normales, et je prouverai qu’elles ont
presque partout une dérivée. Un cas particulier de ces fonctions gont
les. fonctions additives (au sens restreint) bornées supérieurement ou
inférieurement, p.e. les fonctions additives positives.

< F(E,)+-F(8) (M), pour Eyed'y, Eyedty, B1 H, = 0.

Définition du résean. Divisons le plan par des droites en carrés
égaux: Pensemble de ces carrés forme mm grillage gne nous désignerons
par ¢. Une suite infinie des grillages @, Gy, Gy, ... sera dit un réseau,
i les conditions suivantes sont vérifiées: 1) les ebtés des carrés formant
G, tendent vers 0 avec 1/n; 2} tout carré du grillage G, est contenu dans
un carré de G,, lorsque » > p.

Je désignerai un résean par le signe £.

Remarque. En tenant compte de 1a définition du réseau on voit
sans peine gu’il existe, pour toute fonstion & variation bornée, un nombre
fini M, tel que Ia somme des valeurs absolues de la fonction considérée,
étendue aux carrés quelconques appartenant i un réseau donné ef n'em-
pidtant pas (2), est < M.

Détinition. 8 o est un domaine appartenant i J¢, et B un résean
formé des grillages G, (n = 1, 2, ...), nous appellerons variation supérieure
relative de F (X) dans o par rapport au résean K, la limite supérieurs

deg sommes ZF(K”), pour n-»>oa, ot Ki (i=1,2,...,7,) sont des

carrés da grllla,ge G, contenus dang . D'une facon analogue on définit

(1) Cette condition pounrrait &tre remplacée pa.r Vinégalité F{FE, +By) > F{H, )
+ 7 (E,) comome il snit de Ia substitution F(H) = —@ (B},
(%) Clesb-d-dire n’ayant pas denx i deux de points intérieurs eomIOUNS.

Qeuvres 7
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1a, variation inférieure relative dans le domaine w par rapport a K. Nous
les désignerons par les symboles V[F, R, ], vesp. V[F, B, ®]. Lorsque
V[F, R, o] = V[F, R, ], nous parlerons tout cowrt de la variation
relative dans @ par rapport & E. N

La variation supériewre sbsolue est le nombre V[|#|, R, w]; dans
un sens analogne seront utilisées les symboles VI[|F|, B, ] et
VIIF, B, w].

Nous dirons que la fonetion F(X) est absolument continue par rapport
au Téseau R, 8%l existe pour tout ¢ > 0 un » > 0, tel que pour tout »
naturel ef tout ensemble des carrés KH; (¢ =1,2,...,r) appartenant
3 @, et satisfaisant anx conditions

1) K, H; =0 pour i # j,

2) MK <,
i=1

subsiste I'inégalkité
v
D) F(E) <.
=1
Remarque. On powrrait démontrer sans peine que la condition
1} peut &re remplacée par la condition que les carrés K; et K; n'empietent
pas Pun sur 'autre.
Définition. Une fonction F(X) sera dite absolumeni continue, shl
exigte pour tout e > 0 un 5 > 0, tel que pour tout ensemble des carrés
Ky {i=1,2,...,r) satisfaisant aux conditions 1) et 2} subsiste Pinégalité

Q) 1P (K| <e.

1=1

Remarque. Tci anssi la condition 1) peut étre remplacée par la
conditfion que K, et K; n’empiétent pas.

§1

TahorEME 1. Un ensemble plan B, dont tout point p est situé sur un
cbté dun corré Wip) ne contenant & son intérieur aucun point de H, cst de
mesure pulle.

Démonstration. Lorsque p est un point de 'ensemble E, la dérivée
B’ n'a sucun point commun avec U'intérieur du carré W{p). Il en résulte
gue la densité de E' au point p appartenant a I ef & ¥’ ne peufi éfre égale
& 1, puigque, lorsque K,, (n =1, 2,...) est une suite infinie de carrés ayant
p pour centre, convergeant vers p, et dont les cdtés sont paralléles aunx
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eﬁEés du carré W(p), on a pour # suffisamment grand Pinégalité K, F'|
<] (puisque, pour » suffisamment grand, au moins uue quatriéme
partie du carré K, est sitné dans le carré W(p)). En vertu des théorémes
connus sur la densité il en résulte que |EE'| = 0, @0l |E! = 0, c. g. f.d.

THEOREME 2. Un ensemble plan E, dont tout point p est gitué sur un
cOté on & Dintéricnr dun carvé W(p), dont Vintérieur appartient & B, est
mesurable (L),

Démonstration. Soit E, Pensemble de tous les points intérienrs
de l’ensemble E; l'ensemble K, est done mesurable. Posons E, = E—F,.
8i p appartient & #,, alors

1) p est situé sur nn e6té du carré W(p) (puisque si p était & Pintérienr
du carré W(p), p serait, d’aprés Ihypothése dn théoréme, un point in-
térieur de E, donc un point de #,),

2) & lintérieur de W(p) il n'y a pas de points de E, {(en méme raigon
que 1))

L’ensemble B, est done, en vertn du théoréme 1, de mesure nulle,
d'ont il résulte gue I'ensemble B = E,+E, est mesurable, c. q. f. d.

Remarque. Du théoréme 2 résulte sans peine la proposition sui-
vante:

Une fonction de deux variables f(x, y), définie powr toul point du carré
0 < <1,0 <y <1 et telle gu’on a foujours

Fler, ve) < flas, s

est une fonction mesurable (L) (*).

pour &y <y, Yy K Yy,

Pour le démontrer, il suffit de remarquer gue, pour tout nombre
o réel donné, ensemble £ de tous les points {x, y) satisfalsant & Pinégalité
flz, ¥y < a, vérifie les conditions du théoréme 2.

TuhorEME 3. Soit B un ensemble plan fermé et borné, et soit A; (i
=1,2,...) une suiie infinie de domaines fermés et bornés dont chacun contient
& son intériewr Uensemble E. Désignons par i; la distarice maximum de
points frontidres de A; i Uensemble B, et soit im4; = 0. 11 existe alors pour

00
tout m naturel un nombre N{m}, tel qu'on a 4, < A, pour n > N{m).

Démonstration. Désignons par I, la distance minimum de points
frontiéres de 4, 4 lensemble F. D’aprés ’hypothése, nous avons I, > 0
{Vensemble F étant & Pintérienr de A,). Admettons qu’il existe un indice

(*) Cette fonetion peut étre d’ailleurs non mesurable (B), comme l'a remarqué
M. Sierpinski (on obtient une telle fonciion p.e. en désignant par N un ensemble
donné quelconque non mesurable (B), sitaé dans Vintervalle {0, 1), et en posant
fle, o) = 0 pour z+y < 1 et pour &4y = 1, zeN, et f{x, ) = 1 pour tons les antres
points (z, ¥))-
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m auquel notre théoréme ne sapplique pas. 11 existerait donc une suite
infinie croissante d'indices n: (k =1,2,...), telle que aucun des domaines
Ay, 0€ gerait tout entier i Pintérient de ,. Idone, tout engemble A.nk_ {k
=1,2,...) contiendrait un point p,, n'appartenant pas 4 A,. En désignant
par dy, la distance de Py, 2 Pensemble &, on aurait les inégalités ‘lﬂk
2= d,, = Ly 0 (puisque tout point, dont la distance & E est <1, ost 4 Tin-
térieur de -,), done %1:11 Iz b > 0, gontrairement & 1’hypothése que
lim4; = 0.

130

THEoREME 4. La dérivée supérieure de la fonetion F(X) est une fonction
mesurable (L),

Démonstration. Soit ¢ un nombre réel donné quelconque et désig-
nons par F ensemble de tous les points p pour lesquels 7' (p) 22 a. Choisis-
sons pour tout point p de F une suite infinie de carrés K, (p) satisfaisant
aux froiz conditions snivantes:

1
1) [ Eu(2)] < pow peB,n=1,2,3,...,

1
2) M)_ =a—— pour
Kalp)] n |

3) p est un point de K, (p) (intérieur on frontiére).
(Il régulte de la définition de la dérivée supérieure qu'une telle snite

K,(p) existe.)
Posons F, = 3 K.(p), la sommation s’étendant, pour fixe, & tous
L

peE, n =1,2,3,...,

les points p de . 11 est clair que F < E,. Nous prouverons qu’en posant
P =E,E,H,y..., nous aurons P = B.

En effet, d’aprés B  B,, nous avons B < P. Or, si poeP, il exigte
nne suite de points p, (n = 1,2, ...), tels que p.ck el pye {n(Pn), C& qui
donne, d’aprés 1) et 2), F'(p,) = a et prouve que poell. Done P < K.

D’aprés le théordme 2, les ensembles K, (n =1,2,...) sont mesn-
rables, ce qui entraine la mesurabilité de I'ensemble B =P=F5EE..
Ceci étant pour tout nombre a Téel, nous concluons que la fonction F'{p)
est mesurable, ¢. q. f. d.

Remargue. Du théoréme démontré résulte sans peine la propo-
sition suivante:

Si f(z) est une fonction quelcongue (mesurable ow non), définde pour
0 <2 <1, lo fouction

(m+h)—fla—Fk)
Wk

@(x) = limsup {(h 20,k 20htk>0)
A0

kD

ést mesurable.
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Pour la démonstration il suffit de considérer la fonction F(8}, définie
powr tout intervalle & = (x,, r,) par la formule: F{&) = flz.)—f(,).

De ecette remargue résulte sans diffieulté la proposition (): flx)
élant une fonction quelcongue, définie powr 0 < 2 < 1, lo fonction
fle+h)—f(=@)

p(x) = limsup =
re0 h

(h =+ 0)

est mesirable (2).

TutorEME 5. §i F(X) est une fonction & variaiion bornée, U'ensemble
de points, ol la dérivée supérieure est oo ou — oo, est de mesure nulle.

Démonstration. I! snffira évidemment de démontrer notre théo-
réme pour 'ensemble de points ol la dérivée smpérieure est +oo: pour
le cas ot elle est —oo la démonstration serait tout a fait analogue.

D’apres le théoréme 4, Pensemble E, ou la dérivée supérienre de
P(X) est +co, est mesurable. Admetions que | & > 0 et recouvrons tont
point p de B d'une suite infinie de carrés K, (p), de sorte que

1) im|HE,(p) = 0 pour peF,n =1,2,...,

f—300

5y FUE)
K (2)]

oft a est un nombre réel donné.

7 étant un nombre positif donué quelecongue, on peut, d’apréds le
théoréme de M. Vitali (*), extraire de Pensemble de tous les K,{p) une
guite finie de carrés — désignons les par K, K,, ..., K, — de sorte que
les denx propridtés suivantes subsistent:

I) L’ensemble de points de B gui ne sont pas recouverts par les
carrés K; (i =1,2,...,7) est de mesure << 7.

> q pour peE,m=1,2,...,

(1} Cette proposition énonce, gans la démontrer, I. C. Burkill {Fund. Math. 3,
p. 321, :

(%) 11 guffit évidemment de prouver que w(z) = p{x). O, eela résulite tout de
Flet By ~fz—F)
h+k

Jesh—f@) . fl@)—flz—h
k k i

suite de la remarque que, pour A> 0, k> 0, le nombre est tou-

En

jours compris {au sens large) entre les nombres
effet, on a, pour k> 0, k> 0, Videntité
feth (@) f@—fl-k) E

fla+hy—flz—k) B k A
htk -

1+k
A

et, comme on sait, pour #>> 0, le nomhbre (u--§6)/(1+1) est towjonrs compris (an sens
large) enfre o et f {quels gue goient o et § réels).
Y V.p.e. Fund. Math. 5, p. 130.
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11) Les carrés K; (i =1,2,...,7) sont sans points communs deux
4 deux.

De I) résulte l'inégalité
!Eﬂ‘i'lfa‘“«"—l“lfr‘ ERVHESE/D
et, d’aprés 2), nous avons

F(E)> oK) pour i=1,2..,7,
d’ol

DIF(K) > a MKy = (B =),
T=1 I=1

=

ce qui est impossible, F(X) étant une fonetion i variation bornée et a
et x étant des nombres positifs quelconqgues.

Nous avons done |EF|] = 0 et notre théoréme est démontré.

Définition. Une fonction #(X) & variation bornée sera dite nor-
male, 8i Ja condition F, #, = 0 entraine V'inégalité ¥ (&, +F,) < F(B,)-+
+#(E,) pour tout couple d’ensembles B, et H,, pour lesquels les valeurs
(R, F(E,) et F(H;+H,) sont définies.

TmioREME 6. Toute fonction normale F{X) est une différence de deux
fonctions normales non positives.

Démounstration. F(X) étant une fonction d’ensemble, définie
pour les ensembles X d’un corps £, jlappelle, avec M. Fréchet, variation
de F sur Pensemble X 4y la borne supérienre des sommes |F(X,)|+
FIEC ) A A [ F{ X)), ob Xy, X,, ..., X, est une décomposition quel-
conque de X en un nombre fini d’ensembles disjoints appartenant a 577,
On voit sans peine gue la variation «(X) d*une fonetion normale F(X)
est bien déterminée et finie, non négafive pour tout ensemble X de 47,
et que la fonetion —e(X) est normale (). Posons F,(X) = F(X) —w(X),
Fy(X) = —w({X); ce seront évidemnment des fonetions normoales, non
Positives et nous aurons F(X) = F (X)—F,(X), ce gqui prouve notre
théoréme.

TagorEME 7. Une fonection normale F(X) a presque partout une
dérivée.

Démonstration (?). D’aprés le théoréme 6, nous pouvons supposer
que la fonetion F(X) est non positive (done F' < 0). Soit N lensemble

(!} puisgu’on a toujours w(X,+X,) = o (X)) +w(X,) pour X X, = 0, X, e,
Xpe Ay, (Dlailleurs il peut &tre w (X, +X,) > w(X,)+o0(X,); la fonction w(X) n’est
ras donc nécessairement nermale.) :

(*} Quelgues simplifications de la démonstration de ce théordme sont dues
&% M. Baka.
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de points p en lesquels la dérivée de F(X) n'existe pas, et désignons par
N(u, ») lensemble de tous les points p pour lesquels subsistent les
indgalités

(1) Fip)y>v>u> Fip).

Nous avons évidemment N = ¥ N(u, v), la sommation s’étendant
W, b

& tous les systémes de nombres rationnels u, v, ol # < v < 0.

Admettons que !N| = m,(N) > 0: il existerait donc un systéme
(u, v), tel que |N(u, v)} = m, (N (u, w)) > 0. Boit p, un point de densité
extérienre de D’ensemble ¥ (u,»), appartenant & N{u, v), et soit ¢ un
nombre positit donné quelconque. D’aprés (1) nous avons F'(p,) > v
et parsuite il existe un carréd K, tel que

F(EK)
(2) ﬁ]Ki >
el
|K - N (u, )]
(3) ———[K—i-—> 1—e.

Or, d’aprés (1), & toub peint p de N{u, ) qui est intérieur & K corres-
pond une suite infinie de earrés H"(p) (n = 1,2,...), tels que
FE"(p))

B ()]

D'aprés le théoréme de Vitali il existe done un systéme fini de
carrés disjoints, K, K,,..., K., tel que

pek"(p) <« K, 'ile“(ﬁ)J =0

(4) F{H,) < |Hyuw {(n=1,2,...,7),
(5) D 1Bl > BN (u, v)| —e | K
n=T1
et
(6) 2 E.cK.

De (5) et (3) il résulte que

(7) D [l > |El(1—s)—e K| = |K|(1—2¢).
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La fonetion F(X) étant non positive, nous avons en particulier:
ks

F(K— M HK,)<0. Done, la fonction F(X) étant normale, nous trou-

=1

vons, d’aprés (4) et (2),

w Y1l > SFE) > Y FiE)+1 (K 216) (K > vIR],

Ha=] n=1 =1

ce gqui donne, d’aprés (7), les nombres » et v étant négatifs:
# {1 —2¢) > v,

e étant un nombre positif gueleonque, cela prouve que w« = v, ee qui
est incompatible avec 1'hypothése que u < 2.

Nous avons done [&| = 0 et le théoréme est démontré.

THEOREME 8. 8i F(X) est une fonction & variation bornée ayant pariout
wne dérivée finte, F(X) esi absolument conlinue par rapport & tout véseau.

Démonstration. Admettons gue la fonction F(X) n’est pag abso-
lument continue par rapport au résean E. Il existe done un nombre £ > 0
at une guite infinie de nombres naturels »,, %y, %y, ... tendant vers 4 co
eb tels que de tout grillage G, on peut extraire un enaemble fini D; de
carrés Ei (1 =1,2,...,7) satlsfalsant aunx conditions suivantes:

1) les carrés de l'ensemble D; n’empidtent pas (c’est-d-dire n'ont

pas deux 4 deux de points intérieurs communs);

2) en désignant par g la somme des aires des earrés appartenants
% Dy, nous avons limg; = 0;

f—0n

3) on 2 linégalité

2
(1) _):\F(Kfﬂ =e pour i=1,23, ..,
=1

Désignons maintenant par A; ’engemble de tous ces carrés K de Dy,
pour lesquels

2) B e
FAT

L’ensemble A; n'est vide pour aucun ¢ Admettons, en effet, que
Pensemble A; est vide; on aurait done

)i
IKt! 2.“@

pour t=1,2

IREEERAT)
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ce qui donne

r

PRL .

n*
t=1

contrairement & la condition 3).

Observons encore que la somme des valeurs absolues de F{X) pour
les carrés de 4; surpasse 4e ce qui résulte de (1) et (2).

Désignons maintenant par B, 'ensemble de tous les nombres naturels
I, tels que la somme de valenrs absolues de la fonetion F{X) sur les earrés
of (i =1,2,...,7x) appartenant & A, et n’ayant de points intérieurs
communs avec les carrés de 4,, 4,, ..., d,_, surpasse le nombre 5, = £/8.
Tl est clair que l'ensemble B, est fini, puisgue autrement la somme
2|F(c§“)| étendue & tous les nombres { =1, 2,...., 1y et & tous les nombres
k de B, serait infinie, contrairement & D’hypothése gue F(X) est une
fonetion & variation bornée (les carrés o étant sans points intérieurs
communs). Nous définirons maintenant un ensemble de earrés A, comme
il gnit: 4, est formé de tous les carrés des g, ol & est un nombre de B,,
qui ne sont intérieurs & aucun autre carré de Az, oh keB;.

L’ensemble 4, se compose, comme on voit sans peine, d’un nombre
fini de carrés (fermés): il est done fermé. 8i N, est le plus grand nombre
de B,, désignons par A; I'ensemble de ces carrés appartensnt & Ay . ; qui
sont recouverts par les carrés de 4,. De la définition de l'ensemble 4,
il résulte que la somme de valeurs absolnes de la fonetion F(X) sur les
carrés de A} surpasse s, — &/2 —e/8 = 3¢/8. A} n’est done pas vide. Nous
définissons ensguite les ensembles B, et 4,, en prenant 5, = £/8*. En
procédant ainsi de suite, nous obtiendrons une suite infinie d’ensembles
A, (2 =1,2,...), telle que

1) A; se compose d'un nombre fini de carrés n'empidtant pas les
uns sur les autres,

2) on a d; o dg pour i <k,

3) Paire maximum de carrés de 4, tend vers 0 pour ¢ — oo,

4) le quotient | ¥'(K)|: K] pour les carrés K de A; tend vers +ooavesi.

De 1) et 2) résulbe l'existence d'un point p commun & tous les
4;{6=1,2,...). De 3) et 4) nous concluons que [F’(p)| = + oo, contraire-
ment & ’hypothése que la fonction F(X) a partout une dérivée finie.
Done F{X) est une fonction absolument continue par rapport au réseau
R,ec q.f d. : :

Remarqgue. Il suffit de supposer dans ce théoréme que les déri-
vées supérieure et inférieure sont finies en tout point.

THEOREME 9. Si F(X) est une fonction & variation bornée, absolument
continue par rapport & un réseau R et ayanl presque partoul une dérivée,
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alovs F'(p) est intégrable superficiellement ef on a powr lout domaine w
Dégalité
J[Fwidndy = VIF, B, 0.
Démenstration. Désignons par ¢,(z, y) une fonetion qui a une
valeur constante == F(K7):|K? & Pintérienr du tout carré K du grillage
¢, qui est tout entier contenu dans . Pour tous les auntres points du

carrd K, posons g,(z, ) = 0. 11 est clair que la suite ¢.(z, y) tend, pour
n - oo, vers F’'(p) en preaque tous les points p de w. Remarquons que

(1) [[ loalz, pidady = )73,

fa somme & droite g’étendant & tous les ecarrés du grillage @, contenus
dans m. La fonction F(X) ébant A variation bornée, il existe un nombre
M >0, tel gue pour tout n naturel snbsiste l'inégalité

(2) 2 IFP(ED)] < M.

Il en résulte, d’aprés (1), Pinégalité

[[leate, ldody < ¥ powr  n=1,2,3,...

Done, la fonction F’(p), comme limite des fonctions ¢,, est intégrable.
Soient maintenant & et » deux nombres positifs donnés qguelcongues.
Il exigte done un nombre naturel N et un ensemble F — o de mesure
> |w|—#, tels que pour fout » > N subsiste en tout point p de # I'inégalité
[F' (p) —gu| < &. Dot

“;f(ﬁ“(p)—qan)dwdy[ < elwl.

Désignons par F, le complémentaire de F par rapport & o. Solent
K, (i =1,2,...,r) les carrés du grillage ¢, qui sont confenus entiérement
dang o et tels que K;F, 0. Posons m; = |K,;H,|. Nous aurong done

P

PK) . "
n BTy = My = F(EY——=-.
ﬂ v 2 K Z Y T

=

Décomposons cefte somme en deux, Y et ¥, la somme ), s'éten-
dant aux termes, ponr lesquels m;/|K;| < & efi la somme »', aux termes,
pour lesquels m;/|K;] > e Il est clair qu'on a, d’'aprés (2),

|5 < el
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Quant & ', nous avous

[ 3al < X IF(K)) =T

La derniére somme s'étend aux carréds I; pour lesquels m;/|K, = e.
Or, remarquons que Paire de la somme des carrés oty /K] > & tend
vers | H,] pour n — co. Nous obfienons done

\{frpn—{fF'(pwsj.wa,;~£fF'(p>i+UEf¢ﬂ§+§LfF'(m-}

< slol+ e M40+ [ [1F ()] ().
y

Daone, en choigissant # de sorte que pour tout 2 la somme des valeurs
abgolues de F/{X) sur les carrés de &, dont Ja somime a une aire < 7, soit
< g, et en prenant le nombre N; = N tel que pour n = N, Vaire de la
somme des carrés formant I, soit <, nous obtenons pour tout n > N,
Pinégalite

[fou— [[F )| < slol+eM o+ [ [ 17 (p)]
o ) . p

qui montre que

lim g, = [[ ().

£

Or, [[,= > F(K7), la sommation g'étendant aux ocarrés du

grillage &, contenus dans w. Il en résulte que

VIF, R, 0] = [ [F(p),

o

Bm [ [ g, = V[F, R, 0], cest-d-dire
T—r00 o

c.q. f.d.

Remarquons que dans la premiére partie de la démonstration du
théordme précédent nous avons démontré le théoréme suivant:

TrBoREME 10. 81 la fonction F(X) & variation bornée a presque paytoul
wne dérivée, cetie dérivée est une fonction intégrable.

Du théoréme 9 résulte sans peine lo

TaEorEME 11. §i F(X) est une fonetion & variation bornée, absolument
continue et ayant presque partout une dérivée, alors la varigtion relotive
sur wn domaine quelcongue w ne dépend pas du choix du réseau et ost égale
& Pintégrale de la dérivée sur o. :

(*) On supprime la différentielle dzdy pour abréger Tecrituré.
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Remarque I. On peut remplacer dans les théorémes 9 et 11 la
variation relative par la variation abgolue, en remplacant en méme temps
Pintégrale de la dérivée par Uintégrale de la valeur absolue de la dérivée.

THEOREME. 12 81 F(X) est une fonction & variation bornée, ayant
partout une dérivée finie b telle gue Uinégalilé

P (B, + Bt B < | (B + [P (B +... + T (F,)|

subsiste pour tout sysiéme d'ensembles H , ., ..., By, tel gque F(X) est

défindie pour les ensembles E; (1 =1,2,...,7) 6 B = B +Fy-...+E,,

alors '
1) BP(X) est une fonetion absolument continue,

10) Pintégrale de lo dérivée sur tout domaine est dgale & la variation
de la fonction.

Démonsgtration. Nous prouverons d’abord que F(X) est ab-
solument continue. Congidérons un carré quelconque K. Soit B un réseau
tel que les cdtés du carré K soient des lignes de division de tout grillage
(.. En désignant par K; (4 =1,2, ..., r) les carrés du grillage &, contenng
dans K, nous avons, d’aprés Phypofhése, comme on -voit sans peine:

E)| < ) 1F(E)

En désignant 1o somme & droite par le symbole I',, nous voyons
qien vertu des théordmes 8 ef 9 et de la remarque 1, on a

= [{17(p).
K

imi, = V(/F}, R, K)
T 00

Do
(1) 7B < [ 17 ()]
K
8i maintenant B est un ensemble guelconque de carrés E; n'empiédtant
pad les uns sur les autres, nous avons d’apréds (1):

_§F<K S =[Jrw

i=1 Kj
¢e qui prouve la continuité abgolue de F(X).
Quant & la seconde partie de notre théoréme, elle est une consé-
quence immédiate du théoréme 11.
TrkorEME 13. Soit F(X) une fonction absclument coniinue non néga-
tive et satisfaisant auy conditions suivanles, toutefois quwelle est définie
pour les ensembles By (1 =1,2,...,n) et B:

icm
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1) 82 E = E;+Fy+...+ B, ona F(E) < F(E)+F({B)+... +F{E,),
2) 81 BBy =0 pour ik 68 BEo KE; powr i =1

)+HF(E

Alors il existe presque pariout la dérivée F'(p), elle est intégrable et
pour tout carré B subsiste la formule

= [[7(@)
E

Démonstration. Remarquons que F(X} est une foncfion 4 varia-
tion bornée. En effef, si K, désigne le carré contenant le corps dans lequel
F(X) est définie, et si E; (2 =1, 2,...,n) soni des ensembles du corps
contenuy dans F et satisfaisant 4 la condition E;Fx = 0 pour ¢ +# k, nons
avons, d’aprés 2) et d’aprés Phypothése gue F(F;) >0, Dinégalité
[ F(ED] +F (B ...+ | F(B,)| < F(K,}, ce gui prouve que F(X) est
une fonetion & variation bornée.

En vertu de la condition 1) et d’aprés le théoréme 7 nous voyons
done que {p) existe presque partout, done, d’aprés le théoréme 10,
cette dérivée est intégrable. Or, du théoréme 12 noums obtenons la for-

mule
V(F, E) = UF

(ot E est un ecarré quelconque pour leguel F{X) est définie).
D’autre part, d’aprés Phypothése 1), pareiilement eomme dans le
théoréme 12, nous voyons gue

(I) V{F, B) = F(B).

2, .., 0 o0 @

F(E) > F(E 2+ +F(E,).

Nous prouverons maintenant la formule V (¥, E) = #(E). Prenons
un résean & de sorte que les cobés du carré B soient des lignes de division
de R. D aprés (I) il existe pour tout 5 >> 0 un =, tel qu’en désignant par
KY (i =1,2,...,7) les carrés du grillage @, countenus dans B, on a I'iné-

galité
2 FLEY).

Le nombre positif x étant donné queleongue, nous poOUvON3 main-
tenant trouver un p > #, de sorte que Paire de la somme A de tous les
carrés du grillage G, contenus dans B et contigus anx ¢6tés d'un aun moing
de carrés K7 (i =1, 2, ..., 7) soit < p. Choisissons u de soTte que la, somme
8 de valeurs de la fonc’mon F(X) étendne aux carrés formant 4 satisfasse
& Dindgalité

(HII) ' 8 < 9.

(1) V(F, B)—n <
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(On peut sans peine réaliser cetfe inégalité, en tenant compte de ce gue
F(X) est une fonction absolument continue).

Remarquouns maintenant que les carrés du grillage @, qui n’appar-
tiennent pas & 4 et sont contenus dans le carré K¥ forment un carré que
nous désignerons par ;. Or, d’apres I’hypothése 1), la somme de valears
de F(X) étendue aug carrés §; et aux carrés appartenant adest = F(ED)+
LF(KY) ...+ F(E;). Par conséquent,

S+ YE) = Y FD,
i=1

=1

d’oll, d’aprés (111),

(1) DI P = D F(ED .

Les carrés £, étant sans points communs et < F, nous avons, d’apres
Phypothése 2): :

(V) ZF(M < P(BE).

Draprés (11), (IV) et {V), nous en frouvons
FP(E) = VI{F, B)—2.
Cette indgalité subsistant pour tout # > 0, nous avons done
F(E) = V(¥ B),
done, d’aprés (1),
V(F, E) = F(E),

par conséquent

PE) = [[Fp), ecoqtbd
pi

Supplément: Applications (%)

La masse, la chaleur, la charge éléctrigue et beawcoup d’autres
grandeurs employées en physique étant des fonctions additives il est
aisé @’y appliquer les résnltats précédents. On voit ainsi p. e. que Pexistence
d’une densité dans presque tous les points de l'univers est une congéquence
purement mathématique de I'hypothése que toute portion de lespace

(4 Ce supplément est écrit en collaboration avee M. Bteinhaus.
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enferme une masse bien définie et que cefte masse posséde les propriétés
d'dtre additive et non-négative. 11 est de méme avee la température et
avec la densité de la charge éléctrique. M. Fubini {*) s'était posé Ia ques-
tion 8’il existe un corps pesant de densifié nulle; il obtient un théorégme
analogue & celni de Rolle en supposant que la densitd existe partout
et en faisant certaines hypothéges restrictives sur la masse,

Ici nous allons tirer parti de théorémes établis dang les §§ précédents
pour mountrer la dépendance mutuelle de quelques kypothéses dont se
sert la méecanigque statistigue.

En mécanique statistique on représente le mouvement d’un sysiéme
matériel & n degrés de libertéd par le monvement d'un seul point P dont
les coordonnées Py, Pas.-ry Pny 1y Qo ---y §n Templissent les dquations
de Hamilton-Jacobi:

dg:  OF dp; ol

FrE ajpi' p” —u—gg;— (i=1,2,...,n),

By -y Gns P1y -+ -1 Pa) btant énergie totale du systéme et 1es q1, ..., 4a,
D1,y ..., Pn 6bant les coordonnées et vitesses généralisées du systéme.
Quand le temps ¢ change, le point représentatit P(t) déecrit une courbe
gitnée sur la surface B = const. On fait sur cette courbe les hypothéses
guivantes (2):

1. A toute portion AQ; d’aive |40; de la hypersurface E = constante
il correspond une ,fréguence relative’ c¢’est-a-dire il existe la limite

+Tj2
lim — f a(t)dt = AW,
T s S

ott 1a fonetion a(t) est égale & 1 guand P(i) est en 40; et égale & 0 quand
P(t) est ailleurs.
2. La limite finie

2 M ==
@ Lzli;go 140, (1)
nommée ,la fréquence relative différentielle”, existe gquand A0; se retrécit
autour d'un point gqnelcongue déterminé // de maniére que Paire |40,
tende vers zéro.

Pour fixer les idées supposons d’abord que n = 2; E = const. est
alors une équation entre 4 variables. L’hypotheése 1 impligue done que

(1) Atti della Reale Accademia di Torimo 50 (_1915), pp. 203-208.
(?) Paul Hertz, Statistische Mechanik, VIITidme livre du ,,Repertorium der
Physik® de R. H. Weber et R. Gans (Leipzig 1916), i 250-251, pp. 482-487.
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4 tont eube gépéralisé 10, appartenant 4 une variété tridimensionale
correspond un nembre non-négatif AW,. La définition (1) montre que
le nombre AW correspondant & la portion d’espace composée de deux
cubes A0;, AD; sans points communs est égal & AW, +AW,.

D’aprés notre théoréme 7 il g'ensuit que la lmite (2) existe pour
presque tous les points [f intérienrs an domaine H - const., &i la snite
{40;} est composée de enbes contenant le point /7 & Vintérieur.

Examinons ce que devient la relation

(3) fffudo = |40,
40§

que l'on rencontre dans la mécanique statistique, Supposons toujours
gque lintégrale soit étendune & un cube géndralisé; si w est fini pour tous
les points 77 du cube la relation sera encore exacte d’aprés nos théorémes
11 et 12, (3) est done une conséquence mathématique des hypothéses
1 et 2.

Envisageons maintenant la portion 40; de A0, qui reste quand
on supprime les peints de AQ; par lesguels passe le point mobile P (1)
(.courbe de phase)®; nous écrirons AL; — AQ;,—H en désignant par
H la trajectoire de P(f). D'aprés cetbe définition AW, correspondant
a AQ; sera égal & zéro. Quand 42, se refrécit d’'une maniére queleongue
autour de /7 on obtient donc

(4) lim L=

ce qui est vrai pour tous les points 77 de F = const. sauf les points sup-
primés. D*autre part (3) donne

[[[wao =48] = |40]

AD
car la mesure de H est nulle d’aprés M. Plancherel (Y); |A0| étant positif
on voit gue = est positit pour presque tous les 11 de A8, (4) fournit done

AW,
lim MQ:] = 40 (IT)

pour presque tous les I, Il gensuit que les hypothéses 1 et 2 sont incompa-
tibles quand on congerve dans ’énoncé de 2 les ensembles mesurables
généravx. A0, comme des admissibles portions de Uhypersurface. Pour
lever cette contradiction il suffit de restreindre la signification de A0,
dans ceti énoncé et n’admebtre que des cnbes géndraligés.

{1} Annalen der Physik 42 (1913), p. 1061. Il s'agit ici de la mesure de Lebes-
gue - Carathéodory. :
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I faut encore deéfinir les eubes généralisés; ce sont les portions de
Phypersurface qui correspondent aux eubes ordinaires quand on repré-
sente les quatre coordonnées de ’hypersurface comme fonctions de trois
paramétres; cetbe représentation est possible par des fonctions analyti-
ques et on peult — ce qui importe ici — la cholsir telle que le rapport
de volumes du cube ordinaire de 'espace paramétrique et dn cube géné-
ralisé qui lui correspond dans I’hypersurface soit toujonrs compris entre
deux limites positives finies. Ces indieations suffisent aussi dans le cas
n > 2.

Ceuvras



