Sur le théoréme de M. Vitali*

Cette Note est consacrée % une question posée par M. Carathéo-
dory (*) et concernant le théortme connu de M. Vitali(*) sur le recou-
vrement des ensembles plans. Voici le théordme:

Soit F un ensemble plan quelconque mais borné et contenn dans
un ensemble cuvers et borné 2; supposons qwi tout point P de F corres-
pond une suite infinie {W,(P)} (4 =1, 2,...) des ensembles fermébs W,(P)
contenus dans Q et remplissant les hypothéses suivantes:

(1) Wi(P) est situé dans un cercle K;(P) dont P est le centre,

(2) ¥m|E(P)| = 0.

D0

(La notation |X| signifie ici — et dans tout ce qui suit — la mesure le-
besguienne de X, si X est mesurable (L).)

(3) il existe un nombre positif « tel que Findgalité

W (P)]

e 4]

[ (P)]

a lieu pour tout i naturel et poar tout P de F;

alors il existe une suite finie ou infinie {P,} des points appartenant
& 7 et une switie des nombres naturels {a,}, telles que les engembles We, (Py)
— désignés plus simplement par Z, — ajent les proprietés

(IL;) que leur somme J'Z, recouvre presque tout Uensemble I,

f=1
(Ily) ZpZ, = 0 pour p # g.
La propriété (II,) exprime donc que 'ensemble composé de ces points
de B qui sont étrangers & tous les Z, est de mesure lebegguienne nulle,

tandis que (I1,) enseigne que les Z, n’ont pas des points communs- denx
4 deux.

* Commenté sur p, 323.
(*) Forlesungen dber reelle Funktionen (Teubner 1918), p. 304.
(%) Ci. p.ex. L c.p. 299-307.
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Le théoréme subsiste si 1'on prend pour K;(P) des carrés, ayant P
pour centre. Il est aussi aizéd & démontrer que la condition (3) est essen-
tielle. M. Carathéodory demande, si le théoréme reste exaet, quand on
supprime la condition (3), en la remplagant par une nouvelle restriction,
& savoir que les W;(P) sont rectangles concenfriques avec P3?

Cette note donne au § 2 une réponse négative & la question ci-dessus;
le §1 contient une démonstration simople du théoréme de M. Vitali,

§ 1. Le théoréme de M. Vitali

Noug eonservons les notations de 1'Introduction.
Les suites {a,}, {P,} seront définies par récurrence comme il suik.
Soit 4, un nombre naturel et P, un point de X, tels que Yon ait

[ Wi (P} 3
[Wa (Py)] 2

quels que goient le point P de # et I'indice 7 {en désignant par M, Ia borne
supérienre de W.{P) pour fous les P de K et tous les 7 naturels, il suffit
de choisir a,, P, satisfaisant & Pinégalité M, /[W, (Py)] < 8/2). -

as, P; étant définis pour j < #—1, on choisit a,, P, conformément;
aux conditions suivantes:

n—1

(L) Wa,(Fn) ZI Wo, (Py) =0,
= .
(IE) pour tout ¢ naturel et fout P. de ¥ la relation

Wi(P)- D) Way(Py) =0

implique - :

LA
[Wa, (Pa)| 3

8i la condition (I) est possible & remplir, on peut évidemment remplir
(IT) en se servant d*un nombre M, égal & la borne supérieure de |W{P)|
pour les 4, P obéissant & la relation qui intervient en (IT) — et en procédant

comme pour # = 1, Supposons done que (I) est impossible pour un certain
n—~1

%, étant posgible pour les indices < n. L'ensemble fermég,; Waj. (£;) anraib

alors des points en comrun avec foms les Wi(P) et & fortiori avee tous

les K;(P), quel que soit le point P de ¥ &t l'indice ¢, Or, pour i — o0 e

rayon du cercle K;(P) tend vers zéro d’aprés (2): le point P — qui est

le centre du cercle — est donc nn point d'accumulation de 1’ensemble
n—1 .

fermé 3 Wa, (P), done un point de cet emsemble. En ee cas le théorc‘;me
F=1
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=1

de Vitali serait démontré puisque ZW%(P,-) couvrirait E, et, comme n
=1

est le plus pefit indiee gui rend (I) impossible, les We (Fy) (=1,2,..,
.-+, #—1} Wauraient pas des poinis eommuns deux 4 deux.

Admettons done que les suites {a,} et {P,} sont infinies. 11 est évident
que (I} implique (TI,). Nous allong démontrer que les Z, = Wa, (Pa)
jouissent aussi de la propriété (II,).

Désignons par R, le cercle concenfrique avec I, (Py) et tel que

3 e

R, = ( e —l—l) K, (P).
Eerivons, par définition
-1
B, = Z:+
1 i
nous allons établir que B, contient tous les points P de B. Supposons
que le poilnt P, de B n’appartient pas & B,,. La distance de P, & ensemble

B

o

By

I

[
I

s

fermé }'Z; étant alors positive, il existe un nombre naturel 7, tel que
j=1

(a) w2y 3 7, = o;
izl

cette relation impligue, d’aprés (IT), que
(b) (WP < 51215

or, (II,) ayant lien et £ étant borné, Z, tend vers zéro avee 1 [n; d’autre
part [W.(P,)| > 0, d'aprés (3); il faut done que (b) et, d’aprés (IL), auss
(a) cessent d’&tre vraies quand on remplace # par un nombre assez grand.
Soit done s 3= » un tel indice que

§—1 g
WelPo) )] Z; =0, W.(P) Yz =0,
j=1 Je=1
ce qui implique
(0) Wr(PD)ZS # 0
et (d'aprés (II))
@ WL (Po)] < 17
Nous savons gme

| W, (P,)]

K] T B
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(d’aprés (1)), ce qui donne, moyennant (d),

3

(e) [ EA(Pg)] < g el Pol;

ar, {e) fournit

() E (P Ko, (P)) #0.

Tenant compte de la définition de R,, on déduit de (e) et (f) par la géomé-

trie élémentaire que P, appartient & E,, done & B,, puisque s > n. B,
n-1

recouvre donc tout point P de E; il g'ensuit que Y Z; recouvre tous les
f=1

points P de F & Vexception des eerfains points dont Pengemble est de
mesure

< Z w = () 5o +1) Z | Ky (P}l < (]/ o +1) = iz,

o
tendant vers 0 pour = — oo, car la série }'|Z;] converge, en vertu

F=

oo
de (II,). D'Z, recouvre done presque tout l’ensemble ¥, e. q.f. d.

N==]

§ 2. La question de M. Carathéodory

Noug allons démontrer le théordme snivant:

Il ewiste wn ensemble plan F de mesure lebesguienne égale & Vuniié,
content dans un carré Q, tout point P de ¥ étant le centre rectangles T;(P)
{constituant une suite infinie {Ty};_,, correspondante & P) contenus dans
Q ot remplissant les eonditions suivantes: T (P) est sifué dans un cercle
8i(P) dont P est le centre et

Bm [S:(P)] = 0;

T 00

quelgue soit lo suile {P,} des points de P ot la suite des nombres naiurels
{an} — pourvu que Von ait Ty (D) Ty (Ps) = 0 pour 2 #8 — on aura

3 7. (P, <1,F""1
lei ﬂn( ﬂ)l‘\.E *"‘“2'

Ce théoréme résout négativement la question de M. Carathéodory
formulée & I’Introduction. :
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Démonstration, Soit {f,} une suite & termes positifs, telle que
la gérie

.Bm+1

M=1

converge vers la somme % (1). Soit 2 un carré d’aire unité aux c6tés paralls-
les aux axes ¢ Oy; & tout point P intérieur & £ et & tout couple des nombres
naturels (i, m) nous faisons correspondre un ensemble fermé Wi(P, m)
comme il guit: nous menons par P des axes £, 9 paralleles & z, ¥ et dégi-
gnons par W;(P, m) Penserble des points (£, %) satisfaisant simultanérent
aux inégalités:

1
fpefme——,  0<EK

] Oy <—.
%

. )

1 1
1] %
En désignant par K;(P) le cercle dont le centre est P et le rayon

21/5/45 nous déduisons:
(T) W:(P, m) est situé dans K,(P) quel que soit m;

@) lm Ey(P) = 03
AL ALXD I A
O gm0

Tl s’ensnit que pour un m invariable le théoréme de Vitali s’applique;
nous pouvons donc truuver une suite des points {Py'} et des indices {ay},
telles qu’en écrivant Z; au lieu de W (Pr,m), on ait:

1) M 77 recouvre presque tout ’ensemble ¥ consistant, par defi-
Hr==1

nition, de tous les points intérieurs 4 L.

2) Zy+Zy # 0 pour p #q. ,

Lorsqu’on remarque que ’on peut — pour tont P de E — ne con-
gerver dans les suites {£,;} que les K, d’indices assez élevés pour que K
soit intérieur 4 2, on voit que le choix des indiees ey pent se faire de
manidre que Yon ait:

3) Kam(P:f) et par 1& Z}' appartient & lintérienr de Q.

n

4) on > M.
Définissons F comme n Z

m=1I =

P de F il correspond une suite des. indices {r,,(P
tient & tous les ensembles

Z, =W

i Ol P)

) et 3) donnent F = 1; & tont point
telle gque P appar-

)}'n"’=1,2!-v-

(P‘;‘:‘(P): m) .

(1) p.ex. Pm = 2MH31,
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Soit T.(F) le rectangle aux cités paralltles aux axes xy dont P est le
centre et P, p un des sommets; ce rectangle est intérieur aun cercle
K m (P}, car le rayon de ce cercle est la double diagonale du carré

'ﬂz(P)
0 < ESLF,0 Sy <1/i, qui contient P et Py [i=an@] En

appellant ce cerele 8, (P), on pourra éerire
lim|§,,(P)| = 0;
M0
en effet, 4) fournit |K,| < 8zn/m* pour i = ay p.
Tlaire de T,,(P) est le produit quadruple de coordonuées &, 5 de
Py or P oappartient & Zi .z, done ee produit mne surpasse pas
1

¢~fm ———— . Tl gensuit que
(“rm(P))
Tw(P)l _ do™fm  ooPn(g, 1) 4
|25 &) - (am ) (4,  Bwm1
Considérons une suite {P,} de points de F telle que — pour un m
fixd d’avance — on ait, pour z + & Tu(PTm(Ls) = 0. (Il n’importe

pas ici, si une telle suite existe.) Les points P e, et Py (py 2@ coincident
pas alors pour ¢ # 8, ear antrement les deux rectangles auraient un sommes
commmnn, contrairement & ce qui a été supposé tout & Iheure; on aura
done 7, (P,) # Tm(Ps), ce gui entraine avee 2).

6) Znyp,) Zrpypy = 0 DOUT # 755

5) fournit
21!

et ceci avec 3) et 6) implique

4
;’ (P < 5100 = g

Maintenant on voit déjd que pour nne suite quelcongue {P.} des
points de F' et une suite guelcongue {a,} des indices la validité de la
relation “7, (Py) Lo (Ps) = 0 pomr 2 = §” entraine

N i1, < Z e

=l

ﬂm_Fl :Sj%zx;ahﬂ

c. q. L.d.



