Sur le probléme de la mesure®

Introduction

Dans ce travail je m’ocoupe du probléme de la mesure ef des proble-
mes connexes qui #'attachent aux guestions suivantes:
Dans son livre Legons sur Dintégration (Paris 1905) M. Lebesgue
énonce les propriétés de son intégrale:
1° Quels que soient o, b, b, on &
b bR
[fwyde = [ flo—h)da.
@ a+h
2° Quels que soient a, b, ¢, on &

1

[f@yda+ [f@)det [fiz)do = 0.
] ¢

o

b b b
3° [[f(z)+o@)]ds = [fz)dn+ [p(w)ds.

& a a 5
4°RiPona f=0et b>a on a aussi ff(m)d:c = 0.

1
5% On a fldm:l.
1]

6° Si f,(x) tend en croissant vers f(ax), l'intégrale de f,(®) tend vers
celle de f(=).

En méme termps M. Lebesgue pose le probléme si la propriété 6°
est indépendante de cing antres, ce qu’il faut comprendre comme le
probldme si une intégrale jouissant des propriétés 1°-5° pour un ensemble
de fonctions, jouit nécessairement de la propriété 6°.

Dang son livre Grundzdige der Mengenlehre (Leipzig 1914}, p. 469 ss.,
M. Hausdorft s'occupe du probléme suivant, qu’on peut appeler probléme

* Commenté sur p. 318.
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large de la mesure: Peut-on attacher 3 chague engemble borné £ d’mn
espace & m dimengions un nombre m(H) satisfaisant aux conditions gui-
vantes:

1) m(E) =0,

2) m(H,) =1 pour un ensemble ¥, de ’espace considéré,

3) m(E,+Ey) = m(B)+m(B,), si BE, = 0,

4) m(E;) = m(H;) si les ensembles E, et F, sont superposables (1).

II prouve que ce probléme est impossible pour lespace & trois on
plus dimensions. 11 démontre notamment (& Paide de Uaxiome de M. Zer-
melo) Vexistence d’une décomposition de la surface dune sphére en
quatre ensembles 4, B, (, D, ol D est un ensemble dénombrable et
AeB (0,4~ B0,

51l existalt une mesure satisfaisant aux conditions 1)-4), 'ensemble
D aurait une mesure nulle et les conditions 1)-4) donneraient:

m(d) = m(B) = m(C) =%, m(d)=m(B+C) = 3

ee qui impligue une contradietion. :

Un probléme analogue n’est pas encore résolu pour lespace & une
ou deux dimensions.

M. 8. BRuziewicz m’a posé le probléme saivant:

Existe-il une opération f{X) satisfaisant aux conditions suivantes:

1) f(X} est définie pour tout ensemble mesurable (L) d’un espace
4 n dimensions.

2) f(X) = 0.

3) flXy) =1 pour un certain engemble X, tel que m(X,) = 1.

4) f(X+Y) = f(X)+f(Y) pour X, ¥ = 0.

BY fIiX)=F(¥)si X = ¥.

6} fIX;) #m(X,) pour un certain engemble X; mesurable (I),

Je démontre dans ce travail gu’on peut attribuer une mesure 4 tount
ensemble linéaire et & tout emsemble dams le plan. Je prouve anssi qu’on
peut attacher & toute fonetion bornée d*une variable réelle f{x) et & tout

b
intervalle (s, b) un nombre [f(x)dr satisfaisant aux conditions 1°-5°
@

de M. Lebesgue: ee nombre peut &ire regardé comme une généralisation
de lintégrale. Pour une fonction intégrable au sens de Riemann ce
nombre est son intégrale riemanienne; pour les fonctions intégrables an
sens de Lebesgne ce nombre ne coincide pas nécessairement avec son
intégrale lebesgnienne (et la condition 8° n’est pas alors satisfaite). Ainsi
le probléme de M. Lebesgue se tronve résolu négativement, c.-A-d. Ia

(%) Nous éerirons E; o B, pour exprimer que les ensembles By et Hp sont super-
posables (par translation ou rotation antorr d'un centre ou aufour ¢’'un axe).
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condition 6° est indépendante des conditions 1°-5°. En ce qui concerne
le probléme de M. Hausdorff, nous voyons qu’il est autrement pour
lex espaces & une ou deux dimengions, ot on peut atbribuer une mesure
4 chaque ensemble, et autrement pour les espaces & n > 3 dimensions,
ol cela est impossible.

Le probléme de M. Ruziewicz se trouve résolu affirmativement
pour les espaces & une et deux dirensions, cependant pour les espaces
& plusieurs dimensions le probléme reste ouvert.

Toutes les fonctions considérées dans ce travail seront bornées,
¢.-4-d. pour toute fonction f(x) existe un nombre M ( fla)) > 0, tel que
If(x)] < M pour tout x pour lequel f(x) est définie.

=

Qoit f(®) == f(x--1) nne fonction de période 1, définie sur la circon-
férence d’un cercle de rayon = 1/2m, ayant pour centre lorigine des
coordonnées rectangulaires; « désigne 'arc correspondant.

Définition 1. Nous appelierons la fonction f(x) éguivalente & zéro,
en. écrivant

fla) ~ 0,

il existe pour tout nombre positif e une suite finie de nombres réels
Uy, Oy -- -5, Gelle quion a pour tout & réel

%)gﬂwak)l <e.

TaiorEME 1. 81 f(z) ~0 e g(x) ~ 0, on a aussi
fla)+gla) ~ 0.

Démonstration. D’aprés ’hypothérse il existe pour tout e positif
donnd deux suites finies a,, as, ..., ¢ 6 f1, B2, ..., B, telles qu'on a pour

tout x réel
,

o > Sglats)] <o,

I=1

1 n
= Dfmt ) <
D

ce qui donne sans peine:

;;H 2 D) [flatatp) +g(w+ak+ﬁz)]{ < 2¢;

k=1 I=1
il existe done pour la somme f(x)-+g(x) et pour tout ¢ > 0 une suite finie
ot+Hf (6=1,2,...,n; j=1,2,...,r) jouissant de la propriété exigée
par la définition 1.
. THEOREME 2. 8i f(x) ~ 0 et si ( est une constante véelle, on ¢ Cf{x) ~ 0.
La démonstration est évidente.
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THEOREME 3. 8i Pon o f(z) = € >0, on n'a pas f(z) ~ 0.
Démonstration. Quel que soit la suite finie {a;}, on a toujomrs

1< 1 {“
3
o late) =230 =0

ToBoREME 4. 8i f(x) ~ 0, si a esi une constante réelle, et §il'on pose
(2} =flzta), on e
p(@) ~0.
Démonstration. Lorsque a; (i ==1,2,...,n) est une suite corres-

pondante & la fonetion f(z), a; (4 = 1,2, ..., n} sera aussi une suite corres-
pondante & la fonetion p(w).

Définition 2. Nous éerirons
S(@) ~g(=z)

dans ce eb gseulement dans ce cas, lorsque f(z)—g{x) ~ 0.
TEHEOREME §. Lorsque

(1) fl&) ~g(z) et

on o

g{z) ~ h(m),

F@) ~ k().
Démonstration. Daprés (1) et d’aprés le fhéoréme 1, on trouve

[fz)—g @)+ [g(w)—h{zm)] ~ 0,

done :
flz)—h{z) ~0 et fl&)~kiz), c.q.f d.

Definition 3. Nous écrirons
fl@) =0
lorsqu’il existe an ¢ > 0 et une suite finie des nombres réels a,, ag, ..., oy,
tels qu’on & pour tout z réel 1'inégalité
1 oo .
= D fleta) > 0.
n &
Definition 4. Nouns écrirons

fla) 30
lorgque

—f(®) & 0.

Définition 5. Nous éerirons

flz) & glx)  (resp. f(a) 3 g(w))
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lorsque
f(z)—gla) = 0 (vesp. fla)—g(z) 3 0).
THEOREME 6. Lorsque f(x) &= O et lorsque a est une constante réelle,
on
flz+a) = 0.
Démonstration. La suite correspendante & la fonction g¢{z)
= f(z-+a) est la mbéme qu'h f(z).
Un théoréme analogue suhsiste pour flz) < 0.
TukorEME 7. 8 f(z) & 0 &t g(®) = 0, on a f(z)t+-glz) & 0.
Lo démonstration est analogne & la démonstration du théordmse 1.
Un théoréme analogue subgsiste pour la relation <.
THEOREME 8. 8 Pon o pour tout x réel f(w) = 0, on n'a pas f(z) 3 0.
Démonstration. Il suffit de remarquer ¢u’on aura pour toute
AUite oy, Gay ooy Tpt
1 n
- Zf(w“i_ak) =0,
" i
et de se rapporter 4 la définition 4.
TuroriME 9. Les relations

f(.’ﬂ)%—(), f(.’u")NO,

s'excluent dewx & deus.
Démonstration. Si f(w) & 0, il existe, d’aprés la définition 3,
nn ¢ > 0 et une suite finie a;, a, ..., o, tels que

flz) &0

(&) = () > 0.

i=1

34l était fla) ~ 0, on aurait, d’aprés les théorémes 4 et 1,
. Lo
B — - o~ 0
(B) " ;f( +a5) ~ 0;

or les formules (A) et {(B) sont incompatibles, d’aprés le théoréme 3.
Or, en supposant gqu’on a simultanément f(z) & 0 et f(x) < 0, on
aurait d’aprés le théordgme 6:

flz4a) = 0 pour

done, d’apres le théoreme 7,

1 n
— Mflwto) 3 0,
ELd§ enr

k=12 ...,n,

ce qui est impossible d’apfés {A) et le théoréme 8.
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Pareillement on démontrerait que les relations f(z) & 0 et fle) ~90
sont incompatibles.

THBOREME 10. 8i flx) - g(2) et g(w) & h(z), on a flz) & h{z).

Démonstration. On a d’aprés Phypothése et la définition 5

fl@l—glx) =0 et g{z)—h(x) =0,
done, d’aprés le théoréme 7,

L) —g(=)]+[g{2)—h(2)] & 0,

eest-b-dire f(x) = g{x), c. q.£f. d.

Un théoréme analogue snbsiste pour la relation -2 .

TmtorBME 11. 84 f(z) = 0 ef g(w) ~ 0, on a fle)+g(x) & 0.

En partant des définitions 3 et 1 on démonire le théoréme 11 d’une
fagon analogne 4 la démonstration du théoréme 1,

TrEoREME 12. 8i f(a) & g{=), f(#) ~filx), gla) ~g,(@), on a
fi(z) & g. ().

Démonsgtration. D’aprés 'hypothése et d’aprés les définitions 5
et 2 nous avons

f@)—g{z) & 0,
done, d’aprés le théoréme 11,

filg)—g(z) & 0,
o’est-a-dire f;(@) & g,(z), e. g. L. &.

Congidérons maintenant Densemble de toutes les fonctions f{z)
définies sur Ia circonférence dhun cercle de rayon 1/2x, ayant pour centre
Porigine des coordonmées. Chacune de ces fonetions sera supposée bornée
(mais les fonctions congidérées ne geront pas bornées en leur ensemble).

Divisons toutes les fonctions considérées en classes, en rangeant
dans une méme classe deux fonctions equivalentes et dans les classes
différentes deux fonetions qui ne sont pas équivalentes. Une telle classi-
fication est possible, d’aprés le théoréme 5. Les classes de fonchions ainsi
obtenues seront appellées hyperfonciions et désignees par des majuscules
F, @, P, ete. 1l esh évident que deux hyperfonctions ¥, ef ¥, sont iden-
tigues ou bien n’ont pas d’éléments communs.

Définition 6. 8 F est une hyperfonetion dont nn élément est la
fonction f(x) et &1 (' est une constante réeHle, C-F désignera I’hyper-
fonction dont un élément est la fonction C-f(z).

Définition 7. 8i F, et F, sont des hyperfonctions contenant resp.
les fonetions f,(w) et fi(x), ' :

Fula)—fla) ~0,  g@)—g(x) ~0,

_ ) F=F 1+ T,
désignera l’hyjperfbnetion gui contient la fonetion flz) = f;{@)+fa{x).
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On prouve sans peine que les hyperfonctions ¢-F, resp. F,+F, ne
dépendent que des hyperfonctions F, resp. ¥, eb F,.

Définition 8. —F désignera I'hyperfonction —I-F.

D’aprés les définitions 6, 7 et 8, Pexpression

jOka;
k=1

ot (' sont des constantes réelles et Fy des hyperfonetions, & un sens et
détermine une hyperfonetion.

Définition 9. ¢ étant une constante réelle, nous poserons
F=¢

si la hyperfonction F contient la fonction f(z) = c.-
Définition 10. Nous écrirons

P, >F,

si toute fonction f(x) qui appartient & 'hyperfonction F;—F, satisfait
& la relation
fla) = 0.

TusorBME 13. T1 ewiste pour toute hyperfonetion I deux hyperfonctions
F, =0, et Fy= ¢y, lelles que

F,>F>TF,

Démonstration. £ étant un nombre positif donné et f(z) un élé-
ment de F, désignons par ¢; un nombre réel, tel que

fil®) << ¢;—¢  pour tout & réel

(1 fonetion f(z) étant bornée, un tel nombre ¢, existe); nous aurong
e,—f(®) > & > 0, donc (Définition 3) ¢;—f(x) & 0, ce qui donne d’aprés
le théoréme 12 et la, définition 10: F, > F.

De méme pour le gigne <.

Un ensemble d’hyperfonctions £ sera appelé corps, 8'il jouit de la
propriété suivante:

8i les hyperfonctions #,, Fa, ..., F, appartiennent & 2 et si
Cyy 65y ..., Cn, 8006 des constantes réelles, I'hyperfonetion

F=c F,te.b+. . 46, Fy
appartient & 2.
Dans les eonsidérations ultérieures seront envisagés les corps 2(R)
et 2(L). Q(R) est défini comme le plus pelit corps jouissant de la pro-
priété suivante: '
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Toute fonetion bornée f{x), inbégrable an sens de Riemann appar-
tient & une hyperfonction A contenue dans Q{R).

On voit sans peine qu'un tel corps existe et gue toute hyperfone-
tion B de ce corps contient une fonction intégrable au sens de Riemann.

Pareillement on définit le corps Q(IL) en remplacant dans la défini-
tion de Q2{R) les fonctions intégrables au sens de Riemann par les fone-
tions intégrables an sens de Lebesgue.

Remarque. Soit Q(F) un corps d’hyperfonctions ¥, & — une
hyperfonction qui n’appartient pas & £2(F). Formons le plus petit corps
Q(F, @) contenant {F) et I'hyperfonction @: on voit sans peine gue
Q(#, @) se compose d’hyperfonctions de la forme F-e®, ol ¢ est une
constante et # est une hyperfonetion faisant partie de Q(F).

On voit sans peine que toute hyperfonction ¥ appartenant & Q(F, @)
peut &tre présentée d’une seule maniére sous la forme

Y =F+ed.
En effet, en admetfant gu’on a encore la formule

¥ B0’ D,
on aurait
(c—eY P =F' —F.

Sl était ¢ = ¢, on aurait F' = F et les décompositions seraient
identiques; or il ne peut &re ¢’ # ¢, puisque on aurait
1 1
&= B —

c—a c—¢

+ F’

et @ appartiendrait & Q(F), contrairement & T'hypothége. On en voit
aussi que lorsgue les hyperfonctions ¥, Y, et ¥, appartiennent & Q2(F, &)
et lorsquion a '

¥, = a¥,+b¥, (ol 4,d sont des const. réelles)
et
¥, =F+ad, ¥ = Pyt0,®, ¥;=TF;+69,
on a
(I) B, = oF,+bF, et oy = ac,--bo,.
En effet,

¥, = (aF,+bF) -+ (ac +bes} P = Fyte, P,

ce qui donne, @’aprés lunicité du développement, les relations (I).
Définition 11. Soit Q(F) un corps d’hyperfonctions F. Consi-

dérons une opération A (¥) dont l'argument indépenddant est une hyper-

fonetion ¥ appartenant & O et Pargument dépendant — un nombre
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réel. Nous dirons que Popération A({F) est additive, 51 les conditions que
P, et F, appartiennent & 2 et que e, et ¢, sont des constantes réelles,
entrainent:

At P+, o) — 0, A (F) 4o, A(H,).

Définition 12, Tlepérafion A (F) est appelée non négative, si pour
tout F = 0 appartenant & Q(F) on a A(F) = 0.

TurorkME 14. Soit @ wune hyperfonction wappartenant pas o Q{F)
et telle qu’il emiste deux hyperfonctions 'y et Fy de Q(F) sotisfaisant & U'iné-
galité

F, > ® > F,,

et soit A(X) une opération additive et non négative, définie pour les hyper-
fonctions X de corps L(F).

Thése. Il existe une opération additive, non négative A(X), définie
dans le eorps Q(F, D) e telle que

A(X) = ALX) lorsque X appartient & 2(F).

Démonsgtration. Daprés I’hypothése, il existe dans Q2(F) des
hyperfonctions ¥, > @; désignons par e la borne inférieure de tous les
nomhres A (F,}, ot F; est une hyperfonction de Q(F) qui est > &; a sera
done un nombre fini, non négatif.

Toute hyperfonction ¥ de Q2(#, D) est de la forme

(1) W= Fted,

ol # appartient & £(#F) et ¢ est un nombre réel, et cetbe décomposition
est unique.
Définissons Vopération A (¥), en posant

A(P) = A(F)tea.

Lia décomposition {IT) étant unique, Popération A (%) est ainsi définie
d’une facon univoque. Lorsque ¥ appartient & Q(F), on a A(¥) = A(¥),
puisque alors ¥ =F-tca et ¢ =0, done A(¥) = A(F) = A({¥V).

Llopération A(¥) est additive, puisque ¥, = a'¥,-+b¥, donne
(v. les formules (I)):

Fy = alFy+bFs, c¢3 = aoy-+-bey,

done
A(W,) = A(F) +osa = AlaF,+bF,)+(ac, +bey)a
= a[A{F,)tecal+b[A(F,) +eya] = ad (V) +0A(E,).
Or Yopération A (¥} est non négative. Soit en effet
¥ = F+4ed = 0.
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Si ¢ =0, ¥ appartient & (F) et on 8 A(¥) = A(F) = 0.
8ie > 0, nous avons @ = (—1/e)F, done, pour tout 7, > @ de R(F):

1 1
F1>_F’ done F1+‘g>01
ce qui donne

1 1
A(F1+3F) = A(F) +—4(F) >0,
done, d’aprés la définition du nombre a:
1
wtA(F) 0,

done, ¢ étant > 0, A(¥) = A(F)+ca = 0.
1 1 .
Si ¢« 0, nous avons —~G~F,>,cb! done —?F> @, puisque &P
n’appartient pas & Q(F), D’aprés la définition du nombre a nous avons
1
done A(m?
Lrinégalité ¥ = 0 entraine done toujours Vinégalité APy =06t le
théoréme est démontré complétement.
TEAOREME 15. Soit {£2,} {a < §) un ensemble bien ordonné du type
g des corps mon décroissants d’hyperfonctions (1), et soil pour tout « << f
définie damns le corps L, une opéraiion additive et non négative A, (X), telle

que A,(X) — A (X) pour tous les £ < a et loutes les hyperfonetions X appar-
tenant & Q. Si Don dbsigne Q = D' Q, et si Von pose pour tout X de L
o<

A(X) = Ayx)(X), o a(X) dés'f;gmﬁle plus petit nombre ordinal, tel que

X appartient & Qux), A(X) est une opération additive et non négative, définie

dans le corps L. _
Démonstration. On voit sans peine quune gsomme (d'un nombre

fini ou d'une infinité quelcongue) des corps non décroigsants d’hyper-

fonetions est un corps; done 2 = ) £, est un corps.
a<f

Soient X, et X, deux hyperfonctions appartenant 4 2, a et b deux
nombres réels. Soit o, celui de deux mnombres «(X,) et a(X,;) qni est plus
grand (ou leur valeur commune, 8’ils sont 4gaux): nous aurons évidemment
iy << f. Les hyperfonctions X, et X, appartiennent done toutes les deux
4 £,; par conséquent, 4, (X) étant ane opération a}ddi_is"we.' dans £, :

F) # a, ce qui donne, ¢ éfant < 0O, A{¥) = A (F)+ea = 0.

g3

(I1I) A%(@X1+bxz) = @A%(Xﬂ "%“/b-Aaof;Xz).'

(Y (Pest-a-dire 2« &, pour § <N < B.
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Or, d’aprés Vhypothése, et d’aprés (X)) < ap et a(Xs) < a,:
Ao (X)) = Ao (Xy),  Agery (X} = 4, (X5).

Or, d’aprés la définition du nombre a{X), L, étant un corps contenant
X, et X,, done aunssi X, = aX,+bX,:

a{X,} < ag,
done
Agey(Xg) = A, (Xy).

La formule (IIT) donne done
-Au(XD)(XO) = aAu(XI)(Xl)+bAa(XZ)(X2)$
done, d’aprés la définition de 'opération 4 (X) et d’aprés Xy = a X, +5X,:
A(aX 4T, = ad(X,)+DA(X,),

ce qui prouve que lopération A(X) est additive.

Or, il résulte immédiatement de la formule A(X) = A,x(X) et
de Ihypothése sur les opérations 4,(X) {(« << f#), que Popération 4 (X)
est mon négative.

Notre théoréme est ainsi démontré.

THEOREME 16. 87 2(F) est un corps d’hyperfonctions contenant I'hyper-
Jonction B = 1 e $'il ewiste wne opération additive et non négative, définie
dans Q{F), il exisle une opération additive ef non négative A(X), définie
pour toute hyperfonciion, et ielle que A(X) = A(X), lorsque X appartiont
o Q(F).

Démonstration. Soit {P,} {a < ¥} un ensemble hien ordonné, du
type y, formé de toutes les hyperfonetions ne faisant pas partie de Q(F).
Désignons, pour tout a < y, par £, le plus petit corps contenant le corps
2, = R(F) et toutes les hyperfonctions @; pour £ < a. (On voit sans
peine que, & désignant un ensemble quelconque d’hyperfonctions, il
existe toujours wun plus petit corps d’hyperfonctions contenant &). {0}
(0 < a < y) sera dong un ensemble bien ordonné non déeroissant de corps
d’hyperfonctions et &2, sera le corps de toutes les hyperfonctions.

Je dis qu’on peut définir, par I'induction transfinie, pour tout « < y,
une opération additive et non négative 4,(X) dans le ecorps £,, telle
que A,(X) = 4.(X) pour tous les £ < a et toutes les hyperfonctions
X appartenant & £,.

En effef, posons 4,(X) = 4(X) dans Q, = Q(F).

Soit maintenant > 1 un nombre ordinal <y et supposons que
pour 0 << o < A sont définies les opérations A,(X) telles que 4,(X) est
une opération additive et non négative dans 2, et que 4,(X) = A (X)
pour & < a et pour les X de £;. Distinguons deux cas:
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1) A est un nombre de premiére espece, c’est-a-dire il existe le nombre
A—1 = 0. Soit £2,_; = Q(¥F); il résulte de la définition des corps £2,
quion & 2, = Q{¥, P, ;). 81 @, , appartient & 0, ,, on a O, = 2,_,
et on peut poser A4,(X) = 4, ,(X) dans {2,. Supposons done que @;
n'appartient pas & £2,_;. Pour définir Popération .4,(Z) nous appliquerons
le théoreme 14. D’aprés 'hypotheése, le corps £2,, donc aussi le corps
0, ., contient V'hyperfonction F =1, done toute hyperfonction F = ¢,
¢ étant un nombre réel queleongue. D’aprés le théorsme 13, les conditions
du théoréme 14 sont donec réalisées pour le corps (2;,_,. Done, d’apreés
le théordme 14, on peut définir une opération additive ef non négative
4,(X) dans le corps 2, = (¥, @;_,), telle que 4,;(X) = 4, ,{X) lors-
que X appartient & £, ;. D’aprés la propriété de 4, ,(X) nous aurons
évidemment augsi A;(X) = 4,(X) pour £ < 1 et pour les hyperfonctions
X de £,.

2) A est un nombre de seconde egpéce. Comme on voif sans peine,
on a alors @, = Y ., et pour avoir dans £, Popération 4,(X} jouissant

el

des propriétés désirées, on n'a qu’s appliguer le théoréme 15.

Nous avons ainsi défini par lUinduetion fransfinie les opérations
A,(X) pour A<y ef, en parficulier, Popération 4,(X). L’opération
A,(X), définie dans le corps 2, de boubes les hyperfonetions, jouit évi-
demment des propriétés démandées par le théoréme 16.

Le théoréme 16 est aingi démontré.

Applications

TaGorREME 17. Toute fonetion f(x) intégrable ou sens de Riemann (%)
satisfait & la relation

fl@)~e on o= [fl@)de.

Démongtration. Comme on voit sans peine, expression

2 e )

converge (pour une fonction intégrable R) uniformément vers [f(x)dw

POUL % = oo, done
1Y k
2] -

(*} Rappelons quil &'agit toujours des fonctions bornées, définies sur une cir-

<& pour n > pls),

conférence.
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o'egt-A-dire

<& pour n > u(e),

LEHR

K=

ce qui démontre gque f(x}—c¢ ~ 0, done flg) ~¢, ¢ q. L d.

TisorEME 18. I1 emiste une fonetion bornde p(z), dont Dintégrale
lebesguienne est nulle et telle que toute fonction @(x) intégrable aw sens de
Riemonn et sotisfaisant & la relation

1) glz) = ol®),
vérifie Pinégalité
2) [o(@ds > 1,

0

Démonstration. Considérons sur la circonférence un ensemble B
de mesure lebesguienne nulle, dont le complémentaire est de premidre
catégorie de M. Baire. La fonetion o(x) égale & 1 sur B et & 0 sur le
complémentaire de F satisfait aux conditions de notre théoréme.

En effef, il est clair que

(L) [ o(z)dz = 0.
0
Or, soit ¢(x) une fonetion intégrable (R) et satisfaisant & la rela-
tion (1). Tl existe donc une suite finie a,, a,, ..., a, 8t Un nombre >0,
tels que

1 n
EZ[‘P(Q’"I*%)—Q(@-F%)] > &

pour toub x réel. Il en résulte toub de suife que pour tout % naturel et
tout # réel subsiste inégalité

%é’{%j[qg(ﬁaﬁ%)w (w+ ait %)]} >

i=1
done
n k . n n .
1 1 i1 1 j
2 52{%299(“%*%)}72{@"2 9(““1’*‘“%)} >
R) F=1 i1 7=1

Pour & > u (et tout o réel) la premitre de ces sommes différe de
1

[plz)de & moins que de e Or, je dis qu’il existe des nombres x pour
Q .

lesquels la seconde des sommes (3) est = 1. Désignons, en effet, par
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E(aﬁ- -%) Vensemble qu’on obtient en tournant Pemsemble E (autour

du centre de la circonférence considérée) dun angle g;-+ w_f; I ensemble
E ayant pour complémentaire un ensemble .de premicre catégdrie, il en

egt de méme pour tout ensemble E(al-—l— %), poar i=1,2,..., n;

j=1,2,..., %k; leur produit II est donc un ensemble de deuxidme caté-
gorie. Pour tout nombre & de 77 nous aurons évidemment

" E .
%Z{%Ee(w+%+%)} =1,

done, Pinégalité (3) subsistant pour tous les x réels,
1
fqa(w)clm—}—a~—1 > e,
0

ce qui donne l'inégalité (2).

Remargue 1. La borne inférieure de toutes les intégrales de toutes
leg fonctions intégrables B et satisfaisant & la relation (1) esf = 1, puisque
pour tout ¢ > 0 la fonction g(z) = 14 vérifie cetle relafion.

Remarque 2. La fonclion g{z} n’est équivalente & awcune fone-
tion p(x) intégrable E.

En effet, s’il était

olm) ~g(z), ol p(z) est intégrable R,

1
alors, en désignant [¢{)de — ¢, on aurait, d’aprés le théoréme 17,
0

Q(IB) Ne':l

donc, pour tout & > 0 donné et pour une suite a,, as, ..., a, convenable:

plz}—ec ~ 0,

< ¢ pour tout .

) H; '@+ a)—o]

K==l

Or, il résulte sans peine de la définition de la fonetion ¢(») qu’il

. 1 ¢ ' -
exigte des points a dans lesquels l'expression EZQ(w—l—ak) prend la
k=1

valeurs 1, et des points # (formant un engemble de mesure 1) dans lesquels
cette expression prend la valeur 0. L'inégalité (4) est done impossible,

THEOREME 19. 11 ewiste une opération H, dont le conire-domaine est
ensemble des nombre résls, définie pour foule fonction bornée (définie sur
la circonférence), satisfaisant aws conditions suivantes:
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1) 8i fy(x) et fo(w) sont dews fonctions (Bornées), ¢, ¢t ¢, deus nombres
réels, on a
H(c1f1(m)+61fz(m)) = Glﬂ(fl(m))’}’czH(fz(m))-
2) 8i f.(x) 2 0 pour tout z (sur la circonférence), on a
H(fu(@) = 0.

3) 8 fu(x) = ¢, on a H{fi(z)) =e
4) Pour tout « réel on &

H(f(@)) = H(f(+z+a)).
5} Lovsque flz) est intégrable {L), on o

H(f(x)) = (L) fFlo)do.

Démonsgsration. Conmidérons le corps Q2(L). Bn conservant les
notations du théoréme 16, posons pour les hyperfonetions X de Q(L):

1
A(X) = () [ ple)dar,
U .
oll @(z) est une fonetion intégrable (L) faisant partie de I'hyperfone-
tion X.
Pour prouver que A(X) est bien déterminé pour tout X de Q(IL),
il guffira évidemment de démontrer qu'on @

() (D) [ flw)de =0,
0
pour toute fonction f{x) intégrable (L) et satisfaisant & la relation
(B) Fl@) ~0.
Daprés (B) il existe pour tout e > 0 une suite ay, dy, ..., ¢ telle que
l kU 1 1 n
= Mftatad<s done (I) [ IEZf(erak) im < <,
Bl 0 Ko=)
et, & plus forte raison:
1 k3
. 1
(x) }(L) [ D retadn < e
& k=1
or
1 1 1 n 1
(Z) [fieyan = (I) [fla+a)de = = SUI) [flata)de
. 1] . 0 Fe=1 0

Bur le probldms de la mesnre 21
(puisque f(#+1) = f(z)); done, d'apres (y),
(8) (L) [ f(a}da] < &;

le nombre & étant aussi petit que 'on veut, 'inégalité {5) donne 1’égalité
(), e q.f. d.

Si X 20, alors, en désignant par ¢(x) une fonction quelconque
intégrable (L) et faisant partie de X, nous aurons

80it @(w) & 0, soit p(x) ~0.

Dans le premier cag nous avons pour uUle certaine suite ay, as, ..., a,

et certain c¢:
.

1
— Etp(m-{—ak) >e¢, donc
n oy

k3 I
;k;: (L) Of plat+a)ds > e,
c’est-a-dire

(L)f(p(w)dw > ¢,

done
A(X)>e>>0.

Or, nous avons démontréd que pour les fonctions intégrables (I)
la relation (B) enfraine I’inégalité («). T1 en résulte tout de suite que dans
le second cas (g(x) ~ 0) nous aurons A{X) = 0.

Nous avons donc pour fout X > 0 de Q2(L):

A(X} = 0.
Llopération 4 (X) est done non négative.
Or, Vopération 4(X) est additive: en effet, si
X =c¢, X4, X, (ot X, X, et X, appartiennent & 2(IL)),

alors, en désignant resp. par ¢,(x), p,{x) des fonctions intégrables (L)
et faisant partie de X,, X,, nous aurons:

g{@}) = e, (8) +Capa(2)

olt @(2) appartient & X, ce qui donne:
1

A(X) = (L} ] (191 (@) + o () dee

1

= 0, (L) [ py(2)do-+05(D) [ pa(@)dm = 0,4 (X) 40, 4( ).
(1] - 0

Or Q(I) contient Vhyperfonction X, = 1. Les conditions du théo-

réme 16 zont done réalisées. Bin vertu de ce théoréme il existe donc nne

Oeuvres [
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opération additive et non négative A (X), définie pour toute hyperfonction
X et telle que A(X) = A(X) pour tout X de L(L). .
Définissons maintenant une opération G(f(»)), dont le domaine
est Pensemble de toutes les fonetions (bornées & période 1) et .le contre-
-domaine — l'ensemble de nombres réels (= 0), comme il suit: Si f(z)
appartient & Ihyperfonction X, posons
Gflw) = A(X).
L’opérafion ¢ est déterminée d'une fagon univoque puisque f(a)
appartient & un seul X. Ele est addifive, puisque s
Fl@) = e frlm)+oafs(m),
les hyperfonctions correspondantfies satisfont & la relation
X =0, X+, X,
ce qui donne, A(X) étant une opération additive,

A(X) = e A(X )46, 4(X),
done

G(f(w)) = 31G(f1(m))+czg(fz(m))-
Or, G{f(x)) = 0 pour f(z) > 0. En effet, envisageons la fonetion
p(2) = c+f(@),

Nous aurons ¢{z} = ¢ (pour tout z réel), done

ot ¢ > 0.
() & 0

I'hyperfonetion correspondante & vérifie done inégalité @ >0, done

"A(P) = 0, ce qui donne Glp(z)) =0, done
Gle+f(@) = 0,
ce qui donne (G(f(z)) étant une opération additive):
@(f(@) > —6(e) = —c,
done, ¢ étant un nombre positif quelcongune:
&(f(w) =0,
L’opération G vérifie aussi 1'égalité
G(flz+a)) = G(f(#),

puisque nous avons f(w—+a} ~ f(x) et parsuite les deux fonctions appar-
tiennent & la méme hyperfonction X.

¢ q. f.d.
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Or, il est clair gne

G(f(x)) = (L) ff(m)dm

lorsque f{x) est intégrable (I.).
* Définissons maintenant opération H (f(:.z:}) en posant

H(f ()} = 36 (f(2) +3G {f(—a)).
Cetbe opération vérifie les conditions 1)-5) de notre théoréme,

1} Elle est additive, puisque @ Dest.

2) Pour f(e) 2 0 nous avons f(—=z) > 0, done &(f(z)) = 0, G(f(—x)
>0 et H(f(z)) = 0.

3) Pour f(x} = ¢ nous avons

Hf(2)) = 1G(e)+3G{0) = G(c) == .
4) Nous avons

H(f(dwt+a)) = $6(f(Lo+a) +36{f(Fo—a)
= 6 (f(22)) +36 (f(F2)) = T (f(2)).
5) Lorsque f(x) est intégrable (L), nous avons, d'aprés f{z) = flz-+1):
H(f(2)) = $6 (@) +36{f(—2) = $&(f(@)-+16{f (1 —0))

= HI) [ f(2)dz-+3(L) [f(1—a)de = (L) [ f(2)da.

Le théoréme 19 est ainsgi démontré complétement.

TeRorEME 20. Il existe une opération H vérifiant les conditions 1)-4)
duw théoréme 19 gqui w'est pas identique & Pintdgrale de Lebesgue pour les
fonetions bornées intégrables (L).

Démonstration. Considérons le corps Q(R) et désignens par P
Thyperfonction qui contient la fonction p{z) définie dans le théordme 18
(qui, comme nous avons observé dans la remargue 2 au théoréme 18,
Nappartient 4 ancune hyperfonction de Q(R)).

Posons dans le corps Q(R):
1

(e) A4(X) = [g()de,

[}

ol @{x) est une fonction intégrable R, contenue dans X. Pour définir
dans le corps 2, = Q(R, P) Popération additive et hon négative 4,(X),
telle que 4.{X) = 4(X) dans £2(R), nous pouvons poser '

(m) | A (R+eP) = A(R)+c
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(voir la démonstration du théoréme 14), puisque, d’aprés la remarque I
au théordme 18 et d’aprés (), la borne inférienre « de tous les nombres
A(X) pour les hyperfonctions X de 2(R) vérifiant Vinégalité X > P
est = 1.

De (y) résulte en particulier gue

A,(P) =1.

Bn appliquant maintenant le théoréme 16, nous concluons qu’il existe
une opération additive et non négative A(X) définie pour toute hyper-
fonetion et telle que A(X) = 4,(X) pour lex X de 2, = Q(R, P), done

te] A(P)=1.

En définissant maintenant les opérations G {f(x)) et ensuite H (f(x))
comme plus haut, nous vérifions sans peine que H jounit des propriétés
1)-4) du théoréme 19 et que (d’aprés (), ¢ (») appartenant & P):

(¥ Ho(m) =1,
tandis que
) (Z) [ el@)de = 0

(voir la démonstration du théoréme 18). Lie théoréme 20 est ainsi établi.
Remargue L. On peut démontrer sans peine que pour les opéra-
tions H(f(z)} vérifiant les conditions 1)-4) du théoréme 19 subsiste la

formule
1

Hif@) = [f(z)da,

0

loraque f(z) est intégrable E.
Observons & ce but d’abord que

(1 H(f(z) = Hg(x)), si fle) ~g(x).
Tl guffira évidemment démontrer qu’on a
(if) Hip(z}) =0, sl glo)~0

eti appliquer ensunite la propriété 1) de Vopération H.
Soit done @(z) ~ 0. Tl existe done pour tout e > 0 une suite finje
Gpy Ugy ..y 0y telle qu’on a pour tout o Pinégalité

1
(111) —egj;ﬁ—Z@(m—{—ak) < E.
k=1
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Or, d’apreés les propriétés 1) et 4) de Popération H:
1 < 1
it St toa] 2 St -
v 2 reta] =2 Yipeta) = Hp)
l'inégalité (iii) donne done

—¢ < Hp(w)) <s.

Le nombre positif ¢ étant quelcongue, cela prouve la formule (if). La
formule (i) est ainsi établie.

Or, lorsque f{x) est intégrable R, on a théordme (17)

f@) = ¢ = [f(o)de,

done, d’aprés la propriété 3) de Popération H:

i
H(f(#) = H(c) = 6 = [flg)dz, c q.fd
. [
Remargne 11. En posant
b
Hp(x) pour b =a
[flo)do = (r(z) ’
a ~H(pa)) powr b<a,
ol
f{z) dans Vinfervalle (a, b},
pla) =
0 pour les aufres =,

et ol H est une opération satigfaisant aux conditions du théordme 20,
nous obtenons une intégrale satigfaisant aux conditions 1°-3° de M. Le-
besgue énumérées dans 'Introduction, mais ne satisfaisant pas & la
eondition 6° .

B effet, d’aprés M. Lebesgue, les conditions 1°-6° caractérisent
son intégrale, done, l'intégrale que nous venons de défimir satisfaisant
aux eonditions 1°-5° et ne coincidant pas {pour les fonctions intégrables I)
avec celle de M. Lebesgue (d’aprés (u) et (v)), elle ne peut pas satisfaire
4 la condition 6° '

Or, on pourrait sans peine démontrer directement que notre intégrale
ne satigfait pas 4 la condition 6° pour les fonctions infégrables (L). En
effet, la fonetion p(z) étant nulle sauf dans un ensemble de mesure nulle,
il existe une suite infinie d‘infervalles &,, d,, 4y, ... recouvrant ¥, dont
la, somme des longueurs est ¢ <C 1. Soit f(#) une fonction égale & 1 pour
les » appartenant & un §; et & 0 pour les antres x. Nous aurons évidemment
pour tout x

ele) < fl2) <1,
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done
Hip(w) < H(f(z)) <H{) =1,
et
H{f(x)) =1 (puigque H(p(x)) = 1).
Or, posons

falz) =

nons anrons

1 lorsque # appartient & &,-4-d,-+...+dy,

0 pour les autres z;

fule) <folz) < falw) <. .

et la suite f.(x) converge évidemment (non uniformément) wvers f(ax).
Cependant
UmH (f(2)} < & < 1 = H(f{a))-
ToD0
Les théorémes démontrés nous permettent d’énoncer les proposi-
tions suivantes:
TeEoREME 1. On peut attacker & toui ensemble B de points d’une circon-
férence de rayon 1[2x un nombre H (I) satisfaisant aws conditions suivantes:
1) H{H#) = 0.
2) H{Ey) = 1 lorsque B, désigne U'ensemble de tous les points de lo
circonférence.
3) H(E1+E2) = H(E1)+H(E2)7 st ElEB = 0.
4) H(E,) = H(H,), st B, =2 H,.
5) H(H) evincide avec la mesure lebesguienne de Uensemble B lorsque

B est mesurable (IL).

TmtorEME II. Il ewiste wne fonction H(E) vérifiant les conditions
1)-4) du théoréme I ef un ensemble W de mesure lebesguienne nulle, fels
gue H(W) = 1.

Pour démontrer ces théorémes, il suffit de poser

H(B) = H(fu(z)),

ott fg(w) désigne la fonction caractéristique de Vengemble B (o’est-d-dire
fz(#) = 1 sur B et = 0 sur ls complémentaire de B). Le théordme 1 résulte
alorg du théoréme 19, et le théoréme 1T — du théordme 20.
. Remarqgue. Il n'y a aucune difficulté d’étendre les théorémes T
et II aux segments d’une droife (il suffira d’observer &4 cet but que la
circonférence est une courbe rectifiable).

Des théorémes analogues subsistent pour le plan:

TuBoREME I*. On peut aitacher & foute fonction bornée f(z, y) définie

dans un domaine bornée, wn nombre véel H(f(z,v)), satisfaisant oum con-
ditions sutvanies: :
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1) Lorsque fi(x,y) et fa(®, y) sont des fonctions borndes quelconques,
définies dans le méme domaine B, ¢, et ¢, denz nombres réels quelconques,
on o

H(chl(m: ¥)+eafy {2, .’/)) = clH(fl(m7 y))“’“f"zﬂ(fz(mr ?/)) -

2) On a H(f(z, ) =0 pour f(z,y) > 0.

3) Lorsque f(x, y) = ¢ dans un carré K auz eblés 1, on a H ( iz, y)) = ¢
4) Lorsque f{z, y) = g(w, y) (1), nous avons H(f(z,y)) = Hlg(z, v)).
5) Lorsque f(z,y) est une fonction intégrable (L), on a

Hf(a, y) = [ fla,y)dudy.
K

Tuforiime IL* Ii existe une opération H sotisfaisant aur condi-
tions 1)-4) du théoréme I* qui w'est pas identique avee Vintégrale de Lebesgue
pour toutes les fonctions mesurables (L).

TEROREME ITL*. A {fouf ensemble borné B de poinis du plan peut éire
attaché un nombre H(E) satisfaisani auxr conditions suivantes:

1) H#E) =0.

2) H(E) == 1 lorsque E est un carré de ebté 1.

3) H{E-+B,} = H(E)+H(Ey), si B,+8,=0

4) H(E,) = H (B}, si By =2 K.

B) H(E) eoincide avec la mesure lebesguienne (superficielle) de Pensemble
B, lorsque E est mesurable {L).

Trsordym IV ™. 11 exisie une fonction H (E) satisfaisant avw conditions
1)-4) du théoréme TIL™ of un ensemble W de mesure lebesguienne (super-
ficielle) nulle, lels que H(W) = 1.

Démonytration. Nous définirons comme il suit Ia fonction H (f(x, y))
du théoréme I¥, Considérons un eercle de rayon 1/2rx, ayant pour centre
Vorigine des coordonnées rectangulaires. f{x, ¥) étant une fonetion donnée,
bornée et définie dans Pensemble horné #, définissons une fonetion ¢ (&)
gur la circonférence de notre cercle de la fagon gnivante.

Tournons les axes 0X et 0¥ d’un angle £ et désignons par &, ¥’
les nouvelles coordonnédes. Nous aurons done les formules

o= cosf—y'ging, y=2a'sinéty cosé.
Envizageons la fonetion

fule'yy') = flz'eos E—y'siné, 2’ sin £y eos £},

(%) Nous appelons superposables denx fonetions f(w, y) et g(x,y), définies dans
les ensembles H et H, lorsque B = B, et lorsqu'il existe une superposition de K et F,,
telle que dans les points correspondants les fonctions f et g ont des valenrs Ggales.
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définie dans l'ensemble &, des points (2, ¥") qu’on obtient en tournant B
antour d'origine des coordonnées de l'angle —¢&.

H(p(y") désignant lopération du théoréme 19, définizsons mainte-
nant la fonction g{z') d'une variable réelle «' comme il suit.

Soit ¢’ un nombre réel donné. Sila droite 2" = o' a des points commung
avec 'ensemble F;, posons

gla’) = H(f, (', y),
ginon, posons gla’) = 0.
Posons maintenant
p(£) = H(g(2")).

Définissons encore la fonetion g (x) pareillement comme (&), en rem-
plagant seulement Paxe OX' par OY' et inversement (et en conservang
les directions des axes).

Nous définissons maintenant Fopération H(f(w, )} en posant

H(f(zm, y)) = 1H[p(&)+p(&)].

On vérifie sans peine que l'opération H ainsi définie satisfait i toutes
les conditions du théoréme I* Quant au théordéme III*, le raisonnerent
est analogue. ‘

Pour les théorémes IT* et IV", je donne ici seulement une esquisse
d'une démongtration.

Considérons un corps d’hyperfonctions Q(F), tel que

1) Toute hyperfonction du corps Q(R) appartient & 2{F).

2) Toute fonetion y(x) qui est égale & 1 dans un ensemble de pre-
miére catégorie de M. Baire et de mesure nulle, et qui est nulle dans le
complémentaire de cet ensemble, appartient & une hyperfonction F du
corps ().

3) Le corps Q(F) est le plus petit satisfaisant aux conditions 1)
ef 2). :

Définissons Vopération 4 (X) dans le ecorps 2(F), en posant

1

A(X) = (L) [ fw)de,

]
oll f(z) est une fonetion intégrable (L), econtenue dang X, Or, désignons
par P la méme hyperfonction que dang la démongtration du théoréme 20,
posons {2, = Q(F, Py et détfinissons 1opération A,(X) dans Q,, ensuite
Popération 4(X) dans le corps de toutes les hyperfonctions et enfin
Popération H(f(z)) d’une fagon analogue comme dans la démonstration
du théeréme 20.

On pourrait démontrer que toute fonction o(z) qui est — 1 dans
un certain enserable % de mesure nulle, dont le complémentaire est de
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17 catégorie de M. Baire, et qui est nulle dans le complémentaire de
cet ensemble, vérifie 1'inégalité

H(a(aﬁ)) =1,

I1 est en effet g(x) —o(w) = 41 dans un ensemble de premiére catégorie
et de mesure nulle, et p(2)—o(x) =0 dans le complémentaire. de cet
engemble. Par conséquent, I'hyperfonction F contenant la fonetion
¢(w)—o(w) appartient & Q(F), done H{p(¢)—c(x)} =0, ce qui donne

Ho(z)) = 1.

Ceci posé, considérons l'ensemble plan W formé des segments de lon-
gueur 1, perpendiculaires & 'axe d’abscisses dans les points de Iengemble
E détini plus haut. En définissant V’opération H comme dans le théoréme
1% on arrive sans peine aux théorémes IT¥ et TV*.



