Sur les fonctions dérivées des fonctions mesurables*

Le but de cetite Note est de démonftrer que les fonciions dérivées de
Dini dune fonction f(®) mesurable (L) sont mesurables {L). Notre démon-
gtration permettra en méme temps de prouver qne les foncitons dérivées
d'une fonction f(x) bornde de classe o de Baire sont toujours de classes
<at+2(h

LevvE. Prémisses. f{z) est une fonction gquelcongue d’une variable
réelle (mesurable ou non), 6 — un nombre positif, F{x) — la borne supéricure
de tous les nombres

0k 4.

fle+-h)  pour

Thése. F{w} est une fonction n'admetiant que des discontinuités ordi-
naires (done F(x) est de classe {1 de¢ M. Baire).

Démonstration. Désignons par B(a, f) la borne supérieure des
nombres f{z) pour a <L« < f. Soit &, un nombre réel donnéd,  -— un
nombre réel, tel que

0 <<ow—z, < 4.

Lintervalle (@, 4--6) est donc une somme dintervalles (z, w,-+0) et
(2y+3d, m-1-6); par conséquent

1) F(z) = B(s, v+8) = Max [B(a, #,+-8);, B (2,46, a-8)],

Max[a, b] désignant le plus grand de deux nombres a, b (ou leur valeur
comimune).

Or, quand o déceroit, B(w, 2,4-6) ne peut évidemament diminuer et
B(#y+96, ¢+4) ne peut augmenter: donc Bz, 4,13) et B(zy--8, 5+48)
ont des limites quand # tend en décroissant vers », dome, d’aprés (1),
aussi F(w). Done Ia limite ¥ {z,-}-0) est déterminée. e méme on démontre
que la limite F(#,—0) est déterminds. Notre lemame est ainsi démontré.

* Commenté sur p. 317.
(*) Ce théoréme a ét¢ signalé (pour les fonetions f(x) bornées on non, de classe a)
par M. Bierpineki, v. Fundamenta Mathematicas 1 (1920), p. I127.
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Sur les fonections dérivées

CorOLLAIRE 1. Soit ¥F(z, a,b) (b>a>0) la borne supérieure de
tous les nombres

fle+h) powr a<<h<b.

These. F(z, a, b) est une fonction de @ de classe < 1.

Démonstration. Nous avons évidemment F(x, a,b) = B(z-t+a,
-+-b). Or nous avons démontré (lemme I) que 1a fonetion p{x) = B(x, z-+
b-—a) est de classe < 1; done aussi la fonction F(w,a, b) = g(z-a) et
de classe <1, ¢. q.f d.

Cororratre IT1. Soil f(z) une fonction de classe o> 0 de M. Baire,
b>a>0, ¢lo, a, B) la borne supéricure des nombres

fle+h)—f(z)  pour

Thése. {z, o, b) est une fonction de classe < a.

Pour démontrer notre corollaire il psuffit de remarquer que
@z, a, b) = F(x, a, b)—f(x) et de faire appel an corollaire I et & la pro-
position gu’une différence de deux fonctions de elasses < « est une fonetion
de clagse << a.

Pareillement on établit le

COROLLAIRE TEI, Soit f(n) une fonction mesurable (L); o(x, a, b) ayant
méme signification qwau corollaire 11, @(x, 4, b) est une fonction mesu-
rable (L).

Soit maintenant f(z) une fonction bornéde, o et b > a deux nombres
positifs. Désignons par @(z, a, b) la borne supérieure des nombres

Jlz-+Hh)—f(x)
h

et par ¢(z, a, b) — la borne supérieure des nombres

a << h <b.

pour a<<h<b

flz+h)—f(z) pour a<h<b.
Soit n un nombre naturel donné et posons
L
(2) Gy = a—]——ﬂ—(ﬂb*a) pour k=10,1,2,...

@(z, @, b) sera évidemment le plus grand .des nombres

(3) . : &(w, a1, ) (B=1, 2,...,m).

Nous avons, pour f > a> 0:
flz+h)—f(@) <g(@ a b)),
T 1 1 _ pour

ﬁ\h\ay

e<h<p
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done, pour ez, a, f) = 0:

fleth)—f@) _ ¢l#, 0 8)

pour e <chsf
o

Rk
et, pour ¢(w, a, f) < 0:

ferh =) _p@maf) g
h i)
Puar conséquent:
?le 5 f) pour  g@(z, ¢, ) =0,
{4} C(x,a, f) <
ﬂf—”—’rﬁﬂ pour gl 4 f) < 0.
Or
floth)—fe) <hdla, a0 ) pour a<h<p,
par guite
(5) o (@, o, f) < pd(x, a, §) pour Dz, 8 =0,
a®(x, 0, ) pour D(x, 0, f) < 0.

Tes formules (4) ef (5) démonfrent que D(, a, ) eb o(x, o, §) ont
towjours le méme signe et que

qj(m:ﬁa# 18) é @(.’E, a, ﬁ) \<__ M pDU.I' fp(w, a, ,B) ; 0
et
POGD) o0 < LOLEL pow g a p) <0,

La fonetion f(z) étant bornde et M désighant un nombre tel que
if(&)] < M (pour tout & réel), nous avons |f(z--h)—flz)] <2M, done

f—e
af ?

Laﬁ(m, % ﬁ)—%;—’@. <iple, ﬁ)lﬁa—;“ <oM

par conséquent, d’aprés (2):

(X, dp_q, Ox)

(27N

D(m, g1y Ox) — < 2M — pour %k =1,2,...,%.

(6)

Soit & (w, 4, b, n) le plus grand des nombres

(%, Or_1; x)

a1

(7) (F=1,2,...,7n).

Sur les fonctions dérivées 6L

D'aprés (6) (D(w, a, b) &tant le plus grand des nombres (3)) nous aurons
évidemment

2 (h—
(D (2, a, )Gz, a, b, n)} <=1
na?
Par conséquent
(8) D2, a, b) = NG (w, a, b, n),

R0

1a snite & droite étant de plus convergente uniformément. Or nous avons
évidemment

(9) fi (@) = limlim & (m, 1 ,i)

Tsoo Fmsoo BT
oit f(z) unne fonction bornée de classe a > 0; d’aprés le corollaire 1T
les fonetions (7) seront de classes < a, done aussi &(w, a, b, n). La suite
(8) étant uniformément convergente, nous en eoncluons gue D (z, a, b)
ost une fonction de classe <o, done, d’aprés (9), f,(x) est de classe
< a2,

8i f(x) (supposée bornée) était mesurable (L), il en serait de méme,
d'aprés le corollaire ITI, avec les fonctions (7), ef les formules (8) et (9)
prouveraient que fi(z) est mesurable (L).

Soit maintenant f(z) une fonction non bornée mesurable (L), folo) —
la fonction égale & f(z) si —p <flz) <p, &4 p 8 fle)>p et & —p sl
flz) < ~—p; fp(x) sera évidemment bornée et megurable (L) ef il est aisé
de voir que

Fi(o) = iy ),

d’oh il résulte que J. (@) est mesurable (L), e. q. . d.

Pour les fonetions non mesurables (L) les dérivées de Dini peuvent
&tre aussi bien mesurables (L, méme B) que non megurables, comme
on le voit gans difficulté.

Nous terminerons par deux théorémes suivants:

TrgoriME L. i la dérivée [ (x) dune fonction f{z) esi finie sauf
dans wn ensemble au plus dénombrable de poinis, flz) est une fonclion
mesurable (B) (de classe < 2). . .

Démongtration. Soit. D Pensemble (au plus dénombrable) ol la deri-
vée f; (z) est infinie. Considérons Pensemble B = H(f(z) = 4), A étant un
nombre réel donné queleongue. Soit x une limite d’une suite décrois-
sante z, de nombres de ¥ et supposons que & n’appartient pas & K. Nous
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aurons done f(z,) > 4 pour n =1,2,3,... et f(2) < 4, d’cir il résulte

tout de snite que

[ — Ly — 3

== —'—OO?

done que f(2) = +oo, cest-i-dire que w appartient & D.

Les points & n'appartenant pas &4 ¥ gui sont points L’acewmulation
de I de c6té droit (c’est-a-dire qui gont limites de gsuites déeroissantes
de points de E) forment done un ensemble au plus dénombrable D, (con-
tenu daus D). Or les points qui sont points d’accumulatien de B de
ganche, sans I'étre de droite, forment, comme on sait, un ensemble an
plus dénombrable D,. L'engemble FD, 1D, sera évidemment fermé.
Il en résulte (D, +D, étant an plus dénombrable) que ¥ est un ¢,. Les
ensembles I (f(#) > 4) sont done des G,, d’olr it résulte, comme on sait,
que f(z) est wne fonction de classe < 2, c. q. f. d.

TekorEME 11, 8% lo dérivée [, (m) est presque partowt finie, flm) est
une fonction mesurable (IL).

La démonstration est tout & falt analogue 4 la précédente: on prouve
qus D'ensemble H (f(w) > A)+un ensemble de mesure nulle est ferms,
d'ol il résulte que f(z) est mesurable (L)

Comme conséquences irnmédiates nous obtenons les propositions:

Une fonetion non mesurable (B) 2 une dérivée de Dini infinie dans
un ensemble non dénombrable de points.

Une fonction non mesurable (L) a une dérivée de Dini infinie dans
un engemble de mesure positive ou dans un ensembls non megurable (L).
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An example of an orthogonal development
whose sum is everywhere different
from the developed function®*

The purpose of this note is to give an example of a Fourier-like
development

f~eprteapat...
of a summable function f(f) defined in (a, &), {y,(¥)} being a ecomplete
set of functions normalised and orthogonal in (e, &), such that
(i) the series }' e,y,(t) converges throughout (a, b), bub
n=1

(ii) the sum of the series differs from f(f} in every point ¢ of (a, b).
The e, are to be understood here as the Fourier constanis of f, i.e.

b

(1) 6w = [Fit)palt) @t

71

(n=1,2,...),

and we shall choose our functions as to assure the existence of the in-
tegrals (1).

TeEEOREM. Suppose that (1) f(t) is defined throughout (@, b), (ii) F(2) ds
positive, so that

(2) fe >0

(i) F(£) i summable in (a, b), and (iv) () is not susninable. Theﬂ' we
can determine o complete, orthogonal, and normalised set of functions
1D}, defined and summable in (a, b), such that

(@<t <h),

b
(3) [ftpu(di =0  (n=1,2,...).

* (ommenté sur p. 318.



