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PREFACE

Cette seconde partie de I'ouvrage est consaciée i Panalyse des formes
différentielles extérieures et & leurs applications & la théorie des connexions
infinitésimales, & la théorie des groupes et des pseudo-groupes de Lie
et & celle des invariants intégranx. .

Elle se compose de sept chapitres. Le premier s pour objet la notion
d'une forme différentielle extérieure définie dans un ouvert de Pespace
euclidien et la notion de sa différentielle extérieure; on y trouve aussi
la théorie des systémes pfaffiens complétement intégrables, exposée
an moyen de la notion de différentielle extérieure. Le second chapitre
traite de la théorie des systémes de Pfaff et, en particulier, des systdmes
4 variables indépendantes imposées, dont la théorie joue un rdle impor-
tant dans les applications & la théorie des psendo-groupes continus infi-
nis et aux probldmes d’équivalence. Dang le Chapitre IIT on introduit
d’abord la notion d'une variété différentielle et l'on définit ensuite les
objets géométriques et les formes différentielles extérieures sur une variéts
différentiable; ces développements ont été appliquées & la théorie ‘des
variétés parallélisables. Les denx chapitres suivants sont consacrés 4 la
théorie des connexions infinitésimales. Le Chapitre IV expose la théorie
des connexions dont le groupe de structure est un sous-groupe arbitraire
du groupe linéaire général et le Chapitre V conmtient I'applieation de
ces considérations générales 4 la théorie des conmexions clagsiques; cette
étude des connexions infinitésimales est basée sur la théorie des espaces
fibrés. Le Chapitre VI se rapporte & la théorie des pseudo-groupes infi-
nig de Lie, exposée an moyen de la méthode de E. Cartan; il contient aussi
un court paragraphe sur les fondements de la théorie des groupes continus
infinis. Le dernier chapitre est consacré i la théorie des invariants inté-
granx et des formes invariantes, exposée au moyen de la dérivée de Lie.

En terminant j’adresse mes affecteux remerciements & Mmé H. Pidek-
Fopuszanska et 3 M. T. Huskowski pour les précieux conseils gu'ils m'ont
donnés et pour la peine qu'ils ont prise & la lecture des épreuves.

W. Slebodzinski
‘Wroclaw, le 31 mars 1963




QUELQUES NOTATIONS D’UN USAGE FREQUENT

1. Les indices grecs parcourent, sauf avis contraire, les valenrs 1, 2, ..., 2.

2. On supprime le gigne de sommation par rapport & un indice placé une fois en
haut et une fois en bas.

3. aeAd désigne que a est un élément d'un ensemble A.

4. A C B désigne que 4 est un sous-ensemble d’un engemble B.

5. Les signes v et ~ désignent respectivement l'union et l'interseclion de deux
ensembles.

6. UXV désigne le produit cartésien de deux emsembles.

7. B"(z*¥) désigne l'espace euclidien & n dimensions rapporté aux coordonnées
cartésiennes #*; le point de R" de coordonnées a!, «?, ..., 2™ gera désigné
par (z*).

8. By désigne l'espace vectoriel & n dimensions.

9. U(z*) ou U_désigne un' ouvert de R"(2*) homéomorphe & l'intérieur d'une hy-
persphére.

10. Fonction k-fois continfiment dérivable, indéfiniment dérivable, analytique est
indiquée respectivement par OF, 0% et 0%; forme 0%, 0%, 0 désigne une
forme dont les coefficients sont fonctions 0%, 0%,0.

11. V" désigne une_variété dérivable, connexe et orientable & n dimensions.

12. Les renvois au premier volume sont indiqués par (vol. I).

CHAPITRE I

NOTIONS ET OPERATIONS FONDAMENTALES

Le Caleul des formes différentielles extérieures a été eréé (1898) par Elie Cartan
pour étudier le Probléme de Pfaff [4]; il a pour sources, d'une part, la notion de mul-
tiplication extérieure que I'on doit 4" H. Grassmann [31] et, d’autre, celle de cova-
riant bilinéaire introduite indépendamment par G. Frobenius [24] et par G. Darboux
[19]. Le réle principal dans ce caleul, qui est d’une grands simplicité et élégance,
joue la notion de différentizlle extérieure et les simples régles auxquelles elle obéit.
Dans nn Memoire ultérieur [5] Cartan a étendu le domaine d’application du Caleul
en développant la théorie des systdmes des équations de Pfaff qui dans la plus grande
partie est son oeuvre et qui englobe la théorie des systémes des équations aux déri-
vées partielles. Il a montré que 1’emploi de sa méthode permet de présenter les cal-
culs gous une forme abrégée et de les achever sans beaucoup de peine. Dans un autre
important Mamoire [6] Cartan a so sarvi du caleul des form2s extérieures pour dévelop-
per d'un nouveau point de vue la théorie des pseudo-groupes continus infinis ini-
tiée par 8. Lie en Iui donnant des propres fondements.

Ces résultats n’épuisent pas I'oeuvre que I'on doit & E. Cartan; sa méthode a se
montré trés féconde dans diverses recherches et en particulier dans deux domaines
des sciences mathématiques: dans la théorie des groupes de Lie et dans la géométrie
différentielle. Dans la premidre d’elles elle a permis de créer la théorie globale des
groupes continus et finis, dans la seconde, en liaison avec la méthode du triédre mobile
de Darboux, elle a conduit & la généralisation du Programme d’Erlangen de Klein
en ouvrant un trés large champ de nouvelles théories géométriques. Pour apprécier
'important progrés dans ces domaines que I'on doit & E. Cartan il suffit de parcourir
la longue liste de ses travaux consacrés & la théorie des groupes de Lie et 4 la géomé-
trie différentielle que I’on trouve dans le livre Selecia, Jubilé scientifique de M. BElic
Oartan (Paris 1936).

Les théories que 1’on doit & E. Cartan ont exercé une grande influence sur le déve-
loppement de ces deux branches des sciences mathématiques, qui ne cesse pas de
durer jusqu’'a nos jours.

Co Chapitre contient une exposition succinte des principes du Caleul des formes
différentielles extérioures. En s'appuyant sur les notions ot les considérations du pre-
mier Tome on introduit dans le § 1 la notion de forme différentielle extérieure dans
un ouvert de R, le changement de coordonnées et la valeur d'une forme pour un poly-
vecteur. Dans la suite on trouve la définition de la différentielle extérieure, ser proprié-
t6és et les théordmes de Poincaré sur la seconde différentielle.

Le deuxidme paragraphe est consacré aux systémes des Pfaff complétement
intégrables (Théoréme de Frobenius) et aux gystdmes complets des équations liné-
aires et homogeénes aux dérivées partielles du premier ordre, agsociés aux systdmes
complétement intégrables. )

Dans le § 3 on trouve la définition et la méthode dela détermination de la classe
d'une forme différentielle extérieure et des expressions canoniques d'une forme qua-
dratique fermée, des formes linéaires et des formes de degré n et n— 1. Mentionnons



264 CHAPITRE VII. Invariants intégraux.

Considérons maintenant le systéme des équations

dot dm? dz"
TS = e Tm,,, TS e dt
(11) Gi.I}. 02.12 07.11
et iméfginons qu'on a déterminé une solution de (11) gui prend les valeurs
nulles pour ¢ == 0:

@ =1t ot 0%, .., 0,  f(0,0, 62, ...,d") =0.

Ces équations représentent l'are d*une ligne situde dang le voiginage
G, et passant par le point e; or on peut disposer de la variable ¢ eb des
constantes ¢ de maniére que cette ligne passe par un point voigin du
point ¢ et d’ailleurs arbitrairement choisi dans wn voisinage de ce point;
autrement dit les équations (11) permettent d’obtenir dans &, les géné-
rateurs de tout le groupe .

Aux équations (9) gui établissent un lien entre la théorie A'B. Oartan
des groupes eontinus et finis et celle de 8. Lie nous donmerons le nom

@équations de définition des tramsformations infinitésimales des groupes
de Lie.
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