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CHAPITRE VII

INVARIANTS INTEGRAUX

Ce’dernier chapitre du livre a pour 'objet 'étude de la théorie des invariants
intégraux qui, fondée de deux manidres différentes par H. Poincaré et 8. Lie, a trouvé
d'importantes applications & la mécanigiie et aux équations différentielles. A cette
théorie ont 6té consacrés plusieurs travaux des nombreux savants et en particulier
Touvrage de E. Cartan [7], ol l'on trouvera des renseignements bibliographigues
concernant le sujet. En se servant de la méthode des formes extérieures Cartan a pu
montrer, entre autres, le lien qui existe entre les invariants intégraux et les formes
qu'il appelait formes intégrales d'un systéme des équations différentielles et qui
constituent une généralisation féconde de la mnotion d’intégrale.

Le premier paragraphe du Chapitre contient des renseignements sur les inté-
grales multiples et le théoréme de Stokes. Dans le § 2 jintroduis les notions d’in-
variant intégral et de forme intégrale et je donne un apper¢u de la théorie du pseudo-
groupe de Lie & un paramatre et de la transformation infinitésimale Xf qui lui corres-
pond. Ces préliminaires sont suivis de la démonstration que Xjf admet une infinité
d’invariants intégraux et de formes intégrales.

Dans la théorie des invariants intégraux et des formes intégrales jouent un
role important les notions de dérivée de Lie et de produit intérieur d'une forme
différentielle extérieure et d'un vecteur. A ces notions et & leurs propriétés qui concer-
nent les invariants intégraux est consacré le § 3. Dans le paragraphe suivant on trouve
la notion d’invariants attachés aux trajectoires d’un pseudo-groupe Xf, due 4 Poin-
caré; une fois cette notion introduite je démontre les divers eritéres d’invariance pour
les invariants attachés aux trajectoires. Le §5 est comsacré aux applications
des invariants intégraux et des formes intégrales & la mécanique. Aprés avoir défini
les formes intégrales complétées, introduites par E. Cartan, j’expose ici, entre autres,
deux théorémes importants de Poinearé et de Cartan qui se rapportent aux systdmes
des équations canoniques de Hamilton.

Le dernier paragraphe de ce Chapitre a la forme d’un annexe qui sert & combler
deux lacunes dans les exposés des chapitres précédents. Je donne ici des renseigne-
ments sur la notion de différentielle extérieure généralisée des formes qui ne sont pas
différentiables et j'explique en suite, au moyen de la dérivée de Lie, le lien entre les
théories de Lie et de Cartan des groupes continus et finis.

e § 1. Intégrales multiples

98. Préliminaires. Soit U un ouvert fini et connexe de 'espace
euclidien R”(x*); supposons que Lon assujettit les coordonnées carté-
siennes #* (x =1,2,...,p) &% une transformation

(1) o =g'@, 7, ...,
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¢" étant des fonetions 0" (r > 1), définies dans un ouvert U d’un autre
espace euclidien R"(Z") et telles que le jacobien

ox*

oz

soit différent de zéro dans U; nous désignerons cette transformation
par T. On introduit ainsi dans U un nouveau systéme de coordonnées
que l'on nomme coordonnées gaussiennes. Tous les systémes de eoordon-
nées que 'on introduit ainsi, en partant du systéme o, peuvent &tre divi-
gées en deux classes suivant que le jacobien J est positif ou négatif (ef.
n° 30). I1 est clair que le passage d'un systéme de coordonndes & un autre
se fait par une transformation au jacobien positif ou négatif selon que
les deux systémes appartiennent 4 la méme classe ou aux classes diffé-
rentes. Si l'on choisit arbitrairement un de ces systémes, on dira que
Vouvert U a été orienté. Nous distinguerons entre les deux orientations
en appelant 1'une Q’elles, arbitrairement choisie, positive et I'antre néga-
tive.

Pour donner au choix d’orientation une représentation géométrique
imaginons en un point arbitraire MeU un repire R, composé du point
M comme origine et de p vecteurs tangent & U; on détermine Pordre de
ces vecteurs de maniére que le déterminant 4 de leurs composantes
soit pogitif on négatif selon que la classe du systéme de coordonnées
adoptées en U soit positive ou négative; nous dirons que le repére R,
est compatible avee lorientation de Pouvert U. Si 'on introduit des nou-

velles coordonnées Z* par les formules (1) et que l'on caleule le déter-
minant 4 des composantes transformées des vecteurs de E,, on aura

4 =47

On voit que 4 aura le méme signe que 4 ou le signe contraire gelon
que J >0 ou J < 0; il en résulte que le signe de A indiguera I’orienta-
tion du systéme 7. Il est évident que cette régle ne dépend pas du choix
du point M et du repére R,.

99, Intégrales multiples. Nous donnerons le nom de fromtitre de
Pouvert U & ’engemble de points qui, n’appartenant pas i U, sont des
points d’accumulation des points de U. Nous allons supposer que cette
frontitre est une variété compacte de classe r > 1 (n° 30) et nous désigne-
rons par D lensenible des points de U et de sa frontiere.

Soit f = f(a*, 4%, ..., 2") une fonction continue définie dans un
ouvert U’ contenant U.. Désignons par I lintégrale de f étendu & D:

(2) I= [fdd'da® ...de".

D
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Introduisons maintenant dans U’ des llouvelles coordonnées au
moyen des formules (1) et désignerons par D le champ d’intégration
déduit de D par la transformation inverse & T. On aura

(3) [fidaa’.. . aa” = [117|az az*...az",
D D

ot ] designe la fonetion que I'on obtient en remplagant dans f les varia-
bles #* par les fonetions ¢*.

Nous allons généraliser la notion eclassique d’intégrale multiple et
la formule (3) en utilisant la notion d’orientation définie au numéro pré-
eédent. Tmaginons & cet effet que dans le champ d’intégration D de
Pintégrale (2) on a établi une orientation déterminée et désignerons par
E le champ D muni de cette orientation. Nous définirons l'intégrale de
1a fonction f étendue au champ orienté E en posant

(4) [ fa da*...da® = & [ fda*do’...da",
E D

oll £ est égal & 1 ou & —1 selon que le systéme z” est compatible ou
non avee Porientation de E. En rapprochant les formules (3) et (4) on ob-
tient

(5) [fid'da*...dae® = & [}|T|dz'dz".. 4=".
, 2 E

=

D’autre part, l'application de la formule (4) au systéme ZF* donne

(6) [#|dz'az...az" = 5 [}\J|dz"dz"...d=",
A D

ot E désigne le champ d’intégration D muni de Porientation correspon-
dante au systéme Z* et 7 est un nombre égal 4+ ¢ ou & —e selon que les
systémes «” et Z* sont de la méme orientation -ou des orientations diffé-
rentes. Ceci revient & dire que n =& ou 5= —e, selon que l’on
ad >0 oudJ < 0. On peut done écrire

(7) J = eq|J]|.

Remarquons maintenant que les formules (5) et (6) entrainent la
relation suivante:

ffda:‘dmz...dm” =ey fﬂJldi‘di"’...di”
b1 E

qui, en vertu de (7), peut s’écrire

®) [fadas®.. .aa” = [}Iaz .. .dz".
E E
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Désignons maintenant par @ la forme différenticlle extérieure
fladx' ds’®...da"] et par @ la forme que Pon déduit de @ en ¥ introduisant
les variables Z*; on aura done

P = }J[a&dF"...dz"] .

(ef. n°2). Nous définirons les intégrales des formes différentielles en
posant

[@= [jidis...aa?; [&= [JIiddz...qm,
& = B E
la relation (8) prendra alors la forme
(9) fo=]a.
B E

Remarquons que la relation (9) reste vraie, si Pon remplace & et @
par les expressions f[da"da"s...da"?] et FJ{d5"da™. ..dd"r], By, by, ..., by
étant une permutation arbitraire des indices 1,2,...,p; elle ne cesse
pas d’8tre valable, si deux indices %; sont égaux, car dans ce cas les deux
membres de cette égalité s’annulent.

Remarque. De la définition (4) de l'intégrale multiple étendue
4 un chamyp orienté découlent immédiatement les propositions suivan-
tes.

1° S8iYon décompose le champ % en deux champs B’ et B qui n’ont
pas des points intérieurs en commun et dont lorientation est induite
par celle de H, on a Dégalité

[o= (ot [0
E Er Eu
2° 8i dans un domaine ouvert de RP(z*) la relation
fo= v
B B

reste vraie quelque goifi le champs B, les deux formes & et ¥ sont égales.

100. Intégrales multiples (suite) (). Supposons que dans R"(z*)
soit donné un domaine connexe D, (1 <p < n) défini par les formules
(10) o =ty 0, ., 00,

ot f* sont des fonctions O' données dans un ouvert fini 4, de l'espace
euclidien R”(u"); nous supposons de plus que le rang de la matrice des

() Dans ce numéro les indices grecs parcourent comme d’habitude les valeurs
1,2,...,n et les indices lating les valeurs 1,2,...,p.
15
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dérivées df*/du™ soit égal & p et que 4, soit orienté an moyen des repéres
naturels. I’orientation de 4, induit une orientation du domaine D, plongé

dang Pespace R"(«”); pour 'obtenir considérons p vecteurs J?,L = (0a*/0u)

(h =1,2,...,p) et le repére R, formé des vecteurs i’l,}z, vy X
Nous dirons que R, munit D, d'une orientation et nous désignerons par
9, le domaine ainsi orienté.

Supposons maintenant que dans un domaine ouvert de R"(z*), con-
tenant le champs 2,, soit donnée la forme différentielle (°

@ 1
P E)Ta'nlxg,‘.ap

[de*rdn®2. .. do"].

Considérons un des termes de cette forme, par exemple le terme
Y = a p[de'ds’...ds"]. En appliquant  la forme ¥ la formule (8)
on aura la relation

[¥= [oy pJautde’...au?,

9 ap

oh dans le coefficient ay, , les variables «* ont été remplacées par les
fonetions f*(u', u*, ..., u*) et o J désigne le déterminant D (a*, a2, ..., o?)/
|D(ut, 4%, ..., u¥). En procédant de la méme maniére avec tous leg ter-
mes de @, et en sommant les valeurs ainsi obtenues on obtient un nom-
bre qui sera appelé la valeur de Vintégrale de la forme @, étendue sur le
champs orienté 2, et sera désigné par [@,; on aura done

Dy

1 D(@"a....a')
(11) f‘p = *fﬂ”‘,_n —— - dut dut.. . du”.
5, ® p!Ap 20 D(ulyt.. ., uP)

I1 est facile de voir que la valeur de l'intégrale (11) reste inaltérée,
si l'on remplace le systéme des coordonnées »* par un autre systéme de
la méme clagse et qu'elle change de signe, si le nouvean gystéme est de
clagge différente; la valeur de l'intégrale (11) est aussi invariante pour
une transformation arbitraire 0! des coordonnées .

Congidérons maintenant une variété orientable V® de classe 7 =1
et supposons que dans V? soit donnée ume forme différentielle

1
D, = F . e [0 A2 ]

de classe s > 0. Tl résulte des théorémes de . 8. Cairns ([2] et [31) que
la variété V* peut étre munie d’un recouvrement composé d’un nombre
fini ou dénombrable des voisinages Up, homéomorphes & une hyper-
sphére fermée de 1’egpace euclidien & p dimensions, de telle maniére que

ic.m§
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deux voisinages ‘différents n’ont pas de points intérieurs en commun et
que tout point de V” appartient & l'un de ces voisinages. L'orientation
de la variété V* induit une orientation de chacun de ces voisinages.
Nous définirons la valeur de Pintégrale, étendue i la variété Ve,
de la forme @, comme la somme des intégrales étendues aux voisinages
de V", si cette somme 2 une valeur déterminée. Nous éerirons alors

[# =2 | o,
124 P Up

olt P parcourt les indices du recouvrement de V*. Si V? est une variété
compacte, on désigne cette intégrale par.§ @,.
124

101. Théoréme de Stokes. Revenons au champ orienté 2, défini
au commencement du n° 100 en ajoutant encore I’hypothése que sa fron-
tiere, désignée par 09,, est une variété compacte C1 doude en tout point
d’'un hyperplan tangent, &4 p dimensions, variant continfiment sur la
frontiére. Pour orienter la frontiére d'une maniére cohérente avee ’orien-
tation du ehamp 2, imaginons dans I’espace R"(2*) un repére R,, formé

de n veoteurs X. 1 }2, ey i,,, choigis de telle maniére quele repére composé
de p premiers vecteurs se confond avee le repére qui indique Vorienta-
tion du champ 2,; imaginons de plus que le repére R, soit attaché & un

point de la frontiére de sorte que les vecteurs fl, ;ﬁ, ceny ip,l soient
tangents & la frontiére et que les autres soient extérieurs an champ 2,.
Avec ces conventions on a la formule

(12) f = [ad,,
89y Pp .
appelée formule de Stokes et valable pour une forme différentielle arbi-
traire de clagse r > 1, définie dans un ouvert de R"(z") contenant 2,.
On trouvera la démonstration de cette formule dans le livre de B.

Segre [42]. Nous nous bornons ici & remarquer que la formule générale
prend pour % = 2 la forme de la formule de Green

deerQdy =ff(—g%——%§)[dwdy]
(o] A4

et pour n = 3, p = 3 la forme de la formule de Gauss-Ostrogradski

j( f Py @]+ Q[deds]+R [dody]
S

=fjf(%§ _]..—Zjag-}—%lzz—)[dmdydz].


Yakuza


228 CHAPITRE VII. Invariants intégraux.

Pour la forme de degré n—1
id .
By = Y Al .. do' @0 da"]
i=1

on a d’aprés (12) la relation suivante:

f ZA [dz'...da " da ... da"] = f Z ‘;;? [do* da®. .. da"].

9%, 1=1 By, 121

§ 2. Formes invariantes et invariants intégraux

) 102. Définitions. Supposons que dans un ouvert connexe U de
Despace R"(2") soit donnée une transformation 7' (%)

(1) Euzfl(miawzy-“’mn)

dont le jacobien est différent de zéro dans U; cetite transformation appli-
que Vouvert U sur un autre ouvert U de 'espace R™. Supposons aussi que
dans un domaine ouvert qui embrasse U et U soit donnée une forme
différentielle de degré p

1 X s
o, = ? Greyseg.. [da™t da™. .. da™?]

et l'intégrale
1= (o,

Ep
étendue & un champ orienté ), situé dans U et définie par les formules
o = gt U, ., P,

ol ¢” désignent des fonetions données dans un ouvert 4, de RP(u', «?,
.-, u"). La transformation T fait correspondre 4 &, la forme suivante:

Dl

1 .
(2 -]—)—!a"l"?m.up (5) [diﬁdg"z' . ‘di”p]!

ol 'on doit prendre les valeurs des coefficients au point (z*); de méme
4 lintégrale I la transformation T' fait correspondre lexpression

I= _IEM
Ep

(1) Dans tout ce qui suit les fonctions et les formes seront supposées 0.

icm
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B, étant le champ orienté déduit de E, par T. On dira que P, est une
forme invariante pour T, si @, = 5,), c'est-a-dire si, en considérant les
formules (1) comme définigsant une transformation de coordonnées dans
U, les deux formes &, et 5,, se transforment 'une dans I'autre; de méme
nous dirons que [P, est un invariant intégral pour T, si l'on a

f qj = Qm

. E, “p f

quel que soit le champ d’intégration Ep. Les invatiants ainsi définis por-

tent le nom d'invariants absolus; si 1’égalité précédante n’a lieu que pour

les champs d’intégration compacts, on donne & lintégrale @, le nom
E,

dimvariant relatif. ’

TuBoREME 1. Pour que Vintégrale [®, soit, si elle ewiste, un invariant
iy

absolu pour la transformation T, il faut et il suffit que la forme @, soit in-
variante pour T.

Nous démontrerons ce théoréme pour p = 2, la méthode du raison-
nement étant générale. Or, en vertu de l’équa.tlon (11) du n°100 on a

f¢2 = fa,d(m)ix—q——id 1 du?

oul ou?
2
et
= 0z° 0%
f@z = f “"(”)a Iﬂduldu“
E Dy
Donc, si [ @, = [P, quel que soit By, il doit &tre
By Ey
0o 0ot 03° 0F°
(@) G G~ % 0
ou
da” o' _o% 07" 92" oo’
(2) O (%)

a3~ ) 0 B0t o o

La relation (2) devant 8tre vraie quelles que soient les fonetions
o’ = ¢’ (u', w*) qui définissent le champ E,, il en résulte ’équation
0z 0%°

4,4 () = pe(E) 2 Fye 6:0“

ce qui entraine la relation @, Qiz Tl est évident qu’inversement 1’éga-

1ité de ces formes entraine la relation (2) et par suite, 1’éga,11téEf D, L ﬁf @,.
2 2
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11 résulte du Théoréme 1 et des propriétés des formes différentiel-
les que tout invariant intégral se change en un invariant, si 'on tait le
méme changement des variables gous le signe d’intégration et dans la
transformation 7.

THAOREME 2. §i Vintégrale [P, est un invariant absolu ou relatif
pour ume transformation T, Vintégrale [dD, est un inveriant absolw e,
inversement, si [AD, est um invariant absolu, Vintégral [P, est un inva-
riant absolu ow rélatif.

Ce théoréme est une conséquence immédiate du théoréme de Sto-
kes et de la définition de ’invariant intégral.

COROLLAIRE. 8i, @, étant une forme fermée (AP, = 0), Vintégrale
J By est un invariant absolu et si ¥,_; est une forme telle qu'il soit A¥,_, =
=, [P,_, est un invariant relatif.

103. Le pseudo-groupe de Lie & un parameétre. Soit D un domaine
de l’espace R™(2*) formé d'un ouvert fini et de sa frontidre; supposons

que sur D soit donné un vecteur non nul X dont les composantes X*(x)
sont fonetions C%. Le systéme des équations

dx”
3 = X"
(3) = = X(@)
admet dans D une solution
(4) & = f(@q, 1)

définie dans un intervalle —v <t < v (v >0) et telle qu'il soit
@y, 0) = a3,

ol @, = (#7) est un point arbitraire du domaine D; le nombre + peut &tre
déterminé indépendemment du choix du point z,. Soit i, un nombre quel-
conque de lintervalle (— v, 7); la relation

(8) (@, ) = of

fait _appliquer le point @, sur un point #; = (z) du domaine D. Posons
¢t =i+1t; sl I'on remplace la variable ¢ dans les équations (3) par i, le
systéme de ces équations se transformera en les équations

da*
at

(6) = X*(a)
et son intégrale (4) prendra la forme

o = f*(my, T+1,).
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Le rapprochement de la relation (5) montre que cefte intégrale prend
les valeurs «f pour § = 0. D’autre part, d’apreés ce qui a été posé plus haut
gur les équations (3) et (4), I'intégrale du systéme (6) prenant pour i = 0
les valeurs «f peut étre présentée sous la forme

2" = (@, ).
En comparant les deux derniéres relations on trouve

(o, 34+1) = f*(@1, ).

Soit ¢, un nombre de lintervalle (—z,7) tel que la somme f,+1,
appartienne aussi & cet intervalle; posons f*(#,, fy) = &; si dans la der-
niére équation on pose I = Iy, On aura

F“(@s tatta) = f*(@1,%a)
ou, d’aprés (B),
P (@0, i+ ta) = F*[f (@0, 1), Bal-
On voit aingi que, si la transformation
(7 = f(w,1),

ofl t est un paramdtre variable et x un point du dom.a,ine D, appli(%ue
pour ¢ = %, le point x, en un point », et pourt = i, le pomt 2, en un point
@y, elle transforme pour ¢ = 1, le point z, en 111.1 point z,. Les tr:.afnsfor-
mations (7) forment done un pseudo-groupe de Lie 4 un paramsétre; nous
le désignerons par g. o
Remarquons que les équations de définition du pseudo-groupe g, que
nous éerirons dans la suite de la manidre suivante:
1 2 k3
¥ _a
Xt X X
peuvent étre envigagées commsa définissant un mouvement conti:_m dun
ligquide, si Uon prend la variable ¢ comme mésure d1.1 tel?lps. La ligne re;
présentée par les équations (4) porte le nom de trajectoire du MOUVEMEN

ou du pseudo-groupe g passant par le point z,. Le_vecteur X, qui repré-
sente la vitesse d’une particule au point s, étant indépendant du temps
le mouvement du liquide est stationnaire.

104. La transformation infinitésimale du pseudo-groupe g.Le pseu-
do-groupe g peut &tre représenté par le vecteur X ou par Lopérateur Xf =

= X* o qui porte le nom de §a transformation infinitésimale. En

il
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posant Xf = 0 on obtient une équation aux dérivées partielles du premier
ordre de la fonction f; considérons I'une queleonque de ses intégrales:
f(@',a*, ..., a"); si Pon y remplace les variables #* par les solutions (4)
des équations (3) et qu’on la différentie en suite par rapport i ¢, on obtient

of do”
=—
o 0x* dt
ou
of
= X* dt.
af 0z

En vertu de Pédquation Xf =0 on a done df = 0. Nous voyons
ainsi que chaque intégrale de I'équation Xf = 0 reste invariante pour les
transformations du pseudo-groupe g. On a donné & ces intégrales le nom
dintégrales premitres du systéme des équations (3). On sait (1) que ce
systéme admet n—1 intégrales premiéres indépendantes entre elles et
une derniére intégrale ¢ = f"+c¢, ol f* est une fonetion indépendante
des integrales premiéres et ¢ une constante.

Remarquons maintenant que, si dans le domaine D on introduit

-
des nouvelles coordonnées T*, les composantes du vecteur X se change-

1

-, 0
ront d’aprés les formules X"-—_a—ze_xﬂ et le systéme des équations
que l'on déduit des équations (3) sera équivalent au suivant:

iz a» @ i
S R G
Si en particulier on prend comme nouvelles variables les- intégrales
f* dont nous avons parlé plus haut et que on pose T = f*, le systéme des
équations (3) peut étre ramené & la forme suivante:

azt  dz2 azt @t i
o 0o T 0 1=
et ga solution sera donnée par les formules
B=a, FT=a5 .., 3=z B = it

qui représentent une translation dans Iespace RB"; remarquons encore
que la transformation infinitésimale du pseudo-groupe prendra mainte-
nant la forme Xf = 9f/da".

(*) V. par exemple [30], p. 403.
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Remarque 1. Nous avons en méme temps montré que, si dans
u domaine D de lespace R"(#”) est donné un champ de vecteurs con-

—
travariants X, on peut trouver dans un .voisinage d*un point arbitraire

=

wyel) un gystéme de coordonnées tel que les composantes du vecteur X
prennent les valeurs X' = X? = .. =X"1=0, X "=1.

Remarque 2. Dang la suite au lieu de dire du pseudo-groupe de Lie
défini par les dquations (3) nous dirons du pseudo-groupe Xf.

105, Existence des invariants intégraux. Maintenant nons allons
montrer que le pseudo-groupe Xf admet dans un voisinage de tout point
du domaine D une infinité d’invariants intégraux de tout degré inférieur
ou égal & n. D’aprés le Théoréme 1 du n° 102 il suffit pour cela de prouver
qu'il y a une infinité de formes différentielles @,(1 < p < n) invariantes
pour les transformations du pseudo-groupe Xf.

Pour démontrer cette proposition nous supposons que les coordon-
nées dans un voisinage d'un point x soient choisies de maniére que les
équations finies prennent la forme

(8) =g, B=g, .., Pl=2"" ="+t
Considérons maintenant une forme différentielle

1 3 i
Py = —];r O, [da™da™ ... da™]
définie dans ce voisinage du point «; pour que &, so0it une formg invariante
pour les transformations (8), il faut et il suffit que les équations (8) en-
trainent les équations )
a’uluz,._xp

Si 'on y remplace les variables 7" par leurs expressions (8), on aura

(@) [ A, .. A D] = Gy, () [GF 10T ... TP,

(1, @, ..., ") [do*tda™. .. do™?]

wt, @R, ..., @7 1) [det do'. . da'P].

a’n’_xz.,.up
= aulxl...np(
Les cocfficients .., Stant symétriques gauches en tous leurs in-
dices il en résulte la relation suivante:
n—1 M
ey, (2%, 22, ..., 2") = a‘ulxz...n,,(ml7 @y ., a2 )

qui doit 8tre satisfaite pour toute valeur de ¢t dans un voisinage d(? la
valeur zéro. Il s'en suit que les coefficients de la forme &, doivent' étre
indépendants de la variable 4™. Done, pour obtenir une forme inva'marfi?e
pour le§ transformations (8), il suffit de prendre une forme arbitraire
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dont les coefficients ne dépendent pas de la variable &". Nous voyons
aingi qu'il y a une infinité de formes invariantes et d’'invariants intégraux
pour les transformations (8).

Obsgervons que les n—1 fonctions #*, 7, ..., #*~! sont des intégra-
les premiéres du systéme des équations

dot  dw? do™t  da”

les résultats obtenus plus haut peuvent donc étre exprimés sous la forme
indépendante du choix de variables.
TuEOREME 3. Pour quw'une forme différentielle soit invariante pour

le pseudo-groupe Xf = X* aaf" , #f faut et 41 suffit qu'elle puisse éire ewprimée
%

au moyen de n— 1 intégrales premitres L, f2, ..., """ du systéme des équa-
tions

dpt dz? ds"
®) F s R ekl

de leurs différenticlles et de la dfbffermmlle dune fonction f* indépendante
des fonctions 1,2, ..., f*.

Ajoutons que ce théoréme reste vrai pour les formes de degré zéro,
puisque une fonction arbitraire des intégrales premiéres du systéme des
équations (9) est invariante pour le pseudo-groupe Xf.

THEEOREME 4. Tout invariant intégral relatif pour le pseudo-groupe
X est égal & la somme d'un invariant intégral absolu et d'ume intégrale d'une
forme fermée. .

Pour démontrer ce théoréme supposons que Vintégrale [P, soit un
invariant relatif pour les transformations (8). L'intégrale [dd, étant
alors, d'aprés le Théoréme 2, un invariant absolu la différentielle dd,
peut &tre présentée sous la forme

(10) a0y = Wy, +[X,da"]

olt ¥,,, ot X, sont des formes qui ne contiennent pas la variable a™ et
la différentielle dz”. En différentiant extérieurement équation (10)
on obtient la relation

A%, + [AX,d"] = 0.

Comme dans les deux formes d¥, ., et dX, la différentielle da™ ne
figure pas, il s’en suit qu'il doit étre séparement d¥, ; = 0 et dX, = 0.

i:msz
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Les formes ¥, , et X, étant fermées il existe dans un voisinage d'un point
a~bitraire du domame D des formes .Q et II,_, telles qu’il soit

Vo =02y, X, = all,_y;
la formule (10) peut done étre éerite de la maniére suivante:

a®, = aQ,-+ [dlT,_,dz"]
ou

APy = a {0+ 11, _,ds")}.

Il en résulte que les expressions &, et Qp+[IT,_,dz"] ne différent
que par une forme fermée A,; on aura done la formule

O, = Qp+ [T, ,da™)+4,, dd, = 0.

La forme 0, [II,_,ds™] ne renfermant pas la variable o™ Pintégrale
[0+ [T,_; ds™] es‘o un invariant absolu et 1'intégrale § &, est égale & la
somme d'un invariant intégral absolu et de lintégrale fA d*une forme
fermée.

I1 résulte des Théorémes 3 et 4 que le pseudo-groupe Xf admet une
infinité d'invariants intégraux absolus et relatifs.

§ 3. Dérivée de Lie

106. Dérivée de Lie d’une forme différentielle. Pour trouver des
critéres qui permettraient de reconnaitre si une intégrale est un invariant
du pseudo-groupe Xf nous nous servirons de la notion de dérivée de Lie
d’une forme différentielle; nous exposerons dans les numéros suivants
la définition et les propriétés de cette dérivée dont nous avons bésoin dans
la guite (1).

En congervant les notations et les conventions adoptées au paragraphe
préeédent supposons que dans le domaine D de 'espace R"(2*) goit donnée
la transformation infinitésimale Xf et une intégrale

N I=[2, @=}auldeda’)

By
étendue & un champ orienté E, défini par les équations
(2) o = 9’”('“'1’ u?),

(1) On trouvera dans le livre de K. Yano [48] un exposé détaillé de la dérivation
de Lie.
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oltles ¢ sont des fonctions données dans un ouvert connexe 4 de R2(ut, u?).
On a done

da* O’
I =1} f @ St Bt dutdu?,
4 .

ol dans les coefficients a,, les variables «” ont ét6é remplacées par ley
fonctions (2). Imaginons maintenant que I’on a assujettit les points du chamy
d’intégration B, aux transformations (7) du n° 103; du champ ¥, on ob-
tient ainsi un nouveau champ orienté X, dé‘zlg'nant un nombre suf-
fisamment voisin de la valeur zéro. On trouve les équations du champ
B} en remplagant dans les équations (7) du n° 103 les variables &” par les
fonetions (2). La valeur de lintégrale de la forme £, étendue an champ
E: sera une fonetion I(¢ () de la variable ¢ que l'on obtlent en caleulant
Pintégrale double

0x” 0o
3) I =4 [asa) 5o
4

- Fat ﬁdulduz,
ou au lieu des variables #* ont 6té substitudes les fonetions f*(¢', ¢2, ..., ¢",
t) déduites des intégrales (7). Nous allons ealeuler la dérivée I'(t) de l'in-
tégrale en appliquant le théoréme sur la dérivation sous le signe d’inté-
gration.

Remarquons d’abord que 1'on a

da,; _ oa,, dz"
at - x* dt

ou, en vertu des équations (3) du n° 103,

da,, » 00,4
a7 o
On a de méme
i(@m") _ 0 dv  ax¥
at \out| — Gut @ owt
d’otr il résulte la formule suivante:
d (6w”) X" oa*
dt \out — 9a” out’

D’une maniére analogue on trouve une seconde formule
(650 ) 0X* og"
dt \owd| — ba" our

icm
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En tenant compte de ces expressions on obtient pmu la dérivée de
1a fonetion (3) la formule

0=3Jx

L’expression en parenthéges porte le nom de dérivée de Lie, relative
4 la transformation infinitésimale Xf, du bivecteur a,,; et on la désigne

Ba,d
6m"

0x" ox* ]M 9o

L S " +a. By am 0 o zdulduﬂ

par la notation Lx(a,); on a done
oa,, ox* 0x*
L =X+
4) x(.3) pat T e T er

et par suite

1 oo 9o
’ _— - 2
L0 = 3 [ Exlow s s o
ou encore
1
(®) ) =3 [ Ix(anidaa,
g

En particulier, pour ¢ =0, on en obtient la formule

(®) 7'(0) =} [ Ix(ag)[dada’].
2

On voit sur 1a formule (4) que
Lx(a) = —Lx ().

Supposons maintenant que ’on change le systéme des coordonnées
dans le domaine D en le remplacant par le systéme des variables z";
log coefficients de la forme 2 et les composantes du veeteur X se chan-
geront alors d’aprés les formules

o7 0%’ o 0T

_ "
0x°

Ay == Qygg 25" am/\ 3

et la dérivée I'(f) sera donnée par la formule suivante:

I (t) = f LX (Egc) [dfe(livj 4

t
EZ
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En la comparant avee la formule (5) et en posant ensuite : =0,
on trouve 1’équation

[ Lx (@) [d7*dz"] = [ Lx(a,)[da"da’].
Xy Ey

qui doit &tre vraie pour un arbitraire champ H,. Il en résulte done la
relation suivante:
_ oz* 0’
Lx () = TR Lx (@);

nous avons ainsi montré que la dérivée de Lie d’un bivecteur covariant
est également un bivecteur covariant.

A la forme différentielle }Lyx(a,,)[do"ds’] qui figure sous le signe
intégral de l2 formule (5') nous donnerons le nom de dérivée de Lie de
la forme différentielle Q = }a,,[ds"das"] et nous écrirons

Lx(Q) = }Lx(a,)do"do’;
la formule (5') devient alors

o) = [Lx(Q).

2]
Tous les raisonnements précédents s’étendent facilement b une forme
différentielle de degré quelconque. Si la forme

1 X X
D, = ? By 0 LA A2 . d"P]
est donnée dans le domaine D, sa dérivée de Lie relativerent au pseudo-
groupe Xf est égale & Vexpression

1
(6) Lx(®,) = o Lz, ) [ da. .. da?],

dont les coefficients sont les composantes de la dérivée de Lie du p-ve-

cteur {t,,,. .,} déterminées par les formules

0X*

D
6“x1uz...
(M Ly (. ) = Xe# + Z Gy 1.0 yro
i1

Il est commode de convenir que la dérivée de Lie relativement au
of

do- Xf = X°—
pseudo-groupe Xf P

d'une fonetion F (', 2, ...,2") (forme de

degré zéro) est égale & l'expression XF = X° %
!

icm
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On peut se convainere de Ia méme manidre que dans le cas p=2
que la dérivde Lx(a,quz,,_xp) est un p-veeteur et que, si l'on pose

I = [o,
Ep

Ef, étant un champ déduit d'un chamyp arbitraire E, du domaine D par
la transformation (7) du n°103, on a

(8) I'ty= [Tx(@,).

i
EII

Exemples. 1°Boit o = a,da"; d’aprés (6) et (7) on a Lx(w) =
= Lx(a,)ds" et

da axe
? L ) = Xe-x oxt
; xl0) = X TG
2° Considérons la forme
1 .
2= 7! M"l"z'""n {dm"l as’?... dm"”]

qui peut étre éerite d'une maniére plus simple
M=M, ,.
On a en vertu de (7) la formule guivante:

0 aMIZ...ﬂ
ox°

2 = M[ds'dz®...do"],

ax®

12,
" Og?

Lx(Mu.__n) =X

ou
X
o0u?

oM
Lx (M, ») = XQ'(,E; +M

et par suite

oMx*

(10) Lx(.Q) = —-'a'mT‘ [dﬂ?ldm.z. . .dm"] .

Remarque. Dans la suite, si aucune confusion n’est & craindre,
nous omettrons 'indice X dang le symbole Lx.
10?. Propriétés de la dérivée L(®,). Nous prouvons le suivant
TrtorBME 1. La dérivée de Lie d'une forme différentielle jouit des
Ppropriétés susvantes:
a) L(0,By-+ 0, ¥p) = 0, L(DPy) + e, L(¥Fy)
b)  L([®, ¥,]) = [L(Pp) P+ [P L(¥)]-

(¢1, €y constantes).
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La premiére de ces propriétés résulte immediatemment des équa-
tions (6) et (7); la deuxiéme est facile de vérifier an moyen de ces mémeg
équations; nous le montrerons pour le produit [w!w?] de deux formes
linéaires w! = a,do”* et ©? = b,dx’.

On a

[w'w?] = }(a,b;— a;b,) [da"da’]
et par suite, selon (6),

(119 L{wY) = L(a)ds*, L(w?) = L(b,)ds",

(1171 L{{w'o®]) = }L(a,b,— a,b,) [da”ds’].

En caleulant la dérivée L(a,b,—a,b,) on trouve d’aprés 1'équation
(4) du n° 106

0
L(a,b;~a;b,) = X* rr (@.b1—a:d,)+

0Xx° D&
+ (@b — a;b,) e + (@b, a,b,) e

ou, 8i 'on tient compte de I'’équation (9),
L(ab1—a;b,) = L(a,)by— L(az)b,+a,L(b;) — 0, X (3,).

En multipliant les deux membres par [dz“dz’] et en sommant par
rapport aux indices » et A, on en déduit la relation suivante:

L(aby— a;b,) [do*dn"] = 2L (a,) b; (@ do*] + 2a, L (b,) [da™dar].

8i U'on porte cette expression dans 'équation (11'') et que L'on tient
compte des équations (11°) on obtient finalement

L([w'®]) = [L(0") 0]+ [wL(w?)]

c'est ce qui démontre la seconde partie du Théoréme 1 dans ce cas
particulier. Il est évident quun calcul semblable au précédent permet
de vérifier 1a seconde partie du Théoréme 1 pour deux formes D, et V¥,
de degrés arbitraires. )

Imaginons maintenant dans le domaine D de Pespace R"(#*) un
champ d’intégration orienté E,,, limité par une variété 0E, . qui est
munie d*un hyperplan tangent variant continfiment sur 0B,,, et suppo-
sons que la variété 61, ,, soit orientée d*une maniére cohérente avec orien-

icm
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tation du champ F, (n°101). En assujettissant le champ B, ,, et sa fron-
tiére 0H, ., & la transformation (7) du n° 103

T =f(z,1)

du pseudo-groupe Xf on obtient dans D un nouveau champ B 41 limité
par une variété 6E§,_,<1. Supposons encore que dans D soit donnée une forme
différentielle &, et considérons l'intégrale

(12) Ift)= f@,,.
w;H

Dlaprés la formule (8) on a

I't)= § L(®,)

t
aEp_“

ou, selon le théoréme de Stokes,

(13) ') = [ aL(a,).
By
D’autre part le méme théoréme appliqué & l'intégrale (12) conduit

4 1'équation suivante
)= | s,
By
d’on, en vertu de la formule (8), résulte la relation

(14) ') = [ L@s,).
1

Ep

Le champ d’intégration E,,, étant arbitraire le rapprochement
des équations (13) et (14) donne I’égalité suivante:

L(d®,) = aL(®,).

Nouns pouvons donc énoncer le théoréme suivant:

THEOREME 2. La dérivation de Lie et lo dérivation ewtérieure somd
des opérations permutables. )

108. La dérivée de Lie d’un vecteur contravariant. Nous définirons
maintenant la dérivée de Lie d'un vecteur contravariant, cette notion
étant aussi d'un usage utile dans I’étude des invariants intégraux.

Congidérons 4 cet effet dans le domaine D, défini au n° 99, un champ
des vecteurs contravariants {b*} et un champ des vecteurs covariants

18
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‘ ; ; . : Of )
{a,}. En appliquant l'opérateur différentiel Xf = X' Tt au  produit
secalaire a,b” on obtient

. oa,\ ob*
- X(a,b) = (X“—aﬁ) v+ a,X* R

a 3 :
Si T'on y remplace la gomme X"—B—g; par expression

0x°
L(G/,‘) @ W’

tirée de P’équation (9) du n° 106, on trouve

M 0xe ab*
X(a,b*) = L{a,)b —-ae—@—b + a,X*® Pl

En changeant le role des indices » et ¢ dans la deuxiéme terme du
second membre il vient

" " ab* (2.4
X(a,b") = L(a,)b*+a, (XEEE —b® ot )
Les expressions X (a,b*) et L(a,)b” étant invariantes pour tout chan-
gement de variables il en est de méme de la somme
v ox*
Xl — —p—|,
"”‘( 9a° 6:0")
Oeei étant vrai quelque soit le veeteur a,il 8’en suit que les expressions
en parenthéses sont les composantes d’un vecteur contravariant. On les
désigne par les notations

ob* ox*
15 L(b*) = X __pe
(15) (P)=Xx 3 b 3

et on les nomme les composantes de la dérivée de Lie du vecteur contra-
variant.

Il est évident quon a en particulier

ot le
THEOREME 3. Le vectour X qui définit la transformation tnfinité-

X d,
simal Xf = X“—a{; 8¢ comporte comme un vectewr constant relativement

4 la dérivée de Lie déduite de ce vecteur.

iomn
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Envisageons maintenant dans le domaine D un champs de p-vecteurs
covariants {a,, .}. Les produits eontractés a,, ,, ,,b° étant les compo-
santes d'un (p—1)-vecteur eovariant les composantes de sa dérivée de
Lie §'éeriront (équ. (7))

o 6 o
L(a'nl...xp_.lab )= XEW (a’q.‘.&p_lab )+

p—-1
- 0X®
+2a"1«~"i—1@‘t‘+1--"‘m—]"qu

f=1

ou
o o ve a
(16) Lty oy yob”) = XS oty ot

L . 0x°
e F D O ey Fy
1=1

F o

D’autre part en vertn des formules (7) et (15) on a respectivement

0 ob”
L(a"lv--"p—l"bd) = baXE5.1)—9“”1--"@—1”+a"l-~-"p—1"x.—a—w? +
o ,0xe
+ anln.ﬂi—leni-(.l...’(p_\ulﬂ'b W .
i=1
et
5 — xo b’ B 0xX°
L) = dz®  oat
Si l'on porte ces expressions dans équation (16), il viendra
(17) L(a'ul...xlp_.laba) = L(a’nl...xp_]u)ba'i“a’nl...xp_luL(bu)'

Ceci hous permet d’énoncer le ;

TatoriME 4. La dérivée de Lie du produit coniracté d'un p-@eat.eu’r
covariant et d'un vecteur contravariant obéit & la- méme loi que la dérwvee
absolue dans le Caloul tensoriel. ‘

De ce théoréme résulte en particulier, conformément au Théoréme 3,

la relation suivante

L(a‘nl...apdlvxﬂ) = X°L (aN1..."p_10) .
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Remarque. La formule (15) pour la dérivée de Lie d'un vecteur
contravariant se généralise facilement; pour la dérivée de Lie d’un p-ve-
cteur contravariant on a la formule

90X

n

i} Q
"o xpy — Fe priteeEp HHL A1 .
L(b ) =X W 131 Bt

109. Critéres d’invariance. En revenant aux congidérations des
numéros précédents reprenons la formule (8) du n° 106

It = [ (%)
5,

de Jaquelle résulte en particulier

I'(0) = [L(®,).
Ep

Pour que l’intégrale [&, soit invariante pour le pseudo-groupe Xf,
il faut et il suffit, d’aprés ces formules, qu'il soit I'(0) quelque soit le champ
d’intégration. Cette derniére condition étant équivalente & la relation
L(®,) = 0, on peut énoncer le théoréme suivant:

TedoREME 5. Pour que Vintégrale [P, soit un invariant du pseudo-
groupe Xf, il faut et il suffit que la dérivée de Lie de la forme @, soit nulle.

Eu égard & la formule (6) du n° 106 on peut dire aussi

THEOREME 5'. Pour que Dintégrale de la forme différentielle

1 v3 b
d, =-1—)—'— A [da da™2... . do™+]

soit un invariant du pseudo-groupe Xf, il faut et il suffit qu’il soit
LGy ) = 0.

Exemple. Considérons Dintégrale [Q, ol Q = M[dw'de?...ds"].
Pour que cette intégrale reste invariante par les transformations du pseudo-
groupe Xf, il faut et il suffit qu'il soit L(Q) = 0. Or, d’aprés la formule
(10) du n° 106, cette condition est équivalente 4 1a relation §.M X° [0z = 0.
Si en particulier ¥ =1, il doit étre 8X°/da® = 0, Cest-A-dire la diver-

gence du vecteur X doit s'annuler.

Si E, est un champ fini de Pespace euclidien ayant la frontiére assez
réguliére, 'intégrale g [dztda?. .. d2"™] représente son volume. Nous pouvons
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done dire: pour que le pseudo-groupe Xf conserve les volumes dans l'e-

space euclidien, il faut et il suffit que la divergence du vecteur X soit
nulle.

Du Théoréme 5 et du Théoréme 1 du n° 102 résulte immédiatement
le

TuEOREME 6. Pour gu'une forme différentielle soit invariante par les

a
transformations du pseudo-groupe Xf = X° 5%, il faut et il suffit que sa

dérivée de Lie relative au vectewr X = {X*} soit nulle.

Ajoutons encore que la seconde partie du Théordme 1 (n° 107) per-
met d’énoncer le

TaEoREME 7. Si les formes différenticlles @, et ¥, sont invariantes
pour le pseudo-groupe Xf, il en est de méme de leur produit extérieur.

110. Produit intérieur d’une forme et d*un vecteur contravariant.
Nous avons vu que la différentiation extérieure permet de déduire de
toute forme invariante de degré p une autre forme invariante de degré
p-+1. Nous définirons maintenant une opération algébrique qui & une
forme invariante de degré p fait correspondre une forme invariante de
degré p—1.

Congidérons pour cela dans un ouvert U de Pespace R"(2*) une forme
différentielle

1
Q’,,:—ya
P

H gy [dmxl dx™2... dm"F]

et un champ de vecteurs contravariants X= {X*}. Les produits con-
tractés @y, ., o X° étant les composantes dun (p——l)~veeteur. on
peut leur associer une forme différentielle de degré p—1 que l'on désigne
par la notation

(18) f‘@,, = —-—1~~a, Xe[derdas.. . do'P-1]

4 - ) (CHE T

et que ’on appelle le produit intérieur de la forme &, et du vecteur X .
11 sera commode de convenir que le produit intérieur d’'une fonetion f
(forme de degré zéro) et d'un vecteur est égale & zéro:

ij=o.

(1) Le produit contracté a été introduit par E. Cartan [7 ] et son symbole par
N. Bourbaki [1].
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11 est évident que le produit intérieur est une opération linéaire par

rapport & X et quil est indépendant du choix des variables.

THEOREME 8. 87 une forme @, satisfait & la relation g‘di,, =0, son
rang est au plus égal ¢ n—1.

Remarquons pour le montrer que les coordonnées 2 peuvent étre
choisies de telle manidre quil soit X! = X2 =... = X" ' =0, X" =1
dans un voisinage d'un point arbitraire U (n° 104, Remarque). On
aura par suite d’aprés (18)

i,‘@ 1

) = (—m' a,‘lm,‘p_ln[dw"ldm"ﬂ...

dar-1].,
L'hypothése X Iqﬁp = 0 entrainera done les 6galités a,,, ., .

ceci montre que &, ne contient que les différentielles da?, dz?, ...,
et que, par suite, son rang est au plus égal & n—1 (vol. I, n° 14).

da™ !

THEOREME 9. On o _f_\gi@,, =0 quelque soit la forme &,.
En effet on a d’aprés (18)

L |
X | X[0y = = 5 Oy e X K [0 . df9=2].

Comme les coefficients Gy 100 SONE antisymétriques en les indi-

ees ¢ eb o, tous les coefficients du second membre sont nuls.
THEOREME 10. On a

(19) X |12, %] = (X |8) W1+ (17 [0, | ¥,]

quelles que soient les formes différentielles @, ot P,.

Ce théoréme est évidemment vrai, si I'un des facteurs du produit
[0, %,] est une fonetion; pour le démontrer dans le cas général posons

. 1
o, = Taxl,..xp[dw L..do'"] et ¥, = —q'«bhm;q[dm‘l. N dm‘ﬂ] .

La formule (19) deviendra alors équivalente & la relation suivante

X gy, 05 b = X%

Xy 1 *p-+ql 0[”2...%pb2¢p+1...b +

xp+dl

1P ¥e
+(=-1px Bt gip 2. )

qui peut étre facilement vérifide.
TekoREME 11. Les opérateurs X ‘ et Lx sont permutables:
X|Lx(%,) = Ix(X|2,).

icm
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Pour démontrer ce théordme il suffit de faire voir que P'on a

XOLX(anl...%p_lo) == LX(-Xea’q...xp_]_E) .

Or, d’apres la formule (17) du n°108 on a

Lx(.Xqﬂnl___,,ﬂ_lg) == Lx(X%) +XQLX(G#1...np_1E);

le facteurLx (X% étant nul en vertu du Théoréme 3 du n° 108 il en ré-
sulte la relation demandée.
Nous avons vu (n° 107, Th. 2) que les opérateurs 4 et Ly sont aussi

anr...%p_lﬂ

permutables, il en est autrement des opérateurs d et ‘i I comme le montre
le théoréme suivant.

TutoREME 12. Les trois opérateurs d, X ’ et Lx sont liés par la rela-
tion swivanie:

X |0,)—X|ad, = Ix(®y),

o ®, est une forme différentielle arbitraire.

Nous vérifierons cette équation en nous bornant au cas d'une forme
du second degré, la méthode du caleul étant générale. En ‘posant P, =
= }a,[de*da’] on aura

1 {day, aa,”,, Ba,d) g A
= do* do" dz”
%y =g ( oa* L ]
ot, par suite, d’aprés la formule (18)
= da;, Baw : Oaﬂ) .
e dw’ da”
.‘qu)“ o1 X (6:0' + L ]’

ce qui peut &tre éorit

a da,
(20) X.dcb, - —X" ‘“ [do*dat] + = X“( a“"; + “‘)[dw‘dw"].

D’autre part on a
jf‘gpz = —Xa,dv"
et par suite

- 0x® day; ;
UE|0)) = — 5 daldor ']~ X0 5 [deF 0]
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Cette équation peut s’éerire sous la forme suivante:

0xe 0x*

> 1 1 oa, 2
d(X|8,) = 15 (T “@“W“‘"‘) +5Xe(a£n -

aa’QI‘
on*

)} X [do*da"].

En retranchant de cette équation 1’équation. (20) il vient

oa Au
0z

d(i[@z)—gd% = %(X" [da* da*].

axe 0xe
+ g e +a, £

Lrexpression en pareuthéses étant égale & Lx(a,,) (n°106, équ. (4))
on arrive ainsi & la relation demandée pour p = 2.

COROLLAIRE. 8i une forme différentielle @, est fermée et si elle satisfast

& la relation f’ D, = 0, elle est invariante pour les tramsformations du
pseudo-groupe Xf.

Remarque. Au eours de ce livre nous avons eonnu trois opérateurs

suivants d, Ix et X | qui permettent d’obtenir d’une forme différentielle
de degré p une forme de degré respectif p+1, p et p—1. En désignant
par D l'une queleconque de ces opérateur on peut exprimer son action
sur une forme par la formule suivante
DO, = By,
r étant respectivement égal & +1, 0 et —1. Les trois opérations envi-
sagées sont linéaires et appliquées au produit extérienr de deux formes
différentielles @, et ¥, elles obéissent & une loi de la forme suivante:

D[&,¥,] = [(DB,) ¥]+(— 1" [¢,D¥,] (r=1,0, —1)

comme le montrent les équations (13) du n° 4, le Théoréme 1 du n° 107
et le Théoréme 10 du n° 110. Les opérations jouissant de cette propriété
ont été Pobjet d'une étude de A. Frolicher et A. Nijenhuis [257.

§ 4. Invariants attachés aux trajectoires

111. Définition. Désignons, comme au n° 99, par D un domaine
formé d'un ouvert connexe de l'espace R” (%) et de sa frontiére et suppo-
sons que dans .D soit donné un pseudo-groupe A un paramétre représentd
par la transformation infinitésimale X¥ =X°—aaig. L’expression - uXF,

o
ol u est une fonetion arbitraire du point donné dans D, représente un
faisceau des transformations infinitésimales, Les équations finies des

icm
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transformations du pseudo-groupe & un paramétre attachées & uXf sont
les intégrales du systéme des équations

dzt  da?
@ EOinir i

dz"
xr

= pdi

qui admet les mémes intégrales premiéres pour tous les choix du facteur
u; il Wen suit que les trajectoires du pseudo-groupe xXf sont les mémes
que celles du pseudo-groupe Xf, bien qu'elles sont parcourues avec des
vitesses différentes qui dépendent du choix de la fonetion u.

8i une intégrale ou une forme différentielle est invariante pour les
transformations du tout pseudo-groupe uXf, quelque soit u, on dit qu’elle
est un dnvariant attaché aus irajectoires du pseudo-groupe Xf (v. [29],
p. 236). Pour faire mienx voir la différence en les invariants proprement
dits et les invariants attachés aux trajectoires imaginons dans D l'arc
L d'une ligne défini par les équations o = 2*(u) (4, <u < ;) b les
trajcctoires du pseudo-groupe Xf issues des points de L; celles-ci forme.nt
une espéce de surface cylindrique § dont les génératrices sont les traje-
ctoires. Si Ion assujettit les points de I aux transformations du pseudo-
groupe uXf, on obtient sur §, pour ehaque valeur de #, une Enouvelle
ligne I'. Le facteur u étant arbitraire on peut le choisir de maniére que
I’ coincide avee un are gimple donné & Pavance sur la surface § eb reliant
les trajectoires issues des extrémités de I'arc L. Si, o étant une forme
différentielle linéaire, l'intégrale [w est un invariant attaché aux fra-

L

jectoires, elle a la méme valeur pour tout arc de cetite egpéce. Si 'are
L est fermé, la surface S devient un tube, et si Iintégrale 27 w est un

invariant attaché aux trajectoires, elle a la méme valeur pour toute ligne
fermée homéomorphe & un cercle, faisant le tour de tube.

112. Critéres d’invariance. Remarquons ma.ntenant que le systéme
des équations (1) a les mémes intégrales premiéres que celui que l'on ob-
tient en posant u =1 (n°104). Désignons 1e}s comme a,upa.ravant.p'zr
F4 72, ., 1 ot par f* une fonction arbitra're indépendante des.lﬂs -
grales premidres. Si L'on prend ces fonetions comme nouvelles varia es
dans un voisinage d’un point arbitraire du domaine D, le systéme (1)
powrra &tre remplacé par les équations

dat dz? _ _ dm"“l _ dw‘n

. = vdt,
0 0o 0 1

» étant fonction quelconque des variables a” TUn ra:isonnen?ent .1101:;1':
semblable & celui du n° 105 permet de montrer qu’une'forme invarian 2
attachée aux trajectoires du pseudo-groupe Xf ne doit contenir ni ¥


Yakuza


250 CHAPITRE VIIL Invariants intégraux.

ni dz", et qu'inversement une forme satisfaisante & cette condition est
un invariant attaché aux trajectoires. En revenant aux variables anecien-
nes nous pouvons énonger le théordme suivant:

THEOREME 1. Pour .qu'une forme différentielle @, (Vintégrale [®,)
306t un invariant attaché auw trajectoires du pseudo-groupe Xf, 1 faut et il
suffit qu'elle puisse Sexprimer au moyen des intégrales premiéres du sysié-
mes des équations (1) et de leurs différentielles. :

Nous présenterons maintenant un autre critére dans Papplication
plus commode.

TEEOREME 2. Pour que Dintégrale [, dume forme différentielle

1
D, = Fa,,m,_‘,,p[dm"l <. dw’?] soit un invariant attaché aum trajectoires

du pseudo-groupe Xf, il faut ¢t i1 suffit gu'il soit
Lyx(®,) =0 et jf|¢p =0.

Pour démontrer oe théoréme remarquons que, d’aprés la définition
et le Théoréme 5 du n° 109, les conditions néeessaires et suffisantes pour
que [®, soit un invariant attaché aux trajectoires du psendo-groupe Xf
s'expriment par les relations

Lux(axlxz...xp) =0
qui, développées suivant la formule (7) du n° 106, auront la forme

o, kd ‘ P o
- (uX*)
pxe L 2 CRRRS e oL
i=1

ou, d’aprés la méme formule,

. =0

Ou

v
2
BLx (g, )+ Z‘ Koy reripyy e

=1

Pour u = 1 on obtient la condition Lx (Gupuy. ) = 0 ou Ly (P,) = 0
et par suite la relation précédente se réduit & la suivante:

N ?
‘ X, il
Lo X 1O 1o Xp 53ty
im1 0w

En posant successivement u = 2”1, g2, .., @? on trouve qu’il doit

= 0.

étre

ant”‘z-u"p =0, Xﬂa’qe"z..-xp =0, .., X%

TR 0. .
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Il est évident que ces conditions seront englobées par 1a dernidre,
§i l'on demande qu’elle soit verifiée par toutes des combinaisons p—1
4 p—1 des éléments 1,2,...,n. D'aprés la formule (18) du n°110 elle
est équivalente & la relation :ji ] P, = 0 ce qui achéve la démonstration.

Du Théoréme 2 résultent plusieurs sonséquences.

TrroREME 3. §i Vintégrale [P, est un invariant attaohé auw iraje-
cloires dw pseudo-groupe Xf, il en est de méme de Vintégrale [ dd,.

En effet, on a par hypothése Ix(®P,) = 0 et i_ ‘ &, = 0. En vertu du

Théoréme 12 du n° 110 il en résulte la relation X ‘ d®d, = 0. D’autre part,

les opérations Lx et d étant permutables (Th. 2. du n°107) de la relation
dLx(P,) = 0 on obtient Lx(dP,) = 0; on voit ainsi que la forme d9,
vérifie les conditions du Théoréme 2.

TuhOREME 4. 8% Dintégrale [P, est un invariant absolu du pseudo-

groupe Xf, Vintégrals [ X [q)p est un invariant aux irajecioires.
Posons ¥y, = X Iqﬁ,,; 1a forme ¥,_, vérifie la relation X|¥, , =0

(Th. 9 du n° 110). Les opérations Lx eb _i; ‘ étant permutables (Th. 11
du n°110) on a

Ix(X|0,) = X|Lx(®y)
ou

Lx (W) = _X;]Lx(%)-

@, satisfaisant par hypothése & la relation Lx(®,) =0 on en déduit
Véquation Lyx(¥,_;) = 0 qui aveec équation g “F,,_l =( prouve que
¥,_, est un invariant attaché aux trajectoires. . .

TahorkME 5. Pour que Vintégrale dune forme fermés di,{ soit un z;n,.-
variant attaché auw trajectoires du pseudo-groupe X, 1 faut et i suffit qu'il
soit X |®,, = 0.

8i les conditions d®, = 0 et g 1 &, = 0 sont vérifiées, on a L_?;(qﬁ,,)‘=0
(Th. 12 du n°110) et, par conséquent, lintégrale &, est un mYa.naI;t
attaché anx trajectoires (Th. 2); on démontre de la méme maniére le
suivant ’ ‘

THhoRRME 6. Pour que Vintégrale dune forme Q, d.c degré n _son un
invariant attaché aum trajectoires du pseudo-groupe Xf, il faut et il suffit

qu'il goit X 2, =0.
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Le degré de Q, étant égal an nombre des variables on a d2, == 0, d’otl,
d’aprés le Théoréme 12 du n® 110, résulte la proposition & démontrer.

§ 5. Invariants intégraux de la Mécanique

113, Préliminaires. Soit donné un systéme des équations

2 v

(1) o _W %

It X x»
dont les dénominateurs X* contiennent, en outre des variables %, la
variable ¢ que nous continuerons d’appeler le temps. Pour étendre & ce
cas, qui se présente en particulier dans la Mécanique, les notions et les
méthodes exposées dans ce Chapitre, il faut s'imaginer que I’on se trouve
dans Vespace-temps B"*' qui est le produit de ’espace euclidien B"(x*) et
de la droite. R(¢) et que les coefficients X” et les fonetions dont nous
aurons affaire soient données dans un ouvert connexe de R™.

Nous admettrons aussi, comme dans la théorie de la Relativité géné-
ralisée, que la distirction entre les variables #* et ¢ n’a rien d’essentiel
et nous donnerons aux résultats d'investigations une forme indépen-
dante de tout méde de repérage de 1’espace-temps. Nous remplacerons
pour cela le systéme des équations (1) par les équations
dzt  dx? dz" @t

= .., = =——_—.Iudu,,

2 — =
@ Xt X2 x" 1

ol u désigne une variable auxiliaire, indépendante des variables z* et i,
et u une fonction du point (2%,%) de 'espace B"*'. Au lieu du vecteur

X = {X*} on doit done se servir du vecteur

(3) T = (X, X2, ..., X", 1)
et la transformation infinitésimale Xf doit étre remplacée par

venrd fo-rfl)

Si une courbe x = m(u), 1= 1(u) satisfait aux équations (2), nous
dirons qu’elle est une trajecioire du pseudo-groupe Tf.

114, Formes complétées. Supposons que dans un ouvert U de Les-
pace RB**' soient données deux formes différentielles

1
le = '17 a’"l"Zv--"p [da;"l daz2. .. d{ﬂ"p]

iom
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et

1
¥, = ®,+ W Vg g [0 . A" 1],

Pour que la forme ¥, soit un invariant absolu du pseudo-groupe
Tf, il faut et il suffit qu’il soit

(4) Lo (%) = 0;

si on veut qu’elle soit un invariant attaché aux trajectoires de ce pseudo-
groupe, il faut demander qu’il soit aussi

(5) T|#, =0

(n° 112, Th. 2); eu égard & la définition (3) du vecteur T 1a relation (5)
peut &tre écrite
—d 1 e Xy —
X|d,+ = Dugepnp o [ 410 . A1,
Si dans la forme ¥, ne figure pas la différentielle df, c’est-a-dire si

Pon & by sy, =0, les deux relations (4) et (B) se rédumiront aux
suivantes:

I 6ax1x2...xp —0 } o, =0
X(anlnz,.,,»p)'}' ! _| » = 0.

Pour g'en convainere il s'suffit d’appliquer la formule (7) du n° 106,
en admettant que le nombre de variables soit égal & n--1 et en posant
mﬂ-}-l =t et Xn+1 — 1.

On doit & B. Cartan une élégante méthode qui permet de dédmire
d'une forme invariante du pseudo-groupe Tf un invariant attaché & ses
trajectoires ([7], p. 28). Pour présenter cette méthode nous supposons
que dansg un ouvert de lespace-temps R soit donnée la forme

1 " "
D, = —5‘— iy L0 1da*2, . . due"®)
et nous lui associerons la forme
~ 1 X "M —
@, = —Z-)Tu,,l,,zm,p[(dm*l—x"ldt)(dmZ—Xﬂdt)...x(dw"ﬂ X2 di))].

Nous convenons de dire que !D gobtient en complétant la forme Dy,
au moyen des équations (1); de méme nous donnerons & Pintégrale f <I>p,
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étendue & un domaine de lespace R™'' le nom dintégrale complétée.
On voit bien que &5@ est lide & @, d’une manitre indépendante du ehoix
de variables.

Prenons pour simplifier 1'écriture une forme du troisiéme degré

(6) & = 30, [da" dz’ do");
on aura done
B = %0,,,[(d0" — X*at) (do* — X* &) (o — X" dt)].
En developpant le produit extérieur du second membre on trouve
B = La,5,[00" 80 A" — 50,4, X" (A’ da’ dt] —
— 3103, X [ A ] — 570, X [0 0 de”]

Si Pon change le role des indices » et x dans le dernier terme du
gecond membre, on obtient Iexpression al,amX" [dtdo*de] qui est
évidemment égale au second terme; on peut faire voir d'une maniére
analogue qu’il en est de méme de P’avant dernier terme. On arrive ainsi
4 la formule

b = 2,4, [d0" do* do*] — ba,,, X* [dor da’ dit].
Remarquong maintenant que la forme }d,‘lﬂX"[dfu"dm‘] est égale
3 Dexpression g ‘di (n° 110, équ. (18)), on aura done
&= o— [(i.qﬁ)dt] ;

la formule (6) ne contenant pas la différentielle dt on a X ‘ P = f‘cb et
par suite - -

Q) é:@-@@)dﬂ.

Cette formule est valable quel que soit le degré de la forme @.
TuorEME 1. La formé @ satisfait & la relation

T =o.
En effet, si I'on soumet ’équation (7) & 'operation T , on trouve

_1’]5 =@¢—@[(f¢)dﬂ.

icm,
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8i l'on applique le Théoréme 10 du n°110 an deuxidme terme du
gecond membre, il viendra

2|6 = T|o—[T|T|0)ie— | 0)(T] an].

Comme on & i]ﬁj(b = 0 (Th. 9 du n° 110) et f—l’+| dt =1, on aboutit
4 Déquation T & =0 conformément au théoréme & démohtrer.

Nous pouvons maintenant énoncer le théoréme suivant:

TaBoREME 2. 8¢ une forme différentielle @, ne contenant pas lo diffé-
rentielle @i, est invoriamte pour les tramsformations du pseudo-groupe Tf

(Ly® = 0), la forme complétée D est un invariant attaché aux trajectoires
du pseudo-groupe If = 0.
En effet, supposons qu’on ait

(8) Ly(@) = 0.

En vertu du Théoréme 1 on & T 1 (!5) = 0 il suffit done de prouver

la relation LT(qg) = 0 pour démontrer le théoréme (n° 112, Th. 2). Or,
en tenant compte de I'hypothése (8) et de l’équation (7) on a

Lp(8) = —La[(T|0)dt).

f}u égard au Théordme 1 du n°®107 ceci §’éerira comme il suit
La(d) = — La(F|0)at] — (T |OL()
ou, en vertu de la relation Ly(dt) = 0,
Iy(d) = — [La(T |@)d8).
Les opérations Ly et 1_1 | étant permutables (Th. 11 du n°110) on en
déduit
Io(®) = — (| Lo (9) &)
et par suite, d’aprés hypothése (8), on &
Lr(é) =0,

e'ept ce qu'il fallait. démontrer.
115. Théoremes de Poincaré et de Cartan. Soit domné un systéme

matériel (§) soumis aux liaisons holonomes ot tel que la somme des tra-
vaux élémentaires des forces de liaison est nulle & chaque instant ¢ pour
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tout déplacement compatible avec les liaisons et qu’il en est de méme de
la somme des travaux élémentaires des forces aux quelles le systéme (S)
est soumis. On sait ([6], p. 7-12) que, dans ces hypothéses, les équations
différentielles du mouvement d'un point matériel du systéme peuvent
étre présentées sous la forme canonique de Hamilton

a _om @ __om
aq*

& op @

ol H ('énergie généralisée) est une fonetion des coordonnées générali-

sées ¢, des eomposantes de la quantité de mouvement p; et du temps 1.
Nous allons démontrer le théoréme suivant de Poincaré:
THROREME 3. Les intégrales [Q e §w des formes différentielles

Q = dp'dy; (t=1,2,...,1

TE=1,2...,1),

et o =pdg

sont respectivement Vinvariant absolu et Vinvariant relatif du sysitéme des
équations de Hamilton quelle que soit la fonetion H.

Pour démontrer ¢e théoréme nous changerons de notations en posant

g i rAt 2041 s
o=q, d=9p, & =1 (i=1,2,...,7),

ee qui rendra plus commode I’application des formules et des relations
établies précédemment. Avec ces notations le systéme de Hamilton s'écrira

10 da’ _ dg™+ _d
(10) GE = E 1
T Bl
1 lui correspondra done le vecteur
(11) F(E 0E  OH - 0H
0:2‘7r+l 6m2r b 6:1;1’ ’ 6:1:"

et la transformation infinitégimale (v. n°104)

_ \V/O0H of 0H of
= Z (7 5 “a?‘“am) *

Les formes 2 et « s’écriront maintenant

of

(12) 5

r r
Q=D [d"d] o = Dot
i=1 121
comme on &

(13) do = 2,

icm
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il suffit, pour démontrer le théoréme de Poincaré, de faire voir que Q

est un invariant absolu du pseudo-groupe Tf. Remarquons pour cela
que la forme £ peut §’écrire comme il suit

Q= —}L,[de"dd’] (x,A=1,2,...,2r),
ol les coefficients I,; sont définis par les relations

1
0 pour

pour A—x=r,

h—x| 7.

(14) Ta+I, =0, I,= ‘

Pour caleuler les expressions Lyp(I,;) nous ferons usage des formu-

les (4) du n°106 en y posant n =2r+1, X' = §H/Ba™!, X™ =

—0H[6a", X** = 1. Les coefficients I,, étant des constantes on
aura :

,
0H 0H 0H
Ly(lL,,;) = Z {IH pyxy —Ir+ilW +IxtW

=]

Levigg

0H }

b
on verra facilement qu’en vertu des relations (14) on a Lp(I),, == 0 et
que par suite (n°109, Th. 5) Lp(2) = 0 ce qui démontre que £ est un
invariant absolu du systéme de Hamilton. Il en résulte, d’aprés le Theé-
oréme 2 du n° 102 et de la relation (13), que [o est un invariant absolu
ou relatif du méme systéme; I’expression Ly(w) étant différente de zéro,
comme il est facile de s’en convainere, lintégrale §o est un invariant
relatif. :
Nous démontrerons maintenant la réciproque du Théoréme de
Poinecaré:

THEOREME 4. Pour que Vintégrale
J Lald0"da’)

soit un invariant absolu dw systéme des équations

(%, =1,2,...,2r)

a. er

1
dw wo_

Xt

dw?
X
il faus et il suffit que ce systéme soit hamilionien.

Supposons pour démontrer ce théoréme que l'on ait Lp(Ilz) =0,
ot T désigne le vecteur de composantes X*, X%,..., X*,1. En déve-
loppant cette équation d'aprés la formule (4) du n° 106 on frouve

. 0X® 0X*
121“5;,7 e =0;

17
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si on y pose successivement x, A = h,4; h, 74 et r+h, r4i et que
Pon tient compte des formules (14), les relations ci-dessus prendront re-
gpectivement la forme

axrtt X axt  oxrth 0
I R R ™ T
Xt ax"

=0 (hi=1,2,...,7)

oo’ fa

11 est facile de voir gque la solution générale de ces équations a la forme

0H
awi ’

T oH 4L
e

olt H est une fonction arbitraire de #* %, ¢’est ce qui achéve la démonstra-
tion.

Complétons maintenant la forme £ = Y [do™*da’] au moyen des

dt)].

8i 1’on 'développe le produit extérieur dans le second membre, on

équations (11); il viendra (v. n°113)
0H

du™t?

r
Q= 2 [(da;’“—}- —gg— dt)‘(dw“‘——

el

trouve .
-\ " 0H _, OH ,
o= 3] [ v s
=1
ee qui peut s’éerire
(15) Q = Q—[dHdt].

Porong encore

T

= Yo"t de’ —Hdt;
fml

on & évidepument
(16)

do = Q.
THROREME b (Cartan). Les intégrales complétées
f 9 a f )
sont des invariants atlachés auw irajecioires des éguations camoniques (10)
de Hamilton.
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La premiére partie de ee théoréme est wme congd i i
du Théoréme 2 du n° 114 et du Théordme 3 de ce nu.ng;lri)nz?ﬁ ﬁi?;;g
résulte de la rela:tion (16) et du théordme de Stokes.

A la.‘forme w, qui dans les notations classiques est égale 3 1°
sion p,dg' —H dt, B. Cartan a donné le nom deten seur quantité
vemen.t-energie. L’intégrale de ce tenseur étendue & une ligne fermde
d’états (¢, iy ) a la méme valeur pour toute ligne faisant un tour du
tube des trajectoires des équations eanoniques de Hamilton, tandis que
lintégrale de Poincaré {p,dg’ ne jouit de cette propriété que si la ligne
faigant le tour des trajectoires est une suite d’états correspondants & une
méme valeur du temps ¢ (Th. 3 de ce numeéro).

Le Théoreme 5 de Cartan admet une réciproque:

TUEOREME 6. 8% un sysiéme déquations admet Vintégrale o comme
wn tnvariant relatif attaché & ses trajectoires, il a nécesairement la forme
canonique de Hamilton.

Supposons que l'intégrale {o soit un invariant attaché aux traje-
ctoires des équations

dat

X
il en sera done de méme de Pintégrale [d = [ ot ©, définie: par Ia
formule (15), est une forme fermée. Elle doit done, d’aprds le Théordme
2 du n° 114, vérifier la relation

(17) |2 =o,

expres-
de mou-

da?

ot T est le vecteur des composantes X!, X2, ..., X* 1. Comme la for-
mule (15) developpée peut étre éerite de la maniére suivante:

0H .
3 [dw"-H dt]} )

0= Z{[dm"*"’daﬂ ——%%[dm"dt]— =

el

la relation (17) prendra, d’aprés 'équation (18) du n° 109, la forme

Z{ —-(X"” F -’?275-) g (1 — O ) v
Lo do’* i

0H

x—

+( o'

Len différentielles da’, do"**, @t étant indépendantes cette relation

entraine les équations

Xi

, 0H
—Xr+zw)dt} = 0.

o0H
oz’

[72:4

_ r4d _
T e

ce qui démontre le théoréme.
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E. Cartan a donné aux derniers théorémes le nom de principe géné-
ralisé de la conservation de la quantité du mouvement et de I’énergie.
Ce principe, indépendant du mode de repérage de l'espace-temps, cara-
ctérise complétement les équations du mouvement du systéme matériel
(8), il est done équivalent au principe de Hamilton. Remarquons en
terminant qu'au principe de Cartan obéit aussi le mouvement d™un point
matériel soumis aux forces de gravitation dans la théorie de la Relati-
vité généralisée d'Binstein.

§ 6. Compléments

116. Différentielle extérieure généralisée. Le théoréme de Stokes
(n°101) met en évidence un lien étroit entre la dérivation extérieure et
Pintégration dune forme différentielle extérieure; cela permet de définir
la différentielle extérieure d'une maniére indépendante de ’hypothise
de différentiabilité des coefficients de la forme.

Nous dirons gqu'une forme différentielle ¥, ,,, de degré p--1, défi-

icm

nie dans un ouvert connexe U de l'espace R"(2*) est la différentielle exté- -

rieure généralisée d'une forme &, de degré p et nous éerirons ¥, ,; = dd,,
i Pon a

j[ %, = fglmu

Bp+1 Ept1

quel que soit le champ orienté ¥, plongé dans U. 8i &, est de classe ¢ > 1,
la nouvelle définition est bien d’accord avee celle qui & 666 donnde au n° 43
comme elle n’exige pas que les coefficients do D, soient différentiables, elle
est plus générale et elle peut étre appliquée aux formes d'une classe plus
étendue que la classe de formes dérivables dans le gens ordinaire.
Posons par exemple w = g, da”, a, désignant une fonetion de la geule
variable z*, définie et continue dans un intervalle ouvert. On gait qu’il
existe une fonction u(z?, 22, ..., ") de classe (! telle qu'il soit du = w.
Tl en résulte la relatioan @ =0, quelle que soit la ligne fermée I dans

un ouvert, oll w est définie. D’aprés 1o, définition généraligée de la diffé-
rentielle extérienre nous pouvons done poser do = 0 et dire que la forme
w est fermée dans le sens généraligé.

La généralisation de la différentielle extérieure est également due
4 B. Oartan qui a montré aussi que le théoréme de Poinearé (n®B) est
valable si d®, est la différentielle généralisée, c’est-a-dire que 4P, est
une forme fermée: d(d®P,) = 0. On o montré aussi que la réeiproque
du théoréme de Poincaré (n° 5) et les théorémes gur Ia différentielle d’une
somme ou d’un produit restent vrais pour la différentielle généralisée.
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Les démonstrations de ces théorémes sont données par A. Sziies, H. Po-
incaré et P. Gillis (v. [13], p. 41 et [26]).

On doit & B. Segre les conditions néeessaires et suffisantes pour gu’une
forme différenticlle extérieure posséde une différentielle généralisée
[43].

117. Transformations infinitésimales dun groupe de Lie. Au n° 40
nous avons considéré les opérateurs infinitésimaux qui sont les éléments
de Valgébre d'un groupe de Lie. Nous allons maintenant reprendre I'étude
de ces opérateurs pour mettre en évidence leur réle dans la théorie des
groupes continus et finis (v. la fin du n° 40).

Bn changeant un peu les notations adoptées dans le § 1 du Ch. IV
considérons les équations de définition du premier groupe des paramétres
@;, d'un groupe continu et fini G:

(1) 0" = "
(n" 39, équ. (2)). Imaginons dans un voisinage G, de 1’dlément unité e

du groupe ¢ un champ des vecteurs contravariants 1= (&%), tangents
a

4 @, et la transformation infinitésimale If = 59552 , les & étant supposés

analytiques. Elle donne naissance & un pseudo-groupe y & un paramétre i

(n° 103); soient

(2) 7 =f*(o,1)

es transformations finies de y définies dans un intervalle (—z, 7) (z > 0)
et telles qu'il soit #* = f* (2, 0) et que les points obtenus par les équations
(2) pour —r7v < i< v appartiennent au voisinage @, convenablement
rétréci, 81 les transformations (2) du prendo-groupe y font partie du premier
groupe des paramdtres @,, nous dirons que If est une transformation
infinitégimale de @,.

118. Equations de définition des transformations infinitésimales
d’un groupe de Lie. Nous nous proposons de déterminer les conditions

of

aux quelles doit satisfaire une transformation infinitésimale If = E"’%g

de @, (v. la fin du n° 40). D’aprés la définition elle doit laisser
invariantes les formes «*; or il régulte de Théordme 5’ du n° 109 que
cette hypothése est équivalente aux relations

(3) Ly(a) == 0..
Posons

(4)

o* = aldaet;
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nous supposons que les eoordonnées du point e soient toutes nulles et que

les " soient choisies de maniére que les formes «* restreintes au point ¢
prennent la forme

4" o = &da’.
D’aprés le Théordme 5' du n°® 109 les équations V(3) sont équivalentes

aux relations Ly(a3) = 0 qui, en vertu de la formule (9) du n° 106, peut
g’éerire “

dajy &
5 e 2 r— =
(8) & 7 +a; Ey 0.
Posons
(6) I'=ag,
d’olt résulte la formule
o da, ,, L OF
oa®  0a° 4 a "
. 0
8i 'on y remplace la somme agw par son expression tirée de 1'é-
quation (5), il vient
or (Oa’; aa’;)
T = - fg
0 0x°  0a°

¢e qui peut é&ftre résumé par la formule

dar  dal
0’ 9t

(7) ar’ = ( )Egdm".

Rappelons que les «* vérifient les dquations de structure du groupe

(8) dw* = Yo w'o]

(n° 39, équ. (3)). En différentiant extérieurement les formes (4) on ob-
tient do* = [da,dz*] ou
1 [oa; da:
d o |2 T Q .1
o 3 (690‘ 0w9)[dw dz”).

. En rapprochant les équations (8) on en déduit les relations suivan-
ef:
oal

Oa, . s
o ~ 50 [0 7] = o)

icm
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ou, si on tient compte des formules (4),

Oa, da g "
- (0005 N %)[Modw 1= ojjagal[de*da”),
d'otr il vient
Oa;  Oaj .
b e T gt

En vertu de cette relation ’équation (7) peut étre mise sous la forme
art = —o;{,fajaﬁé”dm".
En vertu de (4) et (6) on arrive ainsi aux équations
(9) ar+oil'e” = 0.
Nous allons montrer que le systéme (9) est complétement intégrable.
Différentions pour le montrer les équations du systéme (9); on aura
(10) o [al' o]+ epI*do? = 0.

An

Silon y porte les expressions dI* = — ¢/ 1% eb do* = dof [w'0’],
tirdes respectivement des équations (9) et (8), on aura

— 0 6 T [ ]+ d o5 o T [ 0fw’] = 0;

en changeant dans le premier terme le réle des indices o, A et dans le
gecond celui des indices g, p on en déduit la relation

(O 038 — 03635+ 035 T [w0*0’] = 0
ou
(G + 60+ 67 ;) [0 '] = 0.

La somme en parenthése étant nulle (n° 39, équ. (4)) on voit que
la relation (10) est une conséquence des équations (9) et que, par suite,
le systéme (9) est compldtement intégrable, ¢’'est ce que nous avions & mon-
trer.

Le systéme (9) étant complétement intégrable il admet n golutions
I telles qu’il soit (I5), = 83 et, comme il est linéaire, 8a golution générale
peut &tre présentée sous la forme suivante:

I* = o1},
olt les ¢* désignent des constantes arbitraires. On vérifie immédiatement

sur les formules (4') qu’au point ¢ les vecteurs fz gatisfont aux relations
w*[I,] = & et que, par conséquent, ils sont identiques avec les éléments
de D'algébre de Lie.
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Considérons maintenant le systéme des équations

da* de? da”
T = iy = e = o = At
(1) I, o' eI
et iméginons qu’on a déterminé une solution de (11) qui prend les valeurs
nulles pour ¢ = 0:

o = f(t, o*, 0%, ..., 0"), J0, ¢4y ¢% ..., 6") = 0.

Ces équations représentent l'are dune ligne située dans le voisinage
G, et passant par le point e; or on peut disposer de la variable ¢ et des
constantes ¢* de manidre que cette ligne passe par un point voisin du
point ¢ et d’ailleurs arbitrairement choisi dans un voisinage de ce point;
autrement dit les équations (11) permettent d’obtenir dans @, les géné-
rateurs de tout le groupe @.

Aux équations (9) qui établissent un lien entre la théorie A’E. Cartan
des groupes continuy et finis et celle de 8. Lie nous donnerons le nom
déquations de définition des transformations infinitésimales des groupes
de Lie.
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