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Nous nous proposons de déterminer I; de fagon que le plus grand

nombre possible des eomposantes S s’annulent. Nous: formons pour
ee but les équations )

(27) @y li— = Ty

aux inconnues 7;. Le nombre des équations (27) est égal & 24 et celui des

inconnues I est égal 4 16. On obtient une solution de ce probléme en
posant

b=Ta, L=Ta@+T{ B§=1¢, L ="Tg+T,
h=T+T, B=13, B=T2+T, B=rs,
i =Ty =L ="T¢, B=T =7,

h=Td, B=1I% UB=18, ="

(28)

Ces valeurs des inconnues 7; annulent, en vertu de (25), seize des com-
posantes 87 et elles permettent d’exprimer les huit autves par les gran-
deurs T';%; si on les porte dans les formules n° = 7"4-l10" on obtient une
connexion distinguée définie dans 1'espace B, dont la courbure et la torgion
sons déterminées par les T

Les formules (28) donnent aingi une solution du probléme d’annuler
le plus grand nombre possible des composantes Sj;; on obtient une autre

solution, si dans (28) on remplace les valeurs de L, 4,5 et & par les gui-
vantes:

U=Tg+Ty, U=T9+T8, B =1T81Ts, B = Ty T

Nous voyons ainsi qu’une variété qui ést riemannienne et symple-
otique peut &tre munie de deux connexions distingnées bien déterminées.
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CHAPITRE VI

PSEUDO-GROUPES CONTINUS INFINIS

Ce chapitre constitue une exposition de la théorie des pseudo-groupes de trans-
formations continus et infinis édifiée par E. Cartan. En me bornant, pour simplifier,
aux peeudo-groupes transitifs dont les équations de définition de Lie sont du pre-
mier ordre je déduis des équations de Lie les équations de définition de Cartan qui
forment un systéme de Pfaff en involution. Je développe ensuite les équations de
structure des pseudo-groupes envisagés et les systémes de leurs constantes de stru-
cture. La rectification d*une faute de ealeul dans les équations de Cartan m’a permis
d’améliorer un peu l'exposé et de montrer que tous les coefficients qui figurent dans
les équations (24)-(27) du n° 86 ont des valeurs constantes. Je montre ensuite le
r6le important que joue dans la théorie des pseudo-groupes continus infinis un groupe
lindaire appelé le groupe de structure d'un pseudo-groupe infini, Le §2 contient
quelques indications sur les pseudo-groupes d’ordres supérieurs et les pseudo-groupes
intransitifs. Dans le §3 jlexposs les fondements de la théorie des groupes ‘continus
infinis abstraits, indépendante de la théorie des pseudo-groupes de transformations.

§1. Pseudo-groupes transitifs d’ordre un

82. Définition. Soit E un ouvert connexe de E"(2*) et F, un ouvert
connexe de R™ (u!1) (). Supposons que sur E soit donné un systéme des
équations aux dérivées partielles du premier ordre, tel que dans le produit
Ux U des voisinages de deux points arbitraires * et 7 de B il soit repré-

. senté par les équations de la forme

oz .
(D) T Vi(w, By uy),

olt leg arguments wj,u:,..., uM (0 < m, < n?) désignent un ensemble
des dérivées partielles du premier ordre des inconnues z*.

Nous admettons que les équations (D) jouissent des propriétés sui-
vantes: B

1° %% sont des fonctions analytiques dans Vensemble U XU xF,
telles qu’il soit | #5] + 0 et que le rang de la matrice [Bv};/0ul1] soit égal
a my.

(1) Dans tout ce chapitre les indices grecs parcourent les valeurs 1,2, o
et les indices lating hy, 4y, jr les valeurs 1, 2, ..., my. Les symboles f(z), f(x, @, u1)

. . . -, k.
désignent respectivement fonctions des variables x* et de x*, % 1.
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192 CHAPITRE VI. Preuso-groupes continus infinis.

2° (D) est un systéme en involution ([30], p. 664).
3° 8i les formules

@ =fx(w)’

D=, =2, ...,E:) %0,
D(z*, x2,...,4")
reprégentent une solution analytique & n dimensions du systéme (D),
définie dans un voisinage d'un point de U, les formules inverses établis-
sent aussi une solution de (D) définie dans un voisinage d’un point de T.
4° Le produit de deux solutions du systéme (D) représente, s’il exi-
ste, une solution de (D) définie dans un voisinage d’un point de .
Soient o* et 2" deux points arbitraires de E; le systéme (D) étant en
involution il résulte des hypothéses faites ci-dessus qu’il existe une infi-
nité de solutions & » dimensions des équations (D) dont chacune établit
une homéomorphie analytique entre les voisinages convenablement choisis
de ces points. L’ensemble G de ces solutions porte-le nom de pseudo-
-groupe des transformations de Lie et les équations (D) sont appelées ses
équations de définition; ces équations étant du premier ordre on dit que
le pseudo-groupe est du premier ordre ou qu’il est normal. Comme dans G
il y a des transformations qui appliquent un point arbitraire de B sur
un autre point de cet ouvert, on voit que @ opére transitivement sur B.
Le pseudo-groupe & est dit fini ou infini suivant que 1a solution géné-
rale & n dimensions de ses équations de définition dépend d*un nombre
fini de constantes arbitraires ou de fonetions arbitraires. Remarquons
que le premier cas arrive, si les fonctions ¥% ne dépendent pas des varia-
bles w1t (m, = 0). Dans la suite nous nous bornons & envisager les pseudo-
groupes infinis.

Remarque 1. Il résulte des hypotheéses 3° et 4° que le pseudo-groupe
G contient la transformation identique qui applique Touvert F sur lui-
-méme.

Remarque 2. Soit Se@ une transformation appliquant un voisi-
nage de #”¢< B sur un voisinage d*un autre point e B ; on peut alors
trouver, et méme d'une infinité de maniéres, une autre transformation
Te@, définie dans un voisinage de * et telle que le produit 78 existe.
La transformation T peut étre construite au moyen dune transformation
T, G arhitrairement choisie. En effet, si 7, est une transformation quel-
conque de G appliquant le point &} sur le point &, il suffit de déterminer
une transformation T, e @ appliquant z* sur o7 et de faire le produit 71,7,
pour obtenir la transformation demandée.

83. Prolongement de (D). Bn différentiant les équations (D) on
obtient le premier systéme prolongé des équations de définition du pseudo-
.groupe . Comme toutes les dérivées 9°z"/d2"da" peuvent dtre exprimées
par les dérivées des fonctions uM1, on peut se borner aux formules pour les
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dérivées dul 82", qui peuvent &tre présentées sous la forme suivante

oulr @
— R —_
Tt = Fie, Fyug, u),

(Dy)
ol u, désigne un ensemble u;, 43, ..., ul™ (0 < my < myn) des Adri-

vées des fonetions w1 choisi de telle fagon que le rang de la matrice

(1
[0 %3 [0uz?] soit égal & m, dans le produit T x UXF,xF,, F, désignant
un, ouvert de R™2(ulz), :

En continuant ce proeédé on obtient ainsi une suite illimitée des
prolongements de (D)

a’ll;h" (r)l _
(D,) @—d‘:= Wi'(m:m’ul’“w---:uﬂl) (7':172:"-)’

Ol Upy1y Uppry ...y Ui désignent les dérivées d'ordre r+1 de 7", choi-

sies de telle manidre que le rang de la matrice
)
[ R ]
dupri?

soit égal & m, ;. Les équations (D) et (D,) peuvent &tre écrites sous une
forme équivalente comme les équations pfaffiennes

(D) az* — yida* = 0,
(D;) dule—ylrdrt =0 (r=1,2,..).
84, Théorémes fondamentaux. L’étude du pseudo-groupe ¢ défin.

par les équations (D) repose sur deux théorémes de Lie ([37], p. 317, 319)
THEOREME 1. Pour qu'une transformation 8
. D@7, ..., 7"
T g i S S S 0
(1) = ¢"(%), D, 2, ..., 2" 70,
définie dans wn voisinage dun point o*e E appartienne au pseudo-groupe
Q, il faut et il suffit que la substitution

(2) 7 =7, o = o*(x),

faite sur les wariables indépendantes et dépendantes, conserve le systéme
des équations (D).

a) Supposons que la transformation § appartienne au pseudo-groupe
@ et imaginons une autre transformation 7'« G définie par les équations

3) & = f(2)
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194 CHAPITRE VI. Pseudo-groupes eontinus infinis.

et telle qu’il existe le.produit I'S—2. Rappelons que la transformation T
peut 8tre déduite d'une transformation arbitraire du pseudo-groupe @
(n® 82, Remarque 2). Si Pon fait dans les équations (3) la substitution
(2), on obtient les formules de la forme

) - T = f('0)

représentant une solution d'un systéme (‘D) des équations que l'on
forme en faisant la substitution (2) sur les variables du systéme (D).
Remarquons que d’autre part les formules (4) représentent la trans-
formation W = T8-* qui, faisant partie de G en vertu de I’hypothése
4° du n° 82, doit satisfaire les équations (D) écrites de la maniére sui-
vante:

6[%’(
T Yi('e, 'E, 'uy).

Comme de toute solution du gystéme (D) on peut obtenir une solu-
tion W du systéme (‘D) au moyer de la substitution (2) et, réciproque-
ment, de toute solution W du systéme (‘D) on déduit la solution 7 = W8
du systéme (D) au moyen de la méme substitution, il en résulte que les
systémes (D) et ('D) sont équivalents ce qui démontre que la substitution
(2) laisge invariant le systéme des équations (D).

b) Admettons maintenant que la substitution (2) laisse invariant le
systéme (D) et considérons la transformation 7'« G définie par les équations
(3). La transformation T7'8-* doit done aussi appartenir & &, d’olt il résulte
que 8 est une transformation du pseudo-groupe ¢e qui démontre la réei-
proque du résultat précédent. '

Remarque. Comme les équations (D,) du n° 83 sont des prolonge-
ments du systéme (D) obtenus par différentiation, il s%n suit que la sub-
stitution (2) laisse invariants tous les systémes (D).

THEOREME 2. Pour que la transformation (1) appartienne aw pseudo-
groupe G, il faut et il suffit que la substitution

1%

¢ = mn, = (Pu(ﬁ)

laisse invariant lo systéme des équations (D') et (D).

La démonstration de ce théoréme, dont nous n'allons pas faire usage
dans la suite, se fait d'une maniére analogue.

85. Prolongements du pseudo-groupe @. Te psendo-groupe infini
@ opérant transitivement sur ¥ n’admet pas d’invariants finis; il ne peut
ausgi admettre des formes: différentielles aux variables o, car dans le
cas contraire il serait un pseudo-groupe fini, Or, B. Cartan & montrd qu’il
en est autrement, si I'on prolonge ¢ aux transformations des dérivées

iom
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partielles des inconnues z*. En effet, én choisissant pour chaque prolonge-
ment un ensemble de dérivées eonvenablement choisies et en les associant
comme variables auxiliaires aux variables 2* on peut construire une suite
illimitée de formes différentielles linéaires invariantes pour les prolonge-
ments sucoessifs de @. Cest sur cette féconde idée que repose la méthode
d’E. Cartan qui lui a permis de développer une nouvelle théorie des grou-
pes continus infinis, indépendante de la théorie de Lie et plus portant en:
ce qui concerne la structure de ees groupes. Le présent numéro sera con-
sacré b définir les prolongements de & et & construire les formes différen-
tielles invariantes pour ces prolongements. Comme le systéme (D) est équi-
valent au systéme pfaffien (D’) du n° 83

ax" —yi(=, &, uy) ot = 0,

le Théoréme 1 peut &tre énoncé comme il suit. Pour que la transformation
S définie par les formules (1) appartienne au pseudo-groupe @, il faut et
il suifit que la substitution (2) conserve les formes vj(w, %, u,)do*, autre-
ment dit que les relations
Vi, B, 'w)d's’ = i@, E, u)do’
soient des conséquences des relations (2). Remarquons que la substitu-
tion (2) laisse inaltérées les variables F*; on peut done dans 1'éconcé pré-
cédent remplacer les fonetions v} par celles que 'on obtient en donnant
aux variables ‘7 = Z* des valeurs numériques arbitraires. Désignons ces
fonctions respectivement. par ¢}(‘z, ‘w,) et par ai(z,w;); si Ion change
encore de notations en remplagant ‘z*, 'y par 7, 4, le Théordme R
prendra la forme suivante: :
THEOREME 1. Pour que la transformation S définie par

(5 . 7 = ¢'(x)

80it une tmnsformation du pseudogroupe @, il faut et il suffit qw'elle entrai-
ne les relations i '

(6) . ai(z, w,)dz* = (@, AL

. oz
8i Pon substitue aux différentielles dz* dans (6) leurs valeurs i do*

tirées des formmles (5), on trouve

__ oe .
(7) o ai(z, '“1)5;,2 = @y (s, Uy),
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196 CHAPITRE VI. Pseudo-groupes continus infinis.

ol dans le premier membre les variables * doivent &tre exprimées par les
variables #* au moyen des formules (5). Les rangs des matrices

[aaz(a—a, nl)] o [fm’i(w,m)]

- W
oup Out

étant égaux & m,, en vertu de ’hypothése 1° du n° 82, on peut tirer des
équations (7) les formules bien déterminées de la forme suivante:

(8) : = g (@, uy).

Nous pouvons done faire abstraction de la signification que nous
avons donné aux variables u! et les regarder, il nous est commode,
ecomme variables indépendantes qui se transforment selon les formules
(8). L’ensemble des: égalités

(9) ‘ 7 = ¢*(a), ﬁ’ll'l = Z;Ll (m, uy)

forme done une transformation d'un pseudo-groupe G, qui est le pre-
mier prolongement de G. Comme & toute transformation (5) du pseudo-
-groupe G correspond une transformation bien déterminée de la forme (8),
on voit done bien que ce prolongement est holoédrique () et que dans G,
il existe des transformations qui appliquent un point arbitraire de B X F,
sur un autre point arbitraire de ce produit; le pseudo-groupe @, opére
done transitivement sur ExF,. ) :

Le pseudo-groupe @, peut &tre défini comme ensemble de transfor-
mations des variables #* et 4™ laissant invariantes les formes différen-
tielles

(10) " = di(w, u)dz’

qui sont indépendantes dans U xF, en vertu de ’hypothése 1° du n° 82
et de la définition des fonctions a}. Mais il y a d’autres systémes diffé-
rentiels invariants pour les transformations des prolongements de @.
En effet, nous avons remarqué plus haut (n° 84, Remarque) que la sub-
stitution (2) déduite de la transformation (1) de G laisse invariants les

(*) 8Soit @ un pseudo-groupe transformant les variables a* ot G1.un autre pseudo-
-groupe qui transforme les variables #* de la méme manitre que G et en outre m
autres variables y?, 9% ...y™. On dit alors que G; est un prolongement de G et que
ce prolongement est holoédrigue, i 4 la transformation identique de @ ne correspond
dans @1 que la transformation identique; si & la transformation identique de &

correspond un sous-groupe de Gi différent de Videntit, le prolongement est dit
mériédrique.
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prolongements du systéme des équations (D). Or, le premier prolongement
a la forme

ﬁui‘l (l)h B
Fy; = (@, T, Uy, Uy)

(n° 83). L'ensemble des équations (D) et (D,) constitue le systéme: des
équations de définition de @, qui, par conséquent, est aussi un pseudo-
-groupe du premier ordre. Donnons aux variables z*, qui restent inal-

térées par la substitution (2), des valeurs. numériques arbitrairesmet;

désignons par b1 (w, u,, u,) les fonctions ainsi obtenues des fonctions @i
Les équations ci-dessus prendront allors la forme

(Dy)

ul )
05011 = bp(‘”; Uyy Us)
ou
dult— (@, uy, wp)dat = 0.
11 résulte de ce qui précdde que les deux systémes des équations
ATV, Ty, Ul =0 et duf—bi(m, g, up)da’ =0

doivent étre équivalents pour les transformations de G prolongé aux
transformations des dérivées du second ordre. Ce fait peut étre exprime
par les relations de la forme

w _ @)

T (@ —Tpas’) = giy(dulr—blida’)

. (Eglzbgl(iiﬁuﬁz)y kl“:l727“‘7mI)’
l) (1) ) - Ay . .

ou (Qfl et q’;ii sont deux systémes des paramétres auxiliaires. Si l’og y sub-

stitue1 aux différentielles dz* et du leurs valeurs tirées d-es équaiilons (!;), .

et que Lon tient compte de l'indépendance des différentielles du” et dup’,

on en déduit d’aprés les équations (8), les relations

O, Ogt Wy
(11) _thlm =g
et les équations de la forme suivante :
(12) 'l_”gz = x?’(m, gy Ug)
Nous dirons alors que les formules
(13) . = ¢"(a), ﬂllll = Z’ltl(“h 1)y "7'22 = X’ztz(mi Uy g Ug)

définissent une transformation du pseudo-groupe @, qui est le sgcoqd
prolongement de G- : )
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198 CHAPITRE VI. Pseudo-groupes continus infinis.
Il résulte du raisonnement précédent que.les formes
3 (l)c k. Tt A
(14) 7t = gab(durt— bilda’) |

sont invariantes pour les transformations du pseudo-groupe G, prolongs
(0]

au moyen des transformations (11) des paramdtres auxiliaires q{‘,}l; nous
désignerons ce prolongement, qui est holoédrique, par le méme symbole
@,. On voit que le peudo-groupe &, peut étre défini par la condition de
laisser invariantes les formes pfaffiennes ’

(15) ot (y=1,2,...,m).

En continuant ces raisonnements on prolonge la transformation
(13) en une suite illimitée des formules

7 = ¢(a),
ult = gii(o, uy), -
(lﬁ) ] u';‘z = x;lg(w: Uy Ug),

R T N

4, désignant un point arbitraire d’un ouvert F, de B™r(ulr). Ajoutons
que w;,uy, ..., ™ représentent ici des dérivées d’ordre r des incon-
nues T, calculées au moyen des équations (D) et choisies de telle manidre
que toutes les autres dérivées du méme ordre puissent &tre exprimées
au moyen d'elles et des dérivées d’ordre inférieur & ». Tes formules (16)
représentent successivement les transformations des prolongements @, , @,
«+sy Gy, ... du pseudo-groupe @. Comme dans le eas des équations (8)
nous pouvons faire abstraction de la signification donnée ci-dessus des
variables ulr et les regarder comme variables indépendantes.

En déduisant les formules (18) on peut prolonger simultanément
le gystéme (15) en la suite

(17 o*y Ay ek
7' désignant la forme

) : r )
) = ﬁ;(duﬁr— birdat),

i)
ou les coefficients b3+ sont fonotions de a, u,, u, y-
des paramétres auxiliaires qui se transforment d’

)
vy Urpr 06 ghr sont
aprés les formules

(1711) ) @"r axzf )

icm
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Nous pouvons done énoncer le théoréme suivant:

TatorREME 3. Pour le pseudo-groupe @, des iransformations (16),
prolongé au moyen des tramsformations (17”), les formes o”, <, T2,

<1 sont imvarianies.

86. Equations de structure. a) Il résulte de ce qui précéde (n° 85, -
Th. 1*) que les équations de définition (D) de G sont équivalentes au
gyspéme des équations pfaffiennes

rrey

(18) o= 0", 0" = (e, w)dd,

oll ©* désigne ee qui devient la forme w*, si 'on y remplaee les variables
o, wh par les variables z*, @ (1), 11 résulte de cette équivalence que le
systéme (18) est en involution, si l'on regarde les variables #*, u? comme
indépendantes et les variables %', % comme ineonnues. L’étude d'un
pseudo-groupe infini de Lie, défini au moyen d’un systéme en involution
des équations différentielles du premier ordre, est ainsi ramené & celle-ci
d’un systéme pfaffien en involution.

Pour entreprendre cefte investigation adjoignons aux équations

(18) celles qui #’en déduisent par la différentiation extérieure
(19) do* = do”

ot désignons comme d’habitude par g le genre du systeme ainsi formé
et par s, s, 8, ..., 8, 565 caractéres; remarquons quil est s =n. Le
systéme des équations étant en involution par rapport aux. variables
«*, w1, dont le nombre est égal & p = n+my, il doit admettre une inté-
grale ordinaire & p dimensions et par conséquent son genre g est au moins
égal & p (g > p). Caleulons maintenant les différentielles do™; il est

oa’;
il

i

Adn® =
h
ouyt

[duMde]+ — [da" do™].

Comme les formes o* sont indépendantes relativement aux différen-
tielles dz* et les formes (14) sont résolubles par rapport aux différentiel-
les du, les formules ci-dessus peuvent &tre présentiées sous la forme

(20) : dw* = aff, [T ot + 3057 [0*w"],
ol les coefficients aj, sont fonctions des variables 2%, ult et des paramé-

(l) . TOE] e
tres q;’ii qui figurent dans los expressions (14), et les coefficients O;f dé-
pendent de z*, uM1. Rappelons que les formes (15) sont invzmante; pqur
G,; il en résulte que tous les coefficients de la différentielle dw” sont in-

() Nous nous servirons d'une convention analogue dans les pages suivantes.
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variants pour ce pseudo-groupe et qu'ils ont, par suite, des valeurs con-
stantes, G, opérant transitivement dans le produit B x F, X F,. Les para-
1]

)
matres (q’,ii peuvent done étre exprimés au moyen des variables a*, w1
et des valeurs des coefficients aj ,.
Aux relations (20) on a donné le nom d'équations de structure du
pseudo-groupe G et les coefficients sont appelés ses constantes de structure.
Revenons aux équations (19); si Uon tient compte des équations (18)
et des formules (20), elles prendront la forme suivante

(21) @, [(Ti—7h) 0] = 0.

D’aprés ce que nous avons vu plus haut le gystéme pfaffien (X) formé
des équations (18) et (19) est en involution relativement aux variables
a*, u} et, par suite, il admet une variété intégrale ordinaire & p = n-m,
dimensions; il en résulte que le systéme des constantes af, est involutif
(n° 24). Le systéme pfaffien (X) étant équivalent au systéme des équa-
tions (D) et (D,) sa solution queloonque 4 » dimensions peut é&tre pré-
sentée comme il suit
(22) _ T=g'0), W =gl m, ),
ce qui résulte d’aillenrs de la forme des équations (18). Cette solution
dépend du ehoix d'un eertain nombre des fonetions arbitraires qui entrent
dans Ia solution générale d’un systéme de Pfaff. Comme la seconde des
formules (22) se déduit de la premiére (n°85), il en résulte que toutes
ces fonctions arbitraires doivent figurer déja dans la premiére des for-
mules (22) et que par conséquent elles ne dépendent que de a1, 2%, 2™
Il g'en suib que les caractéres s,y 8uys, ..., 8, du systéme (%) sont tous
nuls (v. la fin du n°21).

b) En outre des équations (20) et des coefficients G G 1Ly a d’au-
tres systémes des équations et des constantes qui caractérisent la stru-
oture du pseudo-groupe & et celles de ses prolongements. On les obtient
en différentiant extérieurement les formes de la suite (17). Commengons
par 71 qui d’aprés (14) est une forme différentielle linéaire aux variables
", u}1, uj?, Remarquons que les variables w2 ne figurent dans cette expres-
sion que dans les coefficients b%1; comme les différentielles de toutes va-
riables de la forme {1 peuveut &tre exprimées au moyen des formes «”,
71, 732, sa différentielle peut &tre présentée sous la forme suivante (t
(98)  dnft = bl lehelt] oy (o] B ot T 4 ab b,

s R k k;
Y = Vi Yo = “f‘/u@li

o)
k 1. . s
entre les formes wizl,,réﬂ ily am, indépendantes, oi m, désigne comme

() 11 faut remarquer que dans la formule pour cette différentielle d
S onnée par
E. Cartan ([6], p. 288 équ. (16)) il manque lo dernier terme du gecond membre.
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auparavant le nombre des variables u}2. Les formes o*, ¢/1, 72 étant inva-

riantes pour le prolongement &; de @, il s’en suit que tous les coeffi-

cients de la forme (23) sont des invariants du pseudo-groupe G, et comme

celui-ci est transitif (n° 85), ils ont des valeurs constantes. Observons que
1)

¢
les coefficients af, sont fonetions des variables a*, u}!, uj? et des para-

)
métres qﬁ; qui figurent dans Pexpression de 72 (v. équ. (17')); ces para-
métres peuvent done étre exprimés en fonction des variables z* , ul, ul2

1]
et des valeurg constantes des coefficients Ezi;,. Rappelons que les équa-
tions de définition de G peuvent étre écrites sous la forme des équations
(D) et (D,) ou des équations o* = w”, 721 = 7¥1; le premier de ces syste-
mes étant en involution il en est de méme du second, d’ou il suit que le

o)
systéme des constantes a;l, est involutif.

Les équations (23) forment le second siystéme des équations de struc-

@
ture du pseudo-groupe G et les coefficients yf%, @ik, yit, afl sont
des nouvelles constantes de structure qui s’associent aux constantes aj ,,
C;x. Entre les deux systémes des constantes de structure que nous avons
obtenu il y a des relations que nous allons maintenant établir. Différen-
tions & cet effet les équations (20); on aura

(23') a5 [l 0] — o, [ do]+ G5 [ o] = 0.

8i l'on y substitue aux différentielles de et do* leurs expressions
tirées respectivement des formules (23) et (20), on obtient une relation
dont le premier membre est une forme extérieure du troisiéme degré en
les formes linéaires o”, 7j1; 2. Ces formes étant entre elles indépen-
dantes on en déduit les relations suivantes:

* % — % Wy
(24) “ilgaflu““jlg“fw = a’hlltyilh:
(1)] (l)h
x i % —
(25) @52 Big— O u@ify = 0,
h h. o o %7 o %
(26) a2 @3h,— o o0k = i, Oie+0h , OpF — ek O,y
h R h 110 (Yo% s (Y. 1o i@ (Vo o%
(27) GJZ,,JIJ,H' af;;,,u?/lﬁ'l' a';:llywla = Clﬂovg + O,uv Clg +6M O[J,g'

¢) Un raisonnement tout semblable au précédent permet d’établir
une suite des équations de strueture de la forme

. ) @ . .
(28) dry = D2 (w71, -0y Tg) +A“$g+lu[d7:1%1wd] (g=1,2,3,...),
ol @t est une forme extéricure quadratique en o, 71, 72, ..., 7

. (2), _ .
les coefficients de Dy et les coefficients a;g 10 ont des valeurs constantes
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(constantes de structire @ordre q). Entre les constantes de structure d’ordres
g et g—1 1 y a des relations, analogues aux équations (24)-(27), quil
est inutile d’expliciter fei; il nous suffit de noter seulement les relationy
suivantes: ' ‘

2— {a-1) (@) ('1—1)» (a)h
(29) & g Ongy e @ 0T Wy = 0.

En résumant les raisonnements de ce numéro et du numéro pré-
cédent nous voyons que les transformations du prolongement @, du
pseudo-groupe @ laissent invariantes les formes différentielles linéaires
", 1, ..., T3t b que ses équations de définition ont la forme suivante:

o =0, Tl=1p,

( 30) —hg

hc
ey TP =T

- . <q)'
le systéme (30) est en involution et les coefficients akg 40 fOTMent un gy-

steme involutif. Les équations de gtructure de G, se composent des rela-
tions (20) et de suivantes

*)

ik — b i ;
drgk = 'pkk(w; Tyy evey Tk)+”';§+la[7}c’f;’1] "]

(31) (k=1,2,..., 9,

dont les coefficients sont les constantes de structure de G,.

Remarque. Il résulte de la formule (17') que chacune des formes
T (r = 1,2,...,k41) qui figurent dans 1’équation (31) est linéaire et
homogéne en les différentielles da’, dulr, les coefficients de dulr dépen-

dant des p.oints Uy Usy « vy Uy €6 log coefficients de da* renfermant en
outre le point u,,,.

87. Repére mobile. A la suite infinie des points
By Uy, Uy, ..y

ze H, upe Fy (k=1,2,..),
ol F et F) désignent les ouverts définis au n® 85, nous donnerons le nom
de repére mobile du pseudo-groupe G et nous le désignerons par R. ‘
‘Considérons un repére arbitraire R(w,u,, u,, ...) et une transfor-
mation § (z* = p*()) du pseudo-groupe G appliquant le point = sur un
autre point Ze ¥ qui peut d’ailleurs se confondre avec . Comme S en-
trainetla suite infinie des formules (16) qui- déterminent successivement
les points z, %,, &,, ..., nous dirons que § applique le repére donné sur
un autre repére bien déterminé R(z, %, Uy, ...). En changeant arbitrai-
rement la transformation de @ qui applique & sur un méme point % on
obtient ainsi une famille des repéres attachés 3 z (repéres @ordre zéro)
Un repére mobile est invariant pour la transformation identique et in:
versement, une transformation Se@ laissant inaltéré wn repére ost wne

icm
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identité; cela résulte du fait que S doit congerver le point et toutes les
dérivées d'une solution des équations (D) du n°82. Nous voyons ainsi
que le repére R joue le méme role dans la théorie des pseudo-groupes
infinis que celui des repéres introduits par E. Cartan dans la théorie des
groupes continus finis ([12], p. 70).

Soit # un point arbitraire de H; avec ce point est lide la famille des
reperes R(a%, Uy, Ug, ...) d’ordre zéro, attachés & #. Les transformations

de G qui laissent fixe le point z ou, autrement dit, qui transforment
Pun des repéres de la famille en un autre, forment un sous-groupe g3 C @

que l'on appelle le sous-groupe de stabilité du point . Les transforma-
tions de g3 dépendants d*une infinité des points uz (¥ = 1, 2, ...), ce sous-
-groupe est continu et infini maip, ‘contrairement & ce qui se passe dans
la théorie des groupes continus finig, il n’est pas un pseudo-groupe de Lie,
ses transformations ne pouvant &tre définies comme solutions d'un sy-
stéme des équations en involution. Considérons maintenant un point ar-

bitraire (7, %;) du produit ExF, et 1a famille des repres R(%, u,, us,
Ugy ...), 01 Uy (k > 1) est un point arbitraire de I'ouvert Fy (repéres d’or-
dre un). Les transformations de G qui appliquent I'un des repéres d’or-

dre un en un autre, en. laissant fixe le point (50, 171) de ExF,, forment

un nouveau sous-groupe de G appelé groupe de stabilité du point (@, %,).

. . N 0 Q o
D*une maniére générale nous dirons que les repéres R(2, %y, ..., %,

o . P . . .
Upyqy +re)y OU acz’;, 13,1, ..., %, Sont des points choisis arbitrairement mais

d’une fagon déterminde, sont les repéres dordre r et que les transforma-

tions de @ qui laissent fixe le point (a%, Uy, ..., 1) torment le sous-groupe
de stabilité de ce point du produit B XF,X...XF,.

88. Groupes de structure d’un pseudo-groupe infini. Nous allons
montrer dans ce numéro que dans la théorie de structure des pseudo-
-groupes infinis un réle important joue une suite infinie de groupes liné-
aires finis de Lie qui portent le nom de groupes de structure. Pour intro-
duire cette notion nous nous servirons d'un autre systéme des reperes
de divers ordres, formés des vecteurs.

@
Désignons 3 cet effet par X, les vecteurs du repére naturel tangent
O]
4 F au point # (1° 32) et considérons la famille des repéres T'(u,) compo-

@ .
gés des vecteurs I,(uw,) définis par les formules suivantes:

—

1) ° @
X, = aj(, u;)L ()

P
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o (2, u,) étant fonctions du point u, obtenues des‘coef‘ficients de la forme

. .o ‘
(10) du n° 85. Le vecteur infinitésimal ¢, = X, da* (n° 31, ¢)) peut done
étre présenté sous la forme

(32) : o = o', (uy),

olt 'on a posé o = az(a%, u, ) dat.

Le groupe de stabilité g3 du point # (n° 87) induit un groupe des
transformations du repére (11’)(141) définies au moyen des formules 7\ =
= xi‘l(aon,ul) (v. équ. (16) du n°85); nous lui donnerons le nom de
groupe de structure du premier ordre du pseudo-groupe G et nous le désigne-

rons par I',. Pour étudier de plus prés ce groupe, qui est un groupe de
transformations linéaires, revenons aux équations de structure (20)

B L A
do” = aiw[‘cllw"]—i— teoi [w'w”]

et imaginons deux . séries des différentielles da®, dult et dw”, sult. Or,
nous savons (n° 4, Remarque) qu’a ces équations correspondent les rela-
tions suivantes entre les formes bilinéaires:

8o (d) — dw*(6) = a, {¥}1(0) " (@) — 71 (@) 0" (8)} 055 0* (0) w* ().«

Supposons que le premier systéme des différentielles soit choisi
arbitrairement et que le second satisfasse aux conditions dz* = 0. Comme
dans les formes w* ne figurent pas les différentielles dult, on a w*(8) = 0
et, par conséquent, la derniére relation prend la forme

(33) 80*(@) = aj, 7 (6) " (d).

Appliquons maintenant Popération 6 & Déquation (32); comme on

o
a do, = 0, on obtient ainsi la relation suivante:

— —
@

o ° (1)
S () () +o"(d) 6L, (u,) = 0
qui, en vertu de la formule (33), peut s’écrire comme il suit:

-
) o

. o O
I(uy) ajy 731 (8)0" (d) + " (d) 8T, (uy) = 0

oun

5; o I;

(
0L, +af, 7 (8) L= 0,
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-] o
1(8) désignant les formes 171(8) restreintes & z. Aux différentielles sul

0
dans les formes 1’1‘1(5) nous pouvons substituer des expressions telles

o
qu'il soit 7¥1(8) = — &", &M étant des constantes arbitraires. La dernitre

relation prend alors la forme

81, = ety L, (hy=1,2,...,m).
Cette formule représente la transformation infinitésimale la plus

générale du groupe linéaire I'y; on voit bien que ces transformations et,
par conséquent, aussile groupe I'; ne dépendent pas du choix du point

@ ce qui justifie le nom-dg ¢e groupe. On voit de plus que I'y est formé de
m, transformations infinitésimales indépendantes

]
(34) oL, = afy L. (hy=1,2,...,m)

et que, par suite, son ordre est égal & m,. Pour déterminer la structure
de I', nous présenterons ses transformations infinitésimales sous la forme

@ i
(35) Toof = dhy? G

v* désignant n variables indépendantes. Caleulons maintenant les paren-
théses de Poisson des transformations (35); un ealeul facile conduit aux

formules
o o . 4 af
(Xn Xe)f = (050t e — 07 0012) " ¥
Or, d’aprés les équations (24) du 1n° 86 on a la relation
‘ a‘%lua%]_n_a:w a’;tlx = 77;711%1 a’;lpl’
la formule ci-dessus peut done ¥éerire comme il guit
o @)

Lo
(36) (Xn Xi))f = Vﬁi%laﬁlu”#aj'

On voit ainsi que les coefficients y;fl}l, qui font une partie des con-
stantes de structure du pseudo-groape @, sont les constantes de stru-
cture du groupe de structure I, du pseudo-groupe G.

Pour définir le groupe de structure du deuxiéme ordre du pseudo-

-groupe G considérons 'espace vectoriel tangent & F an point T et 1’espace
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vectoriel tangent & Vouvert F, au point ul, le produit de ces espaces est

un espace vectoriel & -+ my dimensions tangent au produit B x.F; en
(a: ). Ra.pportons le premier de ces espaces au repére naturel composé

des vecteurs X,, et le second & son repére naturel composé des vecteurs

-

@ " NPT x
X;,. En désignant par o, le vecteur infinitésimal dey composantes da™,

dift on &

X da? —I—X;,, duhl
8i Ton y exprlme les dlfférenmelles da?, dulr par leurs expressiony
tirées des équations (10) et (14), on en dédmt T’4quation de la forme

- (1) 0, (2) o
(37) » oy = 1,0 +Ihrl
ol @* et ?‘1 désignent les formes que I’on obtient de w* et r’fl en y posant

(1] (2)
T =3, U = Uy les veeteurs I,,I, forment un repére T de 1’espace

vectoriel tangent au produit E X F, en (m ul) (1. Rappelons que d’aprés la

formule (14) la forme 71, qui est linéaire et homogéne en leg différentiel--

les da* et du™, dépend du pointu, dont les coordonnées figurent seulement
dans lés coefficients des différentielles da’. Il s'en suit que les vecteurs

- -
1

o o )
au point (@, u,). On en conclut que le repére T dépend du point u, et
que, par suite, les transformations du groupe de stabilité du point (52, y)
induisent des transformations de ce repére définies par les formules

e = xﬁ(%, %y, %g) (V. équ. (16) du n° 85). Ces transformations forment
un groupe auquel nous donnerons le nom de groupe de structure du deu-
wiéme ordre et le désignerons par I'y. Pour déterminer la structure de Iy,
qui est un groupe linéaire ef fini, nous allons utiliser le second systéme des
équatmns de structure (23) du pseudo-groupe &

= }yipt [r‘lﬁl]+wl‘;e[rilw91+%y [0 °1+a12, [707].

En se servant de la méme méthode que dans le cas du groupe I
vious introduirons deux séries des différentielles da”, dui‘l, d’w;“z ot d",

@

(1) Les vecteurs I, ne sont pas identiques aux vecteurs démgnéa plus haut pax

le m8me symbole.

iom

2
I, dépendent aussi de ce point et que les vectears I, ont des valeurs fixes’
2
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dul, oul2, dont la seconde satisfait aux conditions da* = sult =0,
et nous remplacerons les derniéres équations par les relations entre les
formes bilinéaires. Comme les formes * et i1 ne contiennent pas les
différentielles des variables )2 (w*(8) =}1(8) = 0) ces relations biliné-
aires se rameénent aux suivantes:

(38) L sh(d) = ah (8w (d).

Assujettissons‘ maintenant 1’équa.tion (37) & Popération &; les veeteurs

- )
oyy I, et la forme o* étant mdépendants du point %, on obtient ainsi
la relation

o @ o @
o*(d) 8L+ bty M (@) I, =
-8i Pon y porte l'expression (38) de la grandeur 6771(d), on trouve

o D W o B
*(d@) 8L+ aikm?(8)w’ (@) I, = 0.
En changeant dans le second terme I'indiee o en » ef en tenant compte
de l'indépendance des formes @*, on trouve la relation suivante:

How. 0.
8L+ k72 (8) In, = 0.
. 8i l'on choisit pour les différentielles Sulz des fonetions telles qu’il

goit -;’éz(d) = —g%, g étant des constantes arbitraires, on déduit de
Péquation préecédente la formule

' )] (2}
(39") oI, = irah 3
4 laquelle on doit adjoindre les équations

\ 1 (‘23
(39") 8L, =0.

Les deux formules (39 ) et (39") représentent le mouvement infini-
@ o e
tégimal le plus général du repére T (I, I, ,.1), accompli sous Iaction du sous-.

-groupe de G qui laisse fixe le point (w 'uq) Ces mouvements forment le:
groupe I', composé de m, transformations linéaires indépendantes

(1) @, (2) )

51‘ = a;z,‘I;, y 51}; =0

. (1 = 1,2, ..., My).
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8i 'on introduit n variables o} et m, variables 1;21, les transforma-
tions infinitésimales de I', peuvent étre présentées sous la forme

@ @ of
(40) Xof = 6% 5om

It est facile de voir que ces trangformations satisfont 4 la relation

@ @
(i Xy)f = 0.

On voit aingi que le groupe de structure I', est un groupe linéaire
abélien d’ordre m,. Les coefficients dans les transformations infinité-
simales de I, et de I', sont lides par les relations (25)

s N S
a0t — O, Gy = 0.

Les raisonnements précédents peuvent &tre généralisés; il faut se

servir pour cela de l'espace veetoriel tangent en o3 B et des espaces
vectoriels tangent en 4, a Fy, (h =1, 2, ..., r). Le sous-groupe de stabilité

du point (&, 4y, ..., %._,) induit dans le produit de ces espaces vectoriels

un groupe linéaire I, (r = 2,3,...) que nous appellerons 7™ groupe

de stabilité du pseudo-groupe G. Les transformations infinitésimales de

I, ont la forme suivante: '
) (r—1),

(41) X, f = a0

Py
a@rr 1

L'ordre de I, est égal & m, et les coordonnées u'r d'un point de F,
jouent le rdle de ses parametres. Les parenthéses des transformations
(41) étant toutes nulles I', est un groupe abélien. Les coefficients des
transformations infinitésimales de I et I, satisfont aux relations (29)

(r=1) ) =1 @
r—la,'{r

a ir;la}:ﬂ’-_" @5 iy = 0.
~Nous voyons ainsi qu’avec le pseudo-groupe G est lide la suite infi-
nie des groupes linéaires de stabilité I', (r =1, 2,...), dont les transfor-
mations inﬁnitésimales sont données par les formules (33) pour r =1
et par les formules (41) pour r > 1. Rappelons que les coordonnées d'un

. -1
point u.e F, sont les paramatres de I, et que les coefﬁcients(ra %;;1 dans
les formules (41) forment un systéme involutif.

i‘r:m“
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89. Complément. 11 résulte des considérations précédentes que le

“ groupe I'y débérmine les autres groupes de structure I, I%,... et que,

par conséquent, son tdle dans I'étude de la structure du pseudo-groupe
infini @ est le plus important. En raison de cefte propriété nous revien-
drons ici sur ce groupe pour faire voir comme il entre dans les équations
de définition.

Nous avons vu au n° 88 que I', est un groupe lindaire de Lie d’ordre
my agissant sur ’espace vectoriel tangent & 'espace — base F en un point

# ot quil est indépendant du choix de e point. Les paramdtres dont
dépendent les transformations de I'; sont les coordonnées 1 d'un point
uy e F';. Faisons pour un point arbitraire ze £ un changcment de ces
coordonnées en les remplagant par les paramétres canoniques 7 du
groupe I, au moyen d'une substitution de Ia forme w1 = p™(w, @) et
supposons que les valeurs nulles de ces paramétres correspondent & la
transformation identique du groupe I7.
Revenons maintenant aux formules (10)

o* = df(w, u)da’

du n° 85 et admettons que les parametres uM qui y figurent sont les pa-
ramétres canoniques. Si on pose uM =0 dans les seconds membres de
ces formules, on obtient n formes pfaffiennes aj(x, 0)az’ qui ne dépen-
dent que des variables #°; nous les désignerons par & (z, d). En expri-
mant les différentielles da* au moyen des formes O° et en portant les
expregsions aingi obtenues dans les équations (10), rappelées plus haut,
on obtient les formules de la forme suivante: :

o = at6}

reprégentant une substitution du groupe linéaire I'y faite sur les formes
' (z, dw). Corame ce groupe est indépendant du point =, il glen guit que
les coefficients o) dépendent seulement des paramétres canoniques

o = aX(u)@*(z, dx)

et que les équations de définition du pseudo-groupe ¢ peuvent &tre éeri-
tes de la maniére suivante: i

& :

(@) O (&, dF) = dj(u) 0 (x, dv).

TaBoRIME 4. Tout pseudo-groupe infini tramsitif du premier ordre
est formé des transformations qui effectuent une substitution d’un groupe liné-
aire sur n formes pfaffiennes indépendantes Oz, dz).

14
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§ 2. Généralisations

90, Pseudo-groupes d’ordres supérieurs. Soit ¢ un pseudo-groupe
infini de Lie dont les équations de définition sont du deuxidme ordre.
Nous supposons que le systéme de ces équations, que nous désignerons
par (4), se compose des formules suivantes:

oz

(D) w=y)}‘(w,5,ul),
B )
Dy) 5;}17 = 'P;.ll(my Ty Uy, ts)

oL nous nous avons servi des notations adoptées aux n® 82 et 83. Nous
conservons aussi les hypothéses faites au n° 82 avee deux changements
suivants. Or, nous avons supposé au n° 83 que (D,) se compose exclusi-
vement des formules déduites des équations (D) au moyen de différentia-
tion; nous admettons maintenant que (D,) contient aussi d’autres formules
qui sont indépendantes de celles qu’on obtient en différentiant les équa-
tions (D). Nous supposons en second lieu, contrairement I’hypothése
2° du n’ 82, que le systéme (D) des équations aux derivées partielles du
premier ordre des inconnues Z* n’est Pas en involution et que ¢’est le sy-
stéme (A) qui jouit maintenant de cette propriété.

Au systéme (A) peuvent &re appliqués les raisonnements du n° 83
avec des changements convenables. Nous pouvons dire en particulier
que les prolongements successifs du systéme (A) se composent des équa-
tions (D,) ou (D;) (r =2,3,...) de ce numéro et que ces équations ne
permettent pas d’exprimer toutes les dérivées partielles d’un ordre quel-
conque k au moyen des dérivées d’ordres inférieurs 3 .

Les Théorémes 1 et 2 du n° 84 restent valables pour le pseudo-groupe
du deuxiéme ordre, i condition de remplacer dans leurs énonecés le my-
stéme (D) par le systéme (A), et on leg démontre de la méme maniére
que dans le cas des pseudo-groupes du premier ordre.

En poursuivant le méme raisonnement qu’au paragraphe précédent
on établit les prolongements successifs de @ qui peuvent &tre écrits sous
la forme des formules (16) du n° 85 et on construit les formes différentiel-
e (17) invariantes pour ces prolongements. On montre ensuite que les
équations de structure ont la méme forme que dans le cas des pseudo-
-groupes du premier ordre et que les équations de détinition (D) et (D,)
peuvent; étre remplacées par les équations

(1) @ =of, Tl

icm
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qui constituent un systéme de Pfaff en involution. En fermant ce gystéme
et en tenant compte des formules (20) et (23) du n°® 86 on obtient les rela-
tions de la forme suivante:

(l)k e
i [(v? —7?) 0] = 0, N
(6]

d’out 'on conclut que les coefficients af‘zl, forment un systéme involutif.
Il faut remarquer que les coefficients @« D@ jouissent pas maintenant
de cette propriété.

I1 est visible que les pseudo-groupes d’ordres supérieurs & deux
peuvent étre traités de la méme manidre et que les résultats exposés
ci-dessus peuvent &tre facilement généralisés.

91. Pseudo-groupes intransitifs. En conservant les notations et
les conventions du n° 82 supposons que les équations de définition d’un
pseudo-groupe infini & se composent des relations (D) et de n—m rela-
tions finies analytiques

(Dy) F2,8) =0 (P=m+1,m+2,...,0)

entre les variables 2 et z*. Nous admettons que les équations que on
obtient en différentiant les relations (D,) font partie des équations (D) et
que le systéme composé des équations (D,) et (D) est en involution;
nous supposons de plus que les deux matrices

[ « [F]

sont de rang n—m. Nous pouvons done admettre que les équations (D)
ont la forme

(2) E’P:'WP(‘I"]’“':‘”"; 7, .., 87

et que la matrice

2]

est de rang n—m. .
On voit ainsi que pour chaque point se¢ B les équations (2) repré-
sentent une variété M, 3 m dimensions. Les transformations de G devant
satisfaire aux équations (2) il s’en suit qu'une transformation de ce pseu-
do-groupe ne peut appliquer un point z< F que sur un point de M.; le
pseudo-groupe @ agit done intransitivement sar l'ouvert E.
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. Soit 7' une transformation de G appliquant le point ze¢ E sur un
point %, choisi arbitrairement mais d'une maniére déterminée sur M,;
on aura alors la relation

@y @ =5, .05, .., 5 (P=mt+l,m+2,..,n),

ol &, ..., 7 désignent des valeurs numériques fizes. Congidérons main-
tenant une transformation arbitraire Se@ appliquant le point 2 sur un
point 'ze M,. La transformation T8-1 trangforme 'z en %,; comme T 8-
appartient & G les coordonnées de 'z et de %, doivent satisfaire aux équa-
tions (4)
Ty = yf (ot ..., 2" &, .. E™).
En comparant les deux derniéres relations on trouve
¥ (

Le point « et la transformation 8 qui applique « sur ‘'z étant arbi-
traires on en conclut que les fonctions

1 n, =1 =my P gr o1 L | =m
By ey @ By ooy By ) =9 (@, .., "5 Fgy.nn, Tg).

(5) wp(ml,mz)"'an; ia!igl""isn)
sont invariants pour le pseudo-groupe . Il résulte de 'hypothése (3)
sur la matrice [dy [d2"*] que l'on peut faire un changement de variables
tel que les fonctions (5) deviennent égales & o%; les équations (2) s'éeri-
ront alors comme il suit
zF =af.
Nous pouvons donc énoncer le théordme suivant:
TrEOREME. Les relations finies (Do) des équations de définition

un pseudo-groupe inlransitif peuvent dire ramendes au moyen d’une trans-
formation des variables & la forme suivante:

(Dy) & =a,

11 résulte de ce théoréme qu'une transformation du pseudo-groupe
@ peut &tre présentée sous la forme

(6) =M, o, ..., 2", T =4oF
(bF=1,2,...,m; P=m4+1,m+2,..., ).

En raisonnant comme aux n® (82)—(85) on obtient les prolongements
de ¢ dont les transformations peuvent étre présentées sous la forme des
formules (16) du n° 83, ol la premiére ligne doit &tre remplacée par les
équations (6). Tl résulte des propriétés des fonctions 4™ dang leg équations
(16)-du n° 85 que les fonetions «* sont les seuls invariants des pseudo-
-groupes prolongés.

@
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Remarquons encore que les équations de définition (18) du n° 86
doivent étre remplacées par le systéme suivant

P P —.
#F =", @' =0,

o" = al(z, u)de®, of =da®
(h=1,2,...,m; P=m+1,m+2,...,n).

Les équations de structure du pseudo-groupe intransitif ont Ila
méme forme que celles des pseudo-groupes transitifs (n° 86, équ. (20)),
il faut seulement remarquer que les coefficients af, et C;y, étant inva-
riants pour le pseudo-groupe, sont fonctions des invariants #F. Il en 1é-
sulte que les équations (23') du n°86 que l'on obtient en différentiant
extérieurement les équations (20), doivent &tre complétées par les termes

qui contiennent les différentielles

dr” .

L _0ah 003
dahl,, = "gw%‘ dJP et do;,‘ = 5.1715
Par conséquent les relations (24)—(27) du n®86 prennent maintenant
une forme plus compliquée qu’il est inutile d’expliciter iei.

§ 3. Groupes continus infinis

92, Groupe de structure. Nous avons vu que dans la théorie des
pseudo-groupes infinis de Lie un réle important joue un groupe linéaire
appelé le groupe de structure. Ce groupe jouant le méme role dans la
théorie des groupes continus infinis nous allons y résumer ses propriétés
principales.

Soit I', un sous-groupe de GL(n, E); en supposant que Iy est un groupe
connexe de Lie, de dimension m,, désignons par u, un point de son espace
désigné par la méme notation I. Soient (1) :

o Of
(1) T"of = a,,ol,m“—é;;

les transformations infinitésimales, supposées linéairement indépendan-

o
tes, du groupe I'y (n°44); nous savons que les coefficients constants @,

() Dans tout ce chapitre les indides grecs parcourent les valeurs 1,2, ..., %
ot les indices hy, tr, jr los valeurs 1, 2,..., mr (r=0,1,2,:..). R v B
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sont liés aux constantes de structure y;;]’,fg du groupe I'y par les relationg
suivantes
() &5, — 0, = it d
(équ. (13) an n°44).

En reprenant les raisonnements du n°49 formong la suite des
groupes linéaires associés au groupe I',. Désignons & cet effet par 4,
le systéme {d}.} des coefficients des transformations (1). Ce systéme

donne naissance & une suite des systémes A, = {Zvl‘;,;l}, liés 'un & Pautre
par les relations suivantes

1 r r—1 r
(2% wrhap—airhalil =0 (r=1,2,...). )

Rappelons que 1° les systémes A, ont ét6 déduits du systéme A4,
au moyen des systémes des équations extérieures quadratiques
a5 [ofoa’] = 0,
Lo, [ ik
3) a4 [w12'] = 0,

r .
a2 [afn, '] = 0

. P .
aux inconues ,a;}“,’m‘zl, sy @, et que 2° & la guite Ay, A, 4,,...
correspond une suite des groupes lindaires

(4) Ioy Iy Iy ooy Iy

i ? dimension du groupe I', étant égale m,. Les transformations du groupe
: . . . 2 i i i
Y lmss_ent mv?na,ntes les variables &, #%0, o1, .oy 232 et transforment
les variables —1 gelon les formules

i i . .
(5) Zyr—l = g l_azz—llu?wz’

olt les w; désignent des parametres arbitraives qui constituent un systéme .

des coordonnées d'un point u, de Pespace du groupe I,.
Hypothése A. Nous supposons que
1° la suite (4) soit infinie amcun de ses élément i
Y . Y s n
4 Didentité et que © to édulsant
2° les systémes (3) des équations extérieure i i i
8 Solent 1
rapport aux variables «*. oGS pax

93. Espace d’un groupe continu infini. Soj i
‘ . Soit V" un -
tique connexe de dimension #. © veniéed smaly

. Hypothése B. Nous supposons que sur V™ puisse étre défini un espace
fibré tangent B, dont le groupe de structure est le groupe I', (n® 51).
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Or, il résulte des développements faits au n° 59 et de I’hypothése
A qu’en partant de Pespace B, on peut construire une suite infinie

(6) ’ By, Byy ooy Bry ...

des espaces dont chaeun est un espace fibré tangent ayant pour base celui
qui -le précéde et pour groupe de structure I’élément du méme numéro
de la suite (4). Les coordonnées du point b, de 1’espace B, se composent
donc des points @, w4, %,, ..., 4, 6t la dimension de B, est égale au nombre
N Mo+my+ ... +m,. Comme la variété V" et les groupes (4) sont ana-
Iytiques il en est de méme des espaces (6).

Posons maintenant

(1) G = V"xTyx Iy X ...
un point ge G a done une infinité des coordonnées:
(8) g = (@, oy Uy, Ugy .:.) (we V™, wpely, ey, ).

Comme voisinage de g nous allons considérer le produit cartésien des
voisinages des points &, u,, %y, ... dans les variétés dont ils font partie.
Rema.i'quons que la suite des points @, %y, Uy, ..., %, dérivée dn point g,
représente un point b, de l'espace fibré B, et de 'espace G, = V"X IyX
XTIy X ..o xTy:

Jr =(a.".,'uro,u1,‘..,u,), grEBry grG,.

Il en résulte que I'on a

.

pobozw; prbr:br—-l (T=1727"‘)

p, désignant la projection propre & I’GBP?'I% '1,3,.
Congidérons maintenant trois points a', 4, a

14

de D'espace G:

’ " "

’ 1
@ z(m,7u6i74'17~'-)1 a" = (5", Uy )y

”r e

anl — (mHI’ uy'yuy .“)

. . ) e N

et les trois points a,, a, ,a de Despace Gy:

"
a’f"=(m’,'u(;7""%:‘)7 a"_’z( ”7“6/,-..7“’.),

a) = (" uy o w ). . .

Nous dirons que &'’ st uno fonetion analytique des points a', ot a’/,

donnée dans Pespace @, si ' est une fonetion analytique de « et_de

%" définie dans la variété V" et si a,” (r=0,1,2,...) est une fonction
analytique de a; et de a, définie dans l'espace fibré G,.
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On définit d’une maniére analogue une fonetion analytique d*un point
de Lespace G et on dira'qu’une telle fonction établit une application d'un
domaine de Despace G sur un autre domaine.

Ceci posé nous voyons que lespace G est une variété analytique
connexe & une infinité de dimensions; nous allons montrer dans le numéro
suivant que @ est espace d’un groupe continu infini qui sera désigné
par 1a méme lettre @; les points de G seront appelés éléments du groupe.

94, TuhoriME 1. Dans. Vespace G peut &tre définie une opération,
appelée multiplication, jouissant des propriétés suivamtes:

1° 4 chaque paire ordonnée des points a,beG correspond un élément
déterminé c<@, dit lour produit, qui est une fonclion analytique de ses fa-
cleurs; ‘

2° le produit des éléments de G est associatif:

(ab)e =a(be) (a,b,celd);
3° il ewiste un élément ecG, appelé unité de @, tel qu'il soit

ae=¢ea=aq
pour tout dément a<@;
4° il existe pour tout a G un dlément a2, appelé Pinverse de a, qu«f satis-
fait aux relations:
agl=a"la =6

Vinverse a1 est ume fonction analytique de a.

La démonstration de ce Théoréme repose sur les propriétés des
groupes I', et des espaces B, établies précédemment.

Notons en premier lieu que dany B, peut étre déterminé un systéme
des formes linéaires w* et dans B, (r =1, 2,...) un systéme des formes

linéaires (crg"f—l, les o* étant homogénes par rapport aux différentielles
des coordonnées du point » et les o™ 1 par rapport aux différentielles
des cordonnées du point b,_; (n° 60).
Les différentielles extérieures de ces formes peuvent étre ramendes
4 la forme suivante
) @ @ © ©) (0) © N

9 do* = @, [o™0" ]-{—gc;:[w o],
()h (l)h (2 () ) (u) (0)
(10) do™ = alt[0"10"]+ %wo,“[w“'w’“]Jr %01,5‘0 [0*e*],
hyp—y (") (r+1) (0) ()
(11) do = alr o w1430 ‘1[0) w“]

(r=2,3,..),
© ()
olt les coefficients ci¥ et c;h"—! sont des fonctions analytiques définies
respectivement dans B, et B, (n® 59, 60).
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Considérons maintenant le ‘systéme (E) composé d'une suite infinie
des systémes des équations de Pfaff suivantes:
©, o,
(Bo) | o = 0",

) (")hr—l
(B,) '

ol les premiers membres dés1gnent ce que deviennent les seconds, si l'on
y affecte d'une barre les symboles des variables.

En vertu de ’hypothése B (n° 93) le systéme (E,) est en involution
par rapport aux coordonnées du point xe V™ et il en est de méme de cha-
que systéme tronqué (&) formé des systémes

(Eo)a(Eﬂy-'-’(Ek) (k=1 2, )
(0) (4]
11 résulte de la forme des expressions w*, w™~1 que 'intégrale quel-
conque du systéme (&) peut ére présentée au moyen des équations de
la forme suivante: '

r=1,2,...,

Z=@@), %= @®, %), ..oy Tp=@u(®, %y ..oy )
que nous écrirons d'une fagon condensée
(12) G = Drlgr),

en désignant par g et g les points de l’espace By:
O = (@) Ugy ooy W)y Jo= (T Yoy - vy W)

Imaginons maintenant dans lespace G, défini par la formule (7),
un point fixe d’ailleurs arbitraire

(13) go =(w“1u37ug:---)
et un point quelconque
(14) 70 = (&, %, Uy, ...).

Or, d’aprés le théoréme d’existence de la théorie d'un systéme des
équations de Pfaff en involution, on peut déterminer, d’'une infinité de
maniéres, la solutmn (12) du systéme (&) tellement qu’il soit §x = an
pour g, = g3, ot g} et 71 désignent les points de espace B; déduits respe-
etivement des points (13)‘ et (14). Soit
(18) Tx = V(g T7)
la solution demandée. Nous pouvons la choisir de maniére que les équa-
tions (15) contiennent les équations

Fror = Pi1(Gr1y Fio1)
de 1a solution choisie pour le systéme (&z_y).
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Ep appliquent ce. raisonnement aux systémes (&) pour % =1,

2,3,... on arrive & une solution analytique déterminée du systéme infini
(#) composé des équations (B,) et (B,) (r = 1,2, ...); nous la désignerons
par la notation

(s) - 7g="9,7.

Cette solution est telle qu’elle fait correspondre 4 chaque paire des
points g et 7 de I'espace G un troisiéme point déterminé du méme espace.
Nous convenons de dire que la fonetion ¥(g, §°) définit le produit §,-¢
en écrivant ‘

(17) S (XL

Si le point §, parcourt ’espace @, I'équation (16) donne ’ensemble

des transformations qui laissent invariantes les formes différentielles
©, @, @) . N -
w*, @™, o™, ... Il existe done un point < & tel qu'en posant j° = ¢ dans

(16) on obtlent une transformation identique; on aura par suite
eg=g.

11 en résulte aussi qu’a chaque pomt 7° @ correspond un. autre point
‘P tel que la transformation § = ¥('g°, ¢) soit 'inverse de (16); nous
le désignerons par la notation '§® = (7°)-1. On voit d’aprés cela que
Popération (17) jouit des propriétés énoncées dans la thése du Théoréme
1 dont la démonstration est ainsi achevée.

Aux équations du systéme (&) composé des systémes (B,) (r =0,
1,2,...) du numéro précédent nous donnerons le nom d@équations de

défimition du groupe infini ¢ et les équa.tlons (9), (10) et (11) seront appe-
lées ses équations de structure.

95. Constantes de structure. Remarquons maintenant que de (17)
régulte 'équation suivante:
got =g
on voit done que le point §° dans (16) peut &tre déterminé de maniére
que cetite transformation applique un point arbitraire g de l’espace &
sur un autre point arbitraire § de cet espace. L’équation (16) détinit done
des transformations agissant transitivement sur I'espace @. On en conclut
© ®
que les invariants Oy et C’,1 —!, définis au moyen des équations de
structure, ont des valeurs eonstantes
Nous voyons ainsi que les équations de structure du groupe G con-
tiennent une infinité des systémes de constantes:
N © O, O 0
(18) 71'1;,7‘8, Ohouy Qi C;f,“ G;.,,r o(r=1,2,..);

nous les appellerons les constantes de structure du groupe infini' G.
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Rappelons que les constantes de trois premiers de ces systdmes sont
liées par les relations (2) et (2'); nous nous proposons maintemnt d’éta-

blir les relations auxquelles sont assujetties les constantes GM et O'
Différentions & cet effet ley équations (9) du premier systéme des
équations de strueture; on obtient ainsi les équations suivantes:
U] & ) (0 (0 (l), )
a;,o,,[dw ] —af [ ’ﬂdw"]—i—GM[dw“w 1=0.

Nous y remplacerons les différentielles dco"" par leurs expressions

z( ) ; (1) @) t(o) N (VR (]
%713 o[w ow °]-|—a,11,[a) 1)"] +'2‘oq [0°0’],

donneés par les équations (10) du n° 94, et les d(:;" par les expressions
0 © © ©@©
a, [0 ]+ 03[0
tirées des équations (9).
Bn changeant convenablement les indices et en ralliant les termes
semblables on trouve la relation suivante:
o . @ © @ O 00 @ o
(y,ojoa,ho,,—l— B Bigys) — “w“JoM[“’ 00/ 00" |- (@, 0% —
© (l) @. ©(@© © O ) (°) ()]
— By 0;%,) [ 010" 0" ]+ (@5, Cos®+ iy, Ol
0 (1) © (9 ©) (0) © ©. © OO
+a'hot7 pg 04 G&u 90 +02 on +G Ou;) [wqwu(’)#]m
om0 @ @ o,
(a’hn/t go' +a’hog cr/"f'a’hoaol‘g)[wem [ 0] = 0.

8i lon tient compte des équations (2) et (2'), cette relation se simpli-

@), - . .
fie et, les formes @° et o' Stant indépendantes, on en déduit en suite
les relations suivantes:

(0) 1) ©) (l) () (1) (0)”(0)
(19) “hou qv°+a’hog uuo+a'hoa' yg +Glyoga+
© @O (© "(0)11
'I"O).g a]‘+ol 0 =
© (0 (0) 0 o © ”
(20) a’houow + ahog 0:1/: + a’hoaa =0.

Pour obtenir les relations vérifiées par d’autres systémes des con-
stantes de structure il suffit de différentier successivement les équations
(10) et (11) (r =2,3,...). " ~ o

Le groupe abstrait que nous avons ainsi défini sur P'espace G sera
désigné par la méme lettre G.
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96. Représentations d’un groupe infini abstrait. Soit ¢ un élément
arbitraire de @; la formule @ = ga définit une transformation  ana-
lIytique S, agissant de gauche sur les points de @; si g parcourt I’espace
@, les transformations 8, engendrent un groupe &, opérant transitivement
sur @ et isomorphe au groupe ¢. De méme 1’équation Z = ag conduit
A un second groupe des transformations egissant transitivement sur les
points de ¢ et isomorphe & G. Nous dirons que ces deux groupes sont des
représentations fidéles du groupe abstrait G et mous leurs donnerons
les noms de premier et de second groupe des paramétrés du groupe infini
G; les coordonnées du point g (n° 93, équ. (8)) seront appelées les para-
metres des transformations de' @, et @,.

La notion d*une représentation du groupe infini G peut é&tre géné-
ralisée. Soit ¢’ un groupe des transformations analytiques opérant dang
Pespace numérique & N dimensions; si- entre les éléments de G et de @
il ¥ & une correspondance biunivoque et §i ces groupes sont isomorphes,
on dit que ¢ est une représentation fidéle de G ou que G est Vespace du
groupe G'.

5i Ton peut établir une correspondance biunivoque et isomorphe
entre un voisinage U de 1'élément-unité ¢ de ¢ d*une part, et les transfor-
mations dans un voisinage de la transformation identique d’un pseudo-
groupe infini @, d’autre part, on dit que @ est une représentation locale
dans U du groupe infini G.

9%. Propriétés d’un groupe infini de Lie. Soit g = (z, ug, %y, ...)
un point de lespace G- Imaginons une suite infinie

i

F =, Ty Iy Iay ooy Loy
des vecteurs contravariants dont le premier est tangent en z &4 V*, le
vecteur f, (r=20,1,2,...) étant tangent en u, & Pespace du groupe
linéaire I, de la suite (4). Nous dirons que J est un vectour tangent en g

& Despace ¢. De méme nous dirons que la suite tronguée (f , fo, ceey f,)
est un veclewr tangent au point b, = (m, uy, uy, ..., %,) & Degpace fibré
B, de la suite (6).

Les vecteurs tangents en ¢ & ¢ forment un espace vectoriel & une
infinité de dimensions tangent & G; nous le rapporterons & un repere R,
qui est le produit des repéres des espaces vectoriels tangents respective-
ment en @, Uy, %y, ... & V", I, I'y,... En orientant d*une maniére arbi-
traire ces repdres-on obtient une orientation du repére 'R,. Ajoutons
qu’au repére R, correspond un repére dual R}, formé des vecteurs cova-
riants (n° 32).

Congidérons en particulier un repére orienté R, tangent en ¢ & G
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une transformation 8, (ac@) du premier groupe des paramstres (n® 96)
fait correspondre au repére R, un repére orienté R, tangent en a i G.
Le point a pouvant étre pris arbitrairement on obtient ainsi sur G un
champs B des repéres tangents orientés. Nous dirons que deux veeteurs
tangents & G en deux points queleonques sont égaux, s'ils ont les mémes
composantes par rapport aux repéres du champ R, attachés & ees points.
On. voit bien que 1’égalité des vecteurs est indépendante du choix de re-
pére tangent en ¢ & @. Le paralldlisme des vecteurs tangents & G étant
ainsi établi nous pouvons énoncer le théoréme suivant:

TEHOREME 2. L'espace d'un groupe infini est parallélisable (cf. n® 33).

En méme temps nous avons démontré un’second théoréme qui ré-
sulte du fait que tous les facteurs du produit (7) sont des variétés orien-
tables:

THEOREME 3. L’espace d'un groupe infini de Lie est orientable.

TaROREME 4. Les éléments dun voisinage quelconque de Délément-
-unité dun groupe infini de Lie sont des générateurs de ce groupe.

On démontre ce théoréme de la méme maniére que le théoréme ana-
logue dans la théorie des groupes finis de Lie (v. n 38).
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