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Un raisonnement tout pareil & celui qui nous a conduit & établir
Pespace fibré B, permet de montrer que sur B, peut &tre con_struit un
espace fibré principal B,, de groupe de structure I'y, tangent & B, et que
cet espace peut &tre muni d'une connexion affine L, dont les équations
de structure peuvent &tre mises sous la forme suivante:

(2), @) o @. ., u
Aot = al, [dus® w T+ 3 T35 [0 0]
ou encore sous la forme équivalente

(Z)-i (2)' (ﬂ)h 2 (3) ks PN
do™t = ait,[0™ "]+ T30 [0 0],

(3) . . .
les o™ désignant des formes différentielles linéaires définies dans tout
® @ .
Despace By; les Ty1 = —T;71 sont les composantes de la torsion de IL,.
60. Connexions prolongées (suite). Nous avons vu au n°49 que
les groupes associés & un groupe linéaire I' forment une suite

(54) I, Tyy..., Ty ...

qui peut étre finie ou infinie; en poursuivant nos raigonnements nous
pouvons montrer qu’s la suite (54) correspond une suite”

(55) B,Bi, By, ..., By, ...

des espaces fibrés principaux dont echacun est tangent & celui qui le pré-
céde, le groupe de strusture de B, étant I'.. L'espace B, peut &tre muni
d'une eonnexion affine L, dont les équations de structure peuvent é&tre
éerites comme il suit: :

(’\h (')h (r+1) .
dp'r—1 = ai;[z—l [ w‘lvrwll] +

(]
3T

k}?r_l [0 o],
) (r-+1) - .
les o'-1 et ley o™ désignant des formes différentielles lindaires définies
(6] (6]
dans tout 'espace B,; les Tylr-1 = —T.-1 composantes de la torsion

de L, sont des invariants différentiels de l'espace B,.
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CHAPITRE V

CONNEXIONS CLASSIQUES

Le présent Chapitre, divisé en cing baragraphes, est consacré aux connexions
dont les groupes de structure sont les groupes linéaires classiques. En appliquant le
raisonnement général développé dans le chapitre précédent je considére successive-
ment la connexion linéaire, unimodulaire, euclidienne, weylienne et symplectique.
Dans ces exposés, conformément au but principal de la géométrie différentielle, passe
au premier plan la recherche des invariants différentiels dont on puisse faire usage
pour résoudre les problémes d'équivalence. Pour atteindre ce but j'emploie la mé-
thode suggérée par les travaux d’E. Cartan sur les groupes continus et finis (v. par
exemple [6]); cette méthode, qui peut aussi stre appliquée & la théorie des connexions
(v. 8. 8. Chern [16]), permet de déduire d’une connexion, dont le groupe de strit-
cture est un sous-groupe quelconque de G% (n,R), d’autre connexions du méme groupe
de structure. En ge servant de cette méthode on montre que d'une connexion linéaire,
unimodnlaire ou symplectique peut 8tre obtenue une suite infinie des connexions
que j'appelle connexions prolongées; ceci trouve une application dans la théorie
des groupes continus infinis en montrant ainsi un lien entre les théories de conne-
xions et des groupes infinis de Lie.

En terminant ce chapitre je considére (n® 81) I'intéressante connexion dont le
groupe de structure est le sous-groupe commun aux groupes O et Sp(n).

§ 1. Connexions linéaires

61. Définition. Une connexion affine définie dans une variété V*
st dite linéaire, si son groupe de structure est le groupe GL(n, R) repré-
senté par Pensemble des matrices régulidres [a%].

62. Connexion linéaire sans courbure. Pour établir les fondements
des connexions linéaires nous appliquons les raisonnements du n° 51.
Imaginons pour cela une variété V™ (') munie d'un recouvrement et en-
visageons dans un voisinage quelconque U; du recouvrement le champs
de repdres naturels (n° 32) formés des vecteurs contravariants. Soit R,
le repdre du champs attaché A un point ze U;. En agsujettissant les ve-
cteurs, dont R, est formé, aux transformations du groupe GL(n, R)
on. obtient un ensemble de repéres Ry = uR; (ueGL(n,R)) tangents
en z a4 V" .

(*) Dans tout ce Chapitre et deux chapitres suivants les variétés et les fonctions
dont il sera question sont supposées 0.
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Supposons maintenant que # appartient & deux voisinages U; et U,
du recouvrement. On aura alors en ce point deux systémes de coordonnées
locales @} (en Uy), a7 (en U,) et deux ensembles de repéres tangents R
et Ry (u;, uyeGL(n, R)). Soit yy;(») la matrice [0x}/02}]; comme elle est
un élément du groupe GL(n, R) vérifiant les équations (4) du n° 51, elle
nous permettra d’établir sur V™ un espace fibré B tangent & 7™. Conve-
" nons pour eela de regarder (x, u;) et (z, u;) comme le méme pojnt d'un
espace B, si les deux éléments u; et u; du groupe GL(n, R) satisfont & la
condition

U = 5 (@)%,
autrement dit, si en vertu de cette équation est verifide 1’égalité R =
= RY (cf. n° 51).
Maintenant, en appliquant le raisonnement tout semblable & ecelui

du pn° 53, nous pouvons munir tout espace B d’un gystéme de n formes
différentielles linéaires w*; si U est un voisinage quelconque du recouvre-

ment de V™, les o sont définis dans le voisinage U XGL(n, R) de B

par les formules
®
ol les ©° désignent des formes différentielles lindaires et 1ndépendantes

données dans U.

Les équations (1) permetitent d’établir dans 1’espace B une conne-
xion affine dont les équations de structure g'obtiennent en prenant la
différentielle extérieure de (1). On aura ainsi les équations

2

o = g, 0,

Aot [m0"] = 3T [0’ 0] (T3 = —T33),

ot les x} sont définis par les formules suivantes

(3) me = —bday,

ol [b2] est I’inverse de la matrice [a}], ou par les formules équivalentes
®) o} = -

les Ty, eomposantes de la torsion, sont des fonctions déflmes dans le
voisinage U XGL(n,R) de legpace B,

La courbure de la connexion est donnéde par les formules

__a,éf

2% = dn+ [wnt) .

(équ. (30) du n° 53); en y portant les expressions (3) on obtient 2 =0,
d’otr il résulte

(4) dnt = —[mnt].
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En résumant nous pouvons done énoncer le suivant

THEOREME 1. Sur toute variéié conneme V*, de classe C°, peut ére dé-
terminé Vespace fibré tangent de groupe de structure GL(n, R), muni @une
conmexion linéaire sans courbure.

Nous désignerons par la notation I, la connexion définie au moyen
des équations (2); comme elle est & courbure nulle, dans ehaque section
locale de ’espace B peut &tre établi le pa.ralléhsme absolu déterminé par
la connexion (v. n®57).

Il est évident que la connexion linéaire I, est liée intrinséquement
4 Despace fibré B; par conséquent les composantes Ty de sa torsion
sont des invariants différentiels du premier ordre de cet espace. Comme
cey invariants sont fonetions des coordomnées dw point b = (=, [a%]),
leurs différentielles s'expriment au moyen des formes w* et des diffé-
rentielles daj; en tenant compte des formules (3') on peut done éerire

(5) alsy = (T3, 0 + (Timonds

les coefficients de cette formule sont des invariants différentiels du se-
cond ordre de l'espace B. Soit I 'un quelconque de ces invariants; en
le différentiant on obtient la formule de la formé suivante

(5 al = 1,0’ +I5n8

dont les coefficients sont des invariants du troisiéme ordre. En pour-
suivant ce procédé on obtient ainsi une suite infinie des invariants diffé-
rentiels de Pespace fibré B.

63. Connexion linéaire sans torsion. De la connexion linéaire sans
courbure on peut déduire une infinité d’autres connexions linéaires en
ajoutant aux formes (3) des sommes 7, o, ol les Z,’j,l sont des fonetions
quelconques définies dans le voisinage UXG@L(n, R) de l'espace B (v.
la fin du n°53).

8i I’on. pose

(6)

les équations de strueture de 1'une quelcongue de ces connexions prendront
la forme suivante

(M
ol
(8)

* * 5t A
wy = m+ 0",

do*+[w)0"] = 385 [0} 0"],
St = T+ Bu— .

Les formules (6) contenant des fonetions arbitraires il est bien clair
que les connexions ainsi définies ne sont pas, eh général, 1iée§ mtx-‘m-
sdquement & ’espace B. Pour trouver parmi elles une connexion bien
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144 CHAPITRE V. Connexions classiques.

déterminée nous nous proposons de choisir les indéterminées ¥, de telle
‘maniére que la torsion de Ia connexion cherchée soit nulle: §;¥ = 0.
Parmi les choix possibles il -y & un bien déterminé:

by = T35
on aura alors .
9) o = T
et les équations (7) deviendront maintenant
(10) do+[wio"] = 0.
En les différentiant extérieurement on obtient
[dwj 0] —[w)de"]= 0;

8i Pon y remplace do" par son expression —[wfw'] tirée des équations
(10), on trouve

[do), "1+ [ofwio*] =0
ou, en changeant dans le premier terme lindice y en A,
[(dwj{—l— [me’,{])co‘] = 0.

Si Pon se reporte 4 la formule pour les composantes du tenseur de
courbure

(11) 27 = dowi+ [0, of]
n° 54, équ. (23)), la dernidre équation devient
(12) [Qo']l =0.

Nous avons ainsi déterminé une seconde comnexion lindaire lide
intrinséquement & I'espace fibré B; nous la désignerons par la mnotation
L,. D'aprés (9) cette connexion est définie globalement dang l’egpace B
et par conséquent les' formes quadratiques QF sont lides invariablement
4 B, leurs coefficients étant des invariants différentiels du second. ordre;
il résulte des formules (11) et (9) que ees invariants s'expriment ani moyen
des composantes T, de la torsion de la connexion L, et de leurs déri-
vées. Il g'en suit que Pensemble d’invarianty différentiels de ’espace B
est composé des composantes de la torsion de la eonnexion I,.

Les considérations précédentes permettent d’énoncer le suivant

TekorEME 2. Sur towte variété connexe de classe 0™ peut étre déter-
miné Vespace de groupe de structure QL{n, R) munie globalement @

4 4 UNe conne-
xion L, & torsion nulle.
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64. Connexions linéaires prolongées. Do la cormexion L, détinie
au n° 62 on peut déduire une infinité de connexions linéaires en faisant
sur les formes =} qui figurent dans les équations (2)

Ao+ [m0"] = 3 T3 0" "]
du n® 62 une substitution
(13) o), = a4+t o’

dont les coefficients ¢, sont symétriques en leurs indices inférieurs;
remarquons que cette substitution n’altére pas les composantes T3 de
la torsion de IL,. Les équations (2) peuvent done s’écrire

(14) do*+ [0} o’] = T30 "],

Les équations (13), complétées par les équations 'w* = w*, forment
Densemble de transformations d'un groupe linéaive I'y, de dimension
m, = ni(n+1)/2, qui est le premier groupe associé au groupe GL(n, R)
(n°® 49). On en conclut, d’aprés le résultat général obtenu au n° 59, que
sur l’espace B peut &tre défini un espace fibré B,, de groupe de structure
I';, tangent & I'espace B et que, par suite, B, peut étre muni d*une conne-
xion linéaire (premiére connexion prolongée). Remarquons d’abord
qu’un point b, de l’espace B, a les coordonnées (z, [a3], t;;) et que les for-
mes (13) sont définies globalement dans B,. En les différentiant exté-
rieurement on trouve

A} = A+ (A 0™+ £ do’.
Si I'on tient compte de P'égnation (2) et de I’équation (4) du n° 62,
1a derniére relation peut étre ramenée & la forme suivante
o

(15) dwy, = [dt; o'— [ymn] + K, [wgw®]+ 1T w'e’]

(O] " @) Y

(Tad+ Tk = 0),
ol les coefficients sont des invariants liés & legpace B,. Cette équation
peut étre présentée sous une forme abrégée, si ’on pose
(16) iy = G+ E g, 0l

et que P’on remplace dans (15) les différentielles dt;, par leurs expressions
tirées des relations (16); on obtient alors les équations de structure de
la premidre connexion prolongée sous la forme suivante

0]
(17) Ao’y = (w5 0" — [l + 3 T [w'e’].
10
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On en déduit d’autres connexions prolongédes, si Pon remplace les
formes =, par les formes w}; définies par les formules

(18) w:l = 7!;1 '1— tjii.v o' H t;ﬁlv =t;1/ﬂ 4
On aura alors

Aoy = [(u:,lml:l— [Ez A B Y [o*a®].

Les équations (18), complétées par les transformations identiques
‘0" = w*, forment P'ensemble de transformations dun groupe linéaire
T, (le second groupe associé au groupe GL(n, R)); sa dimension est égale
au nombre %n°(n-1)/2 de paramdtres arbitraires i, = ¢.,;. Ce groupe
permet d’établir sur B, un espace fibré tangent B, de groupe de stru-
cture I'y; B, peut étre muni d’une connexion affine dont les équations
de structure auront la forme

Aoy = [wj, 01— [7eml]+ § T [0%0°];

on les obtient par un méme procédé que plus haut.

En poursuivant ees raisonnements on peut montrer par induction
qu'au groupe GL(n, R) peut &re associée une suite infinie de groupes
linéaires

Iy ayoooy Iy
la dimension de I', étant égale & n™*'(n+1)/2. De méme, & Paide de ces
groupes, peut &tre déterminée une suite d’espaces fibrés

By, Byy ...y By, ...

dont le premier a pour base la variété V" et dont chacun des suivants est
tangent & celui qui le préeéde. L'espace B, peut étre muni d'une conne-
xion affine dont les équations de structure s'éeriront

A0y 2y = [ 3y 1= (WG] 4 T i (0007,

65. Connexiqn linéaire sans courbure et torsion. 1 était sousentendu
dans les considérations précédentes que la torsion de la connexion définie
au n° 62 soit différente de zéro. Supposons maintenant qu'il soit Ty = 0.

Or, d’aprés Ia geconde des équations (14) du n° 53 on a

Tii = biaiap2[6°6"],
olt les coefficients p;? sont définie par 1’équation
a0® = }p,2[6°6r].

De I’hypothése Ty = 0 résulte done qu'il doit &tre d@° = 0. On
en conclut que dans chaque voisinage d'un Tecouvrement, convenable-
ment choisi, de la variété V™ puisse &tre choisi un systéme de coordonnées
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locales tel qu’il soit @° = dz® et que, par suite, les formes (1) deviennent
(19) o* = ayda®.

Remarquons encore que d’a,prés (2) et (4) les équations de structure
de la connexion envisagée ont la forme suivante:

(20) do"+ [ 0"] =0, dni+[aimt] =0.
Comme les équations (19) et (20) sont, abstraction faite de notations,
identiques aux équations (42), (44) et (45) du n° 50, il en résulte que la

variété V", munie d’une connexion dont la torsion et la courbure sont
nulles, est localement un espace affine basé sur le groupe GL(n, R).

66. Compléments. Nous reviendrons ici 4 la eonnexion L, & torsion
nulle pour expliciter en coordonn¥es locales diverses formules et relations
qui au n° 63 ont été présentées relativement & un repére arbitraire dans
D'espace fibré tangent & la- variété V™.

Supposons pour cela que sur un voisinage U de V" soit faite 1a section
locale 8, , ¢, étant I'élément unité du groupe GL(n, E): «f = &; la
formule (1) devient alors o = @”. Supposons encore que l’on ait choisi
les ¢oordonnées locales dans U de maniére qu'il soit & = d2* en un point
déterminé x¢ U; on aura par suite

(1) o* = da*.

Les formes de la connexion o), définies par les formules (9), s’ex-
primeront dans la section envisagée au moyen des coordonnées du point x;
on peut done poser

(22) o = I de,

ua

ot les I',; sont fonctions du point z. En portant les expressions (21) et
(22) dans les équations de structure de la connexion I,

do*+[w,0"] =0
(n° 63, équ. (10)) on obtient

" lde*dn'] = 0,
d’ot il résulte que les Iy, sont symétriques en leurs indices inférieurs
(23) I, =TI,

Considérons maintenant dans le voisinage U un champ de vecteurs

contravariants X = {X"} et la différentielle absolue de la composante
X* caleuldée au point x; d’aprés équation (26) du n° 55 on aura

(24) DX* = dX*+ ol X"
on
(24) DX =aX*+ It X "
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Cette formule peut s’écrire

ax
A VAR il v,
DX*= (——W +TAX ) i’

Pexpression en parenthéses porte le nom de dérivée covariante de la
compogante X* et on la désigne par la notation

X

(25) VX = ——
: il

+ waX" .

On trouve facilement & Paide de Véquation (27) du n® 55 une formule
analogue pour la dérivée covariante des eomposantes d'un vecteur cova-
riant
, Y,

(257 VX, =a—mf— —IgY,.

Les deux formules ci-dessus se généralisent facilement pour le cas

d’un tenseur arbitraire; on a par exemple la formule suivante

047
0x”

- . T v
V,4f = — To Ay —Th A +T5 4.
pour les dérivées covariantes des composantes d'un tenseur deux fois
covariant et une fois contravariant.

Imaginons qu'on a introduit dans U un nouveau gystéme arbitraire
de coordonnées locales 2. Nous aurons les équations

DX* = aX*+@pX*, o = I%d%".

TLes différentielles absolues DX* étant les composantes d'un vecteur

oz*

contravariant infinitésimal on a DX* = ™
%

DX* ou

0z"

dX"-]—]:Z”X-“di" = P)

— (X L T% X" da?).
Si 'on tient compte des formules
i "

X"—WX‘ et A7 = oo @,

la derniére équation devient

i =, 07" 07" oz 7
alZ: x e R 0%
(am; X ) i gt 5 X 0 =g X+ o DL X
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ou .
oz” 02" 0T 0" —
gty S drr 220 e yra
oz’ T a0 " + oz 0z’ X" do
liie lil
_— dX}h el 23 <P o )
oz’ + oz’ T X"as

Si dans le dernier terme du second membre on change le role des
indices A et m, il en résultera la relation

%" 07" — om0,
o7 0w ' dwow 0w
oz’ 9"

et en sommant

En multipliant ses deux membres par 9 5
par rapport & A et » il vient, en vertu des identités

oz o 0z" 0x”
= T = =0
w0 W
Péquation suivante '
07" 0" 0" o’ 9" 0"

(26) r,=

9™ 0% 05" 0%° 0% 0x'0u’

Cette équation exprime la loi d’aprés laquelle se transforment les
paramatres I'7, de la connexion lindaire & torsion nulle pour un changement
arbitraire de coordonnées locales. On la présente fréquemment sous une
forme un peu différente que I’on obtient de la maniére suivante. Diffé-
rentions par rapport & »* lidentité

0T 0x”

on trouve
o2 o 0% 0 (696‘) —
0’0y’ 9z° = 0" dx” \ 0T’
8i on multiplie les deux membres par 8x*/07° et que l'on somme
par rapport & A, on en déduit
0z 0w 0%” %" 0 (650") oo’
% 0% 0w ox | 0w 0o \0F°| 03°

ou

oot 0° 0% 0% 0%
77° 0% owtow’ 0« 9%°0F°
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et 'équation (26) peut maintenant s’éerire

- i A v P »
(2n) o 0z" 0" 0" . 0% 0%

“ = 50" 07 07" * " 0w’ 05°0%°
I résulte de cette équation la relation suivante

—ﬂ _’(
Pea_rue =

e,
Ay

ox* ( 02*0x"

oz 02 0’
oo™

0%0z° 07 07

comme lexpression en parenthéses est antisymétrique et le coefficient
I7, est symétrique en les indices 1 et », il vient f‘;‘a = 1—“;‘(,; on voit done que
la propriété des coefficients I, exprimée par la relation. ( 23) est indépen-
dante du choix des coordonnées locales dang le voisinage U. '

Nous allons maintenant calouler en coordonnées locales leg ©ompo-
santes du tenseur de courbure de la connexion linéaire & torsion nulle,
D’aprés les équations (11) du n°63 on a

@& = dwi+ [wfol];
si Uon y porte les expressions (22), on obtient

(28) Q) = $Rilde’dn"]  (Rys+Ry = 0),

oli on a posé
n
or, 2

(29) I _ 00
Oz il

Ry — + I TG —T5I2;

e ¥
les Ry sont appelés composanies dw tenseur de courbure en coordonnées

locales. Bi I'on porte les expressions (28) et (21 i
dans 1’
n° 63, on obtient la relation e banation (12) dv

Ry ldo'dade’] = 0,

d’ol
(30) Bju -+ R+ Byze = 0,

cette équation étant vraie dans tout systéme de coordonndes locales

Le tenseur de courbure admet deux tenseurs contractés .

(31) Vie=Rji; et R, =R

dont le premier est antisymétrique en ses deux ind

porte le nom -de tenseur de Ricoi. 1668 et dont le second

52 67. Définition et structure. 151

§ 2. Connexions unimodulaires

67. Définition et structure. Supposons qu’une variété V", munie
d’un recouvrement, soit la base de 1'espace fibré tangent B dont le groupe
do structure est le groupe unimodulaire SL(n, R) (n° 46); les connexions
dont Tespace B peut étre doué s'appellent connemions unimodulaires.

En appliquant le raisonnement général du n° 53 nous pouvons dé-
terminer dans l'espace B un ensemble de n formes différentielles liné-
ajres o qui dans un ouvert UxSL(n, R), ot U est un voisinage quel-
conque de V", ont la forme

(1)

les @° étant des formes différentielles linéaires définies dans U en eoor-
données locales.
La différentiation extérieure des équations (1) conduit aux relations

% KO0
" = a,0°,

[a;]e SL(n, R),

2) o’ + [ 0"] = $T5i[o’0"],
ol w% = —Dbidal sont des formes différentielles définies dans Tespace

du groupe SL(n, R); @’aprés Péquation (19) du n° 46, ol les notations
sont différentes, les = vérifient la relation

3)

= 0.

Les équations (2) définissent dans Pespace B une connexion unimo-
dulaire dont la torsion a pour composantes les fonetions Ty = —Tji
du point de Despace B. La courbure de la connexion est donnée par les
formules
Q= dny - [75mi s

¥
§i Pon y remplace le =% par leurs expressions données plus haut, on trouve
Q5 = 0.
De cette connexion & courbure nulle on peut obtenir dans B d’autres
connexions unimodulaires en remplagant dans les équations (2) les formes
de structure =} par les expressions

(4)
ott les coefficients 7, sont des fonctions définies dans Pouvert U X SL(n, E)
et vérifiant les relations
(5)

il en résulte que les formes o) de chacune de ces nouvelles connexions

satisfont & la condition

(6) wy=0.

* x A
w)y = 7w+,

ba =03
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Posons Iy, = §T:i—1,, ol les I, sont des fonctions satisfaisant
aux econditions I, =I5, I, = 3Tyl dailleurs arbitraires. Un caleul
tout semblable & celui du n° 63 permet de montrer que la torsion de la
nouvelle connexion est nulle. Les coefficients 75, n’étant pas complétement
déterminds cette comnexion n’est pas intrinséquement lide & I’espace B,
contrairement & ce qui se passe dans le cas des connexions linéaires géné-
rales.

En revenant aux équations de structure (2) de la connexion unimodu-
laires & courbure nulle faisons sur les formes /7, la substitution

(7 o) = M-t 0%,

dont les coefficients sont des indéterminées vérifiant les conditions #; =
=1}, fi; = 0; cette substitution n’altére pas les composantes de la
torsion. En complétant les équations (7) par les équations identiques
'w* = o* on obtient les transformations d'un groupe lindaire I', qui est
le premier groupe associé au groupe SL(n, R) (n°49); sa dimension m,
est égale an nombre des paramétres arbitraires ¢7,: m; = n*(n+4+1)/2—mn.
11 en résulte que sur 'espace B peut étre construit un espace fibré tangent
B, de groupe de structure I', (n° 59). En poursuivant les caleuls d’une ma-
niére analogue aux raisonnements du n° 64 on peut montrer que les grou-
pes lindaires associés au groupe SL(n, R) forment une suite infinie

SL(n,B), I}, Ty, ..., Ty ...

eb que, & 'aide de ces groupes, peut &tre déterminée une suite des espaces
fibrés

B,B, By, ..., B,,...

dont le premier est tangent & V" et dont chacun des suivants est tangent:

3 celui qui le précéde.

67 bis. Propriétés. 1° Considérons Pune queleonque des connexions
unimodulaires dont la structure est définie au moyen des équations (4) et
(6). IL est facile de voir que la courbure *

QF = doji+ [wiwi]
de cefte connexion vérifie, en vertu de (6), Ia relation suivante
(8) Z=0.
2° Supposons maintenant que dans un voiginage U de la variété

V™ soient don.ués' 7 champs du vecteurs contravariants indépendants X, .=
= (X7} et considérons le parallélépipdde P construit sur les veecteurs

-

— —
. ) .
X1y Xy, .0y Xy, 183us d'un point 2¢ U; nous donnerons le nom de mesure

i:ms
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dw volume de P au déterminant |X2|. Cette mésure, affectée d’un signe
qui change, si on fait une permutation impaire sur les vecteurs dont P
est formé, est done égale & Vexpression

1
Pm...n —_ "n_'X?'-Xé .X:]
gqu’on peut regarder comme l'une des composantes du n-vecteur
143 0, 1 f*1 Yo *p]
(9) P =WX1 X, Xl

inversement, si Pon se donne un n-vecteur arbitraire, ses composantes
peuvent toujours &tre mises sous la forme (9). Si en particulier on choi-

sit les vecteurs X, de manidre qu'il soit P = 1 en tous les points de
7™, on dira que la variété V" a été douée d’une unité de volume. Nous
allons montrer que cette définition de l'unité de volume est indépen-
dante du choix des ecoordonnées locales. Pour simplifier les caleuls nous
nous bornerons au cas n =3, le raisonnement étant général.

Or, considérons la différentielle absolue du trivecteur P, Qaprés
la formule (28") du n° 55, qui peut &tre facilement généralisée, on a

I)Pma — dP123+ m;PgZS_‘__ OJZPMS‘{— wgPIZQ

ou
DPIN e dP123+ wspua.

De la méme maniére on trouve la formule générale
(10) DP# = qP* 4 P,

d’ou il résulte, en vertu de (6), 'équation DP** = @P**. (Ceci montre
que I'équation dP* = 0 est covariante pour les ehangements des coor-
données locales dahs U et que par conséquent on a démontré le suivant

TuhorEME 1. La connexion unimodulaire admet une unité de volume.

Ce résultat suggdre le probléme suivant: supposons qu'une variété
V" soit munie d'une connexion affine arbitraire; nous nous proposons de
trouver les conditions pour que V* admette un n-vecteur qui soit constanst
relativement & la connexion envisagée, c’est-a-dire un n-vecteur tel que
sa différentielle absolue soit nulle; si une comnexion jouit de cette pro:
priété on dit qulelle préserve les volumes. Bornons nous au cas # = 3
en conservant les notations adoptées plus haut. D’aprés (10) le probléme
proposé revient & étudier les équations

(11) AP 4 P =0


Yakuza


154 CHAPITRE V., Connexions classiques.
que doivent vérifier les composantes du triveeteur cherché. En différen-
tiant extérieurement les équations (11) on trouve les relations

PMgol+ [0l dP] = 0.
8i lon tient compte des équations (11), ces relations deviennent
PGl =0

d’ou il résulte qu'il doit étre dw? =0, c¢’est-d-dire que la forme lindaire
¢ doit &tre fermée pour que la connexion préserve les volumes. on vé-
nﬁe facilement sur la formule £F = dof+[w,w]] que la condition
dod = 0 est équivalente & équation Q) = 0. Nous pouvons donc énon-
cer le suivant
THEOREME 2. Pour qu'une connexion affine préserve les wvolumes,
il faut et il suffit que son tensewr de courbure vérifie la relation 2 = 0.

§ 3. Connexions euclidiennes

68. Structure. Supposons que sur une variété V", munic d’un re-
couvrement, puisse &tre établi l'espace fibré tangent B dont le groupe
de structure est le groupe orthogonal O} ; les connexions affines dont B
peut &tre doué portent le nom de connexvions euclidiennes.

Pour obtenir les égquations de structure de ces connexions formons
un ensemble de n formes différentielles linéaires w* définies dans l’egpace
B (n°53). 8i U est un voisinage queleonque du recouvrement de V",
les formes " définies dans le voisinage U x O;F seront données par les for-
mules

(1)

ol les 6° sont des formes différentielles linéaires définies dans U, les a(u)

étant des éléments d'une matrice orthogonale et u désignant un point de

Pespace du groupe 07 dont la dimension est égale & m = n(n—1) /2.
Les équations de structure peuvent alors s'écrire de fagon

(2) dw* = af, [0+ 3 T 0 ]

(n® 53, équ. (14)), ol les af, désignent des constantes vérifiant les relations

o* = ay(u) 6%,

(h=1,2,...,m)

%
a‘hp+ a'%x =0

(n° 47, équ. (21)), les 7" étant des formes différentielles linéaires définies
dans Vespace de O;f. Posons

- A,
Wy = — Uy, T
en vertu de 1’équation précédente les 7, satisfont aux relations

miAnl = 0.

iom
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Si Ton utilise les formes =, les équations (2) prendront la forme
(3) Ao + [mrw'] = 3 T3 [0*e*].

Rappelons que la courbure de la connexion euclidienne définie par
les formes x;; est nulle (n° 56) et que les T, composantes de sa torsion,

sont des invariantes différentiels du premier ordre de l’eSpace fibré B

tangent & V”.
Le‘s équations (1) représentant une substitution orthogonale faite
sur les formes 6° définies dans un voisinage UC V" on a Péquation

Mg

(4)

IIMg

dont le second membre est une forme quadratique définie positive:
G2 d5”dx" (g4 = gz). Comme le premier membre de l’éqimtmn (4) est
défini globalement dans Pespace fibré B, il en résulte que la forme g,,do* do’
est définie globalement dans la variété V". Une variété differentiable V"
dans laquelle existe une forme quadratique définie positive est dite
varibté riemannienne. Nous pouvons done énoncer le suivant

THEOREME 1. La basé d'une connexion euclidienne est une variéé rie-
manienne.

Ce théoréme admet une réciproque. En effet supposons que dans une
variété différentiable V" existe une forme quadratique définie positive.
Dans un voisinage U C V" cette forme peut &tre décomposée, et d’une
infinité de maniére, en une somme des carrés de n formes différentielles
linéaires indépendantes. Si l'on part d'une déecomposition arbitraire
mais fixe en la somme des carrés de n formes @¢ définies en coordonnées
locales, la décomposition la plus générale s’obtient en faisant sur les 6°
la substitution Ia plus générale du groupe O; ; on arrive ainsi aux équations
identiques avee les équations (1). On en conclut selon les rajsonnemients
du n° 53 que sur V" peut &tre établi I'espace fibré tangent de groupe de
structure O; ce qui achéve la démonstration du suivant

THEORIME 2. Toute variéié riemanniénne peut servir de base dun espace
fibré tangent de groupe de structure O .

Draprés co qui précéde I'équation (4) peut étre écrite comme il suil

n

2, ()

n=1

(4") = gadueda’.

Cela nous montre que les coefficients g,, se transforment comme les
composantes d'un tenseur covariant d’ordre deux pour un changement
quelconque des coordonnées locales dans un voisinage arbitraire de la
variété V"; on le nomme tenseur métrique de la connexion euclidienne.
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Comme le premier membre de I'équation (4') peut &tre présenté sous la
forme 8,0’ les composantes du tenseur métrique par rapport au repére
local R sont les nombres 6,, (n° 32). Dans Pétude des connexions eucli-
diennes. on introduit aussi des grandeurs ¢* = g™ liées aux composantes
.2 Dar les relations

g"g!]zg — 6’; P

11 est facile de voir sur ces relations que, pour un changement arbi-
traire des coordonnées locales, les ¢* se transforment comme les compo-
santes d'un tenseur contravariant d’ordre deux; on leur donne le nom
de composantes contravariantes du tenseur métrique.

Remarquons que les formes o sont les composantes, par rapport

at repére Ry, du vecteur infinitésimal i tangent en 2 & V" (n° 53, équ.
(13)). Le repére RY étant orthogonal dans le cas du groupe O;f la longueur

L

ds de ce vecteur est donnée par la formule ds? = 3 (»*)? ce qui, en vertu
n=1

de la formule (4'), peut s’écrire
ds? = g, do*dx’.

Cette équation établit sur V" une métrique de la méme maniere que
le fait la forme classique ds* = Bdu?+ 2Fdudv+ Gdv? dans la théorie
des surfaces de l'espace ordinaire. 8i dans un voisinage de la variété V"
est donné un chamyp de vecteurs contravariants, la longueur X du vecteur

X de ce chamyp est définie par la formule
X =Vg XX

les X* désignant les composantes du vecteur X par rapport au repére natu-
rel. De méme le produit sealaire de deux vecteurs contravariants J_fl
et f, ‘est défini par la formule

X, X, = g.XiX;.

I’existence du tenseur métrique dans une connexion euclidienne
rend possible opération d’abaissement et d'enlévement des indices des
tenseurs. Supposons d’abord qu’en un point e V" soient donnés un vecteur
confravariant et un vecteur covariant, définis an moyen de leurs compo-
santes par Tapport au repére naturel: X*, Y,. Posons

X, =g, X* ot X =g"Y,.

icm

§3 68. Structure. 157

On a déduit ainsi d'un vecteur contravariant (eovariant) un veeteur
covariant (contravariant); on dit qu'on a respectivement abaissé et enlevé
lindice d’un vecteur. Si Ton applique P'opération d’enlévement aux
composantes X, obtenues plus haut en posant ¢*X, = g%, X° on
revient aux composantes X*. On a de méme g, Y* = ¥,. Cela justifie
la convention d’envisager les grandeurs X* et X, = g, X° comme les

composantes contravariantes et covariantes d’'un méme vecteur X. Cette
régle peut étre étendue aux tenseurs arbitraires. Sil’on se donne par exem-
ple en 4 un tenseur mixte aux composantes 4;' on en déduit les gran-
deurs suivantes:

Ay = G A2, AT =g047, AN = gU0.47
que ’on considére comme les composantes d'un méme tenseur d’ordre
deux. )

Remarque. D’aprés le théoréme de R. Whitney toute variété diffé-
rentiable peut &tre munie d’une forme quadratique définie positive;
on en conclut que sur toute variété différentiable peut &tre construit
un egpace fibré tangent dont le groupe de struecture est le groupe O .

69. Connexion riemannienne. En outre de la connexion euclidienne
sans courbure définie globalement l'espace fibré B admet des connexions
euclidiennes définies localement (n°53). Pour les obtenir nous ajoute-
rons aux formes x; dans les équations (3) les expressions de la forme I, o
dont les coefficients, définis dans UxO;, vérifient les équations
»

(5) Bt T =0.

Les n; doivent donc étre remplacés dans les équations (3) par les
expregssions

(6) S el = et
«qui, en vertu de (2) et (5), satisfont aux relations
(7) i+ off =0.
Les composantes de la torsion seront alors données par les formules
Sjt =Ty Va—Ta

ot les équations de structure de la connexion locale déterminée dans le
voisinage U xO; par les formules (6) s’écriront de la maniére suivante

(8) do"+ [wio"] = 38 [0t w”].
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Nous nous proposons maintenant de choisir les indéterminédes 7,
de maniére que la torsion 8;, s’annule:

9 T+ hu—

Or, en permutant cireulairement les indices x, 4, u dans 1'équation
(9) on trouve

l;u =0

14+, = 0;
si 'on tient compte de cette relation, les équations (9) deviennent
Tit4- T+, = 0.

Si Pon y permute deux fois circulairement les indices et que 1’on
ajoute les trois équations ainsi obtenues, on trouve ’équation suivante:

T4 T+ T+ 2T+ T+ 1) =
En rapprochant les deux -derniéres équations on obtient

(10) 2l = Ty~ T =T

et par conséquent les formules (6) s’écriront maintenant

(11) o = i (T Tl T of

On voit ainsi que les équations (9) aux inconnues 1y, admettent une
seule solution bien déterminiée et que, par suite, il existe dans 'espace B
une seule connexion euelidéienne & torgion nulle que ’on appelle connexion
riemanienne. Ses équations de structure ont la forme
(12) dr*4[wfe*] = 0;
les formes w; qui y figurent sont déterminées par les formules (11). Il
est facile de voir sur ces formules ‘que les formes w} vérifient les équations
(7); remarquons aussi qu’elles sont définies dans tout V’espace B puisqu’
elles s’expriment au moyen des grandeurs T;¢ qui sont des invariants
différentiels donnés globalement dans B.

En résumant les eonsidérations de ce numéro nous pouvons énon-
cer le suivant

TaiorEME 3. L'espace fibré de groupe de structure O tangent & une
variété C* peut éire muni de deun conmexions euclidiennes dont Pune est

& courbure nulle et Dautre & torsion nulle.

Remarque 1. Les deux connexions dont il est question dans le
Théoréme 3, étant définjes sur 1a base des mémes formes (1), elles sont
liées 'une & T'autre d'une maniére intrinsdque.

icm
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Remarque 2. Comme les formes (12') sont définies globalement

dans Pespace B, il en est de méme des composantes £ du tenseur de

courbure de la connexion riemannienne

(13) 2, = dwj+[w)ol]

(n° 54, équ. (23)). On en conclut que les coefficients de ces formes diffé-

rentielles quadratiques, qui s'expriment au moyen des invariants T;7

ot de leurs dérivées du premier ordré, sont des mva,na.nts différentiels
du sccond ordre de l’espace B.

?0. Propriétés des connexions euclidiennes. Envisageons I'une
queleconque des connexions euclidiennes définie da.ns un voisinage arbi-
traire U de la variété V" au moyen des formes (6) qui englobent le cas
d'une connexion déterminée loealement (I, arbitraires), celui d'une con-
nexion & eourbure nulle (I}, = 0) et le cas de la connexion riemannienne
(formules (12)).

Shpposons que sur U soit faite une section loeale arbitraire v = g(x)
(n° 52). Les o deviennent dans cetté section des formes différentielles

définies en coordonnées locales du voisinage U; on peut done poser
(14) o) = Iids*.

11 résulte des équations (7)

que les coefficients I';; vérifient les rela-
tions suivantes :

(15) Ta+I =

Rema.rquons que les formes (1) deviennent aussi des formes diffé-
rentielles linéaires définies dans U. Nous pouvons done choisir les coor-
données locales dans U de maniére qu’il soit

(16) o* = do*

en un point arbitraire ze U. En portant les expressions (14) et (16) dans
les équations (8) du n° 69 on trouve

I ldn’de'] = 385 [dz’ dx"],
d’ott il suit
Sip = Iry,—

Si 1a connexion est & courbure nulle on déduit de la mérre maniére
des équations (2) du n° 68 que sa torsion est donnée par les formules
(17)

Tif = Iia=Th;
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si enfin la connexion est riemannienne, les équa,tmns (12); (14) et (16)
conduigent aux relations

(7 - =L
Nous montrerons plus loin que les relations ci-dessus sont invaria-

bles pour un ehangement arbitraire des eoordonnées locales.
Supposons maintenant que dans le voisinage U goit donné un champ

de vecteurs contravariants X = (X®). D'aprés la formule (28') du n° 55
les différentielles absolues des composantes X* sont données par les for-
mules

(18) DX* = 4X*+ o} X*

Si DX* =0, on dit que le champ est formé des vecteurs constants
relativement & la connexion euclidienne. Les DX* étant les composantes
d’un vecteur infinitésimal contravariant (n°55) caleculons leurs ditfé-
rentielles absolues que nous désignerons par la notation D2X* On aura
d’aprés (18)

D2X* = 4(DX*)+ [w, DX]
ou, si l'on tient compte de (18),
DX* = dwi X'+ [4X 0] + [w}dX%] + [w} 0§ X*.

Comme le deuxiéme et le troisiéme terme du second membre se
détrnisent, il vient

DX = [dw}+ o} 03] X
ou, d'aprés (13),

(19) DrY* = 3 X*,
On démontre de la méme manidre des formules analogues.
(20) DY; =4Y,—oi¥,, DY,= -7,

pour les eomposantes ¥; d'un vecteur covariant (¥,) donné dans U et
les formules pour les composantes d'un tenseur arbitraire, par exemple
du tenseur covariant (4,,)

DA, = a4, — 84, — a2 d
D4, = —QA,—04,,

ne

(a1)
Si dans les équations ci-dessus on remplace les o par les expressions
(14), on trouve, entre autres; les formules suivantes:

Y,
02

ax
DX* = (-559- +I‘j{qXﬂ) dmg., DY, =( _pgey#) dee.
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En posant
. 0X* v o1 Y
(22) Vol = G HTRT' 7Y =2k Iy,
on aura

DX* = da®V ,X*, DY, = da®v ,¥,.

Les expressions V,X* et oY portent le nom de dérivées covarianies
des composantes X* et Y;. On voit sur les équations (22) que V, X" sont
les composantes d’un tenseur une fois contravariant et une fois cova.nant
pour un changement arbitraire des coordonnées locales dans le voisi-
nage U. De méme les dérivées covariantes des composantes AT ont la
forme suivante

04,,
(23) vd,, =—== Bt —IyA,—TIy,

Nous convenons de dire que la dérivée covariante d'une fonetion
scalaire revient & la dérivée ordinaire. Il résulte immédiatement des for-
mules précédantes que la dérivée covariante de la somme des tenseurs
ou du produit tengoriel obéit aux mémes lois que la différentiation
ordinaire.  Remarquons aussi que leg formules (18) — (21) sont valables
pour les composantes relatives & un repére queleonque tandis que les
équations (22) et (23) se rapportent seulement aux repires naturels.

En se servant de I’équation (18) on peut montrer de la méme ma-
niére qu’au n° 66 que, pour un changement arbitraire des coordonnées
locales dans U, les coefficients I'y, dans les formules (14) se transforment
selon les éqmations (30) du paragraphe précédent

=, _ 02" 0" 0o %" 0%’
" B om® 0" ” o 0%°0%"
d’olr
0z (00" 0x"  Oat Ou )
1% 23 N P
P F ox” (6:69 oz 0z oz ™
ou

- = 0z* 0  0a* 0o
L ¢ ]

On voit sur les dernidres relations gue les différences I7,—I7; se
comportent comme les composantes d'un tenseur une fois contravariant
et deux fois covariant et antisymétrique en ses indices inférieures; on en
conelut que les équations (17) et (17'°) restent vraies da.ns tout systéme
des coordonnées locales da,ns U.

11
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Maintenant nous allons calculer la différentielle absolue du tenseur
métrique d’une connexion euclidienne. Ses composantes par rapport au
repére local Rj étant égales aux nombres 4, (n° 68) on a en vertu de la
formule (21)

Db,y = dbq— @f 6u— 0} Ou,y
dolt ’
Déy = — w:—— wj
et par conséquent, d’aprés les relations (7),
D6, = 0.

Nous avons aingi démontré le théoréme suivant:

THBOREME 4. La différenticlle absolue du ténseur métrigue d’'une con~
nexion euclidienne est nulle.

Nous allons expliciter les dernidres équations en coordonnées locales
du voisinage U, dans lequel nous nous avons placé au commencement
de ce numéro. Les g,, étant ley composantes du tenseur métrique en
coordonnées locales on a

Dg,y = Afg— 05— 05, = 0.

En y portant les expressions (14) et en remplacant la différentielle

agnl

dg,; par son expression P
(i

da? il vient

ag A
oz’

(24) _FSVQQA_ngng :‘0

‘ En vertu de la formule (23) ceci peut §'écrire
(25) V.ga = 0.

Il en est évidemment de méme des composantes contravariantes
du tengeur métrique: V,g** = 0. Nous pouvons done énoncer le Théoréme
4 sous la forme suivante:

THEOREME 5. Le tenseur méirique est constant relativement & la conne-
wion euclidienne.

Grice &4 ce théoréme la différentiation covariante et 1’enlévement
ou Dabaissement des indices d’un tenseur deviennent des opérations
échangeables; on a par exemple ’

Vil X = g. /X et Vi(g°Y,) = ¢F,T,;

cette propriété du tenseur métrique simplifie beaucoup les calculs ten-
soriels dans la connexion euclidienne.

iom
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1. Propriétés de la connexion riemannienne. 1) Nous allons ap-
pliquer & la connexion & courbure nulle les developpements du numéro
préeédent en nous proposant de montrer que dans un voisinage queleon-
que U de la variété V" peut &tre déterminé un champ de vecteurs contra-

variants f, constants relativement & la counexion. D’aprés I’équation
(18) il doit done étre

(26) AX* 4 X2 = 0.

Le probléme proposé revient ainsi 4 1’étude du systéme des équations
pfaffiennes aux inconnues X*. En fermant les équations (26) on obtient
les relations

Xedw+ [AX°w’] = 0.

Si I'on remplace les différentielles dX° par les expressions — w?X°,
tirées des équations (26), il vient

A X~ (3wl ]X° = 0.

En changeant dans le premier membre l'indice o en ¢ on en déduit
P’équation

{dof+ [0gof} X =0
e

on, en vertu de la formule (13), £7X° = 0. Comme par hypothése la
courbure de la connexion est nulle (27 = 0), la derniére équation devient
une idéntité, c’est-i-dire le systéme des égquations (26) est complétement
intégrable d’aprés le théoréme de Frobenius (n° 8). Imaginons en un point
Zye G un repére formé de n vecteurs contravariants indépendants. En
vertu des propriétés d'un systéme pfaffien eomplétement intégrable nous
pouvons en déduire sur U un champ des repéres formé des vecteurs con-
stants relativement & la connexion, autrement dit le voisinage devient
parallélisable (n° 33). Remarquons que le moyen, présenté ci-dessus, de
munir un voiginage des vecteurs paralléles est intrinséquement lié & la
connexion euclidienne & courbure nulle et; par conséquent, anssi & la
eonnexion riemannienne (n° 69, Remarque).

Ce résultat a été obtenu par E. Cartan [10].

2) Nous avons vu que dans toute connexion euclidienne la diffé-
rentielle absolue du tengeur métrique est nulle (n® 70, Th. 4). En nous
plagant dans le cas d’une connexion riemannienne nous allons explici-
ter les formules de cette différentielle en coordonnées locales imtroduites
au eommencement du n° 70, dans un voisinage d'un point xe U.

En vertu de l’équation (24) du n®70 on a

09,1

(27) o

= Ti‘gez—*-gipxg;
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la connexion étant riemannienne les coefficients I'j, qui figurent dans
oette équation sont symétriques en leurs indiees inférieurs. 8i dans 1’équa-
tion on permute deux fois les indices x, A, 4 et que I'on retranche de la
somme des équations ainsi obtenues 1’équation (27), on trouve, en tenant
compte des relations Iy, = I';, V’équation suivante

aglv agvn agnl
e — Aot scody
2late = 50 T 30 o

Multiplions ses deux membres par la eomposante contravariante
¢” du tenseur métrique et sommons par rapport & 'indice v; en vertu des
relations g, ¢" = &} il viendra
1w

09,
39

(28) =

x.

(zg_z:

_ B_-L)
or* 0o’ ’

o0x”

L’expression qui figure dans le second membre de (28) porte le nom
de symbole de Ohristoffel de seconde espéce et dans la notation de E. B.
Christoffel elle a été désignée par le symbole {**}; on a done

7
ri= {7}

Nous avons ainsi montré que les coefficients I, qui, en vertu des
formules (14) du n° 70, déterminent la connexion riemannienne, §’expri-
ment par les composantes du tenseur métrique et de leurs dérivées par-
tielles du premier ordre.

?2. Géométrisation d’une forme quadratique définie. An n° 69 Ia
connexion riemannienne a été déduite dune connexion euclidienne
4 courbure nulle. Maintenant nous allons montrer que la théorie d’une
connexion riemannienne peut étre développée d’une fagon autonome,
indépendante des considérations précédentes de ce paragraphe.
Imaginons & cet effet une forme quadratique

F =g, da*da’

donnée pour les repéres naturels d’une variété V" de clagse O™ ef suppo-
sons que F' soit aussi de classe 0 et qulelle soit portout définie positive.
Dans un voisinage quelconque U C V™ F peut étre mis sous la forme

F = 6,0°0%,

ol les @ sont des formes différentielles lindaires et indépendantes, défi-
nies dans U. Supposons maintenant que la forme F, restreinte & un point
@ commun & deux voisinage U;, U;CV™ soit présentée par les expressions

(29) F=4,0:6}, F =306,
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ou les O et OF soient deux systémes des formes différentielles linéaires
indépendantes définies respectivement dans U; et U; et restreintes au
point x. Nous pouvons done poser

0} = af;(2)0F, O = af;,(2)6},
la, matrice [af;,(»)] étant 1'élément du groupe GI(n, R). En portant ces
expressions dans la deuxiéme des équations (29) on trouve

F =4, a?i,u a‘;i,l. A @fl .

En rapprochant cette équation de la premiére des équations (29)
on obtient la relation

1 g —
Op0 0i @55 = 8,0

qui peut s’écrire

n
2 'afi,n‘l;ei,z = 0,3.
e=1
On en conclut, selon P’équation (20’) du n° 47, que la matriee [af;,]
est un élément y;(z) du groupe O . La transformation y;(») satisfaib
évidemment aux relations (1) du n° 51 ce qui prouve que sur V™ peut &tre
établi un espace fibré tangent B de groupe de structure O;. L’espace
B peut étre doué de n formes différentielles lindaires qui dans l’ouvert
Ux0;} (UCTV"™ ont la forme suivante:

[aX 1 05 .

% %00
o* = a;0°,

En effectuant sur ces formes les calculs tout semblables & ceux du
n° 69 on obtient les équations de structure

do"+ [} 0] =0

de la connexion riemannienne liée intrinséquement & la forme F. Par
conséquent le probléme de l'équivalence de deux formes différentielles
quadratiques définies positives se raméne au probléme de 1’équivalence
de deux connexions riemanniennes. Nous exprimons le résultat des consi-
dérationy de ce numéro en disant que Ia forme quadratique F a été géo-
métrisée au moyen de la connexion riemannienne.

3. Problémes d’équivalence. Congidérons deux espaces fibrés B
et B, de groupe de structure O, tangents respectivement aux variétés
V"™ ot 7. (Dans la suite les variables et les grandeurs qui se rapportent
4 B seront distinguées par les symboles affectés d'une barre). A Dégard
de ces egpaces on peut se poser divers problémes d’équivalence que nous
allons considérer successivement en appliquant la méthode d’E. Car-
tan ([15], Partie IL, vol. II, p. 1311).
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1° Désignons par b = (z,u) et b = (%, W) (e V", T V", u, % 0;)
deux points appartenant respectivement & B et B. Nous savons que B
peut étre muni d’une connexion euclidienne i eourbure nulle dont les
équations de structure ont la formse

"(30) Ao+ [mhiet] = 3 T4 [w o]

(n° 68, équ. (3)). De méme, & ’espace B est lide aussi une connexion & cour-
bure nulle dont les équations de strusture s’obtiennent en affectant d’une
barre tous les symboles dans les équations ci-dessus. Nous dirons que
les espaces B et B sont équivalents avee les connexions dont ilg gont

munis, 8i Pon peut établir entre les points b et b une correspondance telle,
qu'il soit

(31) w* = o, a_z: = my;

comme les formes «*(w") sont linéaires et homogénes en les différentielles
des coordonnées du point (%), il résulte du premier ensemble des équations
(81) que cette correspondance, si elle existe, doit avoir la forme

(32) E=%w), u=7uu,s.

Eu égard aux équations de structure les équations (30) entrainent les
relations finies

(33) Ty = Ty

que Uon doit adjoindre aux équations (30). Tes composantes Ty de
la torsion qui s’expriment au moyen des coefficients des formes o* et de
leurs ‘dérivées du premier ordre sont des invariants du premier ordre

de l'espace B (n° 67). Les Ty étant fonetions du point b = (z, u) leurs
différentielles ont la forme

(34) aly = (Ti), " 4+ (T30 n?;

les dérivées pfaffiennes des grandeurs Ty étant,
équations (31), des invariants du deuxidme ordre de 1°
ainsi aux relations

en vertu des
espace B on arrive

(T3 = (T3, (T = (T32)8
qui #’associent anx équations (33). On doit remarquer que les invariants

du deuxiéme ordre sont liés par certaines relations que 'on déduit des

équations de structure. En effet en différentiant extérieurement les
équations (30) on trouve

[ o] — [m3d0"] = }AT530 0"+ T [doer].
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8i l'on y remplace les différentielles do* et a1, par leurs expressions
tirées respectivement des équations (30) et (33) et que 1’on tient compte
des équations dn,- [n3ms] = 0 qui expriment que la courbure de la con-
nexion envisagée est nulle (n° 53, équ. (24)), on en déduit des relations
entre les dérivées pfaffiennes des composantes T'j.

Supposons maintenant que la dimengion = de la variété V" gst
égale ou supérieur & 3; le cas n =2 sera traité séparément plus 10}11.
Remarquons que les grandeurs T, ne sont pas lides par aucune relation
imposée par le probléme. Comme leur nombre est égal & n?(n—1)/2 et
celui des coordonnées du point b = (x,u) est égal & N = n(n+1)/2,
dans le cas extréme, que nous allons congidérer d’abord, il existe N gra:n-
deurs indépendantes parmi les invariants Ty, désignées dans la suite
par J9 (a=1,2,..., N); toutes les composantes Tj: peuvent done
8tre exprimées par les invariants J©@. En différentiant les J© on obtient
les formules de la forme

(35) ‘ BT = T w4 TP

dont les coefficients sont fonctions des invariants J©.

Pour que les espaces B et B goient _équiva.lents, il faut d’abord qll(g
parmi les 7T il y ait N indépendants J© et que, de plus, to,us les J¢
et J& goient les mémes fonctions des invariants J ® que pour lotspace B.

Ces conditions sont aussi satisfaisantes; en effet considérons'le chan-
gement des variables défini par :

(36) JO=JO (¢=1,2,...,N);
gi lon différentie ces équations, on obtient
TJO%* 4 Tt = JO o J O n
ou, d’aprés hypothdse adoptée pour les invariants J@, JO et en vertu
des équations (36),
JO (@ — )+ (s —7s) = 0.
Comme les J©@ gont indépendants, le déterminant de la matrice

des coefficients des equations (35) est différent de zéro et, par suite, les
dernidres équations entrainent les égalités

ce qui démontre que les équations (36) établissent I’équivalence des espaces

B et B dans le cas extréme envisagé ici. ) . .
Prenong maintenant un autre cas extréme, oll tox?.s les m'va,ﬁm;ts

Ty% ont des valeurs constantes ¢;3. Pour que B et B soient équivalents,


Yakuza


168 ‘ CHAPITRE V. Connexions classiques.

il faut que les T';* aient les mémes valeurs constantes ¢;*. Si ces conditions
sont satisfaites, le systéme des équations (31) est complétement intégra-
ble; pour #'en convainere il suffit de le fermer et de tenir compte des
équations (29) et des relations
drj+[wyml] =0, dnji+ [rfme] =0

qui expriment que les deux connexions, dont B et B sont muniy, gont
4 courbure nulle (n°53, équ. (24)). Le changement des variables qui
établit 1’équivalence de ces deux espaces dépend par conséquent de N
constantes arbitraires. On peut aussi remarquer que I'espace B admet un
groupe continu et fini des transformations qui le laissent invariant.

Pasgons maintenant au cas, out les T5% n'ayant pas tous des valeurs
constantes le nombre de ces d’entre eux qui sont indépendants est infé-
rieur & V. En les différentiant selon (34) on trouve des nouveaux invariants
dont chacun donne & son tour naissance & des invariants dérivés et aingi
de suite. On trouve ainsi une suite illimitée des invariants différentiels.
Deux cas. peuvent alors se présenter: ou bien on aboutit 3 obtenir wn
gystéme de N invariants indépendants ou lon trouve un systéme de
m <N invariants JO, J®, ... J"™ tel que tous les invariants que
Pon obtient par différentiations successives des invariants Ty peuvent
dtre exprimés par JU,J, ... J™ A chacun de ces deux cag peut
étre appliqué le méme raisonnement dont nous nous avons gervi dans les
deux cas extrémes considérés plus haut. -

2° Aux considérations précédentes se lie un autre probléme d’équi-
valence: on peut se proposer de trouver les conditions pour que deux
variétés V™ et V™ puissent servir de bases des espaces équivalents B et
B. Nous nous bornons an cas, oll parmi les composantes Ty (Tiy il
ya N indépenda,ntg et nous supposons que le probléme de I’équivalence
des espaces B et B admette une solution. Nous avons déja remarqué
que les équations (36) qui établissent 'équivalence peuvent &tre ramendes
4 la forme (32). I1 en résulte qu'il existe n fonetions de J' O ga ., g™
qui fie dépendent que des coordonnées du point © et qui, par conséquent,
sont des invariants différentiels de la variété V™, En les égalant aux in-
variants correspondants de 7" on arrive & la solution du probléme proposé.

Soit &(JW, g%, ..., J™) Pune quelconque des fonctions cherchées;
en la différentiant on trouve I’équation

0o
dd = WdJ( )

qui, en vertu de (33), peut s'écrire

-

90 s
e J @) % a)s,_x
io 9J@ I3 o+ FYch T(u)J,(, Ve

iom

73. Problémes d’équivalence. 169

La fonction @ ne devant dépendre que des coordonnées du point
» on voit sur la dernidre équation qu'elle doit vérifier les équations aux
dérivées partielles du premier ordre

0P

(37) . J’(‘“)l‘ 3J@ =

0

pour toutes les combinaisons binaires des valeurs des indices » et u. Le
gystéme (37) contient done n(n—1)/2 équations indépendantes dont les
coefficients dépendent de N = n(n--1)/2 variables JO,J®, ... J®™,
Comme ce systéme doit admettre n solutions indépendantes, on en conclut
qu’il est un systéme complet. Ses intégrales, que ’on peut obtenir par des
méthodes bien connues (1), donnent » fonctions qui permettent de résoudre
le probléme envisagé.

3° Des considérations précédentes nous avons écarté le cas n =2
que nous allons maintenant traiter d’une maniére détaillée.

Soit V2 la base de Iespace fibré tangent B, de dimension 3, dont OF
est le groupe de structure; comme ce groupe se compose des rf)tatiops du
plan euclidien, les formes = dans les équations (30) se rédl.usent 4 une
seule w que nous notons dp; remarquons encore que1 parmlzles compo-
santes Ty; il y a maintenant deux indépendantes Ty, et Tj; que nous
désignerons par K et L. Les équations (30) prendront alors la forme

(38) dot+[dpo?] = Klo'wt], do*—[dpo'] = Lle'e®].

Les deux invariants K et I étant fonctions du point b = (x, ¢) leurs
différentielles peuvent é&tre présentées sous la forme

(39) - 4K = Eydp+E o' +Kw?, 4L = Lydp+ILyo'+ Lo

Les invariants du deuxiéme ordre que l'on 'déduit .ainsi dfa K et
L ne sont pas indépendants de K et L. En effet, si I'on différentie exté-
rieurement les équations (38), on trouve les relations

— [dpdw?] = [dKwle®]+K [dolw?]—K [w'dw?],
[dpdwt] = [dLw'w*]4L [dw'w?]—L[wdw?].

En les rapprochant des équations (38) et (39) on trouve facilement
les deux relations suivantes:

K,=-L, L=K
et par conséquent les équations (39) prendront la forme

(40)  dK = —Lip+K,0'+K0?, 4al= Edp+Ly ot +Ly 0.

() V. par exemple [28].
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Calculons maintenant les invariants du troisidme ordre en posant
(41) aK; = Ky dp+ Ky o+ Ky, w?, ALy = Lydp-|-Ly w Ly w®.

8il'on diftérentie extérieurement les équations (39) et que 'on y porte
enguite les expressions (41), on obtient les relations suivantes entre les
invariants du deuxiéme et troisiéme ordre

K;u—”Kn = KK, +LK,, Lya—Ly = KL, +LEK,,
(42) Ky = —K,—L;, K= —Ly Ky, Ly = Ky —Ly,
Ly = Ka‘Jr'Lx-

On. voit sur ces équations que les six grandeurs K y Ly Ky, Ky, L, L,
ne gont lides par ancune relation, on peut done admettre qu’en général
il y a parmi eux trois indépendantes; supposons que ce soient les inva-
riants K, L, K,. 8i une autre variété 72 jouit de la méme propriété, les

espaces fibrés correspondants sont équivalents et l'on établit léquiva-
lence par

K=rx, L=17p, K =K,
Considérons encore les invariants
I =K+I}, J= K,—L,;

il résulte des relations (42) que les dérivées piaffiennes I, et J,
de ces invariants sont nulles et que, par suite, I et J ne dépendent que
du point , ils sont donc des invariants de Ia variété V2.

4° Supposons que sur chacune de deux variétés V" et V" de classe
0% goit donnée une forme quadratique définie positive de clagse O et
que ces formes aient, pour les reperes naturels, la forme guivante

F =g,dv*ds’, F = G Az dz.

.N 0us nous proposons de trouver les conditions pour qu’il existe une
application de V™ sur V" qui transforme Ia forme ¥ dang la forme F.
Or nous avons vu (n° 72) que les formes F et F Peuvent étre géometrisdes

au moyen des connexions riemanniennes dont les équations de structure
ont respectivement la forme

(43) @' +[0f0"]=0, @2"[3%%"] = 0

et que, par suite, le probléme Proposé revient 4 1
équations de Pfaff

(44) ©* = o*

*étude du systéme des

TE %
) Ly = w,.
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8i I'on ferme le systéme des équations (44) en les différentiant exté-
rieurement, on obtient les relations

i = do*,  do = do}

qui, en vertu des équations (43) et des formules (13) du n°69, peuvent
étre ramenées a la forme

feter] = [ofor], —{owl] = &—[wlwg].
On. voit que les équations du premier ensemble de ces relations vsont
des congéquences des équations (44) et que celles du second se réduisent
aux relations

(45) 2=

ue I'on doit adjoindre aux équations (44). o
! Remarquons que les formes quadratiques Qf, déﬁmes‘par les formu-
les (13) du n° 69, se déduisent des formes o qm,.d’a.prefs les formu.les
(11) du n° 69, sont des expressions linéaires en les dJﬁére_ntmlleE du point
we V" et du point we OF. Il en résulte que les expressions Q7 sont des
formes en «”, wj. Posons done

Q8 = } B[00 14+ P[0’ 0]+ @i [0f of],
(46) .
Ryii+ Ry, = 0.

Différentions maintenant les équations du premier ensemble des
équations de structure (43); on aura

(a0 ]~ [w}da’] = 0.

Si I'on y remplace la différentielle dwj, par son expression tirée de' la
formule % = dw}i-+[wjwl] et la différentielle do” par son expression
#’ .
déduite des équations (43), on trouve la relation

(47) [Qfo"] =0.

Oette relation devant dtre vérifiée par T'expression (46) 'iléen rtéf;;lﬁz
en premier lien que tous les coefficients @ sont nuls. Enlcons:i ﬁr;]ilents .
i ¥ trouve que les ¢
Péquation, (47) les termes en [w'w’@f] on trouve q1 : ioier
soltllt symétx(‘iq&es en leurs deux-premiers indices m:fineurs, 01; 3211; i(;»:t;ﬁ
indi ine le changemen
art que I’4change des indices ¢ et o entra}ge .
Eoeffi%ient P. 1l gn résulte que tous les coefficients P sont nuls; rem[arg‘(?i
enfin que la considération dans I'équation (47) des termes en [o
conduit & la relation

(48) Ris+Rui+ B = 0.
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Nous arrivons done finalement & la formule
A
Qi = 3R [0"0"],

dont les coefficients, antisymétriques en leurs deux premiers indices, sont
agsujettis aux relations (48). Il en résulte que les relations (45) que nous
avons obtenu en fermant le systéme pfaffien (44) peuvent s’écrire

Byi[00'] = Byjileo'];
en vertu des équations (44) elles donnent les relations finies

(49) Ry = By

Les R;;Y sont done des invariants différentiels de la connexion rie-

mennienne liée & la forme différentielle F. Soit I 1'un queleonque de ces
invariants; en le différentiant on obtient la formule.

. il = ILo+I'o’

dont les coefficients sont des nouveaux invariants différontiels d’ordre
supérieur. En raisonnant comme dans le cas 1° considéré au commence-
ment de ce numéro on trouve ainsi une suite illimitée des invariants
différentiels de la connexion. Ces invariants sont fonctions du point »
de la variété V" et du point u du groupe O;f qui est le groupe de structure
de la connexion; le nombre des variables dont dépendent les invariants
est done égal & N = n(n+1)/2. Dans le cas le plus général la conne-
xion admet N invariants indépendants (). La recherche de ces invariants
est le premier pas pour résoudre le probléme proposé; il faut ensuite trou-
ver n fonctions de ces invariants qui ne dépendent que du point z de la
variété V". La recherche de ces fonctions revient, comme dans le eas 1°
considéré plus haut, & la solution d’un systéme complet des équations
aux dérivées partielles du premier ordre. (Dans le travail d’B. Cartan,
cité plus haut, cette question a été résolue d*une autre fagon.)

§ 4. Connexions weyliennes

74, Connexion weylienne a courbure nulle. Supposons qu'une
variété V" de classe C°° puisse servir de base d’un espace fibré tangent
B dont le groupe de structure est le groupe linéaire 0, défini au n° 47;

les connexions dont B peut étre muni seront appelées conmexions
weyliennes. )

(*) Nous renvoyons le lecteur pour la démonstration au travail d'E. Cartan

- [8], p. 28.
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Le groupe O, est formé des transformations

— - !
I, = ¢"a}ll, —00 < Uy < 00,

[a':] cOf,

de l'espace vectoriel et les composantes relatives de son repére mobile ,
que nous désignerons ici par la notation oy au lien de la notation wj,
véritient les relations suivantes:
. —mly  POUT % FE U,
(1) Ty ==
ndug pour x=u

(bqu. (24') du n® 47).

L’espace B peut étre muni d’un systéme de n formes différentielles
o* qui dang un ouvert UxO0,, ol U est un voisinage quelconque d’un
recouvrement de V", ont la forme
@ o = ¢"0420°,
les ©° étant des formes linéaires indépendantes définies dans U (v. n° 53).
En différentiant extérieurement les équations (2) on obtient les équations
de structure d’une connexion weylienne W, & courbure nulle

do*+ [ww"] = 3 Tilo'e ],
ol les 7;¥, fonetions du point de l'espace B, désignent les composantes
©

de la torsion de W.,. ‘ _
Pour développer la théorie des connexions weyliennes nous nous ser-

o . o o .
virons des formes = qui vérifient les relations =+l = 0'pom~ tou@es
les valeurs des indices x et u et qui sont I:a.r guite nulles, 8i » = . Les

équations de structure de la connexion W,, données ci-dessus, g'éeri-
ront mgintenant

(3) dor+ [(mi4+ ndug) o) = T35 [o'"].

° . 22
Remarquons que les formes =, définissent une connexion euclidienne

(n° 68). .
75. Connexions weyliennes distinguées. De la connexion W, on -

o
. X
déduit d’autres econnexions weyliennes en faisant sur les formes m, ‘et
ndu, la substitution

(4) of =
ot les I, et 1, sont des fonctions définies dans UX 0,, vérifiant les relations

(5) Vatla =

Riklael, o = nduthol
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b d’ailleurs arbitraires. Les équations de structure d'une queleconque de
ces connexions auront la forme

do*+ [(@+ndug)o*] = 385 [0'0"]
et sa torsion sera définie par les formules
Sin = Tin+-Ua—15,+ 81,— 61,
Nous nous proposons maintenant de choisir les indéterminées T
et I de maniére que le plus grand nombre possible des composantes 85
g'annulent; ceel revient 4 eonsidérer le systéme des équations
U=+ 050, — &5l = Ty

aux indonnues %, ot I,; en vertu de (B) ces équations peuvent étre rempla-
cées par les suivantes

(6) Gt U+ 81, — 831 = Tyx.

En permutant dang cette équation deux fois ecirculairement leg in-
dices %, 4, 4 on trouve

l:u’i"l:u“l" dljﬂx" 6:”;4 == T,;fn

Vot Vit 81— 041, = T
8i Pon ajoute les équations (6) et (6), on trouve

(6)

Bt Tt T = HAH T4 T).

En y remplagant la somme I, 412 par son expression tirée de la

deuxiéme des équations (6') on arrive finalement 3 Péquation suivante:

ot Oibe— 85l = H(Tyi+ Tt —T48).

Si Pon pose suecessivement u = x, BFEA p=x%, %% ) et u=14,
% # A, on en déduit respectivement les formules

G = T+ Ta—Ta),
(7 G =L-15, 6 &

B =11 (ne sommer par rapport & x)
4 lesquelles on doit adjoindre les relations (B). Les expressions ainsi ob-
tenues vérifient les équations (6), quelles que soient les fonetions que
Ton prenne pour leg L., ¢’est-a-dire elles annulent toutes leg composantes
S;y de la. torsion. Si I'on fait un choix déterminé des fonetions l,, ce qui
veut dire que 'on prend arbitrairement 1a forme o définie par la seconde
des équations (4) et que I’on porte enguite les expressions (7) dans 16-
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quation (4), on obtient une connexion weylienne & torsion nulle dont
les équations de structure auront la forme
o™+ [+ 8 0) 0] = 0;
si P'on pose l
(8) o = o} + Sw,
elles g’écriront de la maniére plus simple
do*+ [} 0*] = 0.

Calculons maintenant la courbure de cette connexion selon la formule
Q) = dwj+[w;wl]; en remplagant les o, o}, w} par leurs expressions
tiréey des équations (8), on obtient

@ = A+ 8o+ [(@)+ 50) (34 §o)]
ou
@ = A+ 8 do+ [0g]+ 8 0% w] + 8 [0ag].

Comme les deux derniers termes du second membre se ‘détruigent,

on aura
@ = doi+ [wog]+ 8do.
Si 'on pose )
Gy = dopt[ofl), @ = dw,
la derniére équation prendra la forme
&= @480

On voit done que la eourbure de la connexion se compose de (Eeux
parties dont la premidre vérifie, en vertu de (4) et (5), les équations 2+
+2% =0, .

La connexion W" & torsion nulle que nous avons déduit de la eon-
nexion WDT" ¢’est la connexion weylienne proprement di_te.que H. Weyl
a introduit pour développer sa théorie du champs unitaire.

Les coefficients a; dans les 4quations (2) étant des éléments de la
matrice orthogonale il en résulte l'équation suivante

n

(= o 3 (6,

o=1

D=

x
[
=l
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T
oit la somme Y (692 représente dans les eoordonnées locales du voisinage

e=1

UC V" une forme quadratique définie positive F = g,,da*da*. Cette
forme est donnée & un facteur prés dans la variété V™; on peut dire aussi
que dans toute la variété V" est donnée pour les repéres naturels ’équation
guada*x dz* = 0. La donnée de cette équation ne suffit pas & déterminer
la connexion de Weyl. Nous avons vu que pour cela il faut lui associer
la forme linéaire l,w*. Par un raisonnement analogue & celui du n°71
on peut montrer que la donnée de ’équation, g,,da*da* = 0 et d’une forme
lindaire suffit pour développer la théorie de la connexion de Weyl.

§ 5. Connexions symplectiques

76. Formes extérieures quadratiques. Soit U un ouvert connexe
de ’espace R"(z*) de dimension paire: n = 2». Supposons que dans U
soit donnée une forme extérieure quadratique

Q = ya,[dr*de’], auta, =0
de rang n:
(1) [0

(vol. I, n° 21).

Nous savons que pour toute trangformation admissible des eoordon-
nées les coefficients a,, se transforment comme les composantes dun
bivecteur covariant. Le déterminant o = |a,,| étant différent de zéro en
vertu de (1) posons

o = dloga/oa,,,
olt leg élél'nents a,; doivent étre regardées comme variables indépendantes.
Tl est facile de voir que les a* sont antisymétriques en leurs indices et
qu'elles se transforment comme les composantes d'un bivecteur contra-

variant (vol. I, n°35). Remarquons que les composantes a, ot a* sont
liées par les relations

(2) a?a;, = 8},
d’olt il résulte 1’égalité
(3) a, =mn.

Supposons maintenant quen un point we U soit donné un veeteur
contravariant (u*) tangent & U. En posant

(4) Uy = G, U

iom
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nous obtenons aingi les composantes d'un vecteur covariant; de méme
les formules

(5) ) 7 = 0™,

permettent de déduire d'un vecteur covariant tangent en # & U un veeteur
contravariant. Il est facile de voir qu’en vertu des relations (2) le vecteur
contravariant déduit du vecteur (u,), défini au moyen des formules (4),
est identique avec le vecteur (u?). Ceei nous permet de regarder les gran-
deurs u, et u¢, lides par les relations (4), comme composantes covarian-
tes et contravariantes d’un méme vecteur d’origine xz. De méme, si par
exemple en  est donné un tenseur covariant (a,,,), les grandeurs
o = a0, e o} =d"0"a,,
seront considérées comme les composantes mixtes d’un méme tenseur
du troisiéme degré; en particulier nous dirons que les a,, et les @™ sont
ley composantes d'un meme bivecteur qui sera désigné par 4. Ses com-
posantes pouvant servir pour lever ou abaisser les indices des compo-
santes d’un tenseur il jouera dans la suite un réle analogue & celui que
joue le tenseur symétrique g,, dans la théorie des variétés riemanniennes.
Les composantes de A étant antisymétriques il faut établir Pordre des in-
dices de sommations: nous convenons d’abaisser & l'aide du premier
indice de a,, et de lever & l'aide du second indice de a* (vol. I, n° 35).
La forme 0 restreinte & un point ze U peut étre envisagée comme
expression algébrique anx variables da*; nous pouvons done la mettre
sous la forme

(6) Q = $L,["'],
ot les I,; désignent des constantes déterminées par les relations
1 pour A—x=r,

- I,=
(7) In}.‘i'IAn 0! 2 0 pour M—"] *7r

(vol. I, n° 20) et les o* sont des formes différentielles linéaires indépen-
dantes par rapport aux différentielles des coordonnées du point z; en
vertu de (1) on aura done
[wiew?...0"] # 0.
Daprés les formules (7) I’équation (6) peut géerire aussi de la maniére
suivante: .
0 = 2 [whmwh]'
h=1
L’expression (6) de la forme Q étant invariante pour les transforma-
tiong du groupe symplectique Sp(n) (vol. T, 1° 38) il en résulte que les

formes o” ne sont définies qu’s une transformation prés de Sp(n).
12
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Imaginons maintenant en un point ze U un repére R,, tangent a'U,
formé de n vecteurs contravariants I, choisiv de maniére qu'il soit
o' [I;] = &

et 1o repére dual R7 (n° 32). Les composantes du biveeteur 4 par rapport
au repére R sont égales aux ocoefficients I,, de la forme (6) et ses eompo-
santes par rapport & R, sont égales aux nombres I** déterminés par les
équations suivantes

(7 P =0, I= 1 pour A—ux=r,
0  pouwr |A—ux| #r

analogues aux relations (7) (vol. I, n° 36); remarquons que les équations
(2) et (3) prendront maintenant la forme :

(1) , I®L, =&, I,J%=n.

. 'A Paide des composantes I, du bivecteur A on peut abaisger les
indices des formes w* en posant

(8) . o, = I, o
¢e qui permet de remplacer (6) par ’équation équivalente
Q =} w,0,].

De}ux.vecteurs de composantes X* et ¥* par rapport au repére R,
sont dits involutifs relativement & la forme Q, ¢ils véritient I’équation

IL.XY = 0.
La différentielle extérieure de la forme O est une forme différentielle
du troigiéme degré
1
(9) 2= -3—!A,W[w"w"w"]

dont les coefﬁeients, antisymétriques en leurs indices, sont les eompo-
sa.ntes{ c'zovarla.ntes, par rapport au repére E,, d*un trivecteur. En levant
le troisidéme 1'indice de ces composantes selon lég formules

A5 =1TI"4,,
on en déduit les eomposantes covariantes d’un vecteur
(10) 4, =43

et la forme différentielle linéaire
(11) 0 = A,u".
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Introduisons maintenant les dérivées pfaffiennes d,f d*une fonction
différentiable f donnée dans U en posant

(12) df = 0'0,f.

En différentiant extérieurement la forme (11) on trouve I’équation
suivante

do = JA4[0"0]
dont les coefficients sont donnés par les formules
A, = 0;4,—0,4,.
Nous voyons ainsi qu’a la forme Q sont liées intrinséquement une

forme lindaire et une forme quadratique; ees deux formes deviennent
nulles, si la forme 2 est fermée (42 =0).

77. Forme extérieure quadratique conforme & une forme fermée.
Supposons que dans I’ouvert U soit donnée une seconde forme extérieure
quadratique 2’ de rang n; les formes Q2 et £’ seront dites conformes I'une
A Pautre, il existe dans U une fonetion h partout différente de zéro et
telle qu’il soit

(13) Q =hQ.

Nous nous proposons de trouver les conditions pour que la forme Q
80it conforme & une forme fermée. Supposons A cet effet qu'il soit 42' = 0;
en différentiant extérienrement l'équation (13) on trouve

(14) Q-+ [2dlogh] = 0.

Si 'on y remplace 42 par son expression (9) et que 'on applique
4 dlogh la formule (12), on trouve :

%AW[w"w‘w"]—]‘%Iﬂa,‘logh [o*o’e"] = 0,
d’ou il résulte 1'équation suivante
I,‘Aaylogh-|"I;.“a,¢10gh+I”,‘a;,10gh+.a4.n1.y =0.
En la multipliant par I* et en sommant par rapport & p on obtient
I,MI”‘a,,Iogh+Imanlogh—u,ma‘logh—{—Aw = 0.

8i l'on pose v = 4 et que 'on somme par rapport & 4, on trouve en
vertu de (7'') et (10)

(n—2)d,logh+4, =0
ce qui, d'aprés (11) et (12), conduit & Péquation
(1B) , o = — (n—2)dlogh;
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il en résulte
(16) dw = 0.

En portant lexpression dlogh = —1/(n—2)w dans D’équation (14)
on arrive & la relation

1) (n—2)dQ—[Qw] = 0

qui en vertu de la formule (15) est équivalente & 1’équation (14). Nous
avons ainsi démontré le suivant

THEOREME 1. Pour que la forme Q soit conforme & une forme fermée,
il faut et il suffit que la forme linéaire w vérifie les équations (16) et (17).

8i m = 4, Péquation (17) est identiquement. vérifie. En effet, les
formules (10) prennent dans ce cas la forme

4, = 2(An18+An24)
et, par suite,
Ay =24,y, 4, =245;, 4= 2435, Ay =244,
L'équation (11) devient alors
w = 2(A1Mw1+Aza1m2+Asz4‘°a+Auaa’4)
et comme l’équation (6') §'ecrit maintenant
£ = [0'e®]+ [0%],
on aura
[.Qw]- =2{4;y [w1w2w4].+A231 [w*0iwt]+
A go [wswzwaj +A4x1[w4w3wl]}
ou, en vertu de (9),
[Qo] =240;

cette relation étant pour n = 4 identique avee Péquation (17) nous vo-
yons ainsi que 1’équation (16) exprime la condition néeessaire et suffi-
sante powr qu'une forme quadratique régulidre 3 quatre variables soit
conforme & une forme fermée.
THEOREME 2. Pour que la forme Q & quatre variables soit conforme
& une forme fermée, il faut et il suffit que la forme linéaire w soit fermée.
Les Théorémes 1 et 2 gont dus & H.-Ch. Lee [33].
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78. Connexions symplectiques a courbure nulle. Soit V" une variété
¢* de dimension paire: n = 2. Supposons qu’h la variété V™ comme base
puisse 8tre attaché D'espace fibré tangent B dont le groupe de structure
est le groupe symplectique Sp(n) représenté par les transformations

1, = ax(wT*

d'un espace vectoriel ,, u désignant un point de Vespace de Sp(n).
Les composantes relatives du repére mobile dans B, ont été calculées au
n° 48 sous deux formes équivalentes; en changeant les notations adoptées
an n° 48 désignons ces composantes respectivement par m; et m,; on
aura alors

) dag = —ajm,  my = —Lgd,

d’olr il vient 7

(2) wh = —blda,

les coefficients b’ étant liés aux coefficients a par les relations
(3) @by = afby = 5

rappelons que

(4) Top = T

D’aprés le Théoréme 1 du n° 53 T'espace fibré B peut ét}?e muni des
connexions affines que nous appellerons eonnexions symplectiques. Done,
si we V™, au point b = (=, u) de L'espace B peuvent étre formées n formes
différentielles linéaires

(8) w® = a2(u)6",

ol les ©° désignent des formes pfaffiennes indépendan.tes définies da:ns
un voisinage U C V", centenant le point w,.e‘n restr.em!:es 4 ce point
(n° 48, équ. (12)); en abbaissant dans Péquation (5) l'indice e BAJ: moyen
du bivecteur I,, on obtient un second systéme des formes linéaires

(6) Wy = Inpa’cgr@a;

' éfini tout Vespace B.
les deux systémes {w?%} et {w,} sont définis dans : .
Pour thenir les équations de structure d’une cgnm?xmn symplecti-
que différentions extérienrement les équations (6); il viendra

dw, = I,,[d636°1+1, agdo”.


Yakuza


182 CHAPITRE V. Connexions classiques.

.Si Pon y tient compte de la premitre des équations (1) et que l'on
exprime I(las formes 6” et leurs différentielles ¢6° an moyen des formes o*
ces équations seront ramenées 3 la forme suivante: ’

do*+- L[l o] = 31, T [w*e"],

ce qui peut s'écrire de la maniére suivante:
9 do,+ [m,0"] = 3T, [0*0"];

81 Lon nllllb]l.l]l o cetite éqlli blﬂn pa'r “>! et que I.DI]. somme pa'l za'Pport

(7 do’+[mr 0] = 3T lo’e"].
) L.es relations (7) et (7') représentent deux formes équivalentes des
gua.tlons de structure de la connexion envisagée dont la torsion est défi-
nie 1]);,,1' ses composantes covariantes et mixtes (Tyey Ty
aprés le raisonnement général fait au n° 56 la coutht
) : . ourbure de la con-
nexion déterminée par les équations (7') est nulle et, par suite, les com-
posantes de sa torsion sont des invariants différentiels du premier ordre

de D’espace fibré B; la nullité de la c i
ourbure peut d’ ifi
au moyen de la formule générale p willents 8tro vérifid

@ = dm+ [wimt],
8i I'on tient compte des équations (2) et (3).

?9. Connexions symplecti
T ; ques et les formes extéri -
tiques. Considérons la forme extérienre quadratique Frieures quads

(8) 2 = %‘I’d[wxwl]s

;e;i w, ga.n{? définies dans tout V’espace fibré B il en est de méme de la

Siosae . _Sl da.zls a(8) on remplace les formes w, ot w, par leurs expres-

§ 0, = I,000" 66 o, = I,,a50°, tirdes des équations (6)
Q.= %I“I,gIkagug [6°67.

Eu égard & la relation I*I, — & .
3 = ¢, tirée de I"équati !
on ramene la derniére dquation 3 la f(e)rme suiva,n‘ug- S {1 da CH

, on trouve

Q = }I,a2a3[0°G"].
Or, d’aprés 'équation (26) du n° 48 on a

I,.0%5 =
et par suite wha®s =Ly

9) Q =}I,06°"].
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On voit done que, bien que les formes 6° sont données localement
dans les voisinages d'un recouvrement de V", la forme (9) est définie
dans toute cette variété. Nous avons ainsi démontré le

TmhoriME 1. La varidté V", de dimension paire, qui sert de base de
Pespace fibré tangent, de groupe de structure 8p(n), peut étre doube d'une
forme emtérieure quadratique de rang n.

Nous démontrerons maintenant la réeiproque suivante de ce Thé-
oréme: .

THAOREME 2. 8¢ wne variéié V™ (n = 2r) de classe C* est douée d'une
forme extérieure quadratique Q de rang n, sur V™ pewt Etre construit un espace
fibré tangent de groupe de structure 8p (n).

En effet, admettons que pour les repéres naturels de la variété V"
goit donnée une forme

Q = }a,[da*da*]

de rang n; dans un voisinage queleconque U du recouvrement de V™ cette

" forme peut dtre représentée par Texpression

Q = }1,[6°6",

ot1 les @* désignent des formes linéaires indépendantes définies dans U.
Supposons maintenant que la forme 0 restreinte 4 un point # commun
3 deux voisinages U;, U; C V" soit donnée par les expressions

(10) Q =}1,00168 et Q= 3I,(076]l,
ot {07} et {@F} sont deux systémes des formes différentielles linéaires .indé-
pendantes données respectivement dans U; et U; et restreintes au point .
Nous pouvons donc poser

¢ = ag, (0)05, 6f = afiy ()6}
la matrice [af ()] étant un élément du groupe GL(n, R). En portant
ces expressions dans la deuxiéme des équations (10) on trouve

Q= %Iwa}’m(w)a}’u(m[@’i@ﬂ-

En ecomparant cefite équation aveo la premiére: des équations (10)
on obtient la relation
Iaﬂa’?‘in(w) a'lﬁiz(w) = La,

d’ot il résulte que les éléments a7 (x) sont des coefficients d’une tra,?ls-
formation y;(2) du groupe Sp(n) (n® 48, équ. (26)); la transf?rmamon
;i (o) satisfait évidemment aux relations (1) du n° 51, ce qui prouve

que, conformément au Théoréme & démontrer, sur v pel}t étre éh:f.bli
un espace fibré tangent de groupe de strueture Sp(n). Si une variété
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V™ peut étre munie d'une forme extérieure quadratique réguliére, nous
dirons qu’elle est une variété symplectique.

La forme (8) étant liée intrinséquement & P’espace fibré B tangent
& la variété V" il en est de méme de sa différentielle extérieure que nous
pouvons mettre gous la forme

(11) a2 = 3 A [0 0 w"];

par conséquent les coefficients 4,,,, symétriques gauches en tous leurs
indices, sont des invariants différentiels du premier ordre de l’espace B.
Ces invariants peuvent &tre exprimés par les composantes T, de tor-
sion de la connexion symplectique définie dans le numéro précédent.
Pour le faire voir différentions la forme (8); on aura

a0 = }I%do,0,]— 3T 0, dw;]
ou
aQ = I*[dw,0,].

Sil'on y remplace la différentielle dw, par son expression (7), on trouve
aQ = —I"*[m,, 0"w,]+ 14T, [0 0 0,];
en élévant I'indice de la forme o, au moyen de I on en déduit 1’équation
Q = [y 00"+ T, [0 0 0]

Les x,, étant, d’aprés (4), symétriques en leurs indices il en résulte
finalement '

aQ = 3T, [0 o o).

Si on y remplace I'indice » par A et que 'on rapproche 1’équation
(11), on trouve

(12) Aad,u = Tﬂlﬂ+Tlpn+Tyul7

¢’est ce que nous avions & montrer. Si la forme (8) est fermée (4
la relation (12) devient

(12%) ) T+ T+ Tz = 0.

wdy = 0)7

80.' Connexions symplectiques distinguées, Au n° 78 nous avons
déterminé 1a connexion symplectique sang courbure; pour obtenir I’engem-

ble des connexions symplectiques dans Pespace fibré B, on doit faire une
substitution de la forme suivante:

— 2
Ty == wuy+lxplw ’

ol les I, sont des fonetions arbitraires définies da
point b = (2, u)e B et vérifiant leg conditions

(13)

n§ un voisinage du

]”‘Id = luxl .
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Les équations de structure des nouvelles connexions se déduisent des
équations (7), si 'on fait sur les m,, la substitution ci-dessus; on obtient
ainsi les équations

G+ [0y, 0] = §8,,, [w*o"w*],
ol
(14) Sl}m = Tl[m-}_lul/‘_lu;d.'

Les eomposantes §,,, de la torsion des connexions envisagées véri-
fient évidemment les équations - .

Si.uu'{'"splu =0.

Or nous nous proposons de déterminer les I,,, de maniére que le plus
grand nombre possible des eomposantes §;,, s’annule. Considérons pour
ce but le systéme des équations linéaires
(15) = bor = T
aux inconnues 7., et introduisons des inconnues auxiliaires en posant
(16) Lap = 3Tt Gy

D’aprés (15) il doit done étre
(17) Gy Gy = 0
ot des équations (13) et (16) résultent d’autre part les relations
(18) aulu'_“ B oo =@ %’(Tnml_{'TA;m)'

Les inconnues anxiliaires a,;, doivent done vérifier les deux gystémes
des équations linéaires (17) et (18). Nous allons d’abord considérer le
cas, ol la variété V" admet une forme extérieure qua.dra,tique‘ferrflée.
Nous avons vu que daps ce cas les composantes T, vérifient les relations
(127); par conséquent les équations (18) peuvent étre remplacées par les
suivantes -
axlu‘alw = '—%Tm\u'

Comme en vertu de (17) les a,, sont symétriques en leurs df’flx
derniers indices, les derniéres équations peuvent g'éerire de la maniére
suivante

Q= Cgpe = — 3T,

En y permutant circulairement les indices #,A; u on obtient trois

équations
Qi — a’).;m = - %Tnl,u’

a’}.;m—' a,}‘,d = —%Tﬁ.pn!

Qs Qi = — ‘l‘T,mz


Yakuza


186 CHAPITRE V. Connexions classiques.

& trois inconnues a,,,, 4;,,, ¢.,,- Ce systéme étant compatible en vertu
de la relation (12') on peut prendre arbitrairement I'une de ces trois incon-
nues, par exemple linconnue a,, et ensuite exprimer les deux autres
inconnues @y, ct @, au moyen de a,,,. Les a,,, étant symétrigues en
leurs deux derniers indices, toutes ces inconnues et, par suite, tous les
ocoefficients (15) 1,,, seront donnés en fonetion de a,,,. Nous voyons ainsi
que, si la variété V" admet une forme extérieure quadratique fermge,
Vespace fibré fangent B- de groupe de structure Sp(n) peut étre muni
d’une connexion gymplectique déterminée & courbure nulle et d’une
infinité des eonnexions symplectiques & torsion nulle (connexions distin-
guées).

Considérons maintenant le cas, ol la forme extérieure quadratique
dont la variété V"™ est douée n’est pas fermée (42 +# 0) et revenons aux

équations (18). En tenant compte des équations (17) on peut les écrire
comme il suit:

Bty = Cpuy = %(T,ulx -+ Ti.lm) .

En permutant circulairement les indices =, 4, x on obtient un systéme
des équations linéaires

axlli - a’l;m = %(T/dn‘{'Thm) 3
(19) al/.m_‘ a’/:nl = %(Tmtl"‘{'T.uul)’
Bpoer ™ Gz = %(Tbm'%_TnAp)'

En sommant ces équations on trouve 7,;,+T;.,+T,a = 0 contraire-
ment & Phypothése faite sur la forme Q (v. Péqu. (12)). Les équations
(19) n'étant pas compatibles on peut trouver des solutions qui vérifient
deux seulement d’elles, par exemple la premidre et la troisiéme, d’oil
il suit que 1’on ne peut pas déterminer les coefficients 1, de maniére
que toutes les composantes §,;, définies par les équations (14) y’annu-
lent. En résumé nous pouvods dire que, si la forme Q dont la variété V"
est doude n’est pas fermée, Despace fibré B ne peut pas étre muni des
connexions symplectiques distinguées & torsion nulle. .

En résumant les considérations de ¢e numéro nous pouvons énoncer
le suivant

THEORBME. Si une variété V" (n = 2v) est doude d'ume forme quadra-
tique réguliére Q ([Q7] # 0), elle peut dtre munie Qune connemion symplec-
tigue & courbure mulle; si de plus, la forme Q est fermée, elle admet aussi
une infinité des connexions & torsion nulle.

81, Sur une connexion qui est riemannienne et symplectique. On
sait que les groupes O et Sp(n), ol n est un nombre paire (n = 2r),
ont en commun un sous-groupe de dimension 2 (Vol. I, p. 113); nous
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le désignerons par la notation I'e. Supposons que I soit le groupe de
gtructure d’un espace fibré B tangent & une variété V" de classe C™.
En raisonnant de la méme maniére qu’au n° 78 et en se servant des nota-
tions qui y ont été adoptées nous pouvens munir espace B de n formes
différentielles

of = a6, [af]e T

congtruites & l'aide des repéres dusux R, et R} tangents & V" en un point
#. Comme la matrice [a)] est orthogonale et symplectique, nous pouvons
douer l'espace B de deux formes quadratiques

(20) F = 8,0 Q=1Lafo"e]

dont l'une est mne forme ordinaire définie pogitive ét autre symplecti--
que. Pour les repéres naturels de la variété V™ elles auront la forme

(207) P = gudadadt, Q= jau[da"dd’].

Remarquons que ces deux formes, qui sont définies dans toute la
variété V", peuvent aussi étre introduites dans la variété qui se_rt de base
de ’espace fibré tangent de groupe de structure Sp(n); mais il y a une
différence importante entre ces deux cas qui consiste en ce que les de_mx
formes (20) sont invariantes pour les transformations du groupe T2 faites
sur les formes ", pendant qu'il en est autrement, si Sp(n) est le groupe
de structure. Autrement dit dans le cas actuel la forme ¥ est indépen-
dante de la transformation de I'z que Pon fait sur les o* dans la forme Q.

Posong maintenant :

(21) oy = Iad"™;

les grandeurs ¢ sont les composantes mixtes pa,r‘ra.pport aux repéres
R, et R* d’un tenseur défini dans tout 'espace B. Si I’on ge sert des eoor-
données locales dans un voisinage queleonque de V", elles auront la forme

9’: = glgw;

nous voyons done qu'elles sont définies pour tous les repéres naturels

de V™. . -
Les équations (21) peuvent étre éerites d'une fagon plus simple

d’olt il résulte 1'égalité
23) gitoh = 0.
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Oonsidérons maintenant 'expression ¢%¢%; en tenant compte des
formules (22), on trouve

n
(szq?ﬂ = ZIugIQA

2=1
ou, comme les ﬁombres I,, et I sont égaux,
Pogh = I"I,.
D’aprds la premidre des égalites (7') on obtient finalement
(24) ot = — 5.

Le tenseur (¢9) permet de définir une transformation 7' dans lespace
vectoriel tangent en un point & la variété V"; l'équation (23) s’expri-
mera alors par P'égalité T = —1I, ol I désigne la transformation iden-
tique. Si une variété différentiable & un nombre paire de dimensions peut
&tre munie d'un tenseur mixte vérifiant les équations (24), on dit qu’elle
a une structure presque complexe (Y); nous voyons aingi que la variété V"
qui fait I'objet des considérations précédentes jouit de trois propriétés
suivantes: elle est 1) riemannienne, 2) symplectique et 3) elle a une struc-
ture presque complexe. )

La transformation 7' que nous avons définie ci-dessus conserve
Porthogonalité et involutivité des vecteurs tangents & V”. Bn effet con-
sidérons deux vecteurs de composantes X” et ¥* par rapport au repére
R, introduit au commencement de ce numeéro et supposons qu’ils soient
orthogonaux: Z’IX" ¥* =0. En les transformant au moyen de 7 on trouve

X =g X, Y =g,
d’out il vient )
n 1
D XY = Y g XY
#=1 x=1

ou, si Pon tient compte de la relation (23),

n

D XY = i‘qo:q:;:xew.

. %=1 Hasl
Comme, d'aprés (24), ¢fypr = — 07, on aboutit & I’équation
27!- n
XY = Y xeye

ce qui démontre la proposition.

() V. par exemple [36].
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Supposons maintenant que les veeteurs (X*) et (¥*) soient involu-
tifs par rapport & la forme Q défini par la deuxiéme des équations (20);
on aura done ’égalité

I,,A.Xuyl = 0.

On démontre de la méme maniére que plus haut que, si Pon trans-
forme ces vecteurs par T, on obtient 1’égalité I,,’X* ¥* = 0 ee qui prouve
que les vecteurs transformés sont involutifs.

Dans la suite nous développerons la théorie des connexions de groupe
de structure I,z en nous bornant aun cas n =4 (r =2). Le groupe I,
admet quatre transformations infinitésimales que 1’on peut présenter
sous la forme (%)

0,
X.f=anat 6‘5‘ ,

ol les coefficients o, ont les valeurs suivantes:

1 2 3 4
ay =1, au=1, ap=-1, a=-1,
1 2 3 4 _
(25) ap = —1, a5 =1, @a3=—1, dau=—1,
1 2 3 4
ap =1, ap=1, ap=-—1, ag=-—1,

tous les autre étant nulles, ¢’est ce qu’on peut vérifier & 'aide des équations
données an vol. I, p. 114. Supposons maintenant que sur une variété
V* puisse &tre déterminé lespace fibré tangent B de groupe de structure
TI',. Cet espace peut done stre muni d'une connexion & courbure nulle dont
les équations de structure ont la forme

do* = @, [7'o"] = §T5[0'e"],

oit les 7" sont des formes différentielles lindaires définies dans D'espace du
groupe I', (n°® B3, équ. (14)).

En appliquant la méthode dont nous avons fait usage dans les con-
sidérations précédentes sur les connexions, remplagons le 7" par les for-
mes #’ = v --Ie’; nous obtenons alors une nouvelle connexion dans
Tespace B dont les équations de structure ont la forme

dw” = &, [7' 0]+ 185 [w*w"],
ol

(26) 85 = Tyt dal,— a0

() Dans tout ce tiui suit les indices grees parcourent les valeurs 1, 2, 3, 4.
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Nous nous proposons de déterminer I; de fagon que le plus grand

nombre possible des eomposantes S s’annulent. Nous: formons pour
ee but les équations )

(27) @y li— = Ty

aux inconnues 7;. Le nombre des équations (27) est égal & 24 et celui des

inconnues I est égal 4 16. On obtient une solution de ce probléme en
posant

b=Ta, L=Ta@+T{ B§=1¢, L ="Tg+T,
h=T+T, B=13, B=T2+T, B=rs,
i =Ty =L ="T¢, B=T =7,

h=Td, B=1I% UB=18, ="

(28)

Ces valeurs des inconnues 7; annulent, en vertu de (25), seize des com-
posantes 87 et elles permettent d’exprimer les huit autves par les gran-
deurs T';%; si on les porte dans les formules n° = 7"4-l10" on obtient une
connexion distinguée définie dans 1'espace B, dont la courbure et la torgion
sons déterminées par les T

Les formules (28) donnent aingi une solution du probléme d’annuler
le plus grand nombre possible des composantes Sj;; on obtient une autre

solution, si dans (28) on remplace les valeurs de L, 4,5 et & par les gui-
vantes:

U=Tg+Ty, U=T9+T8, B =1T81Ts, B = Ty T

Nous voyons ainsi qu’une variété qui ést riemannienne et symple-
otique peut &tre munie de deux connexions distingnées bien déterminées.
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CHAPITRE VI

PSEUDO-GROUPES CONTINUS INFINIS

Ce chapitre constitue une exposition de la théorie des pseudo-groupes de trans-
formations continus et infinis édifiée par E. Cartan. En me bornant, pour simplifier,
aux peeudo-groupes transitifs dont les équations de définition de Lie sont du pre-
mier ordre je déduis des équations de Lie les équations de définition de Cartan qui
forment un systéme de Pfaff en involution. Je développe ensuite les équations de
structure des pseudo-groupes envisagés et les systémes de leurs constantes de stru-
cture. La rectification d*une faute de ealeul dans les équations de Cartan m’a permis
d’améliorer un peu l'exposé et de montrer que tous les coefficients qui figurent dans
les équations (24)-(27) du n° 86 ont des valeurs constantes. Je montre ensuite le
r6le important que joue dans la théorie des pseudo-groupes continus infinis un groupe
lindaire appelé le groupe de structure d'un pseudo-groupe infini, Le §2 contient
quelques indications sur les pseudo-groupes d’ordres supérieurs et les pseudo-groupes
intransitifs. Dans le §3 jlexposs les fondements de la théorie des groupes ‘continus
infinis abstraits, indépendante de la théorie des pseudo-groupes de transformations.

§1. Pseudo-groupes transitifs d’ordre un

82. Définition. Soit E un ouvert connexe de E"(2*) et F, un ouvert
connexe de R™ (u!1) (). Supposons que sur E soit donné un systéme des
équations aux dérivées partielles du premier ordre, tel que dans le produit
Ux U des voisinages de deux points arbitraires * et 7 de B il soit repré-

. senté par les équations de la forme

oz .
(D) T Vi(w, By uy),

olt leg arguments wj,u:,..., uM (0 < m, < n?) désignent un ensemble
des dérivées partielles du premier ordre des inconnues z*.

Nous admettons que les équations (D) jouissent des propriétés sui-
vantes: B

1° %% sont des fonctions analytiques dans Vensemble U XU xF,
telles qu’il soit | #5] + 0 et que le rang de la matrice [Bv};/0ul1] soit égal
a my.

(1) Dans tout ce chapitre les indices grecs parcourent les valeurs 1,2, o
et les indices lating hy, 4y, jr les valeurs 1, 2, ..., my. Les symboles f(z), f(x, @, u1)

. . . -, k.
désignent respectivement fonctions des variables x* et de x*, % 1.
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