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. . ¢
o " désigne ieci ce que devient I'expression. n’;% déduite de 1équa-

tion (5) du n° 82, si l'on y remplace les coordonnées locales par leurs fon-
ctions de ¢.
Un are L

z(s), 8 <8 <8y,

de classe (? de la variété parallélisable s'appelle autoparalléle, si le para-
meétre ¢ peut &tre choisi de telle maniére que les veeteurs tangents ﬁ L
dfa .eomposa.ntes naturelles dz°/ds, soient paralléles. Il résulte de la défi3
nition du parallélisme donnée au commencement de ce numéro que les
composantes ¢* de eey veeteurs par rapport aux repéres R, doivent &tre
eonspantes tout le long de L; ces constantes déterminent en‘chaque point
la direction de 'arc. Comme les composantes naturelles en un point z
d’@ vecteur {c"} sont égales aux expressions ¢"&2, l'are autoparalldle
doit satisfaire aux équations suivantes:

am® heo
O

)

La forme de ces équations reste inaltérée, sil’ i
rme de ces équat , 8ilon fait sur le paramétre
sla subsmtuilablon linéaire 3 = as--b et que I'on change convenablement les
constantes ¢“. Remarquons anssi qu’s chaque choix de # eonstantes ¢*
non :ou:es I}uil;le; correspond un systéme de la forme (5). Il ’ensuit que
par tout point de la variété parallélisable part, dan irecti
8 C
un et un seul arc autoparalléle. ’ hadue divection,
Les équations (5) des autoparalléles & i l
) | S & peuvent étre écrites d'une ma-
niére plus sm‘lple.; en multipliant leurs deux membres par 4" et en sommant
par rapport & o il vient d’aprés les équations (4) du n° 329

MO
T —
e as 4
En posant encore
w"[dwg] = nh_tz_:ie_
ds ¢ ds

on obtient enfin
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OHAPITRE IV

CONNEXIONS AFFINES

La notion de connexion a 6t6 introduite presque simultanément par T. Levi-
Civita (1917) et J. A. Schouten (1918). Dépuis Lors elle a regu d'importantes généralisa-
tions dont I'étude était 'objet de recherche de nombreux géometres. Pour les renseigne
ments bibliographigues sur ce sujet nous renvoyons le lecteur au livre de J. A. Schou-
ten ([40], p. 123).

Le progrés le plus important dans 1a théorie des connexions est di & E. Cartan
qui a appliqué & leur étude la méthode du repdre mobile introduite par G. Darboux
dans la théorie des courbes et surfaces de L'espace ordinaire. Or, Cartan en se gervant
des formes différentielles extérieures a montré que les équations que vérifient les
composantes d’'un mouvement infinitésimal du trisdre de Darboux sont au fond
identiques avec los équations de structure du groupe des déplacements euclidiens.
Cela a lui suggéré 'idée trés $éconde d’attacher & un groupe queleongue de Lie le mou-
vement d'un repére convenablement défini et de montrer qu’d chaque groupe G cor-
respond une connexion dont la structure est déterminée par @ (cf. [12]). Il a prouvé
que de ce point de vue peuvent &tre envisagées, d'une fagon uniforme, toutes les
connexions déja connues et que, de plus, sa méthode permet d’imaginer des nouvel-
les intéressantes connexions. Il a ensuite montré que le Programme d’Erlangen de
Klein peut 8tre étendu de manidre que, outre les espaces de Klein, il englobe ceux des
connexions basées sur les groupes de Lie.

Dans les deux dernidres dizaines d’années la théorie de Cartan a été perfectionnée
grice & I'application des notions ot méthodes de la théorie des espaces fibrés ce qui
a permis en particulier de développer la théorie globale des variétés munies d’une
connexion et de poser de nouveaux importants problémes (1).

Le présent Chapitre a pour objet principal une exposition de la théorie des con-
nexions que j'appelle connewions offines et dont le groupe de structure est un sous-
-groupe quelconque du groupe GL(n, R). Il est divisé en trois paragraphes dont les
deux premiers, qui servent d'introduction au troisiéme, contiennent les notions
ot les théordmes de la théorie des groupes de Lie qui sont nécessaires pour exposer
une théorie des connexions affines. Le premier d'eux contient une exposition des
prineipes de la théorie des groupes continus et finis; le second est consacré aux groupes
de Lie qui sont des sous-groupes du groupe Yinéaire général. J'introduis en particu-
lier dans ce paragraphe le repére mobile dans Vespace vectoriel basé sur un SouS-
-groupe I' du groupe GL(n, B), les cornposantes relatives du mouvement de ce repére
ot les transformations infinitésimales de I Jo montre ensuite qu'avee le groupe I’
peut étre lide intrinséquement une suite des groupes linéaires; ces groupes, appelés
les groupes associés & I', jouent un role important dans la théorie des groupes con-
tinus infinis.

Te troisiéme paragraphe est consacré & la théorie des connexions affines que
Pon définit dans L'espace fibré principal B dont le groupe de structure est un sous-

(*) V. sur ce sujet Pintéressant article de §.8. Chern, Some new viewpoints in
differential geometry in the large, Bull. Amer. Math. Soc. 52 (1946), p. 1-30.
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groupe I' de GL(n, R). Je montre que cet espace peut &tre muni d’une connexion
A courbure nulle de laquelle on peut déduire une infinité d’autres connexions et en
particulier une connexion & torsion nulle. Je développe en suite les propriétés de
ces connexions et je montre enfin que sur U'espace B peut &tre construite une suite
des espaces fibrés dont chacun sert de base pour le suivant et dont les groupes de
structure sont les groupes associés & I

De la théorie exposée dans ce Chapitre, en spécialisant lo groupe I', on déduira
dans les chapitres suivants les théories des connexions dont les groupes de strueture
sont les groupes linéaires classiques.

§ 1. Groupes finis de Lie

36. Définition. Une variété analytique G, de » dimengions, est dite
Vespace dun groupe fini abstrait de Lie, ou tout court le groupe de Lie,
i elle est doude des propriétés suivantes:

1° A chaque paire ordonné de ses points @ et b, appelés dans la snite
éléments de @, correspond. un élément ¢ = ab dit leur produit; on suppose
que ¢ est une fonetion analytique de chacun de ses facteurs.

2° Le produit des éléments de G est associatif; on a done

(ab)e = a(be), &i a,b,ce@.
3° 11 existe un élément e @, appelé unité de G, tel qu’il soit

ae = eq = o
pour tout ae@.

4° 11 existe pour tout ae@ un dlément a-!, appelé Dinverse de a,
qui satisfait aux relations

aat = a~lg = ¢;

Vinverse o~ est une fonetion analytique de a.

Il résulte de ces hypothéses que, si I'on se donne deux éléments
arbitraires a, be &, il existe deux éléments détérminés ¢ ot o tels qu’il soit
a=0b et ¢'a =b, ¢ =ab?, ¢ = ba—

Deux groupes de Lie sont dits isomorphes, si Yon peut établir entre
leurs éléments une correspondance biunivogue de manidre que si trois
éléments a, b, ¢ de I'un d’eux satisfont & la relation ab == ¢, les éléments
o'y b, 6 qui leur correspondent dang le second satisfont & a'd’ = ¢'.

Un groupe de Lie est dit connexze ou miste suivant que son espace est
connexe ou composé d'un nombre fini ou dénombrable de variétés conne-
x68; nous ne considérons dans la suite que des groupes connexes.

Un groupe de Lie est dit compact ou ouveri suivant que son espace
est compact ou ouvert.

32. Représentations d’un groupe abstrait. Soit g un élément de
@ choisi d’ailleurs arbitrairement. La formule 7 — ga, qui fait correspon-

§1 36. Définition. 97

dre & chaque élément ae @ un autre élément déterminé ze @, définit une
trangformation analytique §, agissant sur G. II est facile de voir que cetite
transformation satisfait aux relations suivantes:

S”2S”] - S”Z”l’ Sg-lsﬂ = Sns,]-l =85 (9,01, 92¢6);

S,-1, qui est Vinverse de §,, sera désigné dans la suite par 8t

On voit done sur ces équations que, si ¢ parcourt @, les 8, forment
un groupe ¢, agissant transitivement sur ¢; on dit que @, est une repré-
sentation fidéle du groupe abstrait @. A l’élément unité ¢ de @ correspond
la transformation identique de @,. Aux transformations de &, on a donné
le nom de translations de gauche des points de I’espace G.

De méme la formule 4 = ag (a, Ge @), ol g est un élément déterminé
de @, représente une transformation de P'espace de G, opérant de droite
sur ses points. Si g parcourt tout I'espace du groupe, les opérations ainsi
obtenues forment nne seconde représentation G du groupe abstrait dont
les transformations agissent de droite sur les points de G (translations de
droite).

La notion de la représentation d’un groupe abstrait de Lie peut &tre
généraligée de la maniére suivante.

Soit I' un ensemble de transformations analytiques reguliéres de
Despace numérique ¥ & N dimensions tel qu’il y ait une correspondence
biunivoque entre les éléments de I" et les points de G. Si la transformation
8ye I' correspondant aw point ge @ est une fonction analytique de g, si
elle satisfait & la condition 8, 8, = 8,,, (g1, 92¢@) et si de plus 8§,
est une transformation identique, on dit que I" est une représentation
fidéle du groupe abstrait @& et que les coordonnées locales de g sont les
paramétres de la transformation S,.

Dans la théorie de S. Lie les deux représentations particuliéres G,
et @,, détinies plus haut, portent les noms du premier et du second groupe
des paramgétres du groupe G ([12], p. 92).

38. Propriétés de I’espace d’un groupe abstrait fini. Considérons
dans Pegpace d’un groupe fini @ un voisinage U, de 1'identité ¢ et désignons
par R, un repére de Despace affine tangent & ¢ en ¢, formé de ¢ ot de n

vecteurs contravariants f?, Soit 8, (g¢ ) une transformation du groupe
@G, (n° 37) appliquant U, sur un voisinage U, du point g; cette transfor-
mation fait corregpondre au repére R, un repére R, formé de n vecteurs

fh tangents & G au point g. Ce point pouvant étre pris arbitrairement
on obtient ainsi sur @ » champs de vecteurs contravariants indépendants.
Nous pouvons donc énoncer le théoréme suivant (c¢f. n°33):

TaEOREME 1. L'espace d'un groupe fini de Lie est une variété analyti-
que parallélisable.
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Remarquons aussi que, si I'on oriente le repére E, en rapgeau‘u ses
vecteurs dans un ordre déterminé, on obtient par lintermédiaire de S,
des rTepéres orientés en tous les points de @; il en résulte le . ‘

TrBoREME 2. Lespace d'un groupe fini de Lic est une variélé orien-
table. .

Soit U un voisinage et ¢ un élément de ¢; mous désignerons par
aU Tensemble de tous les produits ab, olt be U. D’un voiginage quqlcon-
que U, de Iunité de & on obtient ainsi un voiginage Uy = al, du 1)01nP @

Ceci posé nous allons montrer qu’un point arbitraire we G peut étre
mis sous la forme @ = 6,6,...¢, du produit d'un nombre fini d’éléments
de U.e qui s’appellent ses générateurs.

En effet, soit g un élément arbitraire de G; nous le joignons & 1'élé-
ment ¢ par un chemin continu C: @(3) (0 <t < 1) tel quil soit 2(0) = &
#(1) = g. Supposons que tous les points de C ne puissent pas .étre expri-
més par le produit d'un nombre fini d’éléments de U, et désignons par
t, la borne inférieure des valeurs de ¢ correspondant aux points de ¢ qui
ne jouissent pas de cette propriété. Congidérons le voisinage a, Us, 0}1
@y = x(t,) et imaginons un points ¢’ = (1) (¢’ >1,) de C; si ¢’ est suffi-
gamment voisin de %,, le point o’ appartient & a, U,. 11 est done égal au
produit de a, et d'un élément de U.,; si le point a, puisse &tre mis sous
1a forme du produit d'un nombre r des éléments de U,, le point a’ serait
égal au produit de r+1 éléments de U,, contrairement & 1I’hypothése
faite sur ¢,. Il g’en suit que le point a, n’a pas des générateurs dang U,.

Considérons maintenant une valeur ¢’ <, telle que le point o' =
= g(t"') de C ai)pa,rtienne & @ U,. Il peut done étre mis gous la forme
a'" = ay6, (61¢ Uy); il en régulte ’égalité a, = a"'¢;". Nous pouvons choi-
sir ¢ de telle maniére que le point o'’ soit si voisin de @y qu’on le veut ot
que par suite ¢, soiti voisin de I'unité ¢ de sorte que ey appartienne & U..
Comme a'' admet par hypothése un systdéme fini de générateurs dans
U,,1il en serait de méme de a, = a'’e7". Ceci étant contraire & ce que nous
avons montré plus haut sur le point a, il en résulte que tous les points de
C gobtiennent én multipliant un nombre fini d’4léments de U,.

TuioREME 3. Les éléments d'un voisinage queloonque de Dunité de G
sont les générateurs de tout le groupe.

Remarque. Ce théordme, avec des changements convenables
est valable pour foute représentation fidéle du groupe abstrait & (n° 37),

39. Structure d’un groupe fini. Soit U, un voisinage queleconque de
Punité ¢ de G et B, un repére tangent en ¢ & ¢. Nous avons montré au
n° 38 qu'en agissant sur U, de gauche au moyen d'un élément ge G on

obtient un voisinage U, = ¢gU, de ¢ et un systéme {.f;b} comporé de n

. N peg .
vecteurs contravariants tangents & @ en g. Au systdme {I,} est assooié
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un systéme {®"} de n formes plaffiennes indépendantes telles qu’il soit
(1) oMI) = o
(v..n°32, équ. (7)). En changeant g on obtient ainsi gur toute la variété

G un champs F, des systémes {fh} et un champs F, des systémes {o"}.
Ce deux champs étant déduits des vecteurs du repére tangent R,, qui
peut étre pris arbitrairement, ils ne sont définis qu'a une substitution

régulidre & coefficients constants faite sur les vectours fh.

8i Pon fait sur U, une transformation §; du groupe @4, on en déduit
un voisinage du point Jg et les systémes des formes pfaffiennes et des
vecteurs attachés & Fg. Comme ces deux systémes peuvent &tre obtenus
des formes et des vecteurs attachés & e par la transformation 8, on voit
que F, et F, s'obtiennent par les translations de gauche des systémes
attachés & un point arbitraire, autrement dit les deux champs F, et F,
sont invariants pour les translations de gauche.

Si I'on suppose que le voisinage U, soit muni d’un systéme des coor-
donées locales #*, les ™ attachés 4 un point ze U, prendront la forme des
formes pfaffiennes en les variables z”*. Soit (z*) un autre point quel-
conque de U,; les formes différentielles attachées b Z g’obtiennent des
formes o" en y remplagant les variables 2 par Z*. Nous les désignerons
par " Or il existe une et une seule transformation du premier groupe
des paramétres G, qui applique # sur Z en transformant en méme temps
un voisinage de # sur un voiginage de %. Les transformations du groupe
G, qui permettent obtenir du point # un point arbitraire Ze U, sont done
définies par le systéme des équations pfaffiennes

(2) o = ",
].:)ifférentions extérieurement ces équations pour obtenir un systéme
fermé. Comme les formes w* sont linéairement indépendantes, leurs diffé-

rentielles extérieures peuvent étre présentées sous la forme suivante
(équations de structure de @):

®) do’ = 4ol [0'o], ol +el =0;

on aura de méme dw” = }5;[w'o’], les coefficients ¢;}* et &;" tant les
mémes fonetions respectivement des variables #* et z*. En fermant le
systéme des équations (2) on obtient done les relations suivantes:

5 [0'0'] = o' [0'a].
Il en résulte en vertu des équations (2) qu’il doit &tre

=k __ L.k
Cij = Gy
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et que par conséquent, le groupe @, agissant transitivement sur &, les coef-
ticients o ont des valeurs constantes; on a leur donné le nom de coeffi-
eients de structure du groupe @.

Bn différentiant extérieurement les équations (3) on trouve

e do'e’] = 0,

ou, si Ton y remplace les difféventielles dw® par leurs expressions
Loiilo*e'] tirées des formules (3),

e il w*w’e’] = 0.
13

Les formes o" étant indépendantes il g'en suit que les coefficients
c;~',~" doivent satisfaire aux relations quadratiques

I S )
(4) e et o o o o = 0.

Envisageons en particulier le voisinage U,; il résulte de ee qui pré-
céde que le systéme des équations (2) est compldtement intégrable dans
le produit cartésien des voisinages convenablement choisis de deux points
arbitraives x,%e U,. Il admet donc une et une seule variété intégrale
passant par ces points et représentant la transformation du groupe @,
qui applique le point » sur le point Z (n° 8). Ce systéme définit done un
ensemble des transformations de @, dans un voisinage de la transforma-
tion identique e (¥ = &) du groupe ¢;. Nous dirons que cet engemble
forme un morceau &, du groupe @;. Comme les groupes @ et G, sont iso-
morphes (n° 37), nous pouvons dire, en appliquant le Théoréme 1 du
n° 38, que les transformations du morceaun ,, déterminées par les équa-
tions (2) dans le voisinage U, sont les générateurs du groupe G, ; ceel veut
dire que I'on obtient I'ensemble des transformations de G, en formant
les produits dont chacun est composé d*un nombre fini deg transformations
du morcean G.. Nous exprimons ce résultat sous la forme suivante:

THEOREME 4. Le premier groupe des paramétres du groupe fini de
Lie G est caractérisé par lo propriété de laisser imvarianies les formes w.

Dans les raisonnements suivants les champs des formes o ot log

champs des vecteurs Yh seronti dits invariants de goauche.
Aux équations (2) on a donné le nom @éguations de définition dun
groupe G. Remarquons que ce systéme de Pfaff egt équivalent au systéme

des équations aux dérivées partielles du premier ordre aux inconnues
" e aux variables indépendantes #*. 8i 'on. poge

(5) o" = al(v)da,
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les équations (2) prendront la forme
a* ()45 = o’ (2)da”,
d’ott 'on. obtient les équations aux dérivées partielles

e
ozt

(6) ay (%) T = tel@).

Les raisonnements précédents peuvent étre résumés de la maniére
suivante. Dans l'espace d’un groupe fini &, de dimension #, il existe un

champs F; des systémes {Yh} et un champs lui associé ¥, des systémes
{o"}, les deux champs étant invariantes de gauche. Les formes " satis-
font aux équations de structure (3) dont les coefficients 6 = — o
(eonstantes de structure) sont assujettis aux relations (4). Les transforma-
tions du premier groupe des paramétres &, du groupe ¢ dans un voisinage
de sa transformation identigue s’obtiennent comme les intégrales du
systéme pfaffien complétement intégrable (2), défini en coordonnées loca-
les d’un voisinage de ’6lément ¢ du groupe ¢; en faisant les produits finis
de ces transformations on en déduit tout le groupe @;.

Nous avons construit le champs {fh} et le champs {«"} en partant d’un
repére arbitraire R, tangent & @ en ¢; si 'on remplace R, par un autre

repére tangent en ¢, les vecteurs »I)h geront assujettis & une substitution
lindaire régulidre 4 coefficients constants et les formes o & son inverse.
On obtient ainsi dans G des expressions de la forme ero™ (¢, const.) inva-
riantes de gauche. Nous allons montrer que ce sont dans @ les seules formes
pfaffiennes invariantes de gauche.

En effet supposons que o soit une forme différentielle linéaire invarian-
te de gauche. Les formes o" étant indépendantes on peut poser

W= pn(u)wh, uwe@.

8i I'on sowmet le point % & une translation de gauche en 'appliquant
sur un point %, cette relation prendra la forme suivante

w0 = Ph(’n)why

puisque w et " sont, par hypothése, invariantes de gauche. Le rapproche-
ment de deux dernidres relations conduit & 1'équation

(pa(@) —pa(w) " = 0,

d’ott il résulte qu’il doit &tre p,(%) = py(u). La translation de gauche agis-
sant transitivement sur G il en résulte que les coefficients p; ont des
valeurs constantes. Nous pouvons done énoncer le suivant
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TesorbME 5. Loute forme pfaffienne dans G inveriante de gauche
est une fonction lindaire & coefficients constants des formes .

40. Algeébre d’un groupe fini de Lie. Hn conservant les notations
du n® 39 nous allons étudier de plus prés les relations entre les deux sy-
st(é_rr}es duaux {I,} et {»"} dont los éléments supposés définis dans un
voisinage U, de G sont liés par les relations (1).

Supposons que dans U, soit donnée wne fonetion analytique flz),

a:’s.U,,‘ et rappelons qu’au vecteur _fh est agsociée la transformation in-
finitésimale Ipf (n°32). On aura alors gelon la formule (8) du n° 32

df = LL)hIhf.

Aux éléments " et I1,f qui y entrent on peut appliquer les relations
du n” 32 & condition de remplacer les équations (11) par les équations
de struc;ture (3) dun® 39 et les coefficients 83" par les constantes de stru-
eture ¢;;". Nous obtiendrons en particulier, d’aprés (14), la formule suivante

(L, L)f = — o If

pour la parenthése de Poisson des transformations infinitésimales I,f
ef If. En nous appuyant sur les raisonnements du n°32 nous
bouvons constater que dans espace vectoriel & n dimengions formé par les

vecteurs I, du champs F, sur le corps des nombres réels peut dtre établie
une algébre dont la structure est déterminde par les relations

4

@) LT+ el = o,

® Lh+T 4 =,

® LI+ LI+ (I T = o

rappelons que les constantes o' = — G satistont aux relations W

d'u n° 39 qui peuvent d’ailleury &tre obtenues directement des équations
ci-dessus. Cette algébre étant indépendante du choix du voising e U,
nous Vappellerons algébre du groupe fini G de Li s

Observons maintenant que I’
les relations ci-dessus, définit 1a st
F, des systémes {o"} dont leg

our & . . X . .
pour s’en convainere il faudrait parcourir en sens inverse les raisonnements

faits a'll n . 5 i
32. Nous voy.ons done qu’il ¥ & deux théories équivalentes de
structure d’un groupe fini: la théorie de S. Lie bagée sur le champss F
1

et la théorie A’E. Cartan basée yur le champs F,. Pour faire voir que

€.
algébre du groupe @, déterminée par
ructure de & an méme titre que le champs

éléments remplissent leg équations (3);
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Déquivalence est compléte il faut encore montrer que la théorie de Lie
jouit de la méme propriété que la théorie de Cartan dont les équations
de définition (2) ou (6) permettent d’obtenir les transformations du pre-
mier groupe de paramétres de ¢ dans un voisinage de sa transformation
identique. Nous comblerons cefte lacune dans le Ch. VII § 6, en mnous
gervant de la dérivée de Lie.

41. Sous-groupes. Un groupe y dont tous les éléments appartiennent
4 un groupe fini abstrait ¢ porte le nom. de son sous-groupe. Un sous-groupe
de G peut contenir une infinité ou un nombre fini d’éléments. Dans le
premier cas il peut &tre continu ou discontinu; on peut démontrer ([10],
p. 22) que, 8'il est continu, il est un groupe de Lie.

Le sous-groupe y ost dit fermé dans @, si tout élément d’accumula-
tion dans G d'un ensemble des éléments de y appartient & y; dans le
cas contraire il est dit ouvert dans @.

Soit ¢ un élément de G; Vélément g’ = aga, olt ac@, s'appelle le
transformé de g par a. Un sous-groupe y de G est dit invariont dans @,
si les transformations des éléments de y par les éléments de G appartien-
nent 4 p.

Nous nous bornerons & considérer les sous-groupes qui sont des groupes
de Lie. Supposons done qu'un sous-groupe y de @ soit un groupe de Lie;
en désignant comme plus haut par la méme lettre un groupe ot gon. espace
nou§ pouvons envisager y comme une sous-variété analytique, d’une
dimension m < n, munie d*un recouvrement et plongée dans G. Soit U,
un voisinage quelconque du point-unité ¢ de ce recouvrement; nous pou-
vons le choisir de fagon qu’il soit contenu dans un voisinage U, du recouv-
rement de G et qu’il puisse étre représenté par un systéme de n—m
équations qui expriment n—m de coordonnées locales de @ dans U, comme
fonctions analytiques de m autres de ces coordonnées. Si T’on porte ces
fonetions dans les formes ", qui ont ét6 définies au n° 39, elles deviendront
des formes en m variables et, par conséquent, elles seront liées par n—m
relations linéaires

Ao =0 (r=1,2,..,n—m;h=1,2,..,m).

Nous voyons ainsi que les équations qui représentent un vois'ma,g(? du
point ¢ de la sous-variété y constituent une variété intégrale & m dimensions
d’un systéme des équations de Pfaff dont les premiers membres sont des
combinaisons linéaires des formes o?, »?,..., »". En changeant conve-
nablement les numéros des formes " nous pouvons écrire les équations
de ce systéme comme il suit

(10) o +afwr+afwi+...Fope™ =0 (r=1,2,...,m—m).
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Introduisons maintenant dans le voisinage U, un nouveau systéme
des coordonnées. locales au moyen d'une transformation quelconque
d’un groupe des paramétres du groupe ¢ (n°37). Soient

o' +aE ottt .. ape™ = 0.

les équations (10) écrites en nouvelles coordonnées; les transformations
d'un groupe des paramétres laissant invariantes les formes " (n° 39,
Th. 4) on peut remplacer ces équations par les suivantes

o A ol a0t .. G o™ = 0

qui, rapprochées des équations (10), conduisent aux relations
w=d, B=d, .., @ =ad.

On voit ainsi que les coefficients des équations (10) sont invariants
par les transformations du groupe des paramsétres dont nous nous avons
servi et que, par suite, ce groupe agissant trangitivement sur ’espace G,
ils ont des valeurs constantes.

Ceci établi nous pouvons done faire sur les o" (h =1,2,..., %) une
substitution linéaire & coefficients constants telle que les équations (10)
prennent la forme

(11) =0, @t=0, .. o""™=0.

En fermant ce systéme des équations de Pfaff on trouve les relations
' =0 (h=1,2,...,n—m) qui, d'aprés les équations (3) du n° 39,
peuvent 8’éerire

(12) ef[wiefl=0 (r=1,2, g n—ms 4,5 =1,2,...,m).

Comme le systéme (11) doit admettre une solution d.m dimensions,
il s'en suit qu’il doit étre

(13) ee =0 (p,q=1,2,...,m;r=1,2,...,n—m),

car autrement les équations (11) entraineraient des relations entre les

formes o™~ "+, "™ . " et, par suite, contrairement 3 Phypothése

admise, les dimensions de ses variétés intégrales seraient inférieures & m.

. Les équations (12) étant, en vertu de (13), des conséquences des équations

du systéme (11) on en conclut que ce systéme est complétement intégrable.

Nous pouvons done énoncer le suivant théoréme dd & E. Cartan ([121,
p. 197):

THEOREME 6. La recherche des sous-groupes de G, qui sont des groupes

de Lie, se raméne & former les combinaisons linéaires, & coefficients constants,

des formes o', w?, ..., " qui, galées & zéro forment un systéme compléte-
ment intégrable.
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Comme en particulier un systéme de n—1 équations

w? w? "
T T T
ol ¢!, 02, ..., " sont des constantes non toutes nulles, est compldtement

intégrable, les intégrales de ces équations qui passent par le point e repré-
gentent des sous-groupes & dimengion un du groupe G.

§ 2. Groupes linéaires de Lie

42. Définition. Soit G un groupe abstrait de Lie, de dimension
m, et B, I’espace vectoriel & n dimensions rapporté & un repére E formé

de n vecteurs f:, linéairement indépendants. Supposons que @ admette
une reprégentation fidele I' (n°37) composée des transformations

(1) plu): I, = ai(wI¥, ue@,

ol les af(u) désignent des fonetions analytiques définies dans un voisi-
nage quelconque de u = (ul, %?,...,uw™) et telles, qu’il soit
(1) 4 = |a(u) >0, aj(e)=20; (¢ élément unité de @)

4

et que la matrice

dasi{u
(1 ‘ OL;I(,’”) (h=1,2y...,m),
goit de rang m.
Soit
(2) = (w): T = W],

la transformation inverse de (1); il est done
(3) : @b = alb; = .
Nous dirons que I" est un groupe linéaire de Lie eb qu'il est compact

(ouvert), si G est compact (ouvert).
43, Repére mobile dans V'espace - By, Désignons par R" le repére
compogé des vecteurs T “ ot appelé repére mobile de E,. Si u parcourt 4,

les repéres R" forment un ensemble homéomorphe 4 @ et invariant par
les translations de gauche dans G.
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.
Différentions maintenant les équations (1); les vecteurs I, étant fixes
on a

agdff:—i—f}jda;‘ = 0.

8i on multiplie cette équation par b et quo Pon somme par rapport
o, il vient selon (3)

4) Al 4-Ie0da; = 0.

Posons
(5) wy = —bidaj,
d’olt, d'apres (3),
(5) daj = —af ).

8i I'on se sert de ces notations, les relations (4) deviennent

(6)

elles déterminent les acroissements, rapportés au repére mobile RY,

ATt — o T¥ = 0;

%ggdsubissent les vecteurs I %> quand on passe du repére K* au repére

Remarquons que les o}, sont des fSrmes différentielles linéaires aux
variables ", indépendantes, d’aprés (1), par rapport aux différentielles
du"; on a leur donné le nom de composantes relatives du mouvement du
repére mobile B* (1). Si Pon fait dans @ la translation de gauche en appli-
quant le point % sur un autre point 4, les repires R* te B**™ go changent
en R* et R*+™ et les composantes relatives ), regtent inaltérées. Il ’en

suit que, en vertu du Théoréme 5 du n° 39, les oy peuvent &tre mis sous
la forme sumivante

(M

ot les a7, sont des constantes et les v* désignent des formes différentielles

invariantes de gauche dans @, qui figurent dans les équations de structure
du groupe G

(8) @ = o[+

{equ. (3) (‘111 n° 39); il résulte de ce qui précede que parmi les il y a m
formes qui ne sont liées par aucune relation linéaire 4 coefficients :

x ___ x N
W, = — @, T,

constants.

(") Pour la définition générale des composantes relatives [i%
formations de Lie v. [12], p. 79. i ™ froupe de trans-
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On peut done choisir m systémes des valeurs pour les indices » et x dans
les équations (7) de maniére que 1'on puisse résoudre ces équations par rap-
port aux formes o*; autrement dit pour ce choix des indices les équations
a,I* = 0 aux inconnues I admettront seulement la solution I* = 0.

Revenons maintenant aux équations (6) qui peuvent étre regardées

comme un, gystéme des équations de Pfaff aux inconnues f‘,ﬁ ot aux variables
indépendantes ", Comme les formules (2) représentent lintégrale de

co gystoéme, i I'on y congidére les fg comme les valeurs des inconnues pour
u égal & Vunité ¢ de @, il g’en suit que le systéme (6) est complétement
intégrable. Done, si 'on différentie ses équations extérieurement et que
Pon tient compte de ces équations elles-mémes, on doit obtenir des iden-
tités. Or un caleul facile conduit & 'aide des formules (5), aux relations
suivantes

(9)

que nous appellerons les équations de structure du groupe linéaire I
Nous allons maintenant établiv des relations entre les coefficients
o, dang les expressions (7) et les constantes de structure ¢y du groupe .

dw) -+ [w 0] =0,

Considérons & cet effet un vectour fixe I de I'espace vectoriel H, et dé-
signons respectivement par #” et * ses coordonnées par rapport aux
repéres B et R:

11 résulte des formules (1) et (2) que ces coordonnées sont liées par
les relations suivantes

(10) 7 = ay(u)a
ou par les relations équivalentes
(10" 2t = b4 u)z".

En différentiant les équations (10), on trouve
7 = atda?
ou, en vertu de (10'),
az* = (Beda)z".

Sil’on y porte les expressions (3), on obtient un systéme des équations
de Pfaff

(11)

AT+ o}F =0
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aux inconnues ", ol les u" jouent le réle des variables indépendantes.
Comme les équations (10) représentent lintégrale de ce systéme, sil’on y
regarde les #° comme leg valeurs des inconnues pour » = ¢, il en résulte
que le systéme (11) est complétement intégrable.

Si l'on tient compte des formules (7), les équations (11) deviennent

% = T

(12) dz" = ap,@"7".

En les différentiant extérieurement on obtient
az, (A7 "]+ o, B dd" = 0;
si Pon y substitue aux différentielles dz* leurs expressions al@'z’, tirdes
des équations (12), et aux différentielles dr" les expressions (8), on trouve
o}, 0T [T+ Yoyl o, B 7] = 0.
En rempla¢ant dans le premier terme 1'indice & par j et en y chan-
geant le role des indices p et v on en déduit la relation suivante:
(07, a3, — a3, a5, + e3 0} )T [7 ] = 0.,

) Comme le systéme (12), équivalent au systéme (11), ost complétement
intégrable, cette relation doit &tre une identité, il vient done

(13) a0}, — 5, a5, = ;' aj,.

Ces relations expriment les conditions nécessaires et suffisantes pour
que le systéme des équations (12) soit complétement intégrable; elles
Jouent un role important dans la théorie des groupes infinis de Lie (Ch. V).

44. Transformations infinitésimales d*un groupe linéaire. Suppo-
sons que dans un voisinage d’un vecteur = w"_fg = E"f’,ﬁ goit donnée une
fonetion analytique f des variables z*; si dans la différentiolle df = :?:f” az”

ik

on remplace les différentielles dz* par les expressions (12), on aura

df = ay, 7" o .
0z*

Les expressions

of

(14) Tf =4, (h=1,2,...,m)

portent le nom de .tmmfm‘mations infinitésimales du. groupe linéaire I
on voit sur la derniére formule qu’elles sont linéairement indépendantes.
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Comme on a en particulier T;,Z* = a};, 7", les équations (12) peuvent s’écrire
comme il suit

(15) a7 = T, %",

On voit sur ces équations que, si les transformations infinitésimales
du groupe linéaire I', qui représente un groupe abstrait @, sont données,
les équations finies de I' s’obtiennent en intégrant le systéme compléte-
ment intégrable (15).

Si les coefficients de structure ¢;* du groupe abstrait ¢ sont connus,
la recherche des transformations infinitésimales de la représemtation
linéaire I" de @ revient & un probléme purement algébrique, et notamment
4 trouver le systéme {af,} satisfaisant aux conditions (13) et tel que les
expressions (14) soient linéairement indépendantes.

Ajoutons en terminant ce numéro que la parenthése de Poisson de T;f
ot T,f est donnée par la formule

(16) (TT))f = —eif Tuf;

on obtient cette formule par un ealeul facile en partant de la définition
de 1a parenthése de Poisson (n°7) et tenant compte de la relation (13)
au n°43. A cause des équations (16) nous pouvons dire que les ol sont
les constantes de structure du groupe abstrait & et du groupe linéaire I

45. Groupe linéaire général. Si les coefficients d'un ensemble des
transformations  linéaires

sont réels et ne sont soumis qu’a la condition unique

(17) 4 = lag| # 0,

cet engemble porte le nom de groupe linéaire général et il est désigné par
le symbole GL(n, R). L’espace du groupe abstrait G représenté par GL(n ,.R)
est done une variété, définie par l'inégalité (17), de 1’espace cartésien

2
R™ aux coordonnées

uf =af, P =uxt(A-1)n.

Cette variété dtant homéomorphe i l'espace des matrices réguliéres
llafll, si Pon associe le point u*, u?, ..., u™ 3 la matrice [a}], on pe'ut ge
servir de celui-ci comme de l'espace de @, en regardant le produit de
deux matrices comme produit des éléments de G. .

Les composantes relatives o) du Tepére mobile de GL(n, R), défi-
nies par les formules (5), étant indépendantes et invariantes par les trans-
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‘lations de gauche dans @, elles jouent ici le réle des formes désignées par 7
dans les n% 42 et 43 et les quations de structure du groupe G se confon-
dent avec les équations (9).

Les transformations infinitésimales du groupe GL(n,R) peuvent
étre dcrites de la maniére suivante

0
T;,f:a}:,,w"-—]—; (h=1,2,...,n%,
0
ot les a}, sont des constantes choisies de telle maniére que ces transforma-
tions soient indépendantes, et d’aileurs queleconques.

46. Groupe linéaire unimodulaire. Imaginons dans l'espace affine

A,n vecteurs indépendantes f; = {pf,}, issus dun point arbitraire de 4,,.
Nous désignerons par le symbole

D = [11112: ceey L]

la valeur du déterminant |p| et nous Ini donnerons le nom de volume du

parallélépipéde P construit sur les vecteurs f;; celui-ci reste invariant pour
les translations dans Pespace A,. Nous dirons gque le groupe lindaire I’
défini au n° 42 est unimodulaire ou groupe linéaire spéeial, 8'il laisse in-
variant le volume d'un parallélépipéde queleconque & n dimensions et on

le désigne par SL(n, R). Sil'on assoujettit les vecteurs f; anx transforma-
tions (1) du n° 42, le volume du parallélépipéde obtenu ainsi de P sera

égal & [f‘{,f;‘, ...,_fZ] ef, ’aprés la régle de multiplication des détermi-
nants, on aura la relation

oy Loy ooy Tl = AIT B, B o0 4 = Ja.

Done, pour que le groupe I' soit unimodulaive, il faut et il suffit qu’il
soit
4=1.

En ge reportant au n°45 on voit que le groupe SL(n, R) est un
sous-groupe de GL(n,R) & dimension n?—1 et que V'espace du groupe
abstrait ¢ représenté par SL(m, R) est Despace des matrices dont les
déterminants sont égaux i 1'unité. )

&

La valeur du déterminant [1‘{,?’;, ..,T“,f] devant &tre indépendante
du point % e @ il doit étre

(18) arn, T, .., I =0,
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3

ot 4 désigne la différentiation par rapport & u. D’aprés la régle de diffé-
rentiation d*un déterminant on déduit de (18) la relation suivante:

n

— - - - —

X ) ) UG
ST oy Ty 0T, Ty oy I = 0.
fls=1

En y substituant & la différentielle df}f son expression dI; = — w}If,
tirée de V'équation (6) du n® 43, il vient

n . N
_2 [-l?v '--711’;—-17 “’:Iﬁ; I;f+1a ey =0
pe=1
on
wﬁ[f?; Y‘:’ vyl =0.
Tl en résulte la relation

(19) ' ol =0
qui exprime la condition nécessaire et suffisante pour que _le groupe hné
aire soit unimodulaire. Le nombre des composantes relatives du repeére

mobile du groupe SL(n, R) est done égal & nP—1.
47. Groupe orthogonal. Supposons que le groupe lindaire introduit

au n° 42, laisse invariante la forme quadratique 21("”'“)2: ot les o* dégignent

les coordonnées d’un vecteur arbitraire de I’espace veetoriel E.n: 11 résulte
de cette hypothése et des formules (10) du n° 43 que les fzqeﬁlclents de la
transformation (1) du n° 42 doivent gatisfaire aux conditions

n
(20" D s =8

=l

équivalentes aux relations
n
20" agal = 6%.
(20) 2
inéaire ainsi défini le nom de groupe (réel) orthogo-
Le groupe linéaire ainsi défini porte .
nal et O%Ir le désigne par O,. L'espace du groupe abstrait @, représenté
. nZ % i
par 0, est la variété de T’espace cartésien E*, aux coordonnées o, défi
nie par les équations (20) ou (20""); cette variété peut stre remplacée
par lespace, lui homéomorphe, des matrices orthogonales. Comme la
dimension de B est égale & n? et le nombre des équations (20') est égal
& n(n-+1)/2, il Pen suit que la dimension de G est égale & n(n—1)/2.


Yakuza


112 CHAPITRE IV. Connexions affines.

Rappelons les choses bien connues que la matrice inverse d’une matrice
orthogonale est identique avec la matrice transposée et que son détermi-
nant est égal & +1; les transformations orthogonales dont le détermi-
nant est égal & +1 forment un sous-groupe de 0, désigné par O;. Tn
vertu de la remarque ci-dessus on peut poser by = af dans les équations
des n® 42 et 43, si le groupe I"est le groupe orthogonal.
En différentiant les dquations (20") on trouve
n
D) (a2dag-+agdag) = 0.

K=l

8i 'on y substitue aux différentielles les expressions

day = afoy et do = afwl,

tirées des formules générales (5') du n° 42, il viendra

n n
Zasaﬁfa);—k 2 aaof =0
#=1 "=l
ce qui, selon (20"'), e raméne & la forme guivante
0% wi+ 6" 0w =0
d’olt
(21) we+wl = 0.

Sion se raporte aux formules (7), ot & parcourt maintenant les valeurs
1, ?, -y ®(n—1)/2, on déduit des équations (21) que les constantes aj
satisfont dans le cas du groupe 0, les relations ’

(219 @+ ah, = 0.

Le§ relations (21) expriment les conditions néeessaires et suffisantes
pour qu'un groupe abstrait fini soit représenté par le groupe 0,,.
Au groupe 0,, S'associe un groupe linéaire formé des trangformations

(22) I, = “ax(u) 1,

ou, 4° désignant un nombre queleonque réel, les af(u) sont les élémentsy

de la matrice orthogonale générale; nous désignerons ce groupe, contenant

0, comme }m sous-groupe, par 0,. L’espace du groupe abstrait repré-

senté par 0, est le produit cartésien de Pespace du groupe 0, et de l'en-

Ze(;;lllel )(/1;: lll?mbres: —oo <4’ < oo; sa dimension est done égale &
Posons pour simplifier

(28) Gy =6"a%, B = g-“"bg’

iom
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b§ désignant les éléments de la matrice inverse i lazll; on aura done @358 =
= §f et par suite les composantes relatives w} du repire mobile du groupe
0,, seront données par les formules suivantes

w, = —b;da?
qui, en vertu de (23), peuvent &tre présentées gous la forme
@ = baldud 4 b:dal.
On a done
(24) oy = S dud+ o,

les w), désignant les composantes relatives du repére mobile du groupe 0,,.
En rapprochant les équations (21), on en déduit les relations suivantes

» B:‘i"—a—’:: =0 (% #pu),
(24")

wp =ndud (%= p)

entre les composantes relatives du repére mobile du groupe O,,.

Remarque. Le déterminant |aj| des transformations du groupe
orthogonal étant égal & +1 ou —1 ce groupe n’est pas connexe; son
sous-groupe connexe formé des transformatibng de déterminant égal
A -1 sera désigné par O, .

48. Groupe symplectique. Nous appliquerons maintenant les ré-
sultats des n® 42 et 43 au groupe symplectique Sp (n) agissant dans ’espace
veetoriel 4 un nombre pair de dimensions (n = 2r). La dimension du groupe
abstrait G représenté par Sp(n) est égale au nombre m = r(2r4-1)
des paramdtres dont dépend la transformation la plus générale de Sp(n)
(vol. I, n% 42, 43).

8i la transformation (1) aun® 42 appartient au group 8p(n), ses coef-
ficients satisfont aux relations

(26) CIpataf =1,

(vol. I, équ. (18"") du n° 38), ol les I,; sont les composantes du bivecteur
fondamental de l’espace symplectique

—a=r,

|B—al #r

1 pour
IptIpe =0, Iy= {0 pour

(vol. I, n® 36). En différentiant les équations (26) on trouve

Igaidal+1a0da; = 0.
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i Pon y introduit les expressions daf = —afw et dal = —alal,
tirées des équations (5') du n° 42, on obtient

Igatat b+ Ipalai0f = 0.

En changeant dans le second terme le role des indices o et f et en
tenant compte des égalités I, = —I,;, on raméne la dernidre relation
4 la forme '

I 00t of —I 080t wf = 0.

SiV’on multiplie cette équation par b2b et que ’on somme par rapport
4 ¢ et o, on trouve ’

Tp0idh ot —T,p 03000l =0
ou

27) I”ﬁw§~—lﬁﬁwﬁ =0,

Dans P'étude du groupe symplectique il est commode de remplacer
les composantes relatives o du repére mobile par les grandeurs que l’on
obtient en abaissant Pindice supérieur selon de la régle

(28" wu = —L,g0f

équivalente aux relations.
(28")

wy, = I"0,,,

ol les I'” désignent les composantes contravariantes du bivecteur fonda-
mental de 'espace symplectique (vol. I, n° 36). En adoptant ces notations
on raméne les équations (27) 4 la forme suivante

(29) Wy == Wy

Le nombre des formes indépendantes dans le systéme {w,,} est done
égal & 7(2r+-1) ce qui était d’ailleurs & prévoir. Ajoutons que d’apres (28)
on & of = I"w,,; comme les I sont antisymétriques et les ®,, Symétri-
ques en leurs indices, il en résulte o = 0; le groupe symplectique est
done un sous-groupe du groupe unimodulaire.

Remarquons que des formules (7) du n® 42 et des équations (28)
on déduit la relation suivante

3
Wy = —Ixﬁaﬁ;.‘ﬂ )

ol les 7% (h=1,2,...,7(2r+1)) désignent les) formes invariantes

-& gauche dans 'espace du groupe abstrait représenté par 8p,; si ’on pose

(30) g = —Is0f,,

iom
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la derniére équation devienst
Wy = ah,d'rh,

dont les eoefficients constants as., sont, en vertu de (29), symétriques
entre les deux derniers indices. Comme les relations (30) sont équivalentes
aux suivantes

a, = 1% ay,,,

les transformations infinitésimales du groupe symplectique peuvent
étre présentées, d’aprés (14), sous la forme suivante

of

(31) pr

Tf = ahQ,‘I"“w"

ou les coefficients ay,, sont des constantes quelconques symétriques en
les indices g et u.

49. Groupes linéaires associés & un groupe linéaire. Nous allons_
exposer ici un procédé qui associe, d’une manmiére intrinsdque, une
suite finie ou infinie des groupes linéaires 4 un groupe linéaire donné.
Ces suites jouent un rdle important dans la théorie des eonnexions affines
ot dans celle des groupes infinis de Lie.

Soit I" un groupe lindaire de Lie, de dimension m, donné an moyen
de ses transformations infinitésimales

af

Tf = dfatz5  (h=1,2, ...

Considérons le systéme de n équations extérieures

(32) ay, [2la"] =0

4 m-+m variables indépendantes 4 et 7. Remarquons que ce gystéme se
change en un systéme équivalent, si 1'on fait sur les transformations
T,f une substitution linéaire & coefficients constants. La forme des équa-
tions (32) reste inaltérée, si 1’on introduit des nouvelles variables par 1a
substitution

(33) LB =a, B =a+ld,

4 condition que les coefficients I} vérifient les relations suivantes
(34) & —auTt = 0.

Il peut arriver que le systéme des équations (34), aux inconnues
2, n’admet que la solution I* = 0, la substitution (33) se réduisant alors
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3 Ia transformation identique. En excluant ce ¢as, ol au groupe I” ne peut
pas &tre agsociée la suite demandée, supposons que le systéme (34) admette
m, solutions indépendantes exprimées par les formules

h (172 7
(35) i = ahllultl (hy=1,2,...,my),
‘ a
ot les w" sont des paramétres arbitraires, le a,ﬁll étant des constantes
remplissant les relations

« « D
@y By — W Oy = 0.

8i l'on porte les expressions (35) dans les formules (33), on obtient
les transformations
o

1
—x % =h R Ry
T = wlﬁ'““hﬁ“x'“’

T =,
dont I’ensemble fournit le premier groupe linéaire I'; associé au groupe I'.
Remarquons que ce groupe est de dimension m, et qu'il est abélien. Ses
transformations  infinitésimales ayant la forme suivante

[t 6f
Thlf = aﬁllm" e
1

on peut. lui adjoindre le systéme de m équations extérieures

(l)h Y
ahw [mﬂlw“] = 0

A n+-m variables. En raisonnant sur ce systéme de la méme maniére que
plus hhaut, on arrive soit 4 une transformation identique des variables
", ¥, &1, soit Aun groupe linéaire I', de dimension My, composé des équa-
tions

2,
—— —h =h
=0, =T = w’l', Byl = w];1+ a%;;_u;’ml

(e =1,2,...,m,),

“ . . (2
ol }e?s ul2 gont des paramdtres arbitraires, les a%;,. étant des eonstantes
verifignt les relations
o0 Qe
h
ahllahéﬂ—a%lﬂa,ﬁ;l =0.

On peut continuer ainsi de proche en proche et I'on arrive i une suite

finie des groupes linéaives I', I';, ..., I,, ol T, se compose d'une transfor-
mation identique, ou & une suite infinie
(36) Ty, Dy Iy,
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ot le groupe I', agit sur les variables a*, at, af,...,al-1 (=1,
2, ..., m;) en transformant les variables 2*, 2%, ..., #/r52 identiquement et

les variables alr—1 gelon les formules suivantes
(r
Zr-1 = g1 aprrlupra,

)
ol les u}r sont des paramétres arbitraires et les apry! des constantes; ces
(r—1

constantes sont lides aux constantes a 3-2; correspondant au groupe I',_,
de la suite (36), par les relations suivantes:

Nous avons ainsi démontré qu’'au groupe I' peut étre attachée une
guite des groupes lindaires déterminés par la structure du groupe I'.
Nous allons appliquer le procédé développé plus haut an groupe

orthogonal O,. Permutons & cet effet circulairement les indices », 1 et
p dans les équations (34); on obtient ainsi trois équations suivantes:

a —aplt =0,
(37) a—ahl, =0,
a P — et I = 0.
En vertu de la relation (21’) du n° 47 la premiére de ces équations
peut s’éerire
_a'zul’?"}' a’}fnlz =0
d’ol1, en se reportant & la deuxiéme, il suit
o i—ah U = 0.
8i Pon y applique la relation (21') du n° 47 au second terme, il viendra
a’%nlg+ aill;hc' = 0.

En comparant cette égalité avec la troisiéme des équations (37)

on obtient
a,lt = 0.

11 résulte des remarques faites sur les équations (7) du n® 43 que le
gystéme des équations oi-dessus n’admet que la solution 7 = 0. Nous
voyons ainsi que dans le cas du groupe orthogonal la suite (36) se réduit
au premier terme, le groupe Iy se réduisant & la transformation identique.
Les composantes relatives du repére mobile du groupe O, (n®47) véri-
fiant les relations wy+ wf = 0 (% == u), d’onr il suit aj,+ 6k, = 0 (» * u),
1a conclusion précédante est valable aussi pour le groupe O,..
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50, Equations de structure d’un espace affine. Soit 4, un espace
affine rapporté & un repére cartésien B formé d’un point O comme origine

et de n vecteurs contravariants I,. Nous introduirons aun lieu de R un
repére mobile R} ayant comme origine un point arbitraire e 4, et com-

posé des vecteurs I' obtenus des vecteurs fa par une transformation
y(u) d'un groupe linéaire I" de dimengion m (n° 42). En variant le point
@ et la transformation y(u) on obtient dans 4, un champs de repéres
qui se déduisent de 'un d’eux par une transglation suivie d'une rotation
affine; Vespace 4, doué de ee champs sera dit espace basé sur le groupe I

Rappelons les équations (1), (2), (5) et (7) des numéros précédents

(38) L=awl, T%=uwi,
(39) w, = —bidaf,
(40) Loy = a,Z,,t"'

of désignons par #” les coordonnées du point z par rappoort au repére R.
Le vecteur infinitésimal da issu du point « sera done donné par la formule
iz = T,da*

((;;. n* 31c¢ et 32). 8ilon y remplace fe par son expression (38), il vien-
%

(41) i = T
le coefficient * étant défini par la formule

(42) @ = ay(u)dz?

qui est équivalente 4 la suivante

(43) do = Mot

En différentiant extérieurement 1’équation (42), on obtient
dw® = [da} (u)dz®)
ou, d’aprés (43) et (39),

(44) do* = [w}w"].

Aux équations (44) nous adjoignons les équations (9) du n°® 43
(45)

Aoy = [w}wl].

Les formes o et o, Sappellent composantes d’

. 3 ; un mouvement infini-
tésimal du repére mobile R¥; les o* étant les composantes de translation

ot o, les composantes de rotation affine. Remarquons que les o* sont -des
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formes différentielles lindaires, aux variables «* et «’, indépendantes
par rapport aux différentielles da”; les wj; sont des formes différentielles
linéaires aux variables «', indépendantes par rapport aux différentielles
du’. Aux relations différentielles (44) et (45) entre les composantes du
mouvement infinitésimal on & donné le nom déquations de siructure de
Tespace affine basé sur le groupe I.

Supposons maintenant que 'on se donne arbitrairement un systéme
des formes analytiques * et @7 aux variables ¢*, ¢%, jouissant des proprié-
tés suivantes: dans le produit d’un ouvert D de ’espace numérique aux
variables #* et d’un ouvert A de Despace numérique 4 aux variables v*
les @ sont des formes différentielles linéaires homogénes par rapport
aux différentielles dt* et les @) sont des formes différentielles linéaires
indépendantes par rapport aux différentielles dv'. Nous admettons de
plus que ces formes vérifient les équations

(46) ae* = [are*], dor = [@fo)].
Nous allons montrer que les formes " et @ ainsi déterminées per-
mettent de reconstruire localement 'espace affine A, basé sur le groupe I'.
Considérons & cet effet le systéme des équations pfaffiennmes sui-
vantes
(47) - o = &%, o= o)
ot1 les w* et ) sont donnés par les formules (42) et (39); nous y regardons
les variables #* et 4" comme des inconnues et les t* et v’ comme des va-
riables indépendantes. Or il résulte des équations (44), (45) et (46) que
le systéme (47) est complétement intégrable et que sa solution générale

a forme suivante

o=, 8, L, 1), ot =gt 0R, L, 0 B8R, L, ).

On obtient ainsi dans un ouvert de l'espace A4, le point # déterminé

au moyen des coordonnées curvilignes t*; les composantes 3’,: du repére
RY s'obtiennent des équations (6) du n° 43, si on remplace les variables
«* dans les formes o par les fonetions ¢". On réconstruit ainsi le champs
des repéres RY dans un ouvert de l'espace 4, ce qui démontre la pro-
position.

§ 3. Connexions affines

51. Espace fibré tangent a une variété. Soit V" une variété connexe
de classe C*, munie d*un recouvrement, et soit G un groupe abstrait de
Lie, de dimension m, représenté fidélement par un groupe I' des transfor-
mations de Pespace vectoriel E,. En adoptant les notations des n% 42-44

.
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rappelons les formules pour les transformations finies et les transformations
infinitésimales de I':
@)

yi(u): T4 =02y, (ne@),

(2) (h=1,2,...,m);

fes composantes relatives du repére mobile du groupe I" auront alors la
lorme suivante (n° 43)
(3) o} = bidal = af,7".

Considérons maintenant un voisinage quelconque U; du recouvre-
ment de V" et le champs des repéres naturels dont chacun est composé

de 7 vecteurs contravariants tangents & V™; on aura par suite sur U, n
champs de veeteurs contravariants. Désignons par Ry le repére du chamys

attaché & wn point ze U, et par f:,iz les vecteurs dont il est formé; en

faisant sur les vecteurs I,;, la substitution (1) on obtient un nouveau
repére R tangent en z & V™ RY = y{4) Ry Riy = Ry, ¢ désignant
élément-unité de @. Si » parcourt @, les RY, forment un ensemble .
homéomorphe au produit « x&; de mémre I'umion UPF;,, ou & parcourt 1{77
est. homéomorphe au produit U;x@, composé des points (z, u). Ce pro-1
duit, de dimension n-m, peut tre doué d'un systéme de coordonnées
locales, les coordonnées du point (x, %) étant formées de Pensemble de
n coordonnées du point x dans un systeme admissible dans U, et de m
coordonnées admissibles dans un voisinage de G contenant ut

Ceci posé nous allons maintenant énoncer les hypothéses qui nc;us
permettront de réunir en un méme espace topologique tous les produits
Uix @, ol i parcowrt les indices du recouvrement de V™. '

Considérons & cet effet deux voisinages quelconques U, u,cyr

tels qu'il soit U;~T; 0, et supposons i
5 : que pour chague
volsinages soit donné dams U;~T; une ’fonp o el do tels

otion % = gy (z) de classe
O™ telle que les transformations (@) = i) du gr I sati ‘
conditions suivantes : o) G growpe I satistont. anx

@ 7@ =70, @) =90) o) = y(@)ra(a),
ot la troisiéme équation se rapporte 3 un
nages U;, U;, U, C 7",

Rappelons qu’au point 2 ont été attaché
des repéres tangents & V™ suivant qu

point -z commun & trois voisi-

@ 68 deux ensembles F,, et F,
il était considéré comme un point
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de U; ou de U;. Or nous supposons que ces ensembles soient liés 'un &
P’autre par la relation suivante
(5) B = yulz) B

Envisageons maintenant deux points (@, u,)e U;XG et (@, wy)e
U; X G et deux repéres Ri» et Ri¥ définis regpectivement par les formules

(6) RifF = y () B

Nous convenons de regarder {z, uz) et (z, 4;) comme un méme point
b d'un espace B, §i u; est choisi de maniére qu’il-soib

R = y(un) B,

(1) ¥ () -y () = ()

Des équations (6) et (7) résulte alors I'équalité
(8)

B = Ri2.
D’aprés la convention adoptée ci-dessus, si we U;nT;, le sous-en-
semble de U; X G composé des points (z, uz), olt 4, parcourt G, et le sous-
-ensemble de U;xX@, composé des points (z, ug), ol u; parcourt G en
satisfaisant & la condition (7), se confondent en un méme sous-ensemble

-de l’espace B, homéomorphe & xX@G et appelé sa fibre sur le point « de

V™. On peut dire aussi que les deux ensembles F;, et F;, des repéres tan-
gents en = & V" se confondent en un méme ensemble représentant la
fibre sur z. Le point  porte le nom de projection de la fibre sur la variété
T™; &i b est un point arbitraire de la fibre, on éerit # = p(b) pour indiquer
que @ est la projection de b. ,

Nous voyons ainsi que, grice aux hypothéses faites ci-dessus surla
fonetion y;;(#), nous pouvons regarder le produit U; x @, ou U; est un voi-
ginage quelcongue de V", comme un voisinage de l'espace B que nous
douons de cette maniére d’une topologie. Nous dirons que (x, u;) sont des
coordonnées d’un point b de Vespace B dans le voisinage U;XG et que
(%, ug), OU uy, est 1ié & uy, par la relation (7), sont les coordonnées du méme
point b dans le voisinage U;x@. L’équation (7) exprime done la loi d’a-
prés laquelle on passe de 'un de ces systémes de coordonnées & l'autre.
Il est sousentendu qu’en méme temps les coordonnées du point x, pro-
pres aux voisinages U; et U; se changent selon la loi adoptée dans la
variété V"; une remarque analogue eoncerne les coordonnées locales
des points u), et u; dans l’espace G. En résumant nous pouvons dire que
les produits U;x@, ol 4 parcourt les indices d’un recouvrement de la
variété. 7", forment un recouvrement de l'espace B. Donc pour obtenir
un point de B on choisit arbitrairement un point # d'un voisinage quel-
conque de V" et on lui associe un élément quelconque du groupe G.
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A Yespace B ainsi défini nous donnerons le nom d’espace fibré tangent & la
variété V"™ qui s’appelle sa base; le groupe I" porte le nom de groupe de
structure de B. L’espace fibré tangent & une variété est un cas particu-
lier de ce qu’on appelle espace fibré principal ayant pour base un espace
topologique et pour groupe de structure un groupe topologique (*).
Comme V" est, par hypothése, une variété 0= et G est une variété
analytique, il s’en suit que l'espace fibré B est une variété de classe €
& n-+m dimensions.

52. Sections. Supposons que dans un voisinage U; du recouvrement
de V™ soit donnée une fonetion u = ¢(x) de classe C*; cette fonction dé-
finit dans le voisinage U; x & de I'espace B une sous-variété 4 n dimensions
8, dite sa section sur U;. Un point de §, ayant pour coordonnées = et u =
= ¢(2) le point 2 est donc sa projection sur V". 00nstruile une section
S, sur U; revient & munir chaque point e U; du repére By (v = ¢()).
Tout vecteur tangent & V" en un point x¢ U, est tangent & S e, en par-

ticulier, le vecteur infinitésimal a tangent en o & V" doit tre considéré
anssi comme le vecteur infinitésimal tangent & §, quelque soit la fonction
plx).

On peut supposer en particulier que la fonetion ¢(x) a la méme va-
leur, par exemple la valeur ¢, pour tous les points de U,; on obtient ainsi
une section particuliére dans laquelle R, est un repére tangent au point.
(z, €q).

Remarquons que la notion de section a un caractére local, oar, en
général, elle ne peut pas étre étendue & tout espace B.

53. Connexions affines. En poursuivants les raisonnements pré-
cédents considérons dans un U; C V" le champs de repdres RS tangents

4 V" (n°51) et les n champs des vecteurs T % qui forment ces repdres.

Associons aux champs I % » champs duaux des formes piatfiennes indépen-

dantes 07, exprimées en coordonnées locales dans U, et définies par les
relations suivantes

OF[I%1 = &
(nf’ 32). Les OF, étant composantes par rapport au repére RS, du vecteur

infinitésimal da tangent en z & V" on a

(9 v =

0 _>6
i:EIQiz

(*) Pour tout ce qui concerne la théorie générale des espa,
ces fibrés principaux v. [44]. TAo%s (e et los sega-
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(équ. (6) au n° 32). Si 'on fait sur les vecteurs I eiz 1a transformation (1)

pu): Top = ai(un) T8 (tpe &)

et que l'on substitue ces expressions dans 1’équation (9), on obtient

(10) dw = i I,

olt les coefficients wf, sont définis par les formules suivantes:

(11) : ot = a%(1) 0%

Les f,‘;g étant vecteurs du repére Ri% on voit sur ’équation (10) que

les formes o}, sont les composantes du vecteur e par rapport an repére
R,

Tmaginons maintenant un autre voisinage queleonque U;C V"
contenant le point « et les deux repéres R}, et R¥ définis respectivement
par les formules (5) et (6), ol le point u; est lié au point u par la rela-
tion (7). En désignant respectivement par 6f, et o}, les composantes du

vecteur da par rapport aux repéres R7, et Ry¥ on a

- t "'u
v = o, Ik et of = ap(u,)6f,.

Comme en vertu de (8) les repéres Ry} et Ry¥ se confondent la compa-
ra.lson de deux derniéres formules avec les équations (10) et (11) condm’c
4 Dégalité suivante
C(),’:g; = w,z.

On voit ainsi que les o} ne dépendent pas du voisinage contenant le
point z et que, par suite, elles sont des formes différentielles définies dans
un voisinage du point de B, dont les coordonnées dans les voisinages U; XG
et U;x@ sont respectivement (z,u,) et (4, ug).

En résumant nous pouvons dire que si b = (x, %) est un point arbi-
traire de V'espace B, le procédé développé ci-dessus permet de construire
en b n formes différentielles linéaires

(12) o* = ay(u)6°,

ott les ©° sont des formes pfaffiennes indépendantes, définies dans un voi-
sinage Ue V™ contenant le point @, et ot les af(u) sont les coefficients
de la transformation (1) du groupe linéaire I Oomme les formes w” gont
indépendantes du choix du voisinage’ U entourant le point @, elles sont
définies globalement dans Uespace fibré B. Ajoutons que des équations
(12) résultent les relations équivalentes

(127


Yakuza


124 CHAPITRE IV, Connexions affines.

ol les b2(u) désignent les coefficients de la transformation inverse & y (u)
(v. équ. (1)). Si on désigne par I % les vecteurs du repére Ry tangent

en ze U & V*, le vecteur infinitésimal d tangent en 2 & V" sera donné
par la formule

(13) ar = 1%

les w* représentent done les composantes du vecteur dw par rapport au
repére Ry.

Les formes w* étant définies dans tout Pespace tibré B il en est de méme
de leurs différentielles extérieures

do* = [da;0°]+atde*.

Les ©° étant indépendantes leurs différentielles extérienres peuvent
étre mises sous la forme suivante

a6° = }p(e°07), pi+pi=0,
ol les coefficients p;? sont fonetions du point #, 8i encore on tient compte
des formules (12'), les différentielles dw* seront ramendes 4 la forme
dow* = bl [da; "]+ 350 [0 0],
ol
Ty = =T = a}b3bp5%

) En vertu des équations (7) du n° 43 les derniéres formules pour les
différentielles dw* peuvent s’écrire comme il suit

(14) 30" = &, [P0+ $ T [P0,

olt les 7* (h=1,2,...,m) désignent des formes différentielles linéaires
indépendantes, définies dans un voisinage du point ue¢G et invariantes
de gauche; rappelons que les coefficients a3, sont des congtantes et remar-
quons que les T sont fonetions du point b = (z, u) de espace B. Nous
dirons que les expressions af, " dans les équations (14) déterminent une
connexion affine définie globalement dans l’espace fibré B et que les
équations (14) sont équations de structure de cette connexion que nous
désignerons par I,.

' Remarquons que la forme des équations (14) sera congervée, si 'on
fait sur les o” une substitution queleongue du groupe I Bn effet, posons

x __ %
0= a0

oti les o désignent coefficients d’une transformation fixe y du groupe I;
en portant ces expressions dans les équations (14) on obtient '

o = a0 [7'0"]+ $ T3 b [@%"].
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Si 'on multiplie cette équation par f;, o les B, sont les coefficients

de linverse de y, et que ’on somme par rapport & x, il viendra
dow’ = a3, [P0+ 4T [0'0"],
ol
Ury = a5, 0By Tg: = agaﬁﬁ;T'i:;

ceci justifie notre remarque. On voit sur les derniéres formules que pour
la transformation y les grandeurs T3 se transforment comme les com-
posantes d’un tenseur une fois contravariant et deux fois covariant.

Les formules (14) pour les différentielles dw* peuvent dtre présentées
sous une autre forme. En effet, posons

(18) a' =P T,

ot les I désignent des indétermindes; sil’on y prend pour I des fonétions
quelconques de la classe €, définies dans un voisinage du point b = (z, %)
et que l’'on introduit ensuite les formes o dans les équations (14), elles
geront ramenées & la forme

(16) do”* = @, [7"0"]+ 385 [ 0"]
dont les coefficients S sont donnés par les équations
(16) S = Tyt apli—anll, S48 =05

les formes n" et les coefficients S sont définis dans un voisinage du
point b = (x, u). '

Posons
(an : @ = 185 [0'0"]
et
(18) of = —apa.
Les équations (16) prendront alors la forme
(19) dw*+ [wiet] = 2.

Daprés les formules (15) et (18) les w); sont des formes différentielles
linéaires définies dans un voisinage du point b = (=, u), indépendantes
par rapport aux différentielles du* du point ue G.

Nous dirons que pour chaque choix des coefficients 7 dans les équa-
tions (15) les formes wj déterminent une econnexion affine définie loocale-
ment dans un voisinage du point b = (¢, ) de I'espace fibré B et que
les relations (19) sont les équations de structure de cette connexion dé-
signée par L. )

Nous pouvons doneé énoncer le suivant
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Takorims 1. Tout espace fibré, de groupe de structure I'C GL(n, R),
tangent & une variété de classe 0%, peut ére muni dun ensemble infini de
conmexions affines locales et d'ume conmexion L, définie globalement.

54. Repére mobile dans une section locale. Considérons une con-
nexion arbitraire L dans Pespace fibré B et imaginons une section locale
8, sur un voisinage U du recouvrement de V" (n°52). Chaque point
ze U est done muni d’un. repére Rj (4 = p(»)) auquel nous donnerons le
nom de repére mobile de la section §,; maintenant nous allons étudier le
mouvement de ce repdre en nous servant de la connexion dont Vespace
B 3 été muni.

Draprés Péquation (13) du n° 53 le déplacement de Vorigine de Rj
est donné par la formule

(20) @ =oT  (u=p@);

pour la section particulidre u = e, (élément unité du groupe I') cetite for-
mule prend la forme

(20') s = 0T,
En différentiant extérieurement 1’équation (20) on obtient
Adz) = do T+ [d] "]

ou, i Pon tient compte des équations (19),

—

Adn) = — [0 T2+ 0T 4 [T "),
Si dans le dernier terme on remplace 1'indice » par u, il viendra
d(dr) = [T~ o T Yo+ T,

11 résulte de I’équation (20’) que la différenticlle du veeteur (i} doit

g’exprimer seulement au moyen des formes ©”. Les expressions d—f‘: — Wi T M
étant des formes lindaires indépendantes par rapport aux différentielles
des coordonnées du point « il doit é&tre

@1

df}f = w,’:f ff
et par conséquent
(22) d(de) = QT

Nous dirons\s que 16{5 équations (21) déterminent la rotation affine in-
stantanée du‘repere mobile et que les formes w}(u = @(x)) sont les compo-
santes relatives de cette rotation par rapport au repére mobile.
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En différentiant extérieurement les équations (21) on trouve
A(TY) = aei i+ [aTk o).
Si Pon y porte lexpression df‘,j = wﬁ}‘, tirée de 1équation (21),
on aura
A(TY) = A Ti+ [0 eX]TE.
En changeant le réle des indices » et 1 dans le dernier terme on arrive
4 DPéquation suivante
AaT ) = {doy+ [wiol 2.
Si 'on pose
(23) Q4 = o+ [wfw)],
la derniére formule pourra s’écrire de la maniére suivante

(24) adryy = o1

Remarque. Les relations obtenues plus haut et, en particulier,
les équations (22) et (24) restent vraies quelque soit la fonetion ¢(z) qui
définit 1a section. Noud pouvons done les regarder comme relations entre
les grandeurs lides & la connexion L et valables dans un voisinage d'un
point b = (x, ) de Pespace fibré B.

55. Différentielle absolue. En conservant les notations du n®54
supposons que sur le voisinage U soit donné un champs de vecteurs con-
travariants; nous pouvons dire que e champs soit donné dans la section
S, (n° 54) ee qui nous permet d’appliquer les notations du numéro pré-
cédent. Le vectenr du champs d’origine me U soit défini par la formule
X =xTY,

(25) w = p(a),

oil les X" sont les composantes par rapport au repére mobile R%. En
différentiant 1’équation (25) on trouve

aX = ax*Te+Xare.
En rapprochant D’équation (21) on en déduit la formule
aX = axrT+ A Te X"

En remplacant dans le dernier terme I'indice u par ¢ et l'indice A
Par u on aura '

axX = (@X*+ i X1,
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Aux expressions dX"+ w)X?, qui représentent les composantes du
veeteur infinitésimal dX par rapport au repére Ry, on a donné le nom

de composaﬂtes de la différentielle absolue du vecteur X ; on les désignant
par DX* on aura alors la formule suivante

(26) DX¥ = dX"+ wyX?;
il est évident que la notion de la différentielle absolue a un caractére

local.

Imaginons maintenant sur U un champs de vecteurs covariants et
désignons par Y, les composantes du vecteur de ce champs, attaché 4 @,
par rapport au repére dual de RY.

Considérons l1a somme X*Y, qui est une fonections scalaire définie
dans U; en la différentiant on obtient

d(X"Y,) = T,dX"+ X*dY,.

Si Pon y remplace dX"bpa.r son expression DX*— oy X, tirde de
I'équation (26), on obtient

4(X*Y,) = ¥, DX — o/ XY+ X*dY,.

En changeant le role des indices g ot x4 dans le deuxiéme terme d
second membre on aura , '

#(X*Y,) = ¥, DX"+ (@Y, — o2 ¥, X*.

Comme les deux expressions d(X"Y,) et Y,DX" ont un caractére

invariant, il en est de méme de la somme (@Y, — w}Y ) X*; le vecteur X
pouvans étre pris arbitrairement il s'en suit que leg expressions 4¥,— ol ¥,

sont les composantes d'un vecteur infinitésimal covariant appelé diffé-

rentielle absolue du wvecteur covariant {¥,}; en désignant ces compo-
santes par DY, on aura

(27) DY, = dY,— i,

.La. notion de différentielle absolue peut é&tre étendue aux temgeurs
arbitraires. Considérons par exemple sur U/ un ten,
_ santes T eb deux champs arbitraives des vecteurs contravariants {X*}
et dey vecteurs covariants {¥,}. Bn différentiant la fonetion secalaire

T;f‘X‘ Y, on démontre par un raisonnement analogue & celui qui est 6té
fait plus haut que les expressions

(28) DI} = aTf'+ of T8 — oy

sont les composantes d*un tenseur infinitésimal mixte que on appelle

seur mixte de compo-
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différentielle abgolue du tenseur {T4}. De méme les différentielles abso-
Jues d’un tenseur covariant du second ordre et d’un tenseur eontravariant
du second ordre sont données respectivement par les formules

(28’) _DT,,)_ = dT,g__(Ungz"“ wﬁT»g?
(28") DP* = gP*+ wZ.Pei'—]— w’;P"g.

11 est facile de verifier que pour la différentielle absolue d*ine somme
ou d'un produit des tenseurs sont valables les régles de la différentiation
ordinaire.

La différentiation absolu peut aussi &tre appliguée aux tenseurs in-
finitésimaux. Soit par exemple {z*} un vecteur infinitésimal contravariant
dont les composantes dans U sont des formes différentielles extérieures
d’un degré p (n°3le). Si {Y,} est un vecteur covariant arbitraire défini
également dans U, la somme Y,7” est une forme différentielle scalaire
de degré p. Sa différentielle extérieure est donnée par la formule suivante

A Y,7) = [(dY,) "]+ Y.d".

8i 'on y remplace la différentielle d¥, par son expression DY, + ofY
tirée de 1’équation (27), on trouve

AT, 7) = (DY) 7T+ [0fr )Y+ Vode*.

En changeant dans le deuxiéme terme du seeond membre le role
des indices » et o on arrive & I’équation suivante

W Y,7") = (DT 7]+ {@"+ [wp 7 [} T

Nous en concluons que le dernier terme est une forme djﬁé?e.ntiell.e
scalaire de degré p-+1 et, comme le vecteur {¥,} peut étre choisi arbi-
trairement, il s'en suit que lexpression dv"+[wjr?] est la composanti
de la différentielle absolue du vecteur {z"}; nous désign'erons par Dt
cette composante qui est une forme différentielle extérienre de degré

p+1: ,
(29) Dr* = dr*+ [w}s].

On peut vérifier par le méme raisonnement que les formules (27)
ot (28) sont valables aussi pour les différentielles absolues des tengeurs
infinitésimaux. Nous avons vu (équ. (2)) que les composintes du dé-
placement infinitésimal de lorigine # du repére mobile RY sont égales
aux formes lindaires w*; selon les formules (19) on &

(30) do”+ [0f o] = 2%
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En vertu de la formule (29) on peut dire que le premier membre de
cettie égalité représente les composantes de la différentielle absolue du
vecteur {w*}, on a donc

(30" Do* = Q.
Tl résulte de ces équations que les formes quadratiques extérieures £~
sont les composantes par rapport au repére mobile RY (u = cp(w)) d'un
vecteur infinitésimal. Nous pouvons regarder ce vecteur comme une gran-
deur déterminée par la connexion L (n° 54, Remarque) et nous 1’appel-
lerons wecteur de torsion de la connexion.

TusorEME 2. La différenticlle absolue du vecteur d'un déplacement
infinitésimal de Porigine @un repére mobile de la connemion affine L est
égale & la torsion de L. ‘

Calculons maintenant la différentielle absolue du vecteur de torsion
{£"}. D’aprés la formule (29) on a

D = a4 [wfQ%);
@’autre part, en différentiant extérieurement 1’équation (30) on trouve
42" = [dwj0"]—[wjdw"]; si Pon porte cette expression dans Péquation

préeédente et que 'on fait usage de la formule Q° = do’+[wlw’], tirée
de T'équation (19), on obtient

DO = [do 0] — [w)d "]+ [} (do®+ [wf '])].
En changeant convenablement les indices de sommation on trouve
D = [(doi+ wyof) o],

En vertu de 'équation (23) ceci peut écrire finalement comme
il suit

(31) D" = [Qrw*].
Comme {DQ*} est un vecteur infinitésimal et le vectenr {w"} peut
étre choisi arbitrairement, on en conclut que les Q% sont les composantes
d'un tenseur mixte appeld tenseur de courbure de la connexion.

En terminant ce numéro déterminons encore 1a différentielle absolu
du tenseur de courbure. Or d’apres Péquation (28) on a

- DO = A0+ [0} AT [0f@]].

Eu égard & la formule (23) on en déduit au moyen d'un caleul facile
les relations suivantes

(32) DQ: =o.
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TutorEME 3. La différentielle absolue du tenseur de courbure est nulle.

Les équations qui expriment ce théoréme s’appelent identités de
Bianchi.

Remarque. Les formes " détinies par les équations (15) dépendent
du choix arbitraire des coefficients I}. Il en résulte, qu’en général, la tor-
sion et la ecourbure d’une connexion affine définie dans espace fibré B
ne sont pas lides intrinséquement 4 eet espace.

56. Connexion a courbure nulle. Les connexions affines dans Iespace
fibré tangent B ont été définies par les formes w? qui d’aprés les formules
(18) et (15) peuvent s’écrire de la manidre suivante:

= —a}, (" 41 Y.

oA
8ilon y pose I} =0, on obtient la connexion L, définje par les
formes
(33) wf = — a7

(n° 53). Ses équations de strueture (14) s'éeriront done de la manidre
suivante:

do*+ [020"] = 315, [0 "]
D’aprés les formules (23) les composantes du tenseur de eonurbure de
L sont égales aux expressions
2 = Ao+ [@70f].
En tenant compte des formules (33) on en déduit
!02;‘, = »—a’;{udrh—]- a}‘eaf,,[rirj]
ce qui en vertu de 'équation (8) du n° 42, peut s’éerire comme il suit
& = — 3o, [77 1+ afyaf, [77],

ou les af/‘ désignent; les constantes de structure du groupe linéaire I'. En
réduisant les termes du second membre on trouve

)

‘QZ = %{_ a’zu 0%?h+ a’:l‘a a’?u - a’;"g a‘gl-‘} [Tifj] .
L’expression en parenthéses étant égale & zéro en vertu de I'égnation
(13) du n° 43 on arrive & 1’équation Q% = 0. Nous avons ainsi démontré

o
que la connexion I, est & courbure nulle. )
Nous pouvons done énoncer le théoréme suivant qui compléte le

Thépréme 1 du n°53:
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TehoREME 4. L'espace fibré, de groupe de siructure I'C GL(n, R),

peut dire muni dune connezion & courbure nulle définie globalement.

Parmi les connexions affines dont P’espace fibré tangent & la variété
V" peut étre muni la connexion L, se distingue par la propriété de ne
dépendre d’aucun élément arbitraire. Elle est done lide intrinséquement
4 Lespace B et par suite, ley coefficients Ty, de sa torsion, qui figurent
dans les équations ce sa structure rappelées plus haut, sont des invariants
différentiels du premier ordre de 'egpace B. Cela nous permet de donner
3 la torgion de L, le nom de torsion de Pespace fibré B. Remarquons que, si
les formes @° dans les formules (12) sont fermées (d@° = 0), la torsion de
T’espace B est nulle.

La différentiation des composantes T3, conduit aux invariantes
différentiels d’ordres supérieures. Les Ty, étant fonetions du point
b = (@, u) leur différentielles peuvent étre mises sous la forme suivante

a5 = (T3 -+ (Tie)

d’oht il suit que les coefficients (T;), et ()2 sont des invariants ditfé-
rentiels du second ordre de l’espace B. En procédant de cette manidre
on déduit des invariants T une suite infinie des invariants différentiels
d’ordre 2,3, ... de l'espace B. Ces invarianty dépendent en général du
point e V™ et du point ue I', mais on peut d’eux déduire des invariants
différentiels qui dépendent seulement du point #; E. Cartan a donné
& ces invariants respectivement les noms d'invariants relatifs et d’in-
variants absolus ([8], p. 43). 6

Au moyen des invariants relatifs on peut résondre le probléme de
Péquivalence de deux espace tibrés B et B, de méme groupe de structure I',
ayant pour base respectivement les variétés V™ ot 7"; de méme les in-
variants ‘absolus peuvent &tre utilisés pour déterminer les propriétés
locales et globales dont doit jouir une variété V™ pour servir de bage de
Pespace fibré tangent de groupe de strueture I'. Pour résoudre ces pro-

blemes il suifit d’appliquer la méthode générale d’Elie Cartan ([15],
Partie IT, vol. IT, p. 1311).

57. Connexion a courbure nulle (suite). Supposons comme aupa-
ravant que I’espace fibré B soit muni de la connexion L, sans courbure et
admettons que sur un voisinage U de sa base soit faite la section locale
8§, au moyen d'une équation % = ¢(2). Le mouvement du repére mobile
By (e Uiy 4 = () alors est déterminé par les équations suivantes

(34) At =T (0= g(a))
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(équ. (21) du n® 54) qui forment un systéme de Pfaff aux inconnues f‘;
et aux variables indépendantes 2*. En différentiant extérieurement
les équations (34) on obtient

(35) Teaor+[dltee] = 0.

2%

Si Pon y remplace d—fi‘, par les expreséiohs @I tirées des (34), on

trouve
Trao+[oeai* = o,
ce qui peut étre présenté sous la forme

@i+ [aioi it =0 ou @I =o0.

La courbure de la connexion L, étant nulle (n°56) on en conelut
que les équations (35) sont des conséquences de (34) et que par suite le
systéme pfaffien (34) est compldtement intégrable (n° 8).

Imaginons maintenant un point arbitraire z,c¢ U et le repére RZg
(uo = @(my)) tangent & V"; I'ntégration du systéme complétement inté-
grable (34) permet de déduire de Ry un repére bien déterminé Ry (w =
= g(x)) tangent & V" en un point » arbitrairement choisi dans T (n° 8).
Nous en concluons que le voisinage U peut éfre doué du parallelisme absolu
(n® 33) determiné intrinséquement par la connexion L.

58. Connexions distinguées. Soit L 1'une quelconque des connexions
affines locales dont 1’espace B peut &tre muni (n°53); nous avons vu
que ses équations de structure ont la forme suivante

(36) 0" = @, [0 T+ 385 [0,

ott les IT" et les 8;¥ sont définies respectivement par les formules
' =T
et
8 = Ti;:‘—i—az“l}”—a,’:llﬁ

(équ. (15) et (16) du n°® 53).

Choisissons les indéterminées I de maniére que le plus grand nombre
possible des coefficients S, de la torsion de L prennent la valeur zéro.
Nous dirons que la connexion ainsi obtenue est une connexion distinguée
de T’espace B.
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Admettons que la connexion définie par les équations données plus
haut est une connexion distinguée; on peut d’elle déduire une autre conne-
xion distinguée en faisant sur les formes =" une substitution de la forme

(37) A = 't —

ofl les # sont des fonctions 0™ du point b = (»,u)e B satisfaisant aux
conditions ”

(38) @ Th— @, = 0.

. On voit sur les équations (36) que la substitution (37) ne touche en
rien les eoefficients S5 de la torsion de L et que par conséquent toutes
les connexions distinguées déduites de L ont la méme torsion. Cette
torfion peut d’ailleurs étre nulle; cela arrive par exemple, si le groupe
de structure de l'espace B est le groupe GL(n, R) ou le groupe Sp(n)
(OL. V).

Nous donnerons plus loin (n® 81) un exemple de I’espace fibré tangent
& une variété, ol 'on peut annuler le plus grand nombre possible des

coefficients §;; de plusieurs maniéres différentes en obtenant ainsi di-

verses familles de connexions distinguées.

Il peut arriver que les équations (38) n'admettent que la solution
nulle: % = 0 et que par suite lensemble de connexions distinguées de
Pespace B se réduit & une connexion unique (eonnexion canonique);
dans ce cas les formes a* dans les équations (36) et les expressions w}
définies par les formules (18) sont complétement déterminées. I1 en résulte
que les composantes 2% du tenseur de la courbure sont des formes diffé-
rentielles lides invariablement & 'espace fibré B. Nous montrerons dans
les pages suivantes que ce cas arrive, si le groupe de structure de 1’espace
B est lo groupe orthogonal 0, ou le groupe 0. (n® 49). Les connexions
canoniques qui correspondent 4 ces groupes portent respectivement le
nom de connexion riemannienne et de connexion ‘weylienne.

59. Connexions prolongées. Revenons & la connexion L, et & ses
équations de structure :

(39) d0* = af, [P0+ } T [wPot]

(n° 53, équ. (14)). Posons a* = 7+ #e*, o les & désignent des indé-
termindes; le remplacement des formes " par les #” nous conduit & une
connexion loeale dont la torsion est déterminde par les formules

oo e h
S}.n = Tlp + aﬁ,‘tx - aiatff.

Pour que 1a torgion de la nouvelle connexion goit égale & celle de L,,
il faut qu’il soit

a’hut;.‘" a;‘ut:: =0.
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Supposons que ces équations aux inconnues tf{ admettent m, solutions
indépendantes (m, >1); nous pouvons les présenter sous la forme sui-
vante: :

b (l)h Al 1
t1=ah1'ul (hlzliz;“-;'m’l)()y

€]
ot les u! désignent des paramstres arbitraires les a,’:l,, étant des con-
stantes, déterminées & un facteur prés au moyen des relations suivantes

*® (l)h # (l)h
(4:0) 4117“,,@7”;'—— amahw = 0.

1
Rappelons que les constantes (a)ﬁla donnent naissance au groupe liné-
aire I'; qui est le premier groupe associé au groupe de structure I' de la
connexion L (n° 49). Ce groupe est formé de m, transformations linéaires
indépendantes de la forme

(1)
(41) o =ar, o} = di+a,uliet
et son espace est ’espace numérique @,, & m, dimensions, aux coordon-
nées uk,
Nous allons montrer que sur 1’espace fibré B tangent & la variété
V" peut étre construit un second espace fibré tangent B, dont le groupe

de structure-est I';. Congidérons & cet effet un voisinage U de la variété
7™ et le voisinage correspondant W = U x I' de 1’espace B (n° 51). Soit

b = (#, ) un point quelconque de W et @ un vecteur infinitésimal tan-
gent en b & B, dont les coordonnées par rapport au repére naturel tangent
en b 4 B sont les différentielles dz, du. Comme les o* sont des formes
différentielles linéaires, indépendantes par rapport aux différentielles
d*, et les ¢* sont des formes différentielles linéaires en du* et indépen-
dantes par rapport aux différentielles du”, lensemble des ces formes
reprégente un vecteur infinitésimal tangent en b 4 ’espace B. Nous pouvons

done trouver un repére R,,(f,,, f,, +h) ta)ngent en b & lespace B et tel qu’il
8oit
(42) ’fb = w“?n+1h1n+h;

les YN étant vecteurs tangents en » 4 variété V" et les I,,; étant vecteurs

tangents en b & espace B et indépendants des vecteurs I,. Faisons main-
tenant sur le repére R, la substitufion suivante

-

- > (1) - -
(48) I, =Tt al,uit Dl Tnpn=Diha  (HaeGh);

(1) Dans tout ce qui suit les indices &, ¢, parcourent les valeurs 1,2,...,m
ot les indices hy, 4,7, les valeurs 1,2, ..., 7.
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on obtient aingi de R, un nouveauw repére Rj* tangent en b & lespace B.
En substituant les expressions (43) dans 1a formule (42) on trouve

- — (1) N -
(44) b = o' T+ (" + af i ") Ik g
Les composantes du veeteurs ab par rapport au repére R sont done
données par les formules suivantes:

o

rwn — wn, IT]:, — 'r:h—{-a?l,‘u}lw”;
en les comparant avee les équations (41) on.en conclut que les équations
(43) représentent une transformation I'y(%,) du groupe lindaire I', et que
par suite le repére Rj! ge dédmnit de R, au moyen de la transformation
T (). : .
Supposons maintenant que le point b appartienne & deux voisinages
Wi =UxXI' et W, =U,xI' (U,CV", U;CV" dun recouvrement
de P’espace B et désignons respectivement par (@, uy) et (x, w;) ses coor-
données dans W; et W;. Attachons au point b deux repéres Ry* et Rpit,
Uy, 86 uy étant deux éléments arbitraires de I'egpace G, du groupe linéaire

Ty; la formule (44) appliquée successivement & ces deux repéres conduit
aux expressions suivantes: -

— — (1) . —_>
@b = ofLa* - (T4 af Uil ) T,
(48) =
of) Iwh-
Les formes o qui y figurent étant définies globalement dans l’espace
B (n° 53) leurs expressions sont indépendantes du choix des coordonnées
de b: wj = of = o

- - ) .
b = Wi LI+ af, ull

Gy %

Les deux expressions (45) représentant le méme vecteur db il §'en. suit
que, i le point u;;¢G; est choisi d*une manitre fixe d’aillewrs quelconque,
on peut déterminer le point uye@-de telle manidre que les composantes

-
de db par rapport & R et Ry soient respectivement égales, c’est-a-dire
qu'il soit

n mh i % B (l)h i

Te QiU 07 = 77+ 05,11} 0",
ou

7 =

@) X R
Tt al, (ufh— ) o,
8i Pon pose
2y = U — Uz,
la dernidre égalité peut s’écrire comme il suit

a @)
h R h i
(46) Tk i U o” = 1)+ a’?lnu%k "

.
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remarquons que %y = —uy; est un élément de P’espace @, du groupe

linéaire I';. On voit ainsi que pour chaque paire des voisinages W, et W,

de 1'espace fibré B, contenant un point b, peut étre déterminée en b un

lément w1 (b)e G tel que les deux membres de I’équation (46) soient
1

(
égales; désignons par o” leur valeur commune. Nous convenons de regar-
der (b, wr) et (b, uy) comme un méme point b; d'un espace B, si uy,
et uy sont liés l'un & Vautre d’'une manidre établie plus haut; nous
dirons que (b, uy) et (b, uy) sont les ecoordonnées de b, dans les en-
sembles Wy x Iy et WixI qui jouent le role des voisinages de Tespace
B,. Comme B, a été construit d'une manidre analogne & celle qui nous
a conduit & 'espace B, nous pouvons dire que B, est un espace fibré
tangent & Bl; ayant le groupe linéaire I'; pour groupe de structure, et que

les formes (w" sont définies globalement dans tout Vespace B,; la dimen-
sion de l’espace B, est égale au nombre n-+m--m,.
8i U est un voisinage quelconque d'un recouvrement de la variété
V", les produits UXT et UxI'x I} sont respectivement des voisinages
des espaces fibrés B et B,. D'aprés leur définition donnée plus haut les
1

(O]
formes o" seront présentées dans U xI' XTIy par les expressions suivan-
tes:

®
2

(S A
(47) o =" all‘lzu";lw .

Ceei posé différentions extérieurement les équations (47); on aura
(l)h h ll’h iy, A (I)h 1 2
S do” = dv' o [dul 04 g utdo’

8i Pon y tient compte des équations dr" = }y;[+*7] (n° 43, équ.
(8)) et des formules do’ = a},[*'0w"]+ 3T, [0®w’], tirées des équations
(39), on en déduit les équations suivantes:

o hriin o S ra i
do" = Yy’ [v7 1+ el durt ']+
Oy e ae ir o o
+ e uit{ag, [T o]+ T [w'w]}

Remarquons que, d’aprés (47), les formes 7* peuvent &tre exprimées
o om . L
au moyen des formes w’.et o"; en portant les expressions ainsi obte-

, . @
nues dans le terme af,[v'w*] on trouve que la différentielle dw" peut
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étre éorite de la maniére suivante:

3} (0]
(48) do™ = am[dulwl]-i K [w ‘'] —

Y L)
oit le ceefficients sont des fonctions définies dans un voisinage du point
b, = (@, %, %;) de Vespace B,.

o
Nous dirons que les formes aﬁ‘lldufl déterminent dans l'egpace fibré
B,, tangent & 1’egpace B, une connexion prolongée L, de groupe de structure
Iy et que les (48) sont les équations de structure de I,. La oonnexmn L,

est définie dans tout lespace B, et les coefficients KM, 1’,1 gont des
invariants différentiels de cet espace.
Les équations (48) peuvent étre réduites & une forme plus simple.
Posons & cet effet
@

,
(49) 7" = dudl + sl '

si dans les équations (48) on remplace les différentielles duil par leurs
expressions tirées des relations ci-dessus, on 1e8 ra,méne & la forme guivante:

(1) (1%
do® = @i [u lw"]—{—K [w w’l]—
— Il 1 AT o),
olt .
M,
Km = w."'aml).s .
Comme les transformations (41) du groupe linéaire I'; sont indepen—

dantes, on peut déterminer les coefficients s de manisre qu'il soit K% = 0.

Par conséquent les équations de structrure de la connexion L, prendront
1a forme

W, o @
(50) do’ = a’hl [”L!wl] %7’%7 [wlw,]’l"%TA [w o*];
@ (11
aux coefficients T} = —T; nous donnerons le nom de composantes de

torsion de L,; ils sont des invariants différentiels de B,. Remarquons que

)
les coefficients si ont été déterminés par les équations K2, (a,maz =0;
elles g’expriment done au moyen des invariants dlfférentwls K% de l’es-

@,
pace B, et,, par suite, les formes «'1, définies par les formules (49), sont don-
nées globalement dans tout l’espa.ce B,.

Aux équations de strueture (50) de la connexion L, on doit asso-
cier les équations (39)

do* = a5, [7" 0]+ T5ix 0t 0"];
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@ o
i Pon y remplace les z* par les expressions v = o"— al, ull o’ tirées des

équations (47), les coefficients T ne seront pas altérés, en vertu des
relations (40), et, par suite, on aura

]
(51) do* = a, [ o1+ ot 0],

En résumant nous pouvons dire que les équations de structure de
la connexion prolongée L, se compose de Pensemble des équations (50)
t (51).
De la connexion L, on peut déduire d’autres connexions dans Pespace
B, en posant
@, @
(52) 'l = n“+l‘1w",
ot les I3 désignent des indéterminées. Si dans les équations (50) o
() @)
remplace les n™ par les o™, on obtient les équations de structure de la
nouvelle connexion dont la torsion est définie par les formules
(1) (1} (1)
Tt = T3 ‘thzl }— "'zlpw

Pour que la torgion soit inaltérée, il faut qu’il soit
(1) ® )
‘1'1111 all,‘l‘l =0.
8i ces équations n’admettent que la solutlou Tt = 0, il existe une
seulement connexion prolongée de torsion TA,, Dans le cas contraire
lespace B, peut étre muni d’une iniinité de connexions de torsion (113;"

"
et lon obtient leur ensemble en posant

(@),
(83) B =aiur  (hy=1,2,...,m >1),

()
ol les w2 ont des paramétres arbitraires, les aﬁzll étant des constantes
qui verifient les relations

(l)h (2)1 @, (2)
ailu a’i;l “mlz a’mzp 0.

Rappelons que les constantes (a111 donnent naissance au second groupe
a8s0cié au groupe linéaive I' (n° 49) Les transformations de ce groupe,
qui & été désigné par I',, ’obtiennent en portant les expressions (53) dans
les équations (52) et en ajoutant les transformations identiques ‘w* = *;
on aura done

, @ o
o* = o, o = n’l—l—al uz’a)" (hy =1,2,...,m,).
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Un raisonnement tout pareil & celui qui nous a conduit & établir
Pespace fibré B, permet de montrer que sur B, peut &tre con_struit un
espace fibré principal B,, de groupe de structure I'y, tangent & B, et que
cet espace peut &tre muni d'une connexion affine L, dont les équations
de structure peuvent &tre mises sous la forme suivante:

(2), @) o @. ., u
Aot = al, [dus® w T+ 3 T35 [0 0]
ou encore sous la forme équivalente

(Z)-i (2)' (ﬂ)h 2 (3) ks PN
do™t = ait,[0™ "]+ T30 [0 0],

(3) . . .
les o™ désignant des formes différentielles linéaires définies dans tout
® @ .
Despace By; les Ty1 = —T;71 sont les composantes de la torsion de IL,.
60. Connexions prolongées (suite). Nous avons vu au n°49 que
les groupes associés & un groupe linéaire I' forment une suite

(54) I, Tyy..., Ty ...

qui peut étre finie ou infinie; en poursuivant nos raigonnements nous
pouvons montrer qu’s la suite (54) correspond une suite”

(55) B,Bi, By, ..., By, ...

des espaces fibrés principaux dont echacun est tangent & celui qui le pré-
céde, le groupe de strusture de B, étant I'.. L'espace B, peut &tre muni
d'une eonnexion affine L, dont les équations de structure peuvent é&tre
éerites comme il suit: :

(’\h (')h (r+1) .
dp'r—1 = ai;[z—l [ w‘lvrwll] +

(]
3T

k}?r_l [0 o],
) (r-+1) - .
les o'-1 et ley o™ désignant des formes différentielles lindaires définies
(6] (6]
dans tout 'espace B,; les Tylr-1 = —T.-1 composantes de la torsion

de L, sont des invariants différentiels de l'espace B,.
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CHAPITRE V

CONNEXIONS CLASSIQUES

Le présent Chapitre, divisé en cing baragraphes, est consacré aux connexions
dont les groupes de structure sont les groupes linéaires classiques. En appliquant le
raisonnement général développé dans le chapitre précédent je considére successive-
ment la connexion linéaire, unimodulaire, euclidienne, weylienne et symplectique.
Dans ces exposés, conformément au but principal de la géométrie différentielle, passe
au premier plan la recherche des invariants différentiels dont on puisse faire usage
pour résoudre les problémes d'équivalence. Pour atteindre ce but j'emploie la mé-
thode suggérée par les travaux d’E. Cartan sur les groupes continus et finis (v. par
exemple [6]); cette méthode, qui peut aussi stre appliquée & la théorie des connexions
(v. 8. 8. Chern [16]), permet de déduire d’une connexion, dont le groupe de strit-
cture est un sous-groupe quelconque de G% (n,R), d’autre connexions du méme groupe
de structure. En ge servant de cette méthode on montre que d'une connexion linéaire,
unimodnlaire ou symplectique peut 8tre obtenue une suite infinie des connexions
que j'appelle connexions prolongées; ceci trouve une application dans la théorie
des groupes continus infinis en montrant ainsi un lien entre les théories de conne-
xions et des groupes infinis de Lie.

En terminant ce chapitre je considére (n® 81) I'intéressante connexion dont le
groupe de structure est le sous-groupe commun aux groupes O et Sp(n).

§ 1. Connexions linéaires

61. Définition. Une connexion affine définie dans une variété V*
st dite linéaire, si son groupe de structure est le groupe GL(n, R) repré-
senté par Pensemble des matrices régulidres [a%].

62. Connexion linéaire sans courbure. Pour établir les fondements
des connexions linéaires nous appliquons les raisonnements du n° 51.
Imaginons pour cela une variété V™ (') munie d'un recouvrement et en-
visageons dans un voisinage quelconque U; du recouvrement le champs
de repdres naturels (n° 32) formés des vecteurs contravariants. Soit R,
le repdre du champs attaché A un point ze U;. En agsujettissant les ve-
cteurs, dont R, est formé, aux transformations du groupe GL(n, R)
on. obtient un ensemble de repéres Ry = uR; (ueGL(n,R)) tangents
en z a4 V" .

(*) Dans tout ce Chapitre et deux chapitres suivants les variétés et les fonctions
dont il sera question sont supposées 0.
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