CHAPITRE II

SYSTEMES DE PFAFF

Le probléme de Iintégration d'une équation linéaive awx différentiolles tota-
les a 6t6 posé dans toute sa généralité par J. P. Plaff (1815) ot il porle dds lors son.
nom; dang les années suivantes le domaine d’applicabilité do co nom a 666 Glargi et
il embrasse maintenant les problémes des équations différentielles extérieures d'un
degré arbitraire. Au Probléme de Pfaff proprement dit s’est joint le probléme de Ia
réduction d’une forme différentielle lindaire a-la forme canonique. Ces deux problé.
mes étroitement liés ont été L'objet des investigations de plusicurs mathématiciens
éminants qui ont perfectioné ot tendu les résultats de Pfaff. On trouvera des
Tenseignements sur leurs travaux dans le Mémoire do E. Cartan [4] et dans Pouvrage
de E. v. Weber [45].

En 1899 E. Cartan a commencs ses recherches sur lo Probléme de Pfafl en créant
le Caleul des formes différentielles extérieures qui lui a permis d’obtenir d'une manidre
simplifiée les résultats de ses prédécesseurs et de les Dousser plus loin en résolvant
compldtement la question de la recherche des soluwtions générales et gingulidres de
I’équation. Dans deux Mémoires ultérieurs [5], [6]1] a étendu sa méthode A la théorie
des systémes des équations de Pfaff, ot I'on n’avait pas jusqu’aloxs des résultats géné-
raux et précis. En introduisant la notion d’éléments intégraux, il a démontré le théo-
réme d'existance des intégrales d'un systdme pfatfien en montrant qu'un tel systéme
est caractérivé par un ensemble de nombres naturels (caractéres). On sait que tout
systéme des équations aux dérivées partielles peut &tre remplacé par un systéme pfaf-
fien, majs on se heurte iei & une difficulté, si I’on veut que les deux problémes soient
complétement équivalents; elle consiste en co que le systéme pfaffien ne distingue
pas les variables indépendantes et les fonctions inconnues. Cette difficulté a 6t6 sur-
monté par E. Cartan qui a donné des eritéres permettant de reconnaitre, si un systéme
de Pfaff admet des intégrales générales quin’établissent aneune relation entro certaines
variables choisies par avance. Il a montré aussi que tout systéme pfatfien peut &tre
prolongé de fagon qu'il jouisse de cette Propriété par rapport aux variables choisies.
Grace & ces théordmes la méthode de Cartan est devenu wn appaveil d’une grande

portée dans la théorie des équations aux dérivées partielles ot en géometrie différen-
tielles (problémes d’équivalance).

La théorie de Cartan a été généralisée
peut 8tre appliquée aux systdmes co
d’un degré quelconque.

Ce présent Chapitre, consacré 3 I'e

par E. Kihler [32] qui a moniré gu'ella
mprenant des équations différentiellos extérieures

xposition de la théorie de Cartan, est divisé
en deux paragraphes. Dans le premier, en outre de quelques remarques générales

sur le systéme pfaffien, on trouve Pénoncé et 1a démonstration du théordme d'exi-
stance de Cartan qui est une généralisation du théoréme classique de Cauchy-Ko-

walewski; comme I.es éléments intégranx, le genre et les caractires d’un systéme de
mef.sont des notions purement algébriques on pouvait ici faire usage des consi-
dérations sur les systémes des équations extérieures algébriques (vol. I, Ch. IN).

La distinction entre les éléments algébriques et différentiels de la théorie rend peut-

imq
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hensible ition., Le second paragraphe a pour objet les sy-
.gtre plus comprébensible son exposi ! ) i )
siéme%: piaffiennes en involution relativement & un ensemple Qes Va,m.a,bles, il est re
streint aux questions que on rencontre dang la géometrie différentielle et dans la
théorie des pseudogroupes continus infinis.

§ 1. Théoréemes généraux

15. Généralités (1), Supposons que dans un ouvgrt U de R™(z¥
goit donné un systéme différentiel composé des équations

(1) D, =0, P, = 0, LR P, =0

dont les promicrs membres sont dos formes do dcgrés. e*:1~bitra1reséﬁ0};
donne b ce systéme le nom de sysiéme de Pfaff génémlw’e ot on d 1‘111
ges variétés intégrales de la méme manidre que celles d'un systén(lie ‘2
Pfaff proprement dit (n® 6). Si certaines des' forn}eg @ sont lde :ﬁ; -
zéro, le gystéme (1) contenant zinsi des éq'uatlons finies entrle esl;rﬁons
bles «”, il est bien clair que ces iquafions doivent rentrer dems les re
i défini e variété intégrale.

" dﬁff;:i?fn: n(1) on peut dgduire de diverses mapiéres un t:t_louve(a;;
systéme qui lui soit équivalent. Si par exemple pa:mn les mérqua. 101:11ft W
il y a trois équations @, = 0, P, = 0, @y = 0 du méme deg‘lé,q_)on— P:,‘.¢ *
remplacer par les équations &, = 0, .(Dz = On’ @y, =0, 0;1 113_ns Ltellles
+a;®,+aj®, (5 =1,2,3), les coefficients o} étant des ?20 1oeut les
qu'il soit Ja| s 0. De méme une équation iﬁ,- =0 de degré r p
remplacée par une relation de la forme suivante:

B+ POy + WPyt By, = 0,

olt les letitres ¥ désignent des formes différentielles telles queétd?;s };j
termes ajoutés 4 &, soient du degré r (ef. vol. I, n° 30).‘ Gfas pr?i: 8 Pbre
mettent souvent de simplifier le systéme donnfé et de dlmll'lue.:} e nolzzion
de ses équations; cela arrive per exemple, si dans la derniére re

" le premier membre est une forme mulle; on peut alors négliger Péquation

j = ) gtéme (1).
? L(Zl- d:s:stli(znfyfondarxie]ltz‘.le concernant un systéme de ]{i\’aff clon—
siste &4 démontrer des théorémes d’existence généralisant le théc)leme.c :S:
sique de Cauchy-Kowalewski; nous précisero_ns dans les pa;g?jsl szi;m_
tes ’énoncé de ce probléme en. nous bornant ic{ & remarquer qu’i i e
lise plusieurs problémes classiques de la théorie des_ équa,tm]&z _::;zes e
vées partielles. Considérons par exemple une équation aux derl 1
tielles du second ordre

)

F(‘”??/:%P:Q:’":Sat) =0

(1) Toutes les fonctions et formes envisagées dans ce chapitre sont supposées
analytiques.
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42 CHAPITRE II. Systémes de Pfaff.

éerite avee les notations classiques; on peut la remplacer par le systéme
de Pfaff suivant:

=0,
de—pds—qdy =0, dp—rdo—sdy =0, dg—sdo—1idy =0,

formé d’une équation finie et de trois équations de Pfaff & huit variables
,9,%,0,4,7, 8,1, et il Yagit maintenant de trouver les solutions & deux
dimensions de ce systéme. Les variables indépendantes n’étent pas di-
stinguées ce nouveaw probléme est plus symétrique que le probléme de
Péquation F = 0, duquel nous sommes partis; toutes les huit variables
jouent maintenant le méme réle et par suite on doit admettre des solutions
qui entrainent une relation entre les variables # et y. Bien que les solu-
tions de ce genre gont des variétés intégrales de ’équation F = 0 dans
le gens étendu par 8. Lie ([28], p. 228), elles ne présentent pas un intérés
dans les applications et il se pose ainsila question de trouver les condi-
tions pour que le systéme de Pfaff n’admette pas des solutions réguliéres
qui établissent une relation entre x et ¥; nous consacrerons le Paragraphe
2 &4 ce probléme.

16. Eléments intégraux. Reprenons maintenant le systéme des
équations (1); nous le prolongerons en Iui ajoutant les relations qu’on
obtient en annulant les différentielles extérieures des formes @

(2) d¢1=07 d¢z:07 ceny d‘¢k=0.

Nous désignerons par § le systéme ainsi prolongé et nous l'appel-
lerons systéme différentiel fermé. On démontre de la méme maniére qu’au
n® 6 que les variétés intégrales du systéme (1) vérifient aussi les équations
(2).

En restreignant les formes @ et d® dans les équations du systéme §
& un point M («7) de ouvert U on obtient un systéme § (M) des équations
extérieures algébriques & n indéterminées da* que mous regarderons
comme les composantes d'un vecteur de E"(x*) d’origine M,; les solu-
tions du systéme §(M,) sont des éléments plans de R"(z*) ayant M,
comme point d’appui (vol. I, Ch. II); on leur donne le nom @ éléments
intégraus du systéme § au point M,. Oette dénomination sera justifiée
dang.le numéro suivant.

Supposons que le systéme algébrique S(M,) admette comme solu-
tion un élément plan Bf. En changeant au besoin les notations des indi-
ces on peut présenter les équations de FY sous la forme guivante:

dm4=a§'dm1+a§dm2+...+a§dmp (qu'[‘lyp‘f'zy'--;%);
les équations du p-plan de Ej ’éeriront alors cornme il guit:

(3) o' —af = al(@' —@)+ (6" —afy+ ...+ ol (e — o).

cm
§1
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Les eoordonndes de Hj se composent done de n coordonées @ du po-
int M, et de p (n—p) coefficients of, of, ..., af (¢ = p+1,p+2,...,0).
I’engemble des éléments intégraux du systéme S, dont les coordonées
différent en valeurs absolues de celles de Hp moins d’un nombre § >0,
gera appelé le voisinage de I,

Au systéme §(M,) peuvent étre appliquées toutes les notions intro-
duites dang théorie des équations extérieures algébriques (Vol. I, Ch. II)
et en particnlier celles des éléments plans réguliers et ordinaires et des
éléments polaires. Nous nous servirons aussi des notationy acceptées
dans le Vol. T en désignant par ¢ le genre et par s, 8y, .., 5, les caractéres
du systéme S(JM,). Rappelons que ces nombres sont liés par la relation
guivante

848+ 8+ -8y = n—yg

et que par conséquent le systéme §(M,) n'admet pas des éléments inté-
‘graux & un nombre de dimensions supérieur & g (Vol. I, n° 32).

11 est bien clair que le genre g peut varier, si le point M, se déplace
dans Pouvert U, ot le systéme S est défini; supposons que dans M, il
atteigne sa valeur minimum. Il résulte de I’étude des systémes des équa-
tions extérieures algébriques que pour obtenir les points, ol le genre
est supérieur & g, il faut annuler certains déterminants dont les éléments
sont fonetions des variables z*. Il s'en suit que la valeur du genre reste
I» méme dans un voisinage convenablement déterminé du point IM,.
Supposons maintenant que louvert U soit rétrécis & ce voisinage; cela
nous permet de donner & ¢ et aux nombres s, 38y, ..., 8, le nom de genre
et de caractéres du systéme S. Dang tout point de U on peut alors con-
struire une suite

B,CHE,C...CHE,,CE,

des éléments intégraux dont le dernier est un élément ordinaire .et dont
les précédents sont des éléments réguliers du systéme des équations ex-
‘térieures algébriques correspondant & ce point.

17. Variétés intégrales. Supposons que le systéme § formé des équa-
tions (1) et (2) admette une variété intégrale I, & p dimensions; en choi-
sissant convenablement les notations on peut présenter ses équations
sous la forme puivante:

(4) ‘mh=fh(‘wl,m27~-7wp) (h=p+1,p+2,...,n),
f* désignant des fonetions amalytiques définies dans un ouvert 4 de
RP(a*, a%, ..., o"). En différentiant les équations (4) on obtient les rela-
tions différentielles )
. h
oft o " 5 »
(5) do’ —dw 1~|———dw”+ A5 aa? .

= 0t
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Les équations (4) ¢t (B) déterminent un-élément plan H, tangent
4 la variété I, au point (z*)."Comme I, est par hypothése une variété inté-
grale du systéme 8, les équations (1) et (2) doivent étre des conséquences
des relations (4) et (5). On voit done que tout élément plan & p dimen-
sions tangent & la variété I, est un élément intégral du systéme §; il
en est donc de méme de tous les éléments plans, de dimension inférieure
4 p, contenus dans un élément tangent & p dimensions. Il est bien clair
qu'inversement, si tous les éléments plans & p dimensions, tangents i
une veriété sont des éléments intégraux du systéme S, celle-ci est une
variété intégrale de ce gystéme.

18, Théoréme fondamental. Les considérations précédentos nous
imposent le probléme suivent: le systéme § étant de genre g, existe-il
des variétés intégrales & p .dimensions (p < g) passant par un point erbi-
traire M, (2f) et, 8'il en existe plusieures, qu'elles sont les conditions qui
permettraient de distingmer 1'une d’elles d’une manidre univoque? La
réponse & ces questions donne le théordme guivant:

TrfoREME DE CARTAN (Y). Soit donné dans wn owvert U de R™(x”)
un systéme de Pfaff généralisé et formé 8, de genve g et des caractéres s, s,,
Sap...y 8y, admetiant une variété intégrale I,_, (p—1 < g) qui est langente
en un point My(x") de U & un élément intégral régulier BS_, contenu dans
un élément intégral ordinaire By de méme orvigine M,. Supposons de plus
qu'il soit donnée ume variété arbitraire V, &

(6) e =p+s+8+8+...48,

dimensions qui passe par I,_, et dont le o-plan tangent en M, contient B

Dans ces hypothéses il ewiste une ei une seule variété intégrale I,
du sysiéme 8, contenue dans V, qui 1° passe par I,_, et qui 2° est
tangente & B,

Remarque 1. Nous montrerons que du théordme de Cartan résulte
lexistence d’une infinité de variétés intégrales & p < ¢ dimensions tan-
gentes & des éléments intégraux ordinaires de dimengion p; Vengemble
de ces solutions porte le nom de solution générale du systéme 8. Oe Hysto-
me peut aussi admettre des solutions qui ne rentrent pas dans sa solution
générale et méme des solutions dont la dimension est supérieur & son genre.
Nous donnerons au n°21 quelques remarques sur ces solutions qui sont
dites singuliéres.

Remarque 2. Nous montrerons an n°20 que la variéts ¥, peub
étre présentée par n— ¢ fonctions de p variables agsujetties aux conditions

() Ce théoréme a été énoncé et démontré pour les systdmes pfatfiens linéairs
par E. Cartan [5]; sa généralisation pour les équations de degrés quelconques egt
dte & E. Kahler [32].

ic.m“
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d’un caractére local le long de la variété I,y et dailleurs arbitraires;
la variété intégrale I, dépend ainsi du ehoix de cesy fonections. Si

Sts+..+8, = n—p,

on a, d’aprés (6), n = p et la variété V, se confond aveec louvert U;
dans ee cas I'énoncé du théortme se simplifie et il affirme maintenant
qu'il existe une seule variété intégrale satisfaisante aux conditions 1°
et 2° du théoréme.

Avant aborder la démonstration du Théoréme de Cartan, & laquelle
seront consacrés les numéros suivants, nous allons faire voir qu’on peut
se borner aun cas, ol le systéme S se compose des équations finies et des
équations différentielles linéaires en les différentielles des variables.
Changeons 4 cet effet les notations en posant

e

par conséquent les équations (3) du p-plan de 1'élément intégral B pour-
ront étre éerites comme il suit:

A —af = of (¢! — 25) + ol (" —a}) ...+ al(a® — )
(¢=1,2,...,0—p).

La variété I,, dont il est question dang J'énoncé du théoréme, de-
vant étre tangente & K, ses équations, si elle exigte, peuvent &tre pré-
sentées sous la forme suivante: i

= fgt g2, ... 0" (g =1,2,...,n—p).

Pour que cette variété satisfasse aux équations du systéme 8, il faut
et il suffit que les relations (1) et (2) deviennent des identités par rapport
aux différentielles dw!, da®, ..., da”, si Pon y porte les fonctions et les
expressions
of . o o L
= dzt-- 6~——dw“+...+ P dz? .

et = ey s

On obtient aingi un certain nombre de relations entre les variables
indépendantes #', o”, ..., 2, les inconnues &', 2%, ..., 2”7 et leg dérivées
0d"[0s" , 82%)0a, ..., 027)0a”. Par suite la recherche de la variété intégrale
I, a été ramenéde & la résolution d*un systéme d’équations aux derivées
partielles du premier ordre & n—p fonctions inconnues et 3 p variables
indépendantes. Oe systéme d’équations aux dérivées partielles peut &tre
changé en un systéme composé d’un certain nombre d’équations finies
et d’équations de Pfaff proprement dites. Nous augmenterons pour cela
le nombre de variables en posant pf = 929/dz". i Von introduit ces gran-
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)
deurs dans les équations aux dérivées partielles, on obtient des relations
de la forme suivante

e 1 1 NPy __
F(a', o, ..., 8% &, &, .., ", 0, 05, .., 2577) = 0,
auxquelles on doit ajouter les équations pfaffiennes suivantes:

dzq_pgdml—pg.dwz——..:——-p%dﬂ)’i =0 (g=1,2,...,n—p).

Nous avons aingi obtenu un systéme d’équations, olt l'on doit re-
garder comme inconnues les variables 27 et les paramdtres pf dont le
nombre est égal & p(n—p). On doit maintenant s'imaginer que ce systéme
est donné dans un ouvert de ’éspace euclidien & n--p(n—p) dimensions
ce qui permet d’énoncer de nouveau le théoréme de Cartan concernant
la variété intégrale I, avec des changements faciles & eoncevoir. On voit
ainsi que le systéme de Pfaff généralisé peut toujours é&tre prolongé en
un systéme formé des équations finies et des équations de Pfaff. 11 suffit
done de donner la démonstration du Théoréme de Cartan dans ce cas le
plus simple et le plus importent. Nous allons commencer par un systéme
privé d’équations finies et mous étendrons ensuite les résultats obtenus
& un systéme qui contient les équations de cette sorte ().

19. Démonstration du théoréme de Cartan. Supposons que dans
un ouvert U de R"(+*) soit donné un systéme de s équations indépendantes
de Pfaff

n o =aldas” =0 (h=1,2,..,8);
nous le fermerons en lui adjoignant les relations dw® = 0 que nous éeri-
rons comme il suit:
8) Ao =ap[detds’] =0, altal,=0 (h=1,2,...,s).
Nous désignerons par s le systéme ainsi formé, par g et par s, s, ..., s,

regpectivement son genre et ses caractdres; ces nombres sont liés par la
relation

(9) $+8 4.8 = n—g
(n° 16).

Pour caleuler les caractéres et le genre de § il faut appliquer la mé-

thode exposée au Vol. I (Ch. II). Pour trouver le gecond caractdre 8y
imaginons un élément intégral lindaire et régulier ¢, de composantes
u (aug = 0); la somme 8-+, estle rang du systéme polaire de ¢, com-
posé des équations

(10") ahda® =0, alulds” =0

(*) Pour les démonstrations dans le cas général nous renvoyons le lecteur aun
Mémoire [5] ou au livre [13].

iom
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aux inconnues dz’. Soit e, un second élément intégral linéaire de compo-
santes uf, indépendant de e, et appartenant au systéme polaire de e,
(akug =0, alulul = 0) de telle manitre que élément intégral & deux
dimensions defini au moyen des éléments 6, et e, 80it régulier. Le systéme

polaire de cet élément & deux dimensions est formé des équations sui-
vantes:

(10"") aﬁda;" =0, af_,‘au‘{dm" =0, a:‘nugda;" = 0;

le rang de ce systéme étant égal & la somme s-- 8§18, on obtient ainsi s,.
En procédant de cette maniére on détermine leg earactires 3g,
et le rang g du systéme S.
Ceci rappelé revenons au théoréme de Cartan et envigageons d’abord
le eas p = 1; élément E)_, se confond maintenant avec le point M,
qui sera dit point intégral du systéme S, ot B est un élément linéaire
@origine M, dont les composantes u° annulent les formes o

84y ene

Gu =0 (h=1,2,..., ).

Dang ce cas particulier le théordme de Cartan résulte immédiatement
des considérations du n° 6. La courbe intégrale dont nous avons démontré
Pexistence au n°6 est une variété intégrale I, passant par I, = M,
et tangente & I’élément linéaire EY. D’aprés la formule (6) le nombre o
est maintenant égal ¢ s+ 1 et la variété V, peut stre définie par les équa-
tions de la forme suivante: :

582 — (p2(ml)’ 503 — ‘pa(mx)’ ey mﬂ.——s —_ (pn—s(wl)’

ol ¢*,¢° ..., ¢""° sont des fonctions arbitraires d’une variable dont le

nombre est égal &4 n—s—1, conformément & ce qu’il a été dit dans la
remarque 2 au n°18.

Maintenant nous allons démontrer le théoréme de OCartan pour
P = 3 ce qui suffira & faire donner V'idée de la démonstration dans le cas
général; d’aprés la formule (6) le nombre ¢ qui figure dang I’énoneé du
théoréme a ici la valeur

(11) =3+848,+8,.

a) Commengons par quelques remarques préliminaires sur les équa-
tions des éléments intégraux du systéme S. Congidérons pour cela un’
élément intégral ordinaire H? d’ailleurs arbitraire d’origine M, (x}). 11
Deut étre reprégenté par n— 3 relations linéaires & coefficients constants
entre les différentielles da*

ads* =0 (r=1,2,...,n—38).
Les équations du triplan de B} peuvent alors s'écrire comme il suit:

d(@—af) =0 (r=1,2,..,n—3).
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Par une substitution linéaire faite sur les variables a* on peut rame-
ner ces équations A la forme &' —af = 0. Il sera commode de changer

A A 5 M . 1,2 N n—3
de notations en désignant les varlablles 2.'1, ,8m yoeny & PO 2 ’uzc’ .Si, T’on
i i o )
ot de supposer gue les eoordonnées .'1;:0, m;,, oy ;sownt t‘:ﬁw n%lmss.le o
i y = = vy Y == ey

i i re leg notations 2y = a', 2y = ", ..., & . :
N 0,0,d, d*,..., a* et les équations du tri-
M, aura les coordonées 0,0,0,a,a", .. ) ;o o

plan de Ej s'écriront maintenant de la maniére suivante:

(12) B:d=d (r=1,2,..,0-3).

16T 0 0
On obtient les équations du plan dun élément régnlwl‘im ElClu21
en ajoutant aux équations (12) une relation linéaire entre w!, #*, &

131091'1‘133-'”"'? Ba® = 0.
Une substitution linéaire faite sur les variables a',«?,a* permet

de ramener cette relation & la forme z* = 0; les équations du plan de
B! peuvent alors s'écrire de la manidre suivante:

(13) B:d=d, =0 (r=12,..,n-3).

5 B hypothése régulier, contient
Rappelons que 1'élément E;, étant par . .
des éléxﬁznts linéaires réguliers. Soit B un de ces élélmelets, en fa%s?igt
au besoin une substitution linéaire sur les variables o', 4, on peut dé-
finir Ia droite qui le porte par les équations

(14) B: &=d, =0, o=0.
Remarque 1. Considérons les trois vecteurs issus d’origine M,
(15)  &2(1,0,0,...,0), €(0,1,0,...,0), €(0,0,1,0,...,0)

et contenus dans E3; nous pouvons prendre ¢} comme élément E? et
admettre que ES et Hj soient formés respectivement par les systémes
¢, ey ot e, €3, 63. ‘

Remarque 2. D’aprés la théorie des équations extérieures algéb
riques (Vol. I, n°®32), le point M, étant régulier, les' gystémes polaires
des éléments intégraux K] et E) sont définis respectivement par 3»'|.— 8y
et par s-+s,-+8, relations linéaires indépendantes entre les différentiel-
les da*, da?, do®, &', &2, ..., &5,

b) Revenons maintenant au systéme 8 et au théordme que qous
avons & démontrer. Si I'on change un peu les notations, les équatl_ons
(7) et (8) ’écriront avec les nouvelles notations des variables de la manidre
suivante:

o' = atda'4- b a = 0,
(16) do” = yaj[de’ a1+ b}, [do' de" 14 B0, [de2de’] = O
(h=1,2,..,84,§=1,2,3;¢,7r=1,2,...,n—3).
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Les équations de la seconde ligne se déduisant
aun moyen de la différentiation extérieure,
Pon a

de celles de la premisre
un caleul faeile montre que

TR L L S Y Y, ool
if oa' 9z’ ir Py 9" o = 721 Fa

Conformément 4 ’énoneé du théorsme
des équations (16) admette une intég:
¥ tangente & un élément intégral régul
gral ordinaire B,

Nous pouvons admettre que I'4lément Ej soit formé par les vecteurs
&, e et que, par suite, le plan tangent & I, en M, soit donné par les équa-
tions (13); de méme on peut prendre comme ES 'élément formé par les
vecteurs e}, ¢) et ¢} définis dans la Remarque 1 ci-dessus. I1 en résulte en

premier lieu que lintégrale I, peut stre représentée par les équations de
la forme suivante:

Nous SUpposons qué le gystéme
rale I, passant par le point M, et
ier B3, contenu dans un élément inté-

¥ =y, ), &= P, e (r=1,2, ey m—3),
les fonetions y et ¢" satisfaisant aux conditions
2(0,0) =0, ¢'(0,0) =4,
o b v ”\
(w =0 (G =o (- ) -
ol les symboles en parenthéses désignent les valeurs des dérivées au
point M,. Si nous changeons de notations en prenant 1’

—x(#*, #*) comme une nouvelle variable au lien
deviendront

expression #°—
de #°, les équations de I,
(17) Iy: o' = 0, &= ‘pr(w17 xz)a

" 0g"
¢"(0,0) = 0, ((’57‘?‘)0 = (;);"/‘2_>0 =0 (r=1,2,..,n—38).

Il est facile de voir que ce changement de la variable 2° ne touche
on rien & la forme des équations (12) du plan tangent & I, an point M,.
L’intégrale cherchée I, devant Ppasser par I, et étre tengente au triplan
de Pélément 3, défini pax les équations (12), ses dquations, si elle exigte,
peuvent étre derites comme il suit:

(18) Ly &=y, 0", o), 4@, 0t 0) = ¢ (o),

ay" oy ayry
(o) = (el = (3], =0 r=n.20me
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En remplagant les variables ¢” dans les premiers membres des équa-
tions (16) par les fonetions ¢ (4, 47, o*) on obtient des formes que nous
écrirons comme il guit:

o(Iy) = L}da’ + L} da* 4L da?,
Ao () = I}y [d0' da*)+ Ly [de? o’ |+ L [do* 4o (b = 1,2,...,9),
olt Pon a posé
' iz
00"

r * Nl Q.
LZ =a¢’,§—|—b§’,~g:7-b’” 0 w 027 02

I =43
(19)
5t T et
(h=1,2,...,8; i,j= 1,2,8; ¢,r=1,2,...,n—3).
En tenant compte des ‘form‘uleﬂ (16°) on vérifie aisément qu’entre
ley expressions L' il y a des relations suivantes:
oLy oL} _, arr oLk w  OLF  or}

ey 93 TF o e = AT
0z O’ Oz 9wt TN T Togd T ot !

Lfn =

- (20)
oLy, oLk  arh
i da? dx?

=Y

ol 'on doit prendre les dérivées par rapport & o' en regardant & comme
fonctions de o', *, #°.

La variété I, devant satisfaire aux équations (16) il doit &tre w™(I,) = 0

do" (L) = 0; on en déduit les équations aux dérivées partielles du pre-
mier ordre .

)
» Li=0, Ii=0 (h=1,2,...,8;4,j =1,2,3).
Nous les partagerons en trois groupe suivantes:

@ It = a0} ZZ =0,

(IT) L;'Ea:+b¢gZ;=0, Li‘zaa{HbﬁgS;—bé‘r%-v-bﬁr%%= ’
B=d 2,

(IIT) L;LSEaé‘aeri‘,g%—b%‘rg% 3%%=°’
Bomdiih 25 2% 02 07

(h=1,2,..,s; 4, 7r=1,2,...,n—3).
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Remarque. Envisageons maintenant les équations (17) de la va-
1iété Ip; si Pon substitue aux variables 2~ dans les premiers membres des

équations (16) les fonctions ¢" (2, 2%) et & la variable z° zéro, on obtient
des formes suivantes:

ML) =Ll + 1,  do™(I,) = Il [dat ds*],

ot L}, I}, I}, désignent les mémes expressions que celles déduites des
formules (19) & condition A’y substituer dans leg coefficients Ia valeur
zéro & la variable #%. Comme I, est par hypothése une varité intégrale
du systéme 8, il doit étre w"(I,) =0, do"(I,) = 0, par conséquent les
fonetions #* =0, 2" = ¢"(2',2%) doivent satistaire aux équations (I)
et (II); d’aprés la seconde des formules (18) il doit &tre de méme pour
les fonctions #° = 0, y'(2*, 22, 0).

20. Démonstration du théoréme de Cartan (suite). a) Le probléme
que nous nous proposons & résoudre a été ramend H 1’étude du systéme
des équations aux dérivées partielles du premier ordre, formé des relations
(I), (II) et (IIT). Nous allons faire voir qu’a ce systéme peut &tre appliqué
le théoréme classique de Canchy-Kowalewski ([28], p. 11). A cet effet nous
montrerons d’abord que, si I'on tient eompte des relations (I) et (II),
les équations (ITII), qui sont linéaires par rapport aux dérivées 82" |oa?,
peuvent étre résolues par rapport & ¢ de ces dérivées, ¢ désignant le nom-
bre défini par la formule (11).

Remarquons en premier lieu que les éléments intégraux linéaires
du systéme des équations (16) sont définis par les équations sumivantes:

(21) o" = al @it + Bt =0
(h=1,2,...,8; 1 =1,2,8; r =1,2,...,n—3)

qui, par hypothése, sont indépendantes an voisinage de M,. Comme les
trois vecteurs (15) issus de M, sont des éléments intégraux du systéme S,
les équations (21) doivent étre satisfaites, si 1’'on y remplace successive-
ment les différentielles par les composantes des vecteurs el, el, ¢ et les
variables par les coordonnées de M,. Il s’en suit que les valeurs des coef-
ficients af, ay, o} sont toutes nulles au point M, et que, par conséquent,
ces équations étant indépendantes, la matrice des coefficients b est de
Tang s en M,. Par suite les équations (21) peuvent done étre résolues
en M, par rapport & ¢ des différentielles de"; il en est done de méme au
voisinage de M,.
Congidérons maintenant les trois vecteurs suivants:

9" 0e° 9e"®

= (10000 G Gorre s

) (t=1,2,3)
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issus d’un point (x,#) du voisinage de M,. En faigant usage de la sym-
bolique dont nous nous avons servi au Vol. I (n°32) on peut présenter
les équations (I), (IT) et (ILI) sous la forme guivante:

(1) o'(e,) = 0,
(11 w(e) =0, dw(e],6) =0, (h=1,2,...,8)
(TII) o"(es) =0, e (6y, 65) = 0, Ao (eyy 0,) = 0.

Tes équations (I') expriment les conditions pour que e, soit un 816-
ment intégral du systéme §; il résulte de la remarque faite ci-dessus
que les équations (I) peuvent &tre résolues par rapport 4 8 des dérivées
02" |0x" . Les équations (IT'), si V'on y regarde le vectenr ¢; comme inconnu,
représentent le systéme polaire de e;; ce systéme étant de rang $4-8;
(n® 19, Remarque 2), les équations (II) penvent &tre résolues pear rapport

. & s+s, des dérivées de" /027, si Von tient compte des équations (I) (Vol. I,
n°32). Si les vecteurs ¢, et ¢, satisfont aux équations (I') et (I1'), ils dé-
finissent un élément intégral B, du systéme S et par suite le systéme (ITI')
représente le systéme polaire de H,; ce systéme étant de rang o = s+8,+6
(n° 19, Remarque 2) il en résulte que, si 'on tient compte des équations
(T) et (I1), les équations du systéme (IIT) peuvent dtre résolues par rapport
4 o des dérivées 92 [0a’.

Pour obtenir les expressions de ces dérivées on doit done procéder
de 12 maniére suivante. On régout les équations (I) par rapport & s des
dérivées 92"/02" et l'on porte les expressions obtenues dans les équations
(IT); on résount ensuite les équations (II) par rapport & s--s, des déri-
vées 02"/02". On porte enfin les expressions aingi obtenues et les expres-
sions tirées préecédemment des équations (I) dans les équations (III);
on obtient ainsi un systéme des équations linéaires par rapport aux
dérivées 02" [0a*. Ce systéme se réduit & o équations indépendantes. Choi-
sissons d’une manitre quelconque parmi les équations (III) un systéme
de o équations indépendantes; nous leur donnerons le nom d’équations
principales; toutes les autres équations du systéme (IIX) deviendront
alors des conséquences des équations principales, si ’on tient compte des
équations (I) et (II). Le rang du systéme des équations L = 0 étant
égal & s, on peut admettre qu’elles appartiennent toutes aux équations
principales. Des équations principales on peut tirer o des dérivées dz2"[0z’
en les exprimant au moyen des dérivées 87 /dz', 02"[0s’ et des autres
dérivées 02"/02° au nombre n—3—g¢.

Tous ces raisonnements sont valables dans un voisinage de M,;
dans ce voisinage les équations (XII) peuvent donc &tre remplacées par
les équations de la forme suivante:

92
(22) Ea'w?:Ft t=1,2,...,0; 0 = s+8;+8,),

’
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gi Pon tient compte des relations (I) et (II) et que 'on change au besoin
les notations des indices des variables ". Les symboles F* désignent ici
fonctions des arguments «',a’, 2, <", 82" [02", 027 |0a?, 027 05 (r =1, 2,
vy, n—3; 7" = o+1,...,n—38). Remarquons que les fonctions F;
gont analytiques au voisinage du systéme des valeurs #* = 2 = a3 = 0,
& =a, 04 |0 = 82" [0 = 82" [0a" = 0.

Imaginons maintenant une variété quelconque V, (¢ = 345+ 8,+8,)
passant par la variété intégrale (17) et telle que son p-plan tangent au
point M, contienne 1’élément B défini par les équations (12). Ses équations
peuvent étre écrites comme il suit:

(28) &=y (" 2*a") (¢ =0+1,04+2,...,0—3),

les fonctions y" devant satisfaire aux conditions

" . 0s” .
Y (w17m2:0)=‘7’1‘(‘”17m2)7 ( )0‘"—"0 (t=1,2,3).

a7’

I1 est facile de voir que la dimension de la variété ainsi définie est
égale & ¢ = 3--8-8,+8,, les variables indépendantes sur celle-ci éfant
ot wt, @8, 8, 2%, ..., 87 (0 =s-8+8). Bi ststs,=n—3, i est
o = n et par suite la variété V, se confond avec U (n° 18, Remarque 1);
dans ce eas particulicr les formules (23) deviennent superfiues.

Des conditions imposées & la variété V, il résulte aussi qu’elle passe
par M, et que son g-plan tangent en I, contient 1'élément Ej défini
per les formules (12).

Portons les fonctions %"(2',a’,2’) dans le second membre des
équations (22); lo systéme ainsi déduit de ces équations est un systéme
de Oauchy-Kowalewski; Q’aprés le théoréme classique ([28], p. 11)
il & unc et une seule solution analytique

(24) ¢ =y, 2" (t=1,2,...,0)

telle que pour #® = 0 les fonctions ¢’ se réduisent aux fonetions d@, 2)
et telle quiil soit (9y'/0s®), = 0, les symboles en parenthéses désignant
comme plus haut les valeurs au point M,. :
Les formules (23) et (24) représentent évidemment une variété I,
A trois dimensions qui passe par la variété intégrale Ip, qui est tangent
en M, & B et qui est contenue dans la variété V, définie par les équations
(23). La variété I, remplit donc les conditions initiales 1° et 2° du Thé-
oréme de Cartan. Il nous reste maintenant & montrer que les fonctions
(24) satisfont aux équations (I), (II) et (III), si Pon y remplace les varia-
bles 2~ par les expressions (23), ¢’est ce que nous allons supposer dans
la guite. Alors nous pouvons faire abstraction de ces variables et nous
imaginer que I, est une variété définie seulement par les équations (24)
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dans Despace 3 3+ o dimensions aux coordonnées ',a",a*, 2", 2%, ..,
(0 = 8-+8;+8s).

De ce qui précéde il résulte seulement que cetbe variété satisfait
aux équations principales que l'on obtient des équations (ILI), si on
tient compte des relations (I) et (II). Nous devons donc montrer qu’elle
satisfait aussi aux équations (I) et (IL) et aux équations non principales
du gystéme (ILT).

b) Congidérons d’abord I'une quelconque des équations non prinei-
pales du systéme =0 (h=1,2,...,8); désignons son indice par k
ot Déerivons de la manidre suivante:

. 0%
%b&)

2
-(25) I = a’;ﬁbé‘q—l -

dxt) ows

Remarquons que cette relation ne contient pas les dérivées 02" /ox’
ot qulelle egt lindaire par rapport aux dérivées 02"/dx' et par rapport
aux dérivées 92" [0x°. Celles des relations (19) qui définissent les grandeurs

(26) I”lb; Lg: L:’fl’ (h =112a---7‘9)7

ot k& parcourt les indices des éguations prinecipales, nous permettent
Qexprimer s dey dérivées 92" [0z et un certain nombre des dérivées 92”0’
au moyen des grandeurs L¥, I} et L¥. 8i lon porte les expressions ainsi
obtenues dans I’équation (25), on obtient une formule de la forme suivante:

@n , Ly = oMLk, I}, Ik,

olt la fonction ®" est lindaire par rapport & chacune de trois séries de
ses arguments et ol les coefficients sont des fonetions des variables
at,a?, o, & et de celles des_ dérivées 02" [da" et 02" [0x® qui n'ont pas 456
éliminées au moyen des relations (26); ajoutons que les coefficients dans
la fonction @* sont des fonctions analytiques aun voisinage des valeurs
o= =2 =0, =d, 00" =0, 0/0s" = 0. Remplagons main-
tenant les variables 2" dans les équations (27) par les fonotions (24)
qui représentent la variété I, et indiquons par une barre le résultat de la
substitution. Comme les relations L} = 0 et LY = 0 sont des équations
principales, on a

(28) =0, Lfi=
(v. la fin de la partie a) du présent numéro); si on se rappelle encore

que la fonetion @° est linéaire par rapport aux grandeurs L¥, D'dgalité
(27) entrainera la suivante

(29) LY = AMD - ART .+ 4RI,
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ot les coefficients 4 sont des fonctions analytiques des variables a, 22, 43

au voisinage des valeurs nulles. D’autre part, d’aprés la troisidme des
formules (19) on a

I5 = oIk
S PO P
la substitution indiquée par la barre et la dérivation par rapport 3 at

oun & #? étant permutables, on peut éerire la dernidre égalité comme il
suit

7 o 0oL
T oet
ou, si 'on tient compte des relations (28),

- oL¥
IF 1
T B

En rapprochant ee résultat de la formule (29) il vient

61;"
(30) ™ =AML AR
Les relations de la forme (30) sont vraies pour chaque indice % qui
se rapporte 4 une équation non principale du systéme des équations

I} = 0. 8i &’ désigne un indice d’une équation principale de ce fystéme,
il est

—  9LF OL¥
ke 7L T8
Lo 03 ozt

et, par suite, eu égard aux relations (28),

31 i _,

ou?

Nous voyons aingi que toutes les grandeurs I} satisfont aux équations
différentielles linéaires et homogénes (30) et (31). Ce systéme admet une
solution unique qui pour #® = 0 prend les valeurs nulles. Or, nous savons
que les fonctions (23) et (24), si Pon y pose #° = 0, se réduisent aux fon-
ctions ¢'(#', #?) qui, par hypothése, représentent mne variété intégrale
(17) du systeéme S; elles satisfont done aux équations (I) et (1I) (Remar-
que & 1a fin du n° 19). Il en résulte que les fonetions L? deviennent nulles,
si Lon y pose #® = 0. Par conséquent elles sont nulles pour toutes les
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va.leﬁrs au voisinage de la valeur »* = 0. On a done L’,” = ot, d’aprds la

formule (29), IF =0, ol k désigne l’indice d’une équation non pringi-
pale. Nous avons ainsi montré que la variété I, définie par les équations
(24) satistait aux équations L} = 0 et Ll = 0; il nous reste encore de prou-
ver qu'elle jouit de la méme propriété & 'égard des équations L} =0,
Il =0 et L} =0,
¢) Envigageons une équation non principale
Py

(32 S ;

p (')z") "
0

" 2] da

suivant sa définition elle doit étre une conséquence des équations prin-
cipales du systeme (IIT), si l'on tient compte des équations (I) et, (11).
On met ce fait en évidence en écrivant la formule guivante:

(33) Lis = oMLY, Ly, Ly, L%, 1Y, IE),

ol &’ et I’ parcourent respectivement les indices des équations principales
parmi les relations Lj, =0 et L}y =0, (h=1,2,...,s) . On arrive
& cetbe formule au moyen d’un raisonnement analogue d celui qui nous
a conduit & Péquation (22). Comme I'équation Lk, = 0 doit étre une con-
séquence des équations principales du systéme, si Ion tient compte des
equations (I) et (II), il s’en suit que la fonction v doit Yannuler, si Ton
donne & tous ses arguments la valeur zéro. Remarquons aussi que, Pexpres-
sion (32) étant lindaire en leg dérivées 02" 0w2, il en est de méme de la fone-
tion ¥’ pour I} et It,. ' '

Cela posé, portons les expressions (24), qui représentent la variété
I3, dans la formule (33), en indiquant comme auparavant par une barre
le résultat de la substitution. Toutes les grandeurs I deviendront mainte-
nant des fonctions de o, 2%, 2° et il sera identiguement

(34) ' =o, EZ,”.—:O, _fz]f{=07 332;=0;

les trois derniéres de ces égalités résultent de Uhypothése que la variété
I, satisfait aux équations principales du systéme (I) — (ILI) et la premitre
& été démontrée plus haut (n°19, b). 8i Pon tient compte des égalités
(34), la formule (33) prendra la forme suivante:

(35) ‘ I, = QI}, I,

ot 2" est une fonction linéaire en IF et en I, et telle quil est 20,0) =0.
On en conclub que Iégalité Ij, = 0 sera démontrée, §i T'on fait voir
quilest I3 = 0 et L}, = 0, %est ce que nous allons maintenant montrer.
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Envisageons maintenant la deuxiéme des relations (19); on en déduit
les égalités suivantes

0L; oL}
oz gpy - T

En ayant égard aux égalités (34) nous partagerons ces égalités en
deux groupes .
oLl L Ly
A N F
suivant que 'on prenne pour h Iindice I d’une équation non prineipale
Ii; = 0 ou Dindice ¥ d*une équation prineipale LY = 0. En rappro-
chant ce résultat de la formule (35), il viendra

oIk

Th 7R ark
G = —ONIM IRy, 2oy,

O’

(36)

Reprenons de maintenant la quatridme des identités (19); si on
y tient compte de la troisiéme des égalités (34), on obtient la relation

oig 7
Izt ox

En ayant égard 4 la quatritme des égalités (34) et & la for-
mule (35) on en déduit les relations suivantes:
0L, _  OMILIE) oI,

0xd ozt ' B 0,

ol les indices I et I’ ont la méme signification que dans les équations (36).
On peut présenter ces formules sous la forme suivante

0T, (o -x OTF oTh, oI
1) oo =0 ( 28, 52, )

Ox® ;
la fonetion 7" egt linéaire en éléments de ohacun de quatre ensembles de
ses variables et elle g’annule, si 'on donne & ces variables Ia valeur zéro.
“_Ties formules (36) et (37) montrent que les grandeurs LZ(xt, 22, 23)
et L, (', a2, %) reprégentent une solution du systéme de Caunchy-Kowa-
lewski de la forme suivante:
oy’

e == —‘Ql(?/hyzh)a =4,
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Oe systéme a une et une seule solution qui pour #* = 0 se réduit & zéro;
les fonctions Q' et T* prenant la valeur zéro, si 10urs arguments Sannu-
lent, cette solution est donnée par les formules gt =0, & =0.0Or, la
vamété I, se réduit & la variété I,, si Ion pose dans ses équations @° =
comme la variété I, satisfait aux équations (I) et (II), il doit étre
Ti(at, 2, 0) = 0 et Il (a, 2%, 0) = 0 (n°19, Remarque). On en conclut
qu’il est identiquement L"(a&1 22, %) =0 ot le(wl ao’,a"’) = (0}, autre-
ment dit la variété I, satisfait aux équa.tlons Il =0 et I}, = 0 et, en
vertu de la formule (35), aux équations L} = 0. Le théordme de Cartan est
ainsi complétement démontré. A la variété I,, tangente en M, & un élé-
ment intégral ordinaire Fj, nous donnerons le nom de wariété intégrale
ordinaire; nous Vappellerons variéié intégrale réguliére, si cet élément inté-
gral est régulier.

21. Compléments. 1) Le systéme différentiel considéré aux n° 18
et 19 était formé de s équations de Pfaff. Admettons maintenant qu’il
contienne en outre m équations finies entre les variables z*, 22, ...., o™

fiat, 22, . (g=1,2,...,m)

et que, par suite, parmi les équations (7) figurent les relations différentiel-
les

(38) LAY =0

(39) aft=10
déduites des relations (38). Nous supposerons que les fonctions f¢ soient
analytiques et que la matrice de ses dérivées partielles du premier ordre
goit de rang m en un point M,(xj) dont les coordonndes satisfont aux
équations (38). Il existe alors une et une seule variété analytique V & n—m
dimengions satisfaisant awx. équations (38) et passant par M,y; ses
points seront appelés poinis intégraus du systéme § componé des équations
(7), (B) et (38). Un élément plan de R™(«) est dit élément intégral de S,
gi son origine est un point intégral et &'l satisfait aux relations (7) et (8).
Ceci posé, au systéme envisagé maintenant peuvent étre appliquées
toutes les considérations qui nous ont servi pour démontrer le théoréme
de Cartan dans le cas d’un systéme privé des équations finies. Il fautb
geulement observer que la variété I, définie par les équations (17)

(g=1,2,...,m)

8 = F=9¢"(0t,s%) (r=1,2,...,n—38)

qui par hypothése est une variété intégrale & deux dimensions, doit sati-
sfaire, en outre des relations différentielles (7) et (8), aux équations (38)
qui, avee des notations adoptées au n° 18, peuvent s'écrire comme il guit
(38"

f“(m’-, a2, 18, 21, 23, R zn—S) = 0.
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B

On détermine alors de la méme manidre qu’au n° 18 la variété I,

présentée au moyen des formules (18) )

g =y(a, 2 0%, y(e*a?,0) =¢ (s, a7

et 'on démontre qu’elle gatisfait anx équations différentielles (16).
Pour montrer qu’elle remplit aussi les équations (38’) remarquons d’abord
que, la variété I, étant par hypothése une intégrale du systéme 8, ces
relations seront satisfaites, si 'on y remplace les variables 2" par les fon-
ctions v’ (21, 42, #%) et que l'on pose ensuite #* = 0. Rappelons mainte-
nant que les fonctions " (21, 42, #3) satisfont aux équations (7) qui con-
tiennent les relations (39); il sen suit que les fonctions f2 ont des valeurs
constantes sur la variété I, et, comme elles sont nulles pour #° = 0, elles
gont identiquement nulles, autrement dit la variété I, satisfait aux équa-
tions (38). )

2) Nous avons vu au n° 20 que la golution ordinaire I aux variables
indépendantes ', #?, #° d'un systéme de Pfaff dépend 1° du choix d’une
solution réguliére I, & deux variables z!, 2 et 2° du choix de n—3—
—s—8,—8; fonctions arbitraires de !, 22, 2%, assujetties seulement & se
réduire pour x® = 0 & des fonctions connues. Le raisonnement qui nous
a conduit & ce résultat étant indépendant du nombre p = 3 des variables
indépendantes on peut énoncer la propriété précédente des solutions
d’une facon générale suivante.

La solution ordinaire I, aux variables indépendantes ', 2,...,4"
d’'un systéme de Pfaff dépend 1° du choix d’une solution régulidre I,_;
aux variables o', 22, ...,2° " et 2° du choix de n—p—8§—8;—...— 8
fonctions arbitraires de ®!, x2, ..., 2", assujetties seulement & se réduire
pour a® = 0 & des fonctions connues de xl,2,...,2° . Les éléments
arbitraires une fois choisis, on trouve la solution I, par Iintégration d'un
systéme de Cauchy-Kowalewski.

De méme I, , étant une solution particuliére & p—1 variables du
méme systéme de Plaff, ot Pon a posé x4, = 0 en diminuant ainsi le nom-
bre des variables & n—1, elle dépend du choix de (n—1)—(p—1)—s—
o= Spg = N—P—S§—8& —...— §p_y Tonctions arbitraires de #'; o?,
.., &P, agsujetties & la condition de se réduire pour 27~ = 0 & des fon-
ctions données de at, x?,...,a" 2. Et ainsi de suite.

La recherche de I, exige ainsi, dans le cas général, I'intégration sue-
cessive de p—1 mystémes de Cauchy-Kowalewski et d’un systéme des
équations différentielles (pour trouver I,).

Si s+ t8p s =n—p et s+s;+...Fsp_y #Fn—p, dans la
solution générale & p variables indépendantes ne figure aucune fonction
arbitraire de p variables, par conséquent par toute variété intégrale 4 p—1
dimensions passe une seule variété intégrale 4 p dimensions. On peut

—8—
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dire d*une manidre générale que, si

S-b 8y 8y = n—p
S48yl Sy = n—1p,
Sk sy =n—p, *
8+8‘1—|- ~~+31)—h—1 #ﬂ—‘-p,

la solution générale & p variables dépend de n—p—8—8,—...—s, 5,
fonetions arbitraires de % variables et elle ne contient aucune fonetion
arbitraire d'un nombre des variables supérieur & h; par conséquent par
t‘:oute‘va;riété intégrale & h dimensions pasge une seule variété intégrale
& p dimensions; il est facile & voir que les relations précédentes peuvent
étre remplacées par les suivantes:

=8y 1 =0,

S Sphyr = 8p_nye = .. -84 .8 =n—p.

"On doit .:‘34 E. Cartan ([5], p. 288) une étude approfondie du probléme
de Vintégration des systémes de Pfaff satisfaisant awx conditions ci-des-
sus.

22. Solutions singuliéres. Supposons que dans un ouvert U de R*(a")
Sf)ﬂ.i donné un systeéme différentiel analytique § formé de m équations
fliues j:(ml,mﬁ, sy @) =0 (¢g=1,2,...,m) et de s équations de Pfaff
" = fzgdmg =0 (h=1,2,...,5). Admettons que le rang du systéme des
é(%uatmns f* = 0 soit égal & m dans tout Pouvert U et que celni du systéme
o" = 0 soit en général égal & s. Il existe alors une et une seule variété ana-
lytique V & n—m dimensions passant par un point de U arbitrairement
choisi et satisfaivant aux équations f2=0. 8i en wn point de V le
rang de systéme des équations o® = 0 est égal & 8, on dit qu’il est un
point intégral régulier du systéme S; si ce rang s’abbaisse le point porte
le nom de point intégral singulier.

Nous avons appels solutions singulitres d'un systéme d’équations de
Pfaff les variétés intégrales quine font pas partie de sa solution générale
(n® 18,. Remarque 1). Ces solutions peuvent &tre divigdes en diverses clas-
ses suivant leurs dégré de singularité. Une intégrale I, & p dimensions
a le deg}ré p de singularité, si tous ses points sont singuliers; le degq:é de
singularité de T, est égal & p—% (k < p), si, tous ses ¢léments intégraux
tangents % k dimensions étant singuliers; tous eceux dont la dimengion
est inférieure & k sont réguliers. Rappelons le critére qui nous permet de
reconnaitre, si un élément intégral est singulier (Vol. I, n® 32). Imaginons
pour cela que Pon a fermé le systéme § et désignons éomme auparavant
Dar g 8oL genre et Par §,8;,...,8, Kes caractires; pour qu'un élément
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intégral B, soit singulier, sans que tous ley éléments & k—1 dimensions
qu’il eontient le soient, il faut et il suffit que le rang de son systéme
polaire goit inférieur & la somme §+-8;+ ...+ 8.

Nous donnerons maintenant un exemple pour éclaircir ces généra-
lités.

Soit

F o= p+ gt —(pe+qy)* =0

une équation aux dérivées partielles du premier ordre 4 deux variables
indépendantes # et y. Nous la remplacerons par le systéme différentiel
fermé 8, formé de 'équation finie F = 0, de deux équations de Pfaff

w =dz—pdz—qdy =0,
}aF = (po+qy) [pde+qdy]— v (pa-+ ay)wlip—
—[g—(p2+qy)yldg = 0
et de Péquation quadratique
" [dwdp]+ [dydg) =0.

Le probléme consiste maintenant & trouver les solutions réguliéres
et singulidres & deux dimensions du systéme S.

Un point (z,y,%,p,q) de l'espace & c¢ing dimensions est un point
régulier de 8, si le rang du systéme des équations o =0, dF =0 est
égal & deux; il est alors s = 2, s désignant le premier caractére de 8.
Pour que le point (z,¥, 2, p, g) soit singulier, il faut que ce rang s’abbaisse
3 un, ce qui a liew, si Pon a p = 0, ¢ = 0; il résulte alors de 1’équation
o = 0, qu'il doit &tre dz = 0 et que, par suite, # = ¢, ol ¢ est une constante
arbitraire. La variété I, & deux dimensions, définie par les équations
p=0,g=0, z=c, est alors une solution singuliére du systéme § et
Péquation 2z = ¢ représente la variété intégrale singulidre de I'équation
aux dérivées partielles F = 0; le degré de singularité de I, est égal & 2.

Pour trouver d’autres solutions, 8’il en existe, econsidérons un 6é-
ment intégral linéaire e, de composantes &z, dy, dz, op, 6¢ issu dun
point régulier. Ses composantes satisfont, par hypothése, aux équations
w =0, ¢F = 0 et son systéme polaire est representé par les équations
linéaires

de—pdz—qdy =0,
(pr-qy) (pdz+ qdy)+Ip— (p3+ qy)=ldp +[¢— (po+ qy)y1dg=0,
Spdx— dwdp + dqdy— dydg = 0

(40)

aux ineonnues dw, dy, de, dp, dg. Le rang de ce systéme est en général
égal & trois, il est done s8-8, = 3, ou 8, esti le second caractére de §; comme


Yakuza


62 CHAPITRE II. Systémes de Pfaff.

le nombre de variables est égal & cing, on a s--s; = 5—2, ce qui montre
que § est de genre deux (Vol. I, n°32). Done, d'aprés le théoréme de
Cartan le systéme § admet une solution génerale & deux dimensions. Il
est facile de se convainere quil n’y a pas de solution 3 deux dimengions
dont le degré de singularité soit égal & 1. D’aprés la définition donnde
plug haut il faudrait pour cela gque tous les léments intégraux lineaires
d'une telle solution soient singuliers. Or, un élément linéaire (0, &y
b2, op, oq) de 8§ est singulier, si le rang du systéme des équations linéa.iref;
(40) se rédunit & deux. Il doit done &tre

ép dq o dy

pata)p  ot@)d  p—or@)e  a—(petam)y’

'ce qui mqn.tre .qu’en point régulier il n’existe qu'un seul élément linéaire
mtég‘ra.l singulier et que par conséquent le systome S h'admet pag de
solutions singuliéres de degré de singularité égal & 1. '

§ 2. Systémes de Pfaff en involution

23. Préliminaires. Soit donné dans un ouvert U de R"(#*) un sy-
steme 8 formé de m équations finies entre les variables z* et de s équations
indépendantes de Pfaff; supposons que son genre et ses caractdres soient
respectivement égaux aux nombres g et 8,81y...,8. On aura alors la
relation

1) 9+81+Sa+---+80=’n—g

et .Ie n‘omb,re Q(g)) des équations qui définissent un élément intégral ordi-
naire & p < g dimensions est donné par la formule suivante:

(2) Q(p) :.’Ps”i"(p*‘l)ﬁ‘!‘---+23p—2+3p~1
(Vol. I, p. 66).

.Nous dirons que le systdme § est en involution par rapport aux
va,mble_zs o, 2%, ..., 4%, s les équations de ga variété intégrale quelcon-
que, faisant partie de sa soiution générale i » dimensions, n’entrainent
aucune relation entre les variables 2, g2 g ooy @7, a.uxqueller; nous donne-
rons maintenant le nom de variables indépendantes de la golution générale
8i le systéme S est en involution, des équations qui déterminenf un élé:
ment intégral tangent & une variété intégrale ordinaire I, du systéme §
ne doit pas résulter aucune relation de la forme suivantz: '

(3) 088+ gy dat+ . - a,da® = 0,

Comme chaque élément intégral ordina;ire

B,
a une variété intégrale ordinaire ( D o Systieme § est tangent

n° 17, Remarque 1), on peut donner
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4 la définition précédente une forme plus commode en disant que le
gystéme est en involution par rapport aux vaciables at, 2?, ..., 4", si les
équations de définition d'un élément intégral ordinaire quelconque
& p dimensions n'entrainent aucune relation de la forme (3). Remarquons
encore que dans la dernidre définition on peut remplacer la relation (3)
par la suivante

(4) biotFhytt byl =0,

o', w3, ..., ¥ dégignant p formes indépendantes de Pfaff, homogenes
par rapport aux différentielles du?, dx?,..., da”, aux coefficients dépen-
danty dey variables indépendantes et dépendantes. L’équation (4) repré-
sente un élément plan H,_,; done si le systéme § est en involution, il
n’existe aucun élément plan & n—p dimensgions, défini par une équation
de la forme (4), qui contiendrait les éléments intégraux ordinaires & p
dimensions.

De la théorie des éléments ordinaires d’un systéme d’équations exté-
rieures (Vol. I, n°® 31) régulte le théoréme suivant:

TEHEOREME 1. Pour que le systéme S soit en involution par rapport
aus variables xt, x, ..., 4", il fout et il suffit que les équations du systéme
polaire dun élément intégral régulier quelconque B, (0<< q <p) wentrainent
aucune relation entre les formes w!', w?, ..., o”.

Dans les applications des systémes de Pfaff & la théorie des équations
aux dérivées partielles et & la géométrie différentielle les systémes en in-
volution jouent un réle important. Considérons par exemple, avec les
notations classiques, 1'équation aux dérivées partielles du premier ordre

(5) q=1flw,y,2,p).
Cette équation peut étre remplacée par 1’équation de Pfaff
(5" dz—pdo—fdy =0

4 quatre variables &, vy, ¢, p. La résolution de I’équation (5) et celle de
Péquation (5') sont deux problémes équivalents, si Pon restreint le second
probléme & la recherche des variétés intégrales ordinaires & deux dimen-
gions qui ne comportent avcune relation entre » et y, ¢’est-a-dire qui sont
en involution par rapport & ces variables.

Le critére de l'involutivité donné par le Théoréme 1 n’étant pas
commode dang les applicationg, il y a intérét d’avoir une méthode plus
simple qui permettrait de reconnaitre, si un systéme de Pfaff est en in-
volution par rapport & un ensemble de variables choisi & volonté. Dans
les numéros suivants nous présenteront les critéres dts & B. Cartan qui
s’appliquent sans difficulté aux problémes de la théorie des groupes con-
tinus et de la géométrie.
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24, Critéres d’involutions. Introduisons n—p formes différentielles
lindaires 71, 72,...,7" ¥ aux variables #”, indépendantes entre elles et;
indépendantes des formes w!, w? ..., «". Les équations du systéme 8,
aprés lavoir fermé, peuvent alors étre éecrites comme il suit:

fHaty a2, ...y a") =0,

alr bl =0,

(6) yeb 177+ ab [0’ ] 4 baly To'e] = 0
(g=1,2,...,m; h=1,2,...,8;, k=1,2,...,1;

Li=1,2,...,p; %, A=1,2,..., n—p).

A. Nous allons commencer par considérer le cas spéoial, qui se présente
le plus souvent dans les applications, en supposant que les relations de
la troisiéme ligne des équations (6) sont linéaires par rapport aux formes
7%; nous poserons done ¢ = 0, par conséquent les équations (6) pren-
dront la forme suivante:

fHat, ety ..y a") =0,
(7) a0} ol =0,

[T+ pali[0'’] = 0,

les indices parcourant ici et dang tout ce qui suit les mémes valeurs que
précédemment.

Imaginons maintenant un élément intégral ordinaix;e E, dont les
équations n’entrainent aucune relation entre les formes o’. Ses équations
peuvent done étre présentées sous la forme suivante

(8) =l

L’élément B, devant satisfaire aux équations (7) il en résulte que
les coefficients 7 sont assujettis aux relations linéaires suivantes

(9) U+ =0, afli—atltal =0
(h=1,2,...,8 k=1,2,..,% 4,j =1,2,...,p; *x=1,2,...,n—p)

qui se déduisent des équations (7), si Pon y porte les expressions (8) et
que I’on tient compte de 'hypothése que les formes «® sont indépendantes
entre elles. Si les équations (9) ne sont pas compatibles, il 1’y a pas d’élé-
ments intégraux ordinaires & p dimensions jouissants de la propriété de-
mandée eti, par suite, le systéme (7) n’est pas en involution. Nous excluons
ce ca§ de nos considérations suivantes en Supposant que le systéme des
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équations (9) soit compatible et noug allong chercher d’autres condi-
tions pour que le systéme (7) soit en involution.

Remarquons auparavant que les relations (9) sont linéaires par
rapport aux parameétres I; par conséquent, si elles admettent plusieurs
solutions, les éléments intégraux & p dimensiong qui leur corregspondent
forment une famille continue. Soit E, un de ces éléments correspondant
4 une solution déterminée des relations (9); il eontient p éléments inté-
graux linéaires que I'on obtient en posant dang les formules (8) ' =1,
" =0 (=12, <y P; b #1); les autres composantes de ces éléments
auront alors les valeurs v* = If. 8i I'on choisit arbitrairement ¢ < p parmi
ces éléments linéaires, on obtient un &lément intégral E, 4 ¢ dimensions
contenu dans Hy; si B, est élément intégral ordinaire, tous les éléments
B, qu'il contient gont réguliers (Vol. I, n° 32). Les éléments intégraux
E,, dont les équations n’entrainent aucune relation entre les formes

" @, et les éléments B, contenus dans les éléments By, forment une famille

que nous désignerons par F. Dans la suite nous n’envisagerons que les
éléments intégraux de Ia famille 7. Remarquons encore que dans les équa-
tions d’un élément B, (¢ < p) de la famille il n’y a que p— g relations
entre leg formes . g

Oonsidérons maintenant un élément intégral général i p dimensions
du systeme (7). Il résulte de la théorie des caractéres d’un systéme d’équa-
tions extérieures (Vol. I, p. 66) que le nombre des relations indépendantes
qui lient les paramétres de cet élément est au plus égal au nombre @ (p)
défini par la formule (2). Si ce nombre est inférieur 4 @ (p), Vélément consi-
déré est singulier, 8’1l atteint Q (p), il est un &lément ordinaire. Nous pouvons
alors énoncer la proposition suivante:

THEOREME 2. Pour que le systéme (7) soit en involution, il fawt et il
suffit que le nombre @équations indépendantes qui lient les paraméires T
de Vélément intégral défini par les formules (8) soit égal & Q(p).

La nécessité de cette condition est ume coséquence immédiate de la
remarque faite ci-dessus; elle est encore suffisante, car, 8i elle est satis-
faite, le systéme polaire dun élément intégral régulier E, (¢ < p) ne
peut entrainer aucune relation entre les formes o® ce qui kuffit, gelon
le Théoréme 1, pour garantir que le gystéme soit en involution.

L’application de ce théoréme suppose que l’on ait caleulé au préa-
lable les caractéres du systéme donné ce qui exige souvent des longs bien
que faciles caleuls. Pour obtenir un eritére plus maniable nous nous ser-
virons de la notion de caractéres rédusts qui sont plus faciles & caleuler
et dont nous allons maintenant donner la -définition. B

Considérons 4 cet effet une élément intégral quelecongue B, (¢g<p)
de la famille F; si dans les équations de son systéme polaire on néglige les
termes en w', on obtient un systéme des équations auquel nous donnerong
le nom de systéme polaire réduit de H,.

5
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Nous allons éerire les équations des systémes polaires réduits pour
g =0,1,2. Commengons pour cela par choisir un point intégral régulier
arbitraire (n°22); son systéme polaire étant formé des équations

(10) bt =0,
le premier systéme polaire réduit & la forme suivante:
(10 alv = 0. ,

Au rang s’ de ce gystéme nous donnons le nom. de premier caractire
réduit. Remarquons que, 8'il était s’ < ¢, des équations (10) du systéme
polaire d’un point intégral régulier résulterait au moing une relation entre
les formes «' et, par suite, le systéme ne serait pas en involution ; nous
allons done supposer dans les considérations suivantes qu’il est s’ = s.
Envisageons maintenant un élément linéaire ¢, de la famille F en posant
o' = ul, v = Lful, ol ul désignent des nombres arbitraires non tous nuls.
Le systéme polaire de ¢, ext formé des équations suivantes:

at bl et = 0,
ok it~k Bute! £ aluiol =0
et, par suite, le systéme polaire réduit de e, a la forme suivante:
(10" alvt =0, afulv=o0.

11 est bien clair que le rang de ce systéme réduit est inférieur ou
égal & s4-s, et qu'il peut varier selon le choix de 1’6lément ¢, dans la
famille F'; nous désignerons par s+ s; sa plus haute valeur et nous donnons
& 8, le nom de second caractére réduit du systéme (7). Considérons mainte-

nant un second élément linéaire ¢, contenu dans le méme élément intégral

B,, auquel appartient ¢, et indépendant de e,; soient o' = ul, v*, Iul ses

composantes. Les éléments ¢, et ¢, déterminent un élément intégral H,

contenu dans H,; son systéme.polaire étant formé des équations
abr* bl ot =0,

%, i ke, 4 ki §
. i T — ag Ly o + afut o = 0,

afu; v —ap Vuk o fafuio’ =0,
le systéme polaire réduit de F, se compose des relations
(10" i =0, dfuiv =0, aulv=0.

8i 48,9, est 1a plus haute valeur du rang d'un tel gystéme pour
tous les choix possibles de 1’élément e,, on donne 4 s, le nom de troigidme
caractére réduit du systéme (7). En continuant ainsi on obtient Pensemble
des caractéres réduits s,s;,s;,..., s, de ce systéme.
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On voit bien d’aprés cela que les caractéres réduits dépendent seule-
ment des coefficients o, dans les équations quadratiques du systéme (7)
et qu’elles satisfont aux inégalités

(11) 5i <8 (E=0,1,...,p—1).

Ceci posé nous allons maintenant démontrer le théordme suivant:

TeforimMe 8 (Cartan). Pour que le systéme (7) soit en involution
par rapport auw variables x', o2, ..., a®, il faut et il suffit que lé nombre
des relations indépendantes qui lient les paramétres I @un élément inté-
gral arbitraire By, sans relations en les formes o®, soit égal au nombre

(12) Q1) =ps'+{p—L)s;+...+ 285 5+ 8)_;.

a) Pour démontrer que la condition énoncée est nécessaire suppo-
sons que le systéme (7) soit en involution par rapport aux variables 1, «?
...y &7 et considérons le systéme polaire

(13) a4 bt =0

d’un point intégral régulier et le premier systéme polaire réduit atv*=0.
Nous avons déja remarqué que, le systeme (7) étant en involution, les
rangs de ces deux systémes doivent étre gaux ; il est done s' = s.
Envisageons maintenant un élément intégral linéaire régulier du
systéme (7) de composantes o = uf, ™ — u*, u* n’étant pas tous nuls.
Comme le systéme (7) est par hypothése en involution eet élément appar-
tient bien & la famille ¥ et on peut appliquer & lui la notion de systéme
polaire réduit. Nous pouvons le choigir de telle maniére que le rang de
ce systéme soit égal & s+¢;. Berivons maintenant les équations du sy-

stéme polaire
(14) . alr? L bt =0,

ap ' — af o + alfut e = 0
et du systéme polaire réduit

aiv* =0, diuiv=0
de cet élément. Les rangs de ces systémes gont respectivement égaux
aux sommes s-¢, et 8'+s,. §'l était s'+s < 8-+81, les équations (14)
entraineraient une relation entre les formes o', contrairement au Thé-
oréme 1. Il doit done étre s'+s; = s+s;, ce qui, avee Pégalité &' =g
démontrée plus haut, conduit 4 la relation s; = s,. En continuant ces
raisonnements on arrive ainsi aux égalités suivantes: .

’ ’ 7
(15). =8, S =8, 8§=28, .., 8, =3,
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Or, le systéme § étant par hypothése en involution, le nombre des
équations indépendantes qui lient les paramétres I de I’élément %, est
égal, selon le Théoréme 2, an nombre @(p) défini par la formule (2).
En vertu des égalités (156) on peut dire aussi qu'il est égal & Q'(p), ce
qui démontre la néeessité de la condition du théoréme.

b) Maintenant nous allons montrer gqu’inversement, si les équations
(9) sont compatibles et si le rang de ce systéme est égal au nombre @' (p)
défini par la formule (12), le systéme des équations (7) est en involution
et les variables »1,2?,...,a” jouent le role des variables indépendantes
dang sa solution générale.

Imaginons pour cela une suite

(16) B,CH,C...CH,

des éléments intégraux de la famille F, choisis de telle maniére que le
rang du systéme polaire réduit de H,(g < p) soit égal & s+ s4...+ s,
et désignons par €y, e, ..., 6, les élements lindaires qui définissent F,.
Pour présenter 1’élément e, posons o' = uy; d’aprés les formules (8) ses
autres composantes seront égaux aux nombres v* = Iiui. En faisant au
besoin une substitution linéaire sur les formes o on peut admettre que
les composantes de e, ont les valeurs suivantes:

(G #h),

Comme ¢, est un élément intégral lindaire, il doit satisfaire aux équa-
tions de la deuxiéme ligne du systéme (7); on a done

. (A7) al+bt = 0.

=1, o =0 =1

Or le premier systéme polaire formé des équations (10') ayant le
rang 8’ = 8, il g'en suit que parmi les relations (17) il y & au moins &'
indépendantes.

Considérons maintenant le second élément B, de la suite (16), déter-
miné par les éléments linéaires e, et e, Les coefficients I dans ses
équations satisfont par hypothése aux relations

(18) a4y =0, ofE—adiltal, =0

que ’on obtient des équations (9) en y posant i = 2 y J = 1. Remarquons
que, d’aprés les égalités (10”'), le systéme polaire réduit de 1’élément 0
a la forme suivante a;7* = 0, af,7* = 0 et que son rang est égal & s'-+-s;
il en résulte que le rang du systéme des relations (18) est égal an moins
4 ¢'+s. On voit aingi que les coefficients If et I; satisfont au moins
& 28'+s; relations indépendantes. En poursuivant ce raisonnement on
aboutit au résultat que le nombre des relations indépendantes entre les

coefficients I} est au moins égal au nombre Q'(p). Nous avons aingi démontré
le théoréme suivant:
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THEOREME 4. Le nombre dés relations indépendantes qui lient les
parameétres Ui d'un élément intégral B, de la famille F est aw moins égal au
nombre Q' (p) défini par la formule (12).

COROLLAIRE. St le nombre des relations indépendantes entre les para-
métres T, 15, ..., Iy (@ < p—1) est supériewr & la somme g8’ +-(q—1)s;+
Ao 285 sS4, le mombre des relations indépendantes qui lient tous
les paramétres U est supériewr & Q' (p).

Nous montrerons maintenant que, si le nombre des relations dont
il est question dans 1’énoncé de ce théoréme ne surpasse pas §'(p), le sy-

* stéme (7) est en involution.

Supposons en effet que le systéme considéré ne soit pas en involution;
alors, selon lé Théoréme 1, les équations du systéme polaire d’un élément
intégral régulier FE, (¢ < p) devraient entrainer une relation entre les
formes o’. Admettons par exemple que les équations du systéme polaire
d’un élément intégral régulier linéaire n’entrainent pas une telle rela-
tion, mais qu’il n’en est pas de méme de I’élément intégral régulier & deux
dimensions. Soit e; un élément intégral linéaire régulier issu d’un point
intégral régulier (z*); ses composantes o’ = ul, ©* =t} doivent donec sa-
tisfaire aux équations du systéme a¥z*4-bo’ = 0 dont le rang est égal
4 s. Comme de ces équations ne doit pas résulter aucune relation entre
wt, 0, ..., o7, lo systéme des équations a’v* = 0, qui est le systéme polai-
re réduit du point (2*), doit &tre de méme rang s; il est donc 8’ =s. Les
composantes ul, ¥¢ satisfaisant aux équations a’7*4ble’ =0 on a les
relations ¥+ blul = 0. Nous pouvons admettre que ’élément régulier
¢, soit choisi de telle manidre que le rang de son systéme polaire réduit
soit égal & s'-+-s;; nous pouvons aussi admettre, en faisant au besoin une
substitution linéaire sur les formes o', qu'il soit ut =1, u} =0 (b #1).
On voit ainsi qu’il y a des relations suivantes entre les composantes #f

(19) ate bt =0

et que le rang de ce systéme est égal & s, le systéme des équations (19)
et celui des équations al'z* = 0 étant de méme rang égal au nombre de
ces équations. Remarquons maintenant que, d’aprés les égalités (9), les
paramdtres I¥ d’un élément intégral H, sans relations entre w; satisfont
aux relations a*+ 5" = 0. La comparaison avec les équations (19) montre
que le rang de ee dernier systéme est égal & s; entre les paramadtres If
il y a done ¢ relations indépendantes. Imaginons maintenant un second
élément intégral linéaire e, de composantes «® = u}, v* = #; définissant
avec e, un élément intégral régulier F,. Les composantes de é, doivent
done satisfaire aux équations :

av+blot =0,

ab i —al ot afuie’ =0
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du systéme polaire de ¢;. Bu égard aux valewrs uf =1, ul =0 (b # 1)
ces équations peuvent s'éerire comme il suit:
(20) abr* bR ot =0,
at v —al B o'+ afo’ = 0;
le rang du systéme des équations (20) est égal & s+ s,; comme, par hypo-
thése, elles doivent entrainer une relation entre les formes o', il 8’en suit
que ce rang doit dtre supérieur au rang du systéme des équations al7* =0,
a7 =0, qui est le systéme polaire réduit de 'élément ¢,. Or nous avons
choisi 'élément e, de telle maniére que le rang de son systéme polaire réduit
soit égal & s'-+s'; on voit ainsi que le rang dg systéme des équations
(20) est supérieur & s'-+s,. Les composantes u;, i devant satisfaire aux
équations (20) on a les relations suivantes:
a+biuy =0, aLB—alBui+alul = 0.

Nous pouvons admettre qu'il soit w2 = 1, u? = 0 (b # 2); les.rela-

tions précédantes prendront alors la forme

h k k
A+ =0, aff—d el =0.

Nous savons d’autre part que, d’aprés les équations (9), les parame-
tres If et Iy de l'élément intégral F, sang relations entre les formes o’
doivent satisfaire aux relations i

GE+b =0, el h—ail+af, = 0.

Les deux derniers systémes des relations étant de la méme forme
il en résulte que les paramétres 15 satisfont & plus de s'--s, relations
indépendantes et comme nous avons montré au paravant que les para-
métres I satisfont & s’ relations indépendantes, nous voyons que les
paramétres I et I7 satisfont & plus de 25’8 relations indépendantes.
Selon le Corollaire au Théoréme 4 il g’en suit que le nombre des relations
indépendantes entre les paramétres If dans les formules (8) devrait &tre
supérieur & Q’(p) contrairement & ’hypothése adoptée. On arrive aingi
4 la eonclusion que le systéme (7) est en involution conformément aun
Théoréme 3. Un raisonnement analogue conduit an méme rvésultat, si
les équations de définition du systéme polaire d’un autre élément de la
suite (16) entrainent une relation entre les formes o’

Remarque. Il résulte de 'analyse préeédente que les caractéres
réduits d’un systéme de Pfaff de la forme (7), dépendent seulement des
coefficients a¥, dans les équations quadratiques; si ces coefficients sont
tels que le systéme est en involution, on dit qu’ils constituent un systéme
involutif.
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B. Aprés avoir étudié le cas spéeial, ol les coefficients ¢, dans les
équations (6) sont tous nuls, nous reviendrons au cas général en substi-
tuant les expressions (8) dans les équations (6). On obtient maintenant
au lieu des équations (9) les relations suivantes

ayli+b} =0,
Kok ok % r
Calili+apli—ai i+ a5 = 0,

o, comme au paravant, les indices parcourent les mémes valeurs que
damns les équations (6). Les équations de 1a secende ligne étant quadrati-
ques on obtient en général plusieurs familles continues des éléments in-
tégraux 4 p dimensions, sans relations entre les formes o, issus d’un
point intégral régulier; chacune d’elles doit étre traitée séparément pour
résoudre le probléme de l'involution. Supposons que l'on ait choisi une
famille continue des éléments intégraux déterminés par les coefficients
! satisfaisant aux relations ci-dessus. En définigsant la famille F des
éléments intégraux et leurs systémes polaires reduits de la méme maniére
que dans le cas du systéme spécial (pp. 38 et 40) on voit bien que le
premier d’eux a la méme forme alz*+bw' = 0 que dans le cas des équa-
tions (7). Il en est autrement pour les systémes polaires réduits suivants.
En effet, si e; (ul, Bul) est un élément intégral lindaire de la famille F,
son systéme polaire se compose des équations suivantes

N )
bl =0,
i v af e —aEA i o + dfuie’ =0,

par conséquent le systéme polaire réduit qui ui correspod est formé des
relations suivantes:

alrt = 0, (0’:11;""!‘ “{"A)‘uifl =0.

Les parametres 7; figurant dans ces équations on voit bien que pour
caleuler les caractéres réduits du systéme des équations (6) il faut au pré-
alable détérminer les éléments intégraux & p dimensions sans relations
entre les formes o’. Ceci fait on peut ensuite démontrer le théoréme de
la méme maniére que dans le cas spéeial.

Exemple. Soit le systéme différentiel
dst = 2rdet+2da?,  de? = 22dapt-22de?

& deux variables indépendantes x', #? et & trois inconnues 21,22, 2%. Si
on le ferme et que I'on tient compte de ses équations, on obtient ’équation
quadratique

[d2® dw?]— 2* [dotda?] = 0.
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Nous montrerons que le systéme ainsi fermé est en involution par
rapport aux variables #!, 2. Remarquons & cet effet que tous l.es poi:m?s
(@1, x2, 21, 22, #3) sont des points réguliers et que, le systéme polaire réduit
d*un point queleconque se composant des équations de' =0, dz® =0,
le premier caractére réduit s’ zest égal & deux. Imaginons maintenant
un élément intégral lindaire ¢ des composantes du! = u!, da? = u?,
a2t = v, @22 = 02, d% = v® (v! = 2lul4-2B, o2 =24 2%?). Le sys-
téme polaire de ¢ se compose des équations

a7t = tdxr -+ 22dw?,  de? = 22dat+2tda?,

A ded —v3dx? — dutdat 4 2dulde? = 0
et par suite son systéme polaire réduit

it =10, d2=0, uldelt=0

contient trois équations indépendantes; il est done s'+s; = 3 et par suite
8y = 1. L’expression 2s"-s; a done la valeur 5. D’autre part, ’élément
intégral & deux dimensions sans relation entre les différentielles da?, da?
est défini par les formules

& =Tde'+Las® (1 =1,2,3).

En portant ces expressions dans les équations du systéme fermé on
obtient c¢ing relations

BP=d, B=d, B=2, B=# §=2
auxquelles doivent satisfaire les paramdtres I, Ii; le nombre de ces rela-
tions étant égal 4 la somme 25’5 le systéme est en involution.

En se servant des nofations adoptées constamment dans ce chapitre

onaiein=>5,p=2,s8 =2, =1; il est par suite

n—p—8—8;, =0, n—p—sg=1,

I1 en résulte que la solution générale du systéme donné ne contient
aucune fonction arbitraire & deux variables et quelle dépend d’une
fonction arbitraire d'une variable (v. la fin du n°21). En effet cette
solution est définie par les équations

1 o1
# =6 (z"), &=69"@a",

olt ¢(x?) est une fonction arbitraire ds x2.

25. Critere suffisant d’involution. Bien que le critére nécessaire et
suffisant donné par le Théoréme 3 du numéro précédent est d’une grande
importance théorique, son applieation peut souvent exiger des longs et
fastidieux ealculs. En effet, si Pon veut par exemple déterminer le second
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b

caractére réduit s; au moyen du systéme des équations (10”) du n° 24,
on doit choisir les composantes u! de 1’dlément intégral linéaire e, de
telle fagon que le rang de ce systéme soit le plus haut possible, ce qui
peub conduire & des longs ealouls; il est bien clair que ces calculs augmen-
tent pour les caractéres réduits suivants. On doit heureusement & E. Car-
tan un second critére qui, bien que seulement suffisant, est trés simple
et rend des grands services dans plusieures questions d*une haute impor-
tance, par exemple dans la théorie des groupes continus infinis. Remarquons
en passant que c’est cebte théorie qui a donné naissance 3 la théorie des
systémes de Pfaff en involution.

THEOREME 5. Soit

(21) B,CB,CE,C...CE, ,

une swite des éléments intégrans du systéme des bquations (7) contenus dans
la famille F' que nous avons défini au n° 24, B, désignant un point inté-
gral régulier. Soit oy o1+...+ 0, le rang du systéme polaire réduit de
Vélément By (¢ < p). Si le nombre des relations indépendanies entre les
paraméires dun élément intégral quelcongue & p dimensions de la famille F
est égal au nombre

[ ]
(22). Q" (p) = poy+(P—1)ar+...+20,_s+0,_,

le systéme (7) est en imvolution.

Faisons remarquer en premier lieu qu’il y a une différence entre la
suite (16) du n°24 et la suite (21); la premiére d’elles a été choisie de
telle maniére que le rang du systéme polaire réduit de B 0<g<p-1)
soit le plus haut possible, les éléments de la seconde peuvent &tre choisis
d’une maniére complétement arbitraire. On peut par exemple définir
B, au moyen des vecteurs e, e, ..., ¢, choisis de telle facon que e, ait
les composantes w? =1, " =0 (r #g), v* = t7. Le systéme polaire
réduit de H, sera alors formé des équations

h .
BT =0, a,7=0, =0, .., a =0

e son rang sera désigné par o, o1+ ...+ 0oy_y. Il résulte de la définition
des caractéres réduits s; que les nombreg o; satisferont aux inégalités sui-
vantes

;<8 (1=1,2,...,p—1);
on en conclut, eu égard aux formules'(12) et (22), qu’il est
Q" (p) <@ ().

Nous savons d’autre part que, d’aprés le Théordme 4, le nombre des
relations indépendantes entre les parameétres d'un Alément E, de la famille
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F ne peut pas étre inférieur & @'(p); done, si ce nombre est égal & Q' (p),
il doit étre
Q"(p) = Q' (»).
En comparant les deux derniéres inégalités il vient
Q" (p) =¢(®),

¢e qui montre, selon le Théoréme 3, que le systéme des équations (7) est en
involution par rapport aux variables a',27,...,a".

Remarqgue. Le Théoréme 5 est valable aussi pour les systémes de
Pfatf de la forme (6) et on le démontre d’une maniére analogue.

26. Compléments. Nous avons déja remarqué que la question
principale dans les applications des systémes de Pfaff consiste & déter-
miner les solutions aux variables indépendantes imposées. Cette question
n’est pas eneore complétement résolne par les considérations précédentes.
En effet, les critéres démontrés dans ce paragraphe nous permettent seu-
lement de reconnaitre, si les solutions faisant partie de la solution géné-
rale jouissent de la propriété démandée, autrement dit, si le systéme
donné est en involution. Si ¢’est le cag, une méthode régulitre, qui revient
4 lintégration des systémes de Ca.ucily-Kowalewski, nous fournit un
moyen de trouver les solutions qui nous intéressent. Cela ne suffit pas
dans tous les eas que 1’on rencontre dans les applications, puisque il peut
arriver qu'un systéme différentiel qui n’est pas en involution admet néan-
moins des variétés intégrales aux variables imposées. Ces solutions étant
singuliéres ne sont pas contenues dans la solution générale et, par suite,
les méthodes exposées dans ce chapitre ne donnent auncun moyen de les
déterminer. I1 se pose alors le probléme suivant: un systéme différentiel
de Pfaff n’étant pas en involution peut on en deduire un nouveau sys-
téme qui soit en involution et qui admette les solutions du systéme
donné? -

Nous présenterons un procédé qui peut répondre & la question posée,
si le systeme différentiel a la forme des équations (7), le raisonnement dont
nous nous servirons pouvant ébre appliqué aussi au systéme plus général
des équations (6). Envisageons & cet effet les équations (9) qui expriment
les conditions pour qu’un élément ¥, d’origine arbitraire et sans relations
entre les formes o soit un élément intégral du systéme différentiel (7). 8i
ce systéme n’est pas en involution deux cas peuvent se présenter: 1° les
équations (9) ne sont pas compatibles, si l'origine de E, est arbitraire,
2° les équations (9) étant compatibles le systdme différentiel (7) n’est
pas en involution. .

1° Envisageons d’abord le premier cas. Les équations (9) n’étant pas
compatibles, si origine de 1'élément F, est arbitrairement choisi, leur

icm

§2 26. Compléments. 75

compatibilité exige donc que les coordonndes de ce point safisfassent
4 certaines relations

23) g’ @07 R L) =0 (1=1,2,...,1).

Si ces équations entrainent une relation entre les variables 7, lo
systéme différentiel (7) n’admet pas des solutions aux variables indépen-
dantes #"; si les équations (23) n'entratnant une relation entre les variables
" abbaissent le rang s du systéme des équations lindaires dans le systéme
différentiel (7), ’origine de 1'élément B, est un point singulier (n°6) et,
par conséquent, on ne peut pas déduire du systéme (7) un nouveau systéme
qui soit en involution. Si aucun de ces deux cas ne se presente pas, on peut
exprimer cerfaines des variables #* en fonction des autres et des variables
o'. 8i Pon porte les expressions ainsi obtenues dans les équations (7),
on obtient un nouvean systéme différentiel, oit le nombre des ineonnues
est abbaissé et il faut maintenant appliquer les critéres donnés plus haut
(n® 24 et 25) pour reconnaitre, si ce nouvean systéme est en involution.

2° Considérons maintenant le second cas, otr les relations (9) sont
compatibles. Nous allons regarder les parameétres I¥ comme inconnues
et nous les adjoindrons aux ineconnues #*. Il faut par suite associer au
systéme différentiel (7): 1° les relations finies (9) entre les nouvelles in-
connues et les variables o, 2%, 2° leg équations de Pfaff que lon déduit
des équations (9) en les différentiant extérieurement et 3° les équations
linéaires (8). On peut d’autre part supprimer les équations quadratiques
dans le systéme différentiel (7), celles-¢i étant identiquement satisfaites
en vertu des équations (8). Oe systéme différentiel ainsi obtenu doit &tre
de nouveau examiné au moyen des critéres connus. §'l est en involution,
la question posée au commencement de ce numéro est positivement
régolue, 8'il en est autrement, on doit appliquer de nouveau les raisonne-
ments présentés plus haut. On doit & E. Cartan le théoréme (61, p. 173)
qui garantit qu'aprés un nombre fini des pas on aboutit 4 obtenir un 8ys-
téme différentiel dont la solution générale n’entratne auncune relation
entre les variables #*, si le systéme dont nous sommes partis admet de tel-
les solutions.

§3. Equation de Pfaff; équation différentielle
extérieure du second degré

22. Equation de Pfaff. Soit donnée une équation de Pfaff
o = a,dz* =0

dont Ie premier membre est une forme analytique définie dans un ouvert
U de E"(2*). On sait (n°13) que, dans un voisinage de tout point de U,
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la forme o peut &tre ramende, suivant la parité de sa classe, & I'une de
deux expressions suivantes: :

- =2 =t =0 —2r4+1

o =B aE T +F@E L F A+ dE
—2 g ‘ P e =r+1 g=2r41
o = BdFt +B8dE .. L dr L aET

ot #,7,..., 7" désignent des fonctions distinctes des variables a*.
En divisant la seconde expression par z'+' on lui donne la forme de la
premiére; on voit ainsi que 1'équation donnée w = 0 peut étre ramende

dans tous les cas & la forme

&)

qui s'appelle la forme canonique d'une équation de Pfaif; le nombre im-
pair

)

porte le nom de sa classe. Si ¢ est la classe de la forme o, la classe 'de 1’(.5-
quation o = 0 est égal & ¢ ou & ¢—1 suivant que ¢ est un nombre lplpau
on pair; il s’en suit que la classe d'une équation de Pfaff est un invar-
iant numérique qui peut &tre déterminé sans ramener 1’équation i sa
forme canonique.

Nous nous proposons maintenant de trouver toutes les solutions
analytiques de ’équation canonique; sans faire usage de la théorie géné-
rale exposée dans ce chapitre nous allons montrer que ceg solutions peu-
vent étre obtenues par des opérations algébriques. Remarquons en pre-
mier lieuw que D’équation (1) admet une solution évidente & r dimensions
que l'on obtient en égalant les variables y',4%,...,%", 4 & r41 con-
stantes arbitraires. Pour trouver d’autres variétés intégrales observons
que d’aprés I’équation (1) il existe au moins une relation entre les varia-
bles 4, 9°, ..., 4", ¥. Admettons quwil y ait h+1 (0 < h < r) relations di-
stinctes qui peuvent étre supposées résolues 4 k-1 des variables

w=4dy—z'dy' — 2y —...—2"dy" =0

y=2r+1

¥ =M, v, L,
=W, ", Ly,
3) e e e e e e
¥ ="M, oM ),
¥ =™, M, ).

Silon porte ces expressions dans ’équation (1) et que Pon tient compte
de ’hypothése que les variables 4™, 4*+* ..., 4" sont indépendantes, on
obtient les équations suivantes:
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2 — op hmljfl_* , Og* b og"
Byh“ ayh+1 ayh-rl 6g/h+1 ?
e _ 09 09, o .09
(4) T T g T Gy oy
r_Op a0 L0 ot
oy" oy" " ay"

Le systéme des équations (3) et (4) représente une variété intégrale
de Téquation (1) & r variables indépendantes o', 2?, ..., ", y**?, g+,
..y Qest la solution la plus générale d’ordre maximum # de cette
équation. Comme il est 7 = }(y—1) daprds la formule (2), nous. pouvons
énoncer le théoréme suivant:

THEOREME 1. La dimension mazximum de lo variété intégrale d’une
équation de Pfaff est égale & la moitié de sa classe diminude de un.

Pour obtenir les solutions de dimension moindre de » de T’équation
(1) il suffit d’ajoindre aux équations (3) et (4) un systéme de ¢ relations
entre les variables «',o’,...,4",9%,4%,...,9", y compatible avec cos
équations.

La recherche de toutes les variétés intégrales d*une équation de Pfaff
constitue le Probléme de Pfaff proprement dit. Il a été posé dans toute
sa généralité par Pfaff en 1815 et depuis il a été Pobjet des plusieurs tra-
vaux de Clebsch, Natani, Grassmann, Lie, Frobenius, Darboux, Cartan et
d’autres; dans leurs travaux au Probléme de Pfaff se joint celui de la
reduetion d'une forme et d'une équation de Pfaff 4 1a forme canonique
et I'étude des applications de la théorie aux équations aux dérivées partielles
du premier ordre. Pour I’étude complste de ces problémes nous renvoyons
le lecteur au Mémoire de Cartan [4] ou au livre de Goursat ([29], Ch. I,
II).

28. Equation quadratique. Soit donnée I’équation

(5) =0,

£ étant une forme différentielle analytique du second degré 4 wn nombre
Pair n = 2r de variables, définie dans un ouvert U de R"(«*); nous sup-
bosons que le rang et, par suite, la classe de Q soient égaux A n (n° 11).
L’équation (5) peut done étre éerite comme il suit (n° 1)

(6)

el

T
Q= 2 [w'e™*] =0,
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o* étant des formes linéaires indépendantes entre elles; de méme, la dif-
férentielle dQ peut &tre présentée comme une forme du troisiéme degré
en v*. Les éléments intégraux de 'équation (5) sont des solutions du systé-
me des équations Q = 0 et 42 = 0 regardées comme les équations al-
gébriques & n indéterminées w” (n° 16); comme la dimension des éléments
plans satisfaisant & 1’équation (6) me surpasse pas le nombre r (vol. T,
n° 39), il s’en suit que la dimension des éléments intégraux de I’équation
(5) et, par suite, le genre de cette équation est an plus égal & 7. 8i la forme
2 est fermée, le nombre r est atteint par la dimension des éléments inté-
graux de I’équation (5), puisque la différentielle d2 est identiquement
nulle et la recherche des solutions de cette équation se rameéne & inté-
gration d'une équation de Pfaff. En effet, la forme 2 étant fermée, il
exigte dans un voisinage de tout point de U une forme différentielle liné-
aire o telle quil soit

Q2 =do

et 'intégration de ’équation 2 = 0 est ramenée & 'intégration de 1’équa-
tion de Pfaff

o = df,

oti f désigne une fonction arbitraire des variables o,

Nous nous occuperons maintenant des intégrales de 1'équation (5)
qui appartiennent & des familles d’intégrales telles que par tout point
de U passe une et une seule intégrale de la famille. Ces intégrales & n—h
dimensions peuvent done é&tre représentées par les équations

(7) f1=617 f=027 sees

7, ..., f* étant des fonetions distinetes des variables o et ¢*, ¢?, ..., o*
des constantes arbitraires. Faisons maintenant dans la forme 2 un change-
ment de variables tel qu'il soit & =f*, @ =#, ..., 3 = f*. La forme
Q devant étre identiquement nulle, si P'on y pose & =¢',..., 7" = o,
il en résulte que chaque terme de @ doit contenir 1'une au moins des diffé-
rentielles dz', d2°, ..., d7", ou, ce qui revient au méme, qu’il goit [-Q—dil dz?

..dZ*] = 0. Si P'on revient aux variables a*, cette relation prend la forme
suivante

(8)

fh — Gh,

[Qdfdf...af"1 = 0.

En developpant les produits on obtient dans le premier membre
une forme différentielle de degré h-2; si on annule les coefficients de
cette forme, on obtient un systéme d’équations aux dérivées partielles
du premier ordre des inconnues f',f*,...,f*; si ce systéme d’équations

icm
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33
est compatible, I'équation Q = 0 admet des solutions représentées par
les équations (7). Congidérons en particulier le cas & = n—2. Le premier
membre de 1’équation (8) étant maintenant de degré m, on obtient
une seule équation aux dérivées partielles de n—2 fonetions incon-
nues; si Pon prend arbitrairement n—3 de ces fonctions, on obtient une
équation lindaire et homogéne en les dérivées de la derniére inconnue. On
voit ainsi, que ’équation (5) admet une infinité de familles de variétés
intégrales & deux dimensions telles que par tout point de U passe une
et une seule de ces variétés.

29. Equation quadratique complitement intégrable (cf.[21]).
Revenons & 1’équation (5) en conservant toutes les hypothéses faites sur
la forme 2. Nous dirons que 'équation 2 = 0 est complétement intégrable,
si tout élément plan B, de dimension r satisfaisant & cette équation est
gon élément intégral. Nous démontrerons le thééréme suivant:

THEOREME 2. Pour que Végquation quadratique extérieure £ =0
soit complétement intégrable, il fout et il suffit, qu'il soit

aQ = [=2],

v blant une forme linéaire.

8i I’équation 2 = 0 est écrite sous la forme (6), les équations d’un
élément plan d’ordre maximum r satisfaisant & cette équation peuvent
étre ramenées & la forme suivante

(9) o™ = pio,

ol les coefficients p; sont assujettis aux relations: p} = pf; on_ peut faire
cette réduction & la forme (9) au moyen d'une substitution du groupe
symplectique Sp, faite sur les formes w”. Pour que 1’élément plan F, défini
par les équations (9) soit un élément intégral de l'équation 2 =0, il
faut et il suffit qu’il satisfasse aussi b I'équation du troisidme degré d@=0.

Congidérons d’abord 1'élément plan dont les équations

=0, o*=0, .., =0
s’obtiennent en posant p}‘ = 0 dans les formules (9). Pour que cet élément

soit une solution de I’équation 4Q = 0, il faut et il suffit qu’il soit
aQ = > [6;0"),
i=1

ol &; sont des formes différentielles quadratiques. Envisageons mainte-
nant Pélément plan défini au moyen des équations

I3

2
ot =o'y, =0, .. =0
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qui 'obtiennent aussi des équations (9). Pour que cet dlément soit une
solution de I’équation dQ = 0, il faut qu'il soit [P, w!] = 0. II §’en suit
que la forme &, est divisible par o': @; = [7,0'], 7, étant une forme
différentielle linéaire. Ce raisonnement se généralisant facilement la forme
40 peut done &tre écrite ecomme il suit:

r
(10) e = Y [go'o™.
=1
Prenons de suite 1’élément défini par les équations
o=, =o', o™=0, .. =0

qui se déduisent aussi des équations (9). Pour qu’il satisfasse & 'équation
a2 =0, il faut qu’il soit

- [(r;—7Ts) ' 2] = 0;
il en résulte que la. différence v, — 7, doit s’exprimer au moyen des formes
o' et w?
T, — Ty = AW+ pod.

Faigons maintenant sur les formes 7, et 7, la spubstitution suivante
T, =1 —Aot, T, = 1,4 pw?

qui eonserve la forme de I'expression (10) de la forme dQ. On aura 7, = 7,.
En continuant ce proeédé on reconnait que dans la formule (10) on peut
poser r, =1, =... =T, = 7 eb on arrive ainsi 4 la formule suivante:

r

a0 = Z [zo'w 1]

i=1
ce qui, d’aprés I'équation (6), peut s’écrire aussi de la manidre suivante:
(11) ae = [vQ]

conformément au théoréme que nous avions & démontrer.

Nous distingnerons maintenant deux cas: v =0 et z % 0. Dans le
premier cas on a d2 = 0 et, par suite, la forme Q étant fermée peut étre
ramenée & 1’expression

Q= Y'[dsida 1]
i=1

(n°12, Th. 3). Dans le second cas on déduit de la formule (11) la rela-
tion

iom
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[d1Q1+ [zdR] =0,
qui, en vertu de la méme formule, se réduit & Péquation
[@z2] = 0.

La différentielle dr étant wne forme quadratique on en econclut
(vol. I, n° 28, Th. 8) que, si n >4, il doit &tre dz = 0, on f est une
fonction des variables ™. La formule (11) devient done

aQ = [afe].

Posons maintenant 2, = g2, olt g est un facteur scalaire. En diffé-
rentiant cette égalité, on trouve

a9y = [AgQ1+gaQ
ou, eu égard & la formule précédente,
a2, = [dgQ]+ g[afQ].

8i l'on prend g = ¢, on obtient 2, =670 et 42, = 0. La forme
2, étant fermée, on peut poser, en faisant une transformation conve-
r
nable de variables, 2, = Z[dmidw”'i] et par suite

i=1

.
Q =¢ ) [dada’*].
Tl

Nous pouvons done énoncer le théoréme suivant:

THEOREME 3, Pour que Péquation quadratique Q = 0 & 2r > 4 varia-
bles, ok Q est ume forme de rang 2r, soit complétement intégrable, 4l faut
et il suffit que la forme Q soit fermée ou quil ewiste une fonction f telle que
le produit ¢™ Q soit une forme fermée. . .

Le facteur ¢/ porte le nom de Sacteur intégrant de la forme Q. Cette
notion peut étre étendue aux formes de degrés supérieurs & deux.
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