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CHAPITRE I

NOTIONS ET OPERATIONS FONDAMENTALES

Le Caleul des formes différentielles extérieures a ét6 créé (1899) par Elie Cartan
pour étudier Je Probléme de Pfaff [4]; il a pour sources, d’une part, la notion de mul-
tiplication extérieure que l'on doit " H. Grassmann [31] et, d’autre, celle de cova-
riant bilinéaire introduite indépendamment par G. Frobenius [24] et par G. Darboux
[19]. Le réle principal dans ce caleul, qui est d’une grands simplicité et élégance,
joue la notion de différenti-lle extérieure et les simples régles auxquelles elle obéit.
Dans un Memoire ultérieur [5] Cartan a étendu le domaine d’application du Caleul
en développant la théorie des systdmes des équations de Pfaff qui dans la plus grande
partie est son oeuvre et qui englobe la théorie des systémes des équations aux déri-
vées partielles. Il a montré que 1’emploi de sa méthode permet de présenter les cal-
culs gous une forms abrégée et de les achever sans beaucoup de peine. Dans un autre
important Mamoire [6] Cartian a 83 sarvi du caleul des formoes extérieures pour dévelop-
per d’'un nouveau point de vue la théorie des pseudo-groupes continus infinis ini-
tiée par S. Lie en lui donnant des propres fondements.

Ces résultats n’épuisent pas Loeuvre que I’on doit & E. Cartan; sa méthode a se
montré trés féconde dans diverses recherches et en particulier dans deux domaines
des sciences mathématiques: dans la théorie des groupes de Lie et dans la géoméirie
différentielle. Dans la premidre d’elles elle a permis de ecréer la théorie globale des
groupes continus et finis, dans la seconde, en liaison avec la méthode du triédre mobile
de Darboux, elle a conduit & la généralisation du Programme d@’Erlangen de Klein
en ouvrant un trés large champ de mouvelles théories géométriques. Pour apprécier
'important progrés dans ces domaines que 'on doit & E. Cartan il suffit de parcourir
la longue liste de ses travaux consacrés & la théorie des groupes de Lie et 4 la géomé-
trie différentielle que 'on trouve dans le livre Selecta, Jubilé scientifique de M. Blie
Oartan (Paris 1936).

Les théories que 1’on doit & E. Cartan ont exercé une grande influence sur le déve-
loppement de ces deux branches des sciences mathématiques, qui ne cesse pas de
durer jusqu'a nos jours.

Co Chapitre contient une oxposition succinte des principes du Caleul des formes
différentielles extérieures. En s’appuyant sur les notions et les considérations du pre-
mier Tome on introduit dans lo § 1 la notion de forme différentielle extérieure dans
un ouvert de R”, le changement de coordonnées et la valeur d'une forme pour un poly-
veeteur. Dans la suite on trouve la définition de la différentielle extérieurs, ses proprié-
tés et les théordmes de Poincaré sur la seconde ditférentielle.

Le deuxiéme paragraphe est consacré aux sysiémes des Pfaff complétement
intégrables (Théoréme de Frobenius) et aux systémes complets des équations liné-
aires et homogénes aux dérivées partielles du premier ordre, associés aux systémes
complétement intégrables. .

Dans le § 3 on trouve la définition et la méthode dela détermination de la classe
Qune forme différentielle extérieure et des expressions canmoniques d'une forme gua-
dratique fermée, des formes linéaires et des formes de degré m et n— 1. Mentionnons
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encore que le Calcul des formes extérieures a 6té déja I'objet de quelques ouvrages;
citons en particulier les livres de 8. P. Finikoff [22] et de J. M. Thomas [43]. Cartan
Iui-méme a publié un ouvrage [13] qui contient une exposition des principes du Cal-
cul, suivie des applications & la géométrie différentielle.

§ 1. Formes différentielles dans un ouvert de B"

1. Définition. 8oit U un ouvert connexe de E"(@*); pour y défi-
nir dans le systéme 2* les formes différentielles extérieures qu’on appel-
lera dans la suite formes différentiolles ou méme formes, 8i aucune confu-
sion n’est & craindre, il suffit de remplacer dans les expressions des for-
mes extérieures algébriques (vol. I, n°3) les coefficients numériques
par leg fonctions réelles de classe C* (k > 0) dang U et les indéterminées
par les différentielles dz*. Nous dirons que les expressions aingi obtenues
sont formes de classe k ou, plus briévement, formes O%; si k = », nous
les appellerons formes analytiques. Nous supposerons que, sauf avis con-
traire, les formes envisagées dans ce paragraphe sont de classe % > 1.

Selon la définition préeédente une forme différentielle de degré p
peut étre écrite de la manidre suivante

1
(1) ¢Z‘ = ‘?-! “»ﬂg...kp [dm"l ar... dw"ﬂ],

ol les coefficients Gyxy < -y SONG anbigymétriques en tous leurs indices;
il est commode de donmer le nom de forme C* de degré 26ro & une fonction
C* définie dans U.

8i Pon substitue aux variables * dans les coefficients de @, les coor-
données d’un point déterminé Me U, nous dirons que la forme D, a été
resireinte & M; une forme différentielle Testreinte 4 un point est wune
forme extérieure algébrique aux indétermindes do®. Aum formes restreintes
peuvent Eire appliquées toutes les notions introduites dang le vol. I, et, en
particulier, celles d’égalité, d’addition et de multiplieation. Nous pouvons
étendre ces motions aux formes différentielles. 8i par exemple troig
formes différentielles @, X et ¥ sont telles que le produit extérieur deg
formes @ et X restreintes  un point quelconque de U est égal & la forme ¥
restreinte au méme point, nous dirons que le produit des formes dif-
férentielles @ et X est égal 4 ¥ et nous éerirons [OX]= V. De méme, i
plusieurs formes différentielles linéaires (formes Pfaffiennes) restreintes
4 un point arbitraire sont indépendantes, on dit que ces formes mémes
sont aussi indépendantes. Cette Temarque nous permet de présenter
les formes différenticlles d*une autre manisre qui est utile dans les appli-
cations & la géométrie différentielle ot 3, la théorie des groupes eontinug,
Imaginons pour cela # formes différentielles plaffiennes

0" = a)dz®
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linéairement indépendantes dans U (| # 0). Si lon résout ces équa—
tions par rapport aux différentielles du® et que Pon porte les expressions
obtenues dans la formule (1), on obtient une expression de la forme
suivante:

[0¥0®%... 0],

(2) @, = o |

Il est aussi évident que les notions de rang d’une forme extérieure
algébrique, de dérivée par rapport &4 une indéterminéde et dfb systé.me
asgocié (vol. I, n° 13 et 14) peuvent &tre étendues aux formes dlﬂ'érenjnel-
les. Si on se donne, par exemple, ulie forme différentielle quadratique
Q = }a,[dx"d>*], on aura

90 . o0
dar % parodr

Aaluz.‘.ep

@z

et le rang de £ est égal au rang du systéme linéaire associé

b2 G de = 0.

8i Q est représenté au moyen d’une expression de la forme
G/ 2 = 14, [0,
son systéme associé est équivalent au systéme des équations suivantes:

00 .

e A,0"° =0
qui doivent &tre regardées comme les équations a._lgébriques aux indéter-
minées »’. Nous savons que le rang de la forme quadratique est un nom-
bre pair (vol. I, n° 18) que nous désignerons par 2r; en eﬁef:tuant sur les
formes «” une substitution linéaire la forme 2 peut étre réduite & 'expres-

gion suivante:
,

(4) ' Q= Z: [o'e™,

ce qui peut s'écrire aussi comme il suit

(4" Q = }I,[w0"] (%, A=1,2,...,2),
I, étant des nombres satisfaisant aux relations suivantes:

[1 pour A—x=r,
Litlu =0, ILa=y, pour |[A—x| #7.
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Les remarques précédentes sur le rang d'une forme différentielle
fappliquent aussi d'une mamiére évidente aux systémes composés de
plusieurs formes différentielles.

2. Changement du systéme des coordonnées. Soit U un ouvert
de E"(@*) homéomorphe A lintérieur d’une hypersphére. Admettons
quwentre U et Pouvert U considéré au numéro préeédent soit établi un
homéomorphisme T' au moyen des formules réciproques

(8) T =g (@', 2% ..., 0") et o=yt (@, 7, ..., 7",

¢* et " étant des fonctions de classe 0% (k > 1) telles que leg jacobiens
lﬁqo’l@m‘[ et |0y*/0z’| soient différents de zéro respectivement dans U
et U.

D’une fonction f de elagse C* dans U on déduit au moyen de T une
fonetion C* définie dans T :

(6) . T =Fy*y w2 s w™

et le mondme da” donne naissance & la forme (O*-!
ox”

7 T(de*) = 70

(n ‘ (da™) e az

déﬁ.nie aussi dans U. D’une manidre générale d'une forme OF de degré
arbitraire définie dans le systéme des coordonnées 2* dans U, par exemple

do 1a forme B, — — a, [dr*da’ i ’°
s =5 Gy, [d2°da’ ds*], on déduit une forme (%1

1
(8) T(P) = 31 L(@a) [T (da") T (do) T (da")]
définie dans U dans le systéme des coordonnées 7. Si on Y tient eompte

des formules (7) et que Pon développe les produits extérieurs dans les
accolades, on trouve

(8 T(6,) = —

Dz, &, &
a7 L (6 D( — ;[da‘a"dﬁ"dz'].

(z°, 2°, 7
En posant

_ D(z*, o, »"
Qpor = T(ax).u) ""(:‘e‘,“_T"_,)
D@, 7, 7)

la derniére formule devient
" 1 —
(8 T(®,) = a7 Booe [07° d7° 7] .

Dang la suite, si aucune confusion n’est & craindre, noug

ans la ; « désignerons
pour simplifier éeriture, la fonetion 7'(f) par f et la forme T £ ’

(P,) par &,.

§1 2. Changement du systdéme des coordonnées. 11

La transformation T, qui & toute forme différentielle O* définie dans
U en coordonnées #* fait correspondre une forme 0*~' dans le systdme des
coordonnées 7 de ouvert U, jouit des propriétés suivantes:

(9) T(o+¥) = T(9)+T(¥),
(10) T(P¥) = [T(D)T(¥)],

@ ot ¥ désignant des formes différentielles du méme degré dans T'égalité
(9), de degrés arbitraires dans 1’égalité (10). La premiére de ces relations
egt facile de vérifier au moyen des formules ci-dessus; la seconde est
évidente, si I'une des formes @ et ¥ est une fonetion (forme de degré zéro).
Pour la démontrer dans les autres cag nous nous bornerons aux formes
suivantes

O = }a,ldr*dr"], ¥ =b,do"
ce qui suffira pour faire comprendre la méthode du paisonnement. Or
on a selon les formules données plus haut
T(D) = 3T (a,) [T (da™) T (d")]
D(m’c A)

) & 7 47
D, ) Lo o]

= %T(axl)'%
et '
I'(y) = T(b,)T (do")
= T(b,) a—idi’.
0%

On en déduit la relation suivante:

1 1 D@, o) 9o
[T(®)T (V)] = "Z“T(‘M)T(bu)"g D((:e’ ;;n; 39;'

[dz0dz" dz").

a,, ot b, étant des fonctions on a

T(a4)T(b,) = T(@aby);

" si lon tient compte de cette relation et ‘du théoréme de Laplace, I'égalité

précédente devient
1 D(a*, o, 2"

1

= — e AT dFdF .

[T(@)T ()] = 5 T{aabs) 57 sy L4 07 7)
Le produit [@¥] étant égal & Pexpression $a,,b, [da*dos* da*] le second
membre de la derniére formule est égal & T([OP]) en vertu de l'égalité

8’); on arrive aingi & la relation demandée.
’ .
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En revenant & la transformation O* définie par les formules (5)
Temarquons que nous pouvons regarder les variables Z° comme un nouveau
systéme des coordonnées dans U remplacant le systéme x”. Il est clair
que, §il’on introduit de cetite maniére dans U deux systémes de coordonnées,
ils seront liés I'un & l'autre par une transformation OF.

Supposons maintenant que 1'on se donne dans U dans le gystéme »*
une forme différentielle @, de classe %; nous convenons d’envisager toutes
les expressions T(9,), olt T désigne une transformation de classe I > %,
comme leg reprégentations ‘@une méine forme C*. On introduit ainsi la
définition suivante: on dit que dans Dowuvert U est définie une forme diffé-
rentielle C* de degré p, si dons chaque systéme de coordonnées ¢ dams U
est donnée une expression de la forme (1) ot si 'on passe de I'une de cos
expressions & Pautre par une transgformation C¥*!, Tous les systémes de
coordonnées que Pon dédwit du systéme primitif #* par une transfor-
mation T de classe k-1 seront dits systémes admissibles pour la forme
®, de classe k. On peut donc dire que la forme différentielle extérieure
donnée dans un ouvert de R™ est un objet géométrique sealaire qui dans
chaque systéme de coordonnées admissible & une composanto.

L'opération T exercée sur une forme différentielle doit done &tre
considérée eomme un changement de variables dans les formes; les formules
(8) et (9) nous montrent que I'addition et multiplication extérieure des
formes différentielles sont des opérations invariantes par-le changement
de variables.

La transformation T'définie par les formules (5) peut &tre généralisée;
en conservant les notations adoptées plus haut posons
(11) = 2L T (P <m), *
£ étant des fonctions O (k >1) définies dans ou ouvert connexe § de
'espace. cartésien R? aux coordonnées t* (h = 1,2,...,p) et telles que
la matrice [|0*/0t"} est de rang p dans §. Nous dirons indifféremment
que les formules (11) représentent une application de § dans U ou qu'elles
définissent une variété V & p dimensions plongée dans Pouvert U. Bn se ser-
vant des formules analogues aux expressions (6), (7) et (8) on ddduit
au moyen de la transformiation (11) de Iexpression d'une forme iffé-
rentielle définie dans U dans le systéme «* Pexpression d'une form

e
différentielle définie dans § dans le systéme i". ’

3. Valeur d’une forme différentielle. Nous dirons qu'a un point

Me U est attaché un vecteur comtravariant V tangent & U, si dans tout
systéme des coordonnées que l'on déduit du systéme o* par une transfor-
mation C* (k > 1) est donmée une suite de » nombres réels, appelés ey
composantes, qui se transforment selon la loi suivante:

icm
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§1

o

ozt

" El’
& ot & désignant ici les composantes de v respectivement dans les sy-
stémes 2* et . Si dans tous les points de U est donné un veeteur eon-
travariant dont les composantes sont des fonctions CF, nous dirons que
dans U est donné un champ de vecteurs contrevarianis C* ou, plus brie-
vement, que dans U est donné un vecteur contravariant C* tangent & U.
On définit d'une maniére analogue et bien connue les vecteurs covarianis
et les temseurs de diverses valences. Ceci rappeld, pour tout ce qui con-
cerne le caleul téngoriel nous renvoyons le lecteur au livre de J. A. Schou-
ten [40]. Nous nous bornons ici & remarquer que les coefficients By onp
de V’expression (1) constituent un systéme des composantes d'un p-vecteur
covariant détini dans U.

Considérons maintenant dang U une forme différentielle C* (k > 1),
par exemple la forme

1
6=

a7 [do* da* "],

et imaginons dang U trois champs de vecteurs contravariants 1—;1 (4 =
=1, 2, 3) dont les composantes & sont des fonctions C*. La valowr de &

pour la suite (i;l, ?72, —173) est, par définition, la fonction suivante de
clagge k (vol. I, n®11):

(12) OV, Vo, Vil = g b16 8
ce qui peut s’écrire aussi comame il suit:
oL &
DOV, Vyy Vil = “é‘!’“m;c & & 5’5‘
& & &

Si Pon change les coordonnées au moyen d'une transformation

OF+! de la forme (5), les composantes £ du vecteur 17),- dans le gystéme
7" geront lides avee £F par les relations suivantes:
3
g = %‘éi.
En portant ces expreésions dans la formule (12) on obtient
do* 0z oz
‘o 07 0%

EEE

¢[T;1? i;27 —ﬁa] = Ta,(2)
ou
¢[f;17 Fﬂy i;s‘] = dqn(i)gg—éa?,
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@, (%) 6bant les coefficients de la forme T(®) (cf. équ. (8”)). Le second
membre représentant la valenr de l'expression différentielle 7'(P) pour

la suite (171, ﬁ, 1—7:,) on a
B[V, Vo, Vsl = T(D)[Vy, Vs, Tal.

Nous avons ainsi justifié la définition de la valeur d'une forme en
montrant qu’elle est invariante pour un changement de coordonnées.

On peut présenter la notion de valeur de @ d'une autre maniére
qui est utile dans les applications géométriques. Tmaginons pour cela troig
systémes des différentielles 8,2%, 6,a", 6,4", indépendants l'un de L'autre
ot considérons lexpression

B 018" 8,0 By

on obtient aingi une forme & trois séries des différentielles, lide d’une ma-
niére biunivoque & la forme & (vol. I, p. 13). Si 'on considére les diffé-
rentielles §;2"(4 = 1,2,3) comme les composantes dun vecteur con-
travariant, cette forme trilinéaire présentera la valeur de @ pour le trivec-
teur construit sur ces vecteurs.

4. Différentielle extérieure. Nous désignerons la différentielle e-
térieure d’'une forme différentielle @ de classe k > 1 donnée dans U par
le symbole d® et nous la définirons aun moyen des lois suivantes:

1° @ et W étant des formes différentielles du méme degré on a
d(P+Y) = dd+av,

2° la différentielle extérieure d’mne fonction (forme de degré zéro
est identique avee sa différentielle exacte,

3° la Qifférentielle extérieure d’un mondéme, par exemple du mondme
I = a[d2"dx*ds"], est donnée par la formule
- Il = [dada*da’ dn*],
d’otr

?
a7 = %‘i [de” da* d'da].

De cette définition découlent immédiatement leg congéquences
suivantes:

a) La différentiation extéricure est une opération Vindéaire.
b) La différenticlle extérieure d'une forme différentielle de degré p
est une forme de degré p4-1; par conséquent la différentielle extérieure

icm
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d’une forme de degré n est nulle, tonte forme extérieure de degré n--1
A # indétermindes étant une forme nulle (vol. I, n° 9).
Nous consgidérerons quelques exemples.
1° La différentielle extérienre de la forme linéaire w = a,ds* est
donnée par la formule
da;
0"

do = [da” da*]
ce qui peut s'éerire

dw=§

dx* 02

1 (641,1 0a,‘) [dada].

2° 8i Q = }a,[d2"d2’], on a

AR = }[da,,dn*dx*]

ou
. 1 da,, P
dQ—anp [dz” dx” da’].
En réduisant le second membre 4 la forme gimplifiée (vol. I, n° 10)
on obtient

aQ = [da* da’ dz].

1 (aa,d da,, n 0,
31\ oz 0w da’

3° Congidérons la forme de degré n—1

&= ) (—1y g de...dz"  da*t ... do™];

n
x=1

ga différentielle est donnée par la formule

ad = Z (—1)'[da, dntdar ... do*" da™+ ... da"],

n=1

ce qui peut 8'écrire comme il suit

a0 = 3~ (dotden... e o]

x=1

ou encore

n
da.
= —Zrdetdet. .. dz"].
ad n; e [dz* dn?...da"]
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Nous démontrerons maintenant les propriétés prinei
différentielle extérieure. Prop IT‘ meipales de 1a

TrtoriME 1. La différentielle emtérieure de la différents
: 9 tigll
@une fonction CF (k > 2) est une forme nulle. d ’ coate

En effet, si ¢ est une fonction C* dans un ouvert U de R"(2") on
da
ada = de‘ et, par suite,
- 0%
d(da) = ——— [dz"da*];
(@) =~ [da" ')
les coefficients ——(’ZZL étant i i
P ant symétriques en les indices » et A et les
produits [dz*da’] étant symétriques gauches, le second membre de la

derniére formul
ey ule est nul et I'on trouve d(da) = 0. Ilv est en particulier

TaEOREME 2. 8i @, et ¥, sont deuz form i Wi
es diffé
p o1 @ respectivomens. o' . I ifférentielles de degré

(18) AP, P,] = [AB; W]+ (— 11 [6,d¥,].
La différentiation extérieure étant ume opération linéaire, il suffit

de démontrer 1a relation (1
s o e ) ion (13) en gupposant que D, et ¥, sont deux moné-

P, = aldz" da.. . dw'r], ¥, = b[dzh Az’ date].
Or, on a
- [P¥e] = ab[dw™...da"vdah. .. dole]"
et, par conséquent,
[P, ¥, = [d(ab)de™...da" v da'1 ... 4], '

En tenant compte de la formule d(ad) = bda-+adb ot de la dis-

tribuvité du produit extérieur par ;
: par rapport 4 la sommaiti i
. la derniére relation de la maniére suivante: 1o on pent darire

[P, ¥,] = bldada™...do'vds™..  dale] 4
+aldbda™. . do'rdah. .. da'n]
ou, en changeant I'ordre des factenrs dans le second terme,
A[Dpy,] = bldada.. .dm"ﬂdm’{l. ..dzl] 4

(=1 aldz"... d2"P @b da’.. . da'a].
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Le second membre de cette formule peut &tre présenté sous la forme
a[D,¥,] = [[dada™...da"](b[da™... da'2])|+
+(—1)[(@[de"...da"]) [dbda™ ... da'a]],
ce qui démontre 13 théoréme, los expressions [dada™ . .. do'?let [db dz™.,.dx'T]
étant respectivement égaux aux différentielles d&, et d¥,.
Te Théoréme 2 peut &tre généralisé facilement aux produits des

plusieurs facteurs; dans le cas du produit de trois facteurs @,, ¥, et X,,
par exemple, on a la formule

A[D, ¥, X,] = [0, ¥V, X, 1+ (— 1) [PpdP, X, ]+ (— 1) [Py ¥ dX,].

THEORBME 3. Si & est une forme différentielle C' définie dans un
ouvert U de R™(«”) et 85 T est une transformation O* des coordonées donnde

au moyen des formules (B), il ést
(14) T(d®P) = dT (D).

Si & egt une fonction a, ce théoréme revient & une propriété bien
connue de la différentielle d’une fonetion et il est T'(da) = dT(a).

Si @ =do*, on a 4P =0, T(P)=dy#,...,7") et, par suite,
T(d®) = 0, 4T (P) = 0 (Th. 1); on. voit aingi que dans ce cas particu-
lier les deux membres de L'équation (14) étant des formes nulles sont

égaux.
Considérons maintenant un monéme arbitraire du second degré

® = aldw*ds']. On a 4P = [dads*ds’], dol
(15) T(d®) = [T(da)T (@)1 (d")].
Dautre part on a
T(®) = T(a)[T(d")T (d)];
en différentiant extérieurement cette égalité, il viendra
AT (@) = [aT (a)T (d*)T (dz*)1+T (a) [AT (da")T (ds")] —
—T(a) [T(dm”)dT(ciw‘)].

Mais, comme on a 4T (dz") = 0 et dT(ds") = 0, la derniére formule
ge simplifie et 'on obtient
(16) aT(®) = [@T (a)T (dx™)T (dx)].
En rapprochant les formules (15) et (16) et en tenant compte de
Végalité T (da) = 4T (a), on Mriv%%%aﬁté qui était & démontrer. Oette
Vi

2
R
AT
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démonstration s'étend facilement au cas d'un mondme de degré arbitraire
et par conséquent, en vertu de la relation (9), au cas d'une forme diffé-
rentielle arbitraire.

11 résulte du Théoréme 3 que les propriétés des formes exprimées dans
les Théorémes 1 et 2 ont un caractére intrinséque, indépendant du systéme
des coordonnées qui nous a servi dans les démonstrations.

Remarque. Nous avons vu qu’s toute forme extérieure algébrique
peut &tre asgociée biunivoquement une forme multilinéaire (vol. T,
p. 13). Cette correspondence entre les formes extérieures et les formes
multilinéaires peut &tre étendue aux formes différentielles.

a) Imaginons une forme quadratique Q = }a,,[do*dz"] et deux
séries des différentielles da* et 2" que mous allons regarder comme les
composantes de deux vecteurs contravariants issus du point &* (ef. n° 3).
A la forme £ on associe la forme bilinéaire

Q = }a,,(du* ba* — Ao Sa”)
ce qui peut g'écrire plus bridvement
Q = a,dn* 6a*.

b) De méme au produit extérieur I7 = [wn] de deux formes liné-
airey w = a*de”, n = b;do* correspond la forme bilinéaire

T = o(@)n(8)— o(9)n(d),
oli w(d) et w(6) désignent respectivement la forme o écrite au moyen des
différentielles da” et dz*.

¢) Considérons maintenant la différentielle extérieure do = [da,do*]
de la forme w = a,da*. A la différenticlle dow correspond la forme hili-
néaire

do = da, 00" — ba,dw’.

Il est facile de voir que le second membre peut s'écrire comme il
suit do (6)— dw(d), ot do(d) désigue qu'on doit prendre les différentielles
ordinaires des coefficients de la forme w(8) = 2;67", le gymbole S (d)
ayant une signification analogue. On & ainsi la formule

Ao = dw(8)— b (d).

d) La derniére formule peut facilement &tre généralisée. Si I'on in- ’

T,roduit par exemple trois systémes des différentielles d, 7", dya” et dyr,
4 la différentielle extérieure d2 de la forme O — $a,,[de” da') COrTespon-
dra la forme trilinéaire )

p—
a0 = er(dz’ da)+d29(ds; d:H‘ daQ(du dz)’

§1 4. Différentielle extérieure. 196

ot Q(d,, d;) désigne la forme bilinéaire associée & la forme extérieure
£ et éerite au moyen des différentielles d,a”, dsa* et d, placé devant cette
expression indique qu’on y doit former les différentielles ordinaires des
coefficients au moyen des différentielles d,a”.

5. Théoréme de Poincaré. Une forme différentielle s’appelle fermée;
si sa différentielle extérieure est nulle. La différentielle exacte d’une
fonction de classe & > 2 est un exemple particulier d’une forme fermée
(v. Théordme 1); ce fait se généralise par le théordme de Poincaré.

THEORBME 4. La différenticlle extérieure dune forme différentielle
de classe &k = 2 est une forme fermée (A2 = 0).

11 suffit de démontrer ce théoréme pour un monéme de la forme
@ = q[derdw...dx?]. Or, on a

4D = [dadz da™. .. dz"];

tous les facteurs du second membre étant des différentielles exactes,
la différentielle extérieure de ce produit est nulle d’aprés la formule qui
donne la différentielle d’un produit, ce qui démontre le théoréme.

Le théoréme de Poinearé admet une réeiproque dont voiei 1’énoncé:

THAOREME 5. 8i @, est une forme différentielle fermée de classe k > 1,
définie dans un owvert U de R"(a”), il ewiste dans un voisinage de chague
point de U une forme ¥,_, de classe k+1 ielle quil soit &) = d¥, ;.

Nous nous bornerons aux ¢as p = 1 et p = 2 ce qui suffira pour faire
comprendre comment le théoréme peut étre démontré dans le cas
général.

Sip =1, on a une forme linéaire @, = a,dz’; sa différentielle exté-
rieure étant par hypothése nulle, ses coefficients satisfont aux relations
(n°® 4, BEx. 1)

da; Oa,

—_ = 0.
dr* oz’

D’aprés le théoréme classique celles-ci expriment les conditions
nécessaires et suffisantes pour que dans un voisinage de tout point de U
la forme @, soit la différentielle exacte d'une fonetion a, conformément
an théoréme & démontrer.

Envisageons maintenant la forme &, = }a,,[do*ds*]. On a par
hypothése dd, = 0 ce qui ge traduit par les égalités

il 0, | Oay,
(17) Ty Dy Sha

0
ox* | 0t 0a®

(ef. n°4, BEx. 2). Nous allons montrer que dans un voisinage de tout point
de U il existe une forme ¥, = b,dz* telle qu’il soit 4%, = ®,. Ceci revient
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& démontrer qu’il existe une solution du systéme des équations suivantes

0b, 0b
(18) =

aux inconnues b;. 8i n est égal & 2 ou & 3, le théoréme est bien connu
([39], p. 117); nous allons le démontrer pour # = r en supposant qu'il
soit vrai pour n = r—1. Pour ¢e but nous partagerons les équations (18)
en deux groupes

db;  0by
18' TR a0
(18 ot ot Oty
0b,  Oby
18” — - =
(18") i nr 5
ol les indices % et i pareourent les valeurs 1,2,...,#—1. Le théoréme

étant par hypothése vrai pour # = r—1, il existe une forme lindaire
o =bda’ telle quil soit do = jap[da"ds’] (h,i=1,2, ceey r—1),
olt 'on doit regarder la variable 4™ figurant dans les coefficients ap; comme
un paramétre constant. Nous voyons done qu’il existe des fometions
b, satisfaisant aux équations (18'). Tl nous reste & montrer que ’on peut
déterminer ure fonction b, satisfaisant aux équations (18"), ol l’on
a remplacé les b par les solutions des équations (18’). Les conditions
néeessaires et suffisantes pour que le systéme (18”) & une inconnue b,
soit intégrable prennent la” forme

aa‘hr aair 62bh szi

o o | odor  adom ~ °

ou

L%,:_aa[r _B (BbL abh)
9’ 8" 97 \oa®  od'
8i Pon y tient compte des équations (18"), on obtient la relation

(M’", 00, Oagy
W o o

qui est identiquement satisfaite d’aprés (17). Nous voyons aingi que
Pon peut déterminer la forme b,dz* de manire que sa différentielle oxté-
Tieure soit égale & }a,,[do”dz'] quelque §oit le nombre de variables.
En employant la méthode suivie plus haut on peut montrer que
si Je Théoréme 5 est vrai pour p = 8—1, il est aussi vrai pour p = s’
On démontre ainsi que 1’équation '

(19) v, , =,

icm
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2 une solution ¥,_, dans un voisinage de chaque point de U, si la con-
dition d®, = 0 ost gatisfaite dans U. Supposons que P’on ait obtenu une
solution. particuliére ¥, _, de 1'équation (19); il est évident d’aprés le Thé-
oréme 4 que lexpression.

Xpoy = Wy s+ 4l ,,

_ofL IT,_, est une forme différentielle arbitraire 0*** de degré p—2, est

aussi une solution de cette équation., Nous fairons voir que la derniére
formule présente la solution générale de I'équation (19). En effet, si
X,_, est une solution arbitraire de 1'équation (19),»0n 2 dX, ; = &p;
en retranchant cette égalité de 1’équation (19), on obtient d(X,_, — ¥y_1)=0
d’ol il suit, selon le Théoréme 5, qu’il exizte une forme différentielle
II,_, telle qu'il soit X, ;—V, , = dll,_,.

§ 2. Systémes de Pfaff complétement intégrables

6. Systémes de Pfaff (Généralités). Suppesons que dans un ouvert
U de R"(z*) soit donné un systéme différentiel § composé de s équations

(1) =0 (k=1,2,...,8),

o = afdwt étant des formes différentielles analytiques. Nous admettons
que le rang de la matrice 9N formée des coefficients des formes o soit
égal & s en un point Me U. Nous dirons alors que § se compose des équa-
tions qui sont en général indépendantes dans U et, dans la suite, en parlant
du systéme S nous supposerons toujours qu’il jouisse de cette propriété.
On suppose de plus que toutes les fonetions qui 'introduisent dans ce
paragraphe et dans le suivant soient analytiques. Tous les points ol la
motrice 9N est de rang s, seront appelés points réguliers de 8; le point

‘sera dit singulier, si ce rang descend au dessous de s.

Le systéme § g’appelle systéme de Pfaff; si 'on fait sur ses premiers
membres une substitution linéaire dont le déterminent est différent de
zéro dans U, on obtient un second systéme de Pfaff qui est dit équivalent
au premier. :

Supposons maintenant qu'il soit donné un systéme de n—g équa-
tions

(2) F,=0, Fy=0, .., F,,=0

dont les premiers membres sont des fonetions analytiques dans un voi-
sinage d’un point régulier M, (}) et telles que le rang de la matrice formée
de sey derivées du premier ordre soit égal & n—¢ en M,. Il existe alors
une variété analytique et une seule passant par le point M, et définie
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dans un voisinage de M, par les équations (2); en changeant au besoin les
notations, nous pouvons la représenter au moyen des fonctions

= 2P 2%, L, @t = e, D)

satisfaisant identiquement aux équations (2). Nous dirons que cette
variété, que nous désignerons par I,, est une variété intégrale 4 q dimen-
sions du systéme (1) dans un voisinage de M,, si dans ee voisinage les
équations (1) sont des comséquences des relations (2) et des relations
suivantes :

(3) aF,'=0, aF,=0, .., dF, , =0,

Il résulte immédiatement de cette définition que, si I, est une variété
intégrale du systéme 8, elle I'est aussi de tout systéme équivalent & .
11 est évident que la dimension d’une variété intégrale passant par un
point régulier ne peut pas &tre supérieure & n—s.

Si lon annule tous les coefficients des équations (1), on obtient une
variété intégrale qui g'appelle intégrale singuliére; il peut arriver que l’in-
~ tégrale singulidre n’existe pas ou qu'elle se compose des points isolés.

- Tous les points de U sont des variétés intégrales de § & zéro dimen-
sions, les équations de ce systéme étant des conséquences des relations
o* = eonst, dz* = 0.

Aux variétés intégrales 4 une dimension on donne le nom de courbes
intégrales du systéme différentiel. I1 est facile de voir que par chaque
point régulier du systéme S passe une infinité de courbes intégrales dont
les dquations dépendent de n—s—1 fonetions arbitraires d'un argument.
En effet, dans le voisinage d*un point régulier & le systéme (1) peut &tre
remplacé par un systéme équivalent de la forme suivante:

(4) do" = blaw' - bhdn* ...+ _dam (h =n—s+1,n—s-+2,...,n).
Si lon choisit n—s—1 fonetions
$2 — q)’(ml), wz — ¢3(m1), e wh—«s — (Pn—s(ml)

de maniére qu’il soit
Ty = @), ., @ ="l

b qu’on les porte dans les relations (4), on obtient un gystéme de s équa-
tions différentielles ordinaires du premier ordre dont Ia, solution eompléte
le systéme des équations de la courbe intégrale.

Si le nombre s des équations (1) est égal & n—1, le systéme § egt équi-
valent & un systéme de n—1 équations différentielles ordinaires et les
seules variétés intégrales sont des courbes intégrales; dans ce cag par tout
point régulier passe une et une seule courbe intégrale.

icm
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En différentiant extérieurement les équations (1) on déduit de S
un nouveau systéme différentiel dn second degré

(5) do® =0 (h=1,2,...,9),

dont on définit les variétés intégrales de la méme maniére que celles de S.
La seconde différentielle extérienre d'une forme différentielle étant nulle
(n° 5, Th. 4), on voit que Popération de la différentiation extérieure ne
nous permet pas de déduire des équations (1) et (5) un nouvean systéme
diftérentiel. Nous dirons que le systéme composé des équations (1) et
(8) est fermé ou que leg dquations (5) ferment le systéme S.

TmtorEME 1. Toute varidté intégrale dun systéme de Pfaff annule
les bquations qu’on obtient en le fermani.

En effet, supposons que les fonetions

d™ = gt LY, L, = (e et L, 29)
reprégentent une variété intégrale I, du systéme des équations (1). Nous

allons montrer que ces fonctions annulent les formes do Les équations
de la variété I, pouvent étre présentées au moyen des formules

o=t ot =1, .., 2% =10, g = L), o =, 1)
on peut les envisager comme une transformation 7' qui remplace les
variables &* par les variables #* (I =1, 2, ..., ¢). Nous avons par hypo-
thése identiquement ‘

(6) T =0 (h=1,2,..,8);
il en résulte d7 (") =0 et par conséquent (n°4, Th. 3)
T(do™ =0,
ce qui montre que les équations () sont une conséquence des équations
de la variété intégrale I,, c’est ce qui était & montrer.

?. Systémes de Pfaff et systémes associés des équations aux
dérivées partielles. Supposons que dans un ouvert I/ de R"(«") soit
donné un systéme de n formes différentielles (k= 2)

(7 w* = ayda’,

dont les coefficients satisfont & la condition Jagl 0. Lies formgs w® étant
indépendantes on peut les résoudre par rapport aux différentielles dwe;
80it )

(8) do® = biw",
ol les coefficients oy et bg sont liés pac les relations

£ ¥
a8 = afb, = &;.
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Soit f une fonction C* arbitrairement donnde dans U; si dans sa

i}
différentielle df = b—w];dw" on remplace do® par I'expression (8), il viendra

(9 af = X, fo",

ol les coefficients X,f sont déterminés par la formule
of

10 X, f = bg-—-,

(10) =

Les expressions X, f, qui portent le nom de transformations infinité-
simales, sont linéairement indépendantes, si.on les regarde comme formes
linéaires par rapport aux dérivées de f- Nous dirons que le systéme des
formes * et le systéme des opérateurs X.f sont réoiprogues Tun de
Pautre. Il est évident que la relation emtre deux fystémes réciproques
est invariante pour les transformations de variables; il est aussi facile
de vérifier qu’elle sera conservée si Lon assujettit ces systémes & des
substitutions lindaires réeiproques.

8i P'on différentie les formes (7) o6 que 'on y remplace les diffé-

rentielles do° par leurs expressions (8), on obtient des formules qui peuvent
étre mises sous la forme suivante:

(11) do* = 387 [w'o"], S8 = 0.

Dérivons maintenant extérienrement Pégalité (9); la différentielle
du premier membre étant nulle (n° 4, Th. 1), on trouve

X fado"+ [(X,f)o] = 0.

8i Pon y remplace les différentiellog: qe” par leurs expréssions (11)

b que I'on applique & X, f Ia formule (9) en éerivant dX,f = X,(X.f) o,
on trouve

XS0 0]+ X (X, f) [0} 0] = 0.
Les formes «* étant par h

‘ ypothése indépendantes, tous les coeffi-
cients de la forme quadrati

que qu ﬁglll'e au premier membre dOlVent
s8'anu
& uler. On Obtlenli aInsL les Ielablolls sulvalltes

Xl(X,,f)—X“(XJ)—}—S;,’,‘X&f =0,

si l'on change convenablement les indices. T1 est facile de vérifier gur

la formule (10) que I’expression X, (X, N)—X «(Xf) est lindaire et homogéne

par rapport aux dérivées af/dx”; cette expression porte le n y -
thése de Poisson et on la désign, 5 o do paren

e par le symbo_le (X))
(12) (LX) () = Xy (X, ) —X,(X,f).
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La relation troﬁvée plus haut s’éerit done comme il suib
(13) (X, X,) () + 85X, f = 0.

Revenons maintenant an systéme pfaffien § défini par les équa-
tions (1)

»

2 5
=0, =0, .. =0

et imaginons, ce qui est toujours possible d'une inﬁyité 916 gﬁmniére};
que l'on ait choisi # = n—s formes différentielles ]inéa.llres 0, 0%, ..., ®
indépendantes entre clles et indépendantes des formes o" (h.= 1,2, ey 8)
en tout point régulior du systéme §. Si f désigne une fonetion analytique
arbitraire, sa différentielle peut &re presentéo, d’aprés (9), par la for-
mule de la forme suivante:

(14) if = Xafo+X,fo"
(h=1,2,...,8 p=1,2,...,7; r+8 =n).

Nous dirons qu'une fonction f' est une intégrale premiére du s{stéme
8, si sa différentielle s’exprime seulement an moyen des formes o (h =
=1,2,...,8)

(15) ift = Xpf'o’;

pour qu’il en soit ainsi, il faut et il suffit que f* soit une intégrale du sy-
stéme § des équations suivantes

(16) Xf=0, Xf=0, .., Xf=0

linéaires et homogénes par rapport aux dérivées 9f/0z". Le systé.me des
équations (16) porte le nom de sysiéme assooié au systéme pfaffien (1);
il est facile de voir que, 8i Pon remplace les formes «” par un autre systénhe
des formes indépendantes entre elles et indépendantes des formes o
le systéme 3 sera remplacé par un gystéme équivalent que l'on obtient en
aggujettissant les expressions X,f & une substitution linéaire convénable-
ment choisie. I1 est aussi évident que la relation entre les systémes S
et § est invariante par les transformations de variables dans .U. '

Si le systéme § admet dans un voisinage d’un point régulier q inté-
grales premiéres indépendantes entre elles, on aura les relations suivantes

aff = Xifte® (6=1,2,...,0

qui permettent d’exprimer g des formes " par les différentielles df' 91:
par les autres formes du gystéme o', o’, ..., o*. En changeant au besoin


Yakuza


26 CHAPITRE I. Notions et opérations fondamentales.

e N 7 - .
les indices des formes o , on peut alors remplacer lo systéme des équations
(1) par le systéme équivalent de la forme suivante N

' =0, =0, ..., df"=0, o*"'=0,.., o =0.

8i Yon change les variables en prenant les ‘fonctions Ny i 1
. . . et
comme nouvelles variebles, les équations ci-dessug §'écriront comme il
suit
1
de' =0, do” =0, ..., do" =0, ™ =0, .., o =0

et alors toute variété intégrale du systéme S sera contenue dang une
variété lindaire o' = ¢!, 2" = &*, ..., 27 = ¢* de l'espace euclidien R"(@").

Le plus grand nombre des intégrales premiéres indépendantes du
systéme § est égal & s; ce nombre est atteint, si le systéme § associé & §
est un systéme complet ([28], p. 48) dans un voisinage de Hout point réj

gulier. Dans ce cas le systéme S est équivalent au systéme des équations
suivantes

aft =0, dff=0, .., d4*=0
dontlla. so}butilon qla plus générale 4 n—s dimensions est donnée par les
relations f*(a', 2%, ...,4") =", o', *, ..., " étant des constantes arbi-

traires qui peuvent &tre choisies de telle maniére que la variété intégrale
Passe par un point régulier »f arbitrairement choisi dans U; il résulte
des théortmes bien connus des systémes complets ([28], p. B5) que c'est
une variété intégrale unique du systdme S jouissant de cette propriété
Nous pouvons done énoncer le suivant ' i
TraborbME 2. 84 le systéme associé & un systéme § formé de s équations
Pfaffiennes en général indépendantes dans un owvert U de B"(a") est complet
par towt point régulier de U passe une et une seule varidté intégrale & ﬁ——s’
dimensions du systéme S et ce systéme peut dire mis sous la forme

d* =0, d2=0, .., @ =0.

Il est utile d’avoir un critére qui permettrait de reconnaitre sur
un systéme de Pfaff, sile systéme qui lui est associé est un systéme com-
plgt. Pour obtenir ce critére supposons que le systéme des équations (16)
soit complet et remarquons que, dans les notations adoptées ci-dessus, des

formules (9), (11) et (13) résultent res i i
pectivement les 1
rorma et U 5 relations de la

) of = Xnfo'+ X, fav,
(11°) do" = 383 [0 T+ 8 [0f 0414 § S [k oY,
(13") () (N8 X f4+- S X, f = 0

(hyi,j=1,2,..., 8 k,l,m=1,2,...,r; r+8 =n).
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Le systéme des équations (16) étant par hypothése complet dans un
voisinage de tout point régulier il est ([30], p. 383)

(X ) () + 85" T f = 05
en tenant compte des équations (13') on en déduit les relations suivantes:
Sl =0 (h=1,2,..,8 k1=1,2,..,7).
La formule (11') prend alors la forme
o = 38 [0 o148l [ 5"];
il en résulte que les équations dw” = 0 sont des conséquences des équa-

tions o =0 (h=1,2,...,s) du systéme S. Oe fait peut 8tre exprimé
par les relations suivantes (vol. I, p. 58): :

do” = 0 (modw', o*, ..., 0°).

On voit facilement sur les équations (11') et (13’) qu’inversement,
si ces relations sont satisfaites, le systéme des équations (16) est un systéme
complet. Nous pouvons donc énoncer le théoréme suivant.

THEOREME 3. Pour que le systéme associé & wn sytéme de Pfaff " =0
(h=1,2,...,8) soit complet, il fout et il suffit que les relations

do™ = 0 (mod o', o, ..., °)
soient satisfaites dans un voisinage de tout point régulier.
8. Systémes complétement intégrables. Le systéme pfaffien § formsé
de s équations (1)

=0, =0, .., =0

4 n variables est dit complétement imtégrable, si par chaque point régulier
passe une et une seule variété intégrale & la plus haute dimension r = n—s.
D'aprés cette définition le systéme S est complétement intégrable, si le
nombre s est égal & n—1 (n° 6) ou si le systéme qui lui est associé est un

‘gystéme complet (n° 7); dans ces deux cas par tout point régulier passe

une variété intégrale unique & n—s dimensions.

Maintenant nous allons démontrer un ecritére nécessaire et suffi-
sant de l'intégrabilité compléte.

THEOREME 4 (G. Frobenius). Pour quele systéme de Pfaff composé
des équations o =0 (h =1, 2,...,8) données dans un owvert R"(a") soit
complétement intégrable, il faut et il suffit qu'il soit

(1) do" = 0 (modo', o, ..., o)

dans un voisinage de lout pownt régulier.
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Commengons par une remarque. Si le systéme § des équations (1)
satisfait & la condition (17),il en est de méme de tout systéme des équa-

tions qui lui est equivalent. En effet, faisons sur les formes o wne substi-
tution lindaire

(18) o* = afol, |af| #0 (hyk=1,2,..,3),
En différentiant extérieurement ces égalités on trouve
dw® = afdo+ [dak o).

On voit sur ces formules que les équations d* = 0 sont des congé-
quences des équations @® = 0, si on tient compte de relations (17) ef
que I'on y remplace les formes o™ par leurs expressions tirées des équations
(18); il est done do" =0 (moda', o, ..., o). Ajoutons encore que la
propriété du systéme § exprimée par les relations (17) est visiblement
indépendante du choix des variables. -

La suffisance de la condition (17) résulte immédiatement des Thé-
orémes 2 et 3 du numéro préeédent. Pour démontrer sa néeesgité suppo-
sons que par chaque point régulier passe une variété intégrale & r =Nn—3
dimengions. Soit M, un de ces points; dans un voisinage de M, les équa-
tions (1) peuvent donc étre résolues par rapport aux différentielles de s
variables. 8i Pon change de notations, en désignant ces variables par

2,7, ...,7, le systéme § peut tre remplacé par le systéme équivalent
de la forme

(18) o = 4 — (Alda' 4 Al de® ctdrary =0

(h =1,2,...,8; P = 17,_‘9)‘

Désignons les coordonnées de M, par oh, %5 nous pouvons supposer
qu'il soit @f =0 (I =1,9,...,7). Considérons maintenant une variété
intégrale I, , passant par M, et une variété plane @ & s--1 dimensions
bassant aussi par M, et détinie par les équations o = m't(l = 1, 2, ... 1),
ol les coefficients m' sont des constantes non toutes nulles et ¢ une varia-
ble auxiliaire. La courbe intégrale ¢ du systéme des équations (18) située

dans hyperplan Q et Pagsant par M, est déterminde par les équations
différentielles

(19) de = (me‘+§§'mz+...+ll‘m')dt

et par les oonditions initiales 2 = #* pout ¢ — 0; 1es coefficients I*

1 sont
des fonctions des variables 2* et de  que Von déduit des costticionts

des équations (18) en y substituant aux variables ' leg expressions m¥.

La courbe intégrale ¢ du systéme (18) est done déterminée univoquement

par les conditions imposées et, comme la courbe d’inters cotion do Ia variéts

i:mg
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7 i intégrale, elle et identique

de I’hyperplan @ est augsi une courbe int orale, :

;%Z ?:. courbz I;J Tl résulte de la forme des équamlons. (19) gue les équa
tiong de ¢ peuvent 8tre présentées sous la forme guivante:

! 1 2 8
& = gl (m't, mAt, ..., M5 R, Ay %)y

. 1 . .
olt la variable t figure exclusivement dans les prodm'ts. m't. 8i 'on varie
grbitraivement les paramobtres m' et t dang les ‘équations

& =mht, =gl (m't,. . w5, %)
. U=1,2,00,r; h=1,2,...,8)

ingi i i intégrale I,_, dans un voi-
jent ainsi tous les points de la variété in a _
g;:glltlggtM o- En éliminant de ces équations 1a variable # on obtient les w

formules
20) & = M@ty &ty ey @5 By ey ) (B=1,2500,85 78 =n)

i i it ([30], p. 382) que toute
t cette variété intégrale. Or on sail . I bout
if;ﬂ:i:gzﬁmlytique du gystéme des équations différentielles (19) satisfait .

aux relations de la forme
N —
Y mit, mity L, w2 ) =4 (R=1,2, 8)

t
i i tes en les résolvant par rappor
e l'on obtient des relations précédex} 8 en . _
guzl 2, ..., 4. Il en résulte que tous ies points de }a variété intégrale
I N doajns ’un voisinage de M, satisfont aux équations
n—s
—
(20" Yot @ty .l 2 A = A
4 oh N
Si V’on prend les fonetions y" comme nouv;alles variables 7 ta.uﬁl;_«z
i z 1
Qes variables 2", ces équations deviennent 2 = &1 Commo on pert v e
les valeurs des constantes z dans un voisinage du s’ya‘u me s
mitivement choigies sans que le point M, cesse d’étre un p'été e mlé
il gen guit que les équations 2* = 2} représentent une vari 'gbles
pour tous ces systémes des valeurs_ 2. Dans 12 sysﬁgi ;1&5 g;f;iions
o*, 7 le systéme des équations (18) doit done 8tre équiv
suivantes: . .
P =dt =0, @=d'=0, .., © =z’ = 0.
Comme on a ici dm" = 0, les conditions
do" =0 (mod @', @, ..., »’)

" . -
sont satisfaites et, par conséquent, il en est (.1e méme des équa.inonst wde 12,
du systéme S en vertu de 1a remarque faite au commencemen
démonstration du Théordme de Frobenius.
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9. Compléments. 1° En démontrant la nécessité de la condition de
Frobenius nous avons en méme temps montré que la variété intégrale
I, s passant par un point régulier, si clle existe, est unique et qu’on I’ob-
tient en intégrant un systéme de s équations différentielles & ¢ ineonnues.
Si le systéme de Pfaff est complétement intégrable, cette variété peut
étre présentée sous la forme des équations (20') ou (20”); nous dirons que
ces équations contenant s constantes arbitraires représentent Uimtégrale
générale du systéme de Pfaff compldtement intégrable.

2° La condition d’intégrabilité compléte du systéme & défini par ley
équations (1) est exprimée par les relations (17) qui doivent &tre vraies
en tout point régulier. Or remarquons que les points singuliers du systéme,
¥’il en existe, doivent ratisfaire aux équations que I’on obtient en annulant
tous les déterminants du degré s de la matrice des coefficients des formes
" qui figurent dans les premiers membres des équations (1) (n°86). Oes
coefficients étant analytiques, on en conclut que tout voisinage d*un point
singulier contient un infinité de points réguliers; done, si les relations
(17) sont vraies pour les points réguliers, il en est de méme pour les points
singuliers. Il en résulte que I’énoncé du Théoréme de Frobenius peut

* étre remplacé par le suivant: pour que le systéme S défini par les équations
(1) soit complétement iniégrable, il faut et il suffit que les relations (17) soient
satisfaites dans tout Vouvert U, ol le systéme est défini. Cette forme du eritére
est plus commode dans les applications, car elle nous debarrasse de lexa-
men du systéme dans les points singuliers.

3° Nous avons vu (v. la fin du n°8) que, si le systéme 8, formé de s
équations de Pfaff indépendantes dans un ouvert U de R™(«*), est comple-
tement intégrable, il est équivalent dans un voisinage de tout point régu-
lier au systéme des équations de la forme

(21) ' =0, dy=0, .., @=0

y" étant s fonetions indépendantes; la réciproque est évidente. Nous
pouvons donc énoncer le critére suivant de lintégrabilité complate:
pour que le systéme 8 soit complétement intégrable, il faut et i suffis qu'dl
puisse Ere mis sous la forme des équations (21).

4° Exemple. Considérons 1’équation de Pfaff
(22) © = ade* =0

donnée dans un ouvert U de R"(«"). Pour que cetite équation goit complé-
fement intégrable, il faut et il suffit, selon le Théorsme de Frobenius, que
la relation [wdw] = 0 soit vraie dans tout Pouvert U. En développant
le produit du premier membre et en se gervant de la formule

icm
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(n° 4), la relation ci-dessus devient

da o
# A E% P . S
|\ — — — | [de*dx’* da*] = 0.
® ( o’ ()w“) [ I
Les coefficients des produits [dz”de’dz"] devant s’annuler on trouve
ainsi les conditions suivantes:

da da oa da da c’?ﬁ
99" RO R o) g A P
(22 a”(("lml Om”‘) P al(f)m" (’)a;") t a”(@m" Ow‘) 0.

Si ces relations sont satisfaites pour chaque systéme des valeurs des
indices #, 4, u, 1’équation (22) est complétément intégrable et son inté-
grale générale peut s’éerirc comme il suit

fa', oy ..y 0") =0,

o étant une constante arbitraire. Comme d’aprés le théoréme général
Péquation (22) est dans ee cas équivalente & Déquation df = 0, il s'en
suit qu'il existe une fonetion g, appelée facteur intégrant de Véquation,
telle qu’il soit w = odf dans tous les points réguliers.

Remarque. La condition (22') étant identiquement satisfaite si
n = 2,1l g'en suit que toute ’équation de Pfaff & deux variables est comple-
tement intégrable.

§ 3. Classe d’une forme' différentiel}e

10, Définition. Soit donnée dans un ouvert U de R"(#”*) une forme
différentielle analytique P. Si 'on assujettit les coordonnées ©* & une trans-
formation analytique 7, il peut arriver que le nombre de variables qui
figurent dans les coefficients et dans les différentielles de T(®) devient
inférieur & n. On appelle olasse d'une forme différentielle le nombre mi-
nimum de variables au moyen desquelles elle peut étre exprimée, si on
choisit convenablement la transformation 7.

11, Détermination de la classe. Pour déterminer la classe d'une
forme nous démontrerons d’abord un théoréme auxiliaive en mnous ser-
vant de la notion de systéme associé & un ensemble de formes extérieures
(n®1;vol. I, n* 13, 14). )

THREOREME 1. Si O est une forme différentielle, le systéme associé au
systéme {@, AP} est complétement intégrable.

Nous démontrerons ce théoréme pour une forme du troisitme degré;
soit done

1) @ = ga,,,[de"do’ da"].
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Supposons que le systéme associé & {®, dP} se compose de r équa-
tions linéairement indépendantes

(2) o' =0, =0,

dont les g premiéres forment le systéme associé i @; le rang do & egt par-
suite égal & ¢ (n°1). Choisissons maintemant n—» formes différentielles
linéaires "', o™, ..., o" indépendantes des formes w', o sy o
Il résulte de ces hypothéses que la forme & peut étre exprimée au moyen
des formes o', o*,..., »%; on peut done poser

vy @ =0

(8) qi':‘il]A?ﬁ}‘[wiwz ?’] (57;’;:1727'“7!1)'

Pour montrer que le systéme des équations (2) est complétement
intégrable il faut prouver la congruence ’

do” =0 (modo', ..., 0") (h=1,2,...,7),

qui exprime que chaque terme de la différentielle extérieure do” contient
'une au moins des formes o', o’,..., 0" (cf. vol. I, p. 58).

Considérons d’abord 'une quelcongue des formes w_’”(l—z =1,2,..,9),
par exemple la forme w?; I'équation w! = 0 appartenant au systéme agso-
¢ié & @, ' doit figurer dans 'un au moing des termes de Pexpression
(3) avec un coefficient différent de zéro (vol. I, n°14). Nous pouvons
supposer que ce soit le terme A, y[wlw?w®]; par congéquent la forme dP
doit contenir le terme A;y[dotwiw®]. Admettons qu'il soit dw! =0
(modw’, % ..., o), contrairement au théoréme 3 démontror. La dif-
térentielle dw! contiendrait done un terme de la forme h[w*w*] (b =0,
%, A >v) et, par suite, dans le produit Aps[doto?e®] devrait figurer
le terme A, hlo*0'0’0w™. I en régultrait que la dérivée

3dd
do*dw*dw®

d«;vra.it c?ntenir le terme A, ha” (x >r) indépendant des formes wl,
@, ..., 0" et que, par conséquent, le systéme (2) ne serait pas le systdme

agsocié au systéme {@, dd}, contrairement 3 ce que nous avons supposé.
Le raisonnement étant général on a

(4) do® =0 modw?, o, ....., o) (Z=1,2,...,q).

Envisageons maintenant la différentielle a®; selon la formule (3) on &
1 T i 7
(5) 49 = gldds;0" o' o]+ o Ajy[de’ o o'
Un rafgonnement tout pareil & celui

qui nous a conduit i
(4) montre qu’il doit stre it & la relation

445 = 0 (mod ', o'y, o).

icm
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II résulte aussi de l'expression (B) que les termes de la différentielle
d® ne contiennent chacune des formes o', w®*, ..., 0" que l'une fois
au plus. On peut done poser .

ad = Jll Bl o" mnvm[mfj -+ 41, it [(uﬁwiw;‘wr”]
(a=q11,q42, ., b1, 7,k =1,2,...,9).

Si tous les coefficients B sont nuly, les systémes asgociés & P eb
4 {®, 4D} sont identiques (r = ¢) et dans ce cas le théoréme est vrai en
vertu de la relation (4)., Supposons maintenant que ces coefficients ne
goient pas tous nuls. Nous pouvons supposer, en permutant au besoi_n
les indices, quo l'un des coefficients B,y soit différent de zéro. En déri-
vant 1a forme d® par rapport & !, w® et w?, on trouve

e = By 0" Ol wﬁ B <a<n).

Nous pouvons supposer, en faigant au besoin une substitution sur

les formes w® (a = g41, ¢-2....,7), que cette dérivée se réduise & o***
et que, par suite, dP contienne le terme [0%"w'w’®®]. On peut done poser
(6) AP = [0 o' 0?4 X,

X, désignant une forme dn quatridme degré. Remarquons que, d’aprés
les hypothéses faites ci-dessus chaque terme de X, contient au plus deux
des formes !, w?, w® et au moins deux des formes w°, ol 3 <a <‘r.

En différentiant extérieurement la formule (6) on obtient une relation
de la forme:

[do" o' 0]+ W = 0,
ol 'on a désignée par ¥ une forme du cinguidme degré; chaque terme d.e
W, doit done contenir une au moins des formes linéaires »* dont les indi-
ces satisfont aux indgalités 3 < a <r. Done en multipliant les deux
membres de la relation ci-dessus par [w'e’...w"], on obtient 1'égalité
suivante:
[dw’ o' @, o] = 0;

il gen suit quil doit étre dw®™* =0 (mode', v®,..., »"). Le raisonne-
ment étant général on démontre ainsi les relations

do® = 0 (mod o', 0, ..., 0") (a=q+1,¢+2,..,7);

lensemble de ces congruences et des congruences (4) montre la validité

du Théoréme 1.
8i la forme @ est fermée (dP = 0), le systéme associé & {@, dP} se
réduit & celui de la forme & et I’on peut énoncer le corollaire suivant:
3
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COROLLATRE. Lé systéme associé & une forme fermée est complétement
intégrable.

THEOREME 2. La classe d'une forme différentielle @ est égale au rang
du systéme assocté o {P,dd}.

" Conservons les notations et les conventions adoptées dans les rai-
gonnements précédents; nous rappelons en particulier que le rang du sys-
téme (2) associé & {P, dD} a été désigné par r. Le systéme (2) étant, selon
le Théoréme 1, complétement intégrable, on peut par un changement
de variables, le remplacer par le systéme équivalent de la forme suivante
(n°9, 8°) : .
(N dr* =0, dr*=0, ..., dz"=0.

11 g’en suit que l'on peut poser
@ = guy[dadaidd]  (h,i,5=1,2,...,7).

Pour démontrer le théoréme il faut et il suffit de faire voir que les
coefficients a; ne dépendent que des variables #',a°,...,2". Suppo-
sons en effet que, par exemple, le coefficient a,,, dépendrait d’une variable
#* (% >r); nous pouvons supposer qu’il 8oit @,y = ™. On aurait par
suite @ = "' [do' do’ du’]4¥,, ¥, étant une forme du troisidme degré
dont chaque terme contient 'une au moing des différentielles ds*, da®,
...y @x". I en régulte la formule

a0 = [da" ' do' da’ da®]+ X,

ol X, désigne une forme du quatridme degré. On en déduit I’expression

aSQ — d ¥l
damadsods W T
o étant une forme linéaire aux différentielles dz" (h=1,2,...,#). 11

en résulte que le systéme associé & {D, P} devrait contenir I’équation
—da™+ o = 0 qui est indépendante des équations (7); or ceci est con-
traire & ’hypothése faite sur ces équations. Nous avons aingi montré
que les coefficients et les différentielles de @ ne dépendent que des varia-
bles o* (h =1,2,...,7) et que par conséquent la classe de cette forme
est an plus égale & r. Elle ne peut dtre inférieure 4 , car dans le cag con-
traire le systéme associé & {®, AP} serait de rang inférieure & r. Le Thé-
oréme 2 est aingi démontré.

Bi une forme & est fermée (4@ = 0), le systéme agsocié & {D, ad}
se réduit & eelui de €. De eette remarque et du Théordme 2 résultent deux
corollaires.

CoROLLATRE 1. La classe d'une forme fermée est égale & som ramyg.

COROLLAIRE 2. La clagsse d’une. forme quadratique fermée est un nom-
bre pair (of. vol. I, 18).

|cm
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On dit qu'une forme différentielle de clagse r et ramende 4 une forme
réduite, si dans son expresgion ne figurent que » variables et leurs diffé-
rentielles. Il résulte de ce qui préeéde gue pour ramener une forme P
& Pexpression réduite il faut intégrer le systéme associé & I’ensemble des
formes @ et dP.

Si 1a clagse d'une forme P, est égale & son degré p, sa forme réduite
ne conbtient que l'un terme

D, = Aldz'dx’...da"].
8i Pon y introduit au lieu de #' une nouvelle variable #' an moyen
de la formule # = [Ads', on obtient I'expression suivante:
@, = [az'da’...da"];
o'est la forme ocanonique d'une forme différentielle dont le degré et la
classe sont égaux. :

12. Expression canonique d’une forme quadratique fermée. Soit
donnée dans un ouvert U de R"(«”) une forme quadratique fermée
de rang 2r, dont les coefficients sont des fonctions analytiques. La classe
de 2 étant égale 4 son rang (n° 11, Corollaire 1), on peut supposer que
cette forme soit exprimée au moyen des variables o', %, ..., #*". Posons

0 = }a,[dodd’]  (%,A=1,2,...,2r).

Le rang de Q étant égal au nombre des variables, on a |a,| # 0;
or on sait que ce déterminant est égal, & un facteur numérique prés, au
carré de l'agrégat de Pfaff d’ordre 2r de la matrice [l (vol. I, p. 34).
En désignant cet agrégat par P on a ([47], p. 21 et 24)

r
(8) P =20'le17
4; (A=2,3,...,2r) étant des polyndmes en a,; (»,4 51).
Pogons maintenant :
(9) Q, = Q—[dfdg],

f et g désignant deux fonetions analytiques dans U. On peut présenter
cette formule sous la forme suivante:

Q, = Yaulde*aa’l,

ol
D(f,
(10) Ay = aﬂvﬁ%—%}%.

Tl est évident que 2, est une forme fermée, par conséquent sa classe
est égale 3 son rang (n®1l, Coroll. 1); pour que ce rang soit inférieur
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4.2r, il faut et il suffit qu’il soit |@,,] = 0 et, par conséquent, qu’il en
goit de méme de V’agrégat de Pfaff de la matrice ||@,,|. Done il doit étre
(11) P = i_’}auzl =0,

Qw2
‘P ot 4, ayant la signifieation analogue & celle employée dans la formule
©® Si l'on pose f = a*, les formules (10) prendront la forme

0—;’; (A #1), Gg=0, (x,1+1);

Gy = @y —;

on aura par suite A; = A; et Péquation (11) prendra la forme

3 g
D g =0
2r

ar
2“11{11 - ZAA% =0.
ppac]

A=2

oun

En tenant compte de la formule (8), I'dquation précédente peut
§écrire

2r
a
(12) E 4, 557 —p.
A=2

L’agrégat P étant par hypothése différent de zéro, on en conclut,
eu égard 4 la formule (8), qu’il en est de méme de I’un au moins des eoeffi-
cients 4;. Soit g = g(a*, 4%, ..., 4*) Pune quelconque des solutions de
1'équation (12); il est évident queles fonctions ¢ et 2 gont indépendantes,
car autrement 1’équation (12) entrainerait I'égalité P = 0, contraire-
ment & Vhypothése faite sur 2. Nous pouvons done faire un changement
de variables tel qu'il soit g = 4™*. La formule (9) prend alors, dans un
voisinage d'un point arbitraire de U, la forme

Q; = Q—[datds"t"].

) .La forme 2, est de clasge 2r—2, car autrement Q serait de clagse
‘inférieure & 2r. En proeédant ainsi de proche en proche on obtient une
guite des formes :

@y = Q,—[da’ do ],
2y = Q,—[da’da"+*],

-Qr-1 = Sdp_g [dw >ldw2"—1],

icm
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dont les classes sont respectivement égales & 2r—4,2r—6,...,2. Q,,
étant de classe deux, elle peut étre réduite & la forme 0,_, = R[ds"da™"].
En remplagant la variable 4" par [ Rda" on réduit 1o coefficient R & Punité;
on peut donc poser

2, = [ds" da™].

En ajouttant les équations ainsi obtenues on arrive & la formule

.
Q = )'[ar'da"].

1=l
Nous avons ainsi démontré le théoréme suivant:
THEOREME 3. Une forme différentielle quadratique fermée C* donnée

dans un ouvert de R"(x*) peut toujours dams un voisinage de fout point de
cet ouvert btre ramenée & la forme canonique suivante:

D [da’ da1).
1=l
Remarque. En démontrant ce théoréme nous avons supposé que
les coefficients de la forme soient des fonetions analytiques; Me'® P.
Libermenn a démontré ce théoréme en supposant seulement qu’ils soient
de clagse O [35].

13. Expression canonique d’une forme : différentielle linéaire.
Supposons que dans un ouvert U de R"(z*) soit donnée une forme de
Pfaff w, analytique et de elasse 2r+1. La différentielle extérieure dw
étant une forme quadratique fermée, on peut done, par un changement
de variables convenable, la ramener & la forme

8
do = Z [de"dz*'], & <.

Codm=l -

8
Les deux formes o et Yo' da™' ayant la méme différentielle exté-
i=1

rieure, leur différence est ég:ale 4 la différentielle d’une fonetion @; on
peut done poser

@

R A i
o= Y dds’"t"+da.
1

]
-

La forme o étant de clasge-2r+1, on en conclut qu'il doit étre g=r
et que a, ', 22,...,24" doivent former un systéme des fonetions indé-
pendantes. Si on prend « comme une nouvelle variable ™', on aura

.
L .
0= 2 o' du 4 gt

1=l
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Supposons maintenant que o soit de classe paire 2». En posant
wi = w-+ du,

ol « est une variable auxilaire, on obtient une forme de classe 2r--1,
qui, d’apres le résultat obtenu plus haut, peut étre réduite & 'expression
guivante: :

’
i, vt
0, = Zm w4 de,
im

ol 2 est une fonction de la variable u et des.variables qui figurent dansg
. En comparant les deux derniéres formules on obtient

0= g;widw'”—l— d(s—u).

Si Pon choisi % de maniére qu’il soit # = 2, on arrive & la forme
S
o= Yo dg"™,
Nous pouvons done énoncer le théoréme suivant:

TetortME 4. Une forme différentielle lindaire C°, donnée dans un

ouvert U de R™(a), peut &ire ramenéde dans un voisinage de tout point de
U & Pune de deun expressions suivanies:

r r
Zmidw""i, Zwidw”i—k Ao
i=1 i=1 '

suivant la parité de sa olasse.

) 14. Expressif)ns canoniques des formes différentielles a # va-
r_mbles de degrés n et n—1. a) Toute forme @, non. nulle, & n va-
riables de degré n peut s’éerire comme il suit

‘ D = Aldedu?...dz").
On la raméne & expression canonique
@ = [dz'dw?...ds"]
en remplagant s par une nouvelle variable 7! u
iy oy 1 moyen de la formule

b) Désignons par ¥ une forme analytique & n variables de degré
n—1; on peut l'dorire de la manitre guivante:

Y= Y (=10 [d0t .. da e,

i=1

iom
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Formons maintenant ’équation [Wdf] = 0, ou f désigne la fonction
inconnue. En développant le produit du premier membre, on en déduit
Péquation suivante:

i} i) i
(%5;{— -}az%{f »{—...+an—a—g;) [deidp?...dz"] = 0.

La fonetion f doit done satistaire A 'équation linaire et homogéne
aux derivées partielles du premier ordre

of af of

@y = ()—m~; —kaa‘aﬁ ‘|“...+a¢n'0"w‘ﬁ = 0.

En choisissant arbitrairement un systéme de n—1 intégrales indé-
pendantes y?,y?, ...,y ' de cette équation, on aura les relations

[Pay'] =0, [Pdy]=0, .., [Pd"']=0.
Ellos expriment que la forme ¥ est divisible par chacune des for-

mes différenticlles lindaires dyt, dy?, ..., dy™~" et, par suite, par leur pro-
dnit (vol. I, p. 25). On peut done poser

¥ = Aldyrdy®...&" ']
Si A s'exprime au moyen des fonetions y*, ¥, ..., y"~!, ¥ peut étre
ramenée & la forme
(13) ¥ = [dytdy?...ay" ']

si le coefficient A est indépendant de ces fonctions, on peut le prendre
pour une nouvelle variable 3™ et ¥ devient

(14) Y = g Ay dy?...dy" .
Remarquons que dans le premier cas la différentielle extérieure
de ¥ est nulle et que dans le second cas elle est différente de zéro.
TusorkME 5. Toute forme différentielle de degré n—1 & n variables

peut, par un choix de variables, élre ramenée & la forme (13), lorsque sa
différentiolle extérieure est nulle, et & la forme (14) dans le cas coniraire.
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