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VORWORT

Im Jahre 1934 hat A. Wundheiler die grundlegende Begriffe der
Theorie der geometrischen Objekte in einem Vortrag auf der ersten inter-
nationalen Konferenz fiir tensorielle Differentialgeometrie und ihre An-
wendungen in Moskau dargestellt (s. Literaturverzeichnis, A. Wundheiler
1937 [1], [2]). Dieser Vortrag gab AnlaB zu den Arbeiten von J. Haant-
jes-J. A. Bchouten (1936, 1937), in welchen die Grundlegung dieser
Theorie erfolgte. In dem seither vergangenen Vierteljahrhundert hat sich
die Theorie der geometrischen Objekte zu einer selbsténdigen Disziplin
entwickelt, sie umfasst heute mehr als hundertsiebzig Arbeiten, darunter
die Monographie von A. Nijenhuis (1952).

Die vorliegende Arbeit setzt sich ein beschrinktes Ziel: es wird —
wie es der Titel des Buches zeigh — der Akzent auf die Anwendung der
Funktionalgleichungen in dieser Theorie und auf ihre Losung unter wo-
moglich schwachen Bedingungen gelegh. Es werden hier also weder die
Theorie der Xijeschen Gruppen noch abstrakte algebraische Methoden
sowie Untersuchungen in gefaserten Riumen angewendet. Dies gibt un-
serem Buch einen in gewissem Sinne elementaren Charakter (an Vor-
kenntnissen werden nur die Elemente der Differential- und TIntegral-
rechnung, der gewsOhnlichen und partiellen Differentialgleichungen sowie
der Matrizenalgebra vorausgesetzt). Ubrigens wollen wir auch keine Voll-
stindigkeit erzielen. Wir trachten weniger s@mtliche Brgebnisse vorzu-
filhren als einige charakteristischen Probleme und Gedankenginge zu
zeigen. Wir beweisen auch nicht alles; auf manche Regultate und auf
manche Schritte der Beweisginge wird nur kurz hingewiesen. HEndlich
lagsen wir auch gewisse Probleme und Fragen offen.

Wi die grundlegenden Begritfe und Bezeichnungen betrifft, sind sie
im Kapitel I (Binleitung) zusammengestellt.

Das Buch gliedert sich in Xapitel, Abschnitte und Paragraphen. Ein
Hinweis im Texte wie IT. 1 § 3 bedeutet den. dritten Paragraph des ergten
Abschnittes im Kapitel II. Innerhalb eines Kapitels werden nur die
Nummern der Abschnitte und Paragraphen, innerhalb eines Abschnittes
nur die der Paragraphen szitiert, Die Satre und Formeln werden inner-
halb der Abgchnitte laufend nummeriert, so daf z. B. der Hinweis LI, 2 (5)
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die Formel (5) des zweiten Abschnittes im Kapitel XII bedeutet. per
Hinweis auf die Arbeiten im Literaturverzeichnis erfolgt folgenderweise.
Bs ist z. B. dje im Texte mit V. V. Wagner 1949 [3] zitierbe Arbeit im
Literaturverzeichnis unter dem Haupttitel 1840 bei dem Namen V. V. Wag-
ner unter der Nummer [3] zu suchen.

Wir haben getrachtet, dal das Literaturverzeichniy womdoglich alle
sich ausdriicklich mit der Theorie der geometrischen Objekte befassenden
Arbeiten (also nicht nur die in diesemn Buche verwendeton) enthalte.

Obzwar der Text des ganzen Buches Ergebnis der Zusammenarbeit
der beiden Verfasser ist, wurden die Abachnitte IL 2, IT. 3, IL. 4, IT. 6,
IX 7, IIL 3, IV. 2, IV. 3, IV. 4 vom ersten, die Absahnitte II. 5, II. 8,
V. 2 vom zweiten Verfasser redigiert. Die tibrigen sind gemeinsame Arbeit
‘der Verfasger.

Wir hoffen mit diesem Biiehlein einergeits den Kennern dieser Thaeorie
einige Erginzungen und Vereinfachungen zu geben, andererseits vielleicht
neue Tnteresse heziiglich dieses CGegenstandes zu wecken. Besonders
wiirde eg uns freuen, wenn einige von uns vorgetithrten, zur Zeit offenen
Fragen geldst werden kénnten.

Die Verfasger danken den IIerren Dr. M. Hogszd (Migkole) und
Dr. M. Xuezma (Katowice), die das Sachverzeichnis zusammengestelll
‘haben, sowie dem Verlag fiir die vorteilhalte Ausstattung des Buches
und fir das verstindnisvolle Hingehen auf die vielen nachiriiglichen
Anderungswiinsche, womit es moglich gemacht wurde, dal das Buch
auch die letzten Brgebnisse umfasgen und in der zur Zeit bestmodglichen
Gestalt erscheinen kann.

Debrecen und Krakéw, den 28. Juni 1960,

J. Aczél

S, Golgd
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L. EINLEITUNG

§ 1. Arithmetischer und geometrischer Raum. Koordinatentransformationen
Eine Folge von # (n eine natiirliche Zahl) Zahlen (Komponenten)

(1) o, .., 0

wird ein arithmetischer Punkt genannt. Die Menge 9, von allen arithmeti-
schen Puniten mit » Komponenten wird n-dimensionaler arithmetischer
Rawm genannt, der mit der iiblichen Topologie versehen wird. Bin n-dimen-
sionaler geometrischer Raum ist ein topologischer Raum M von Blementen,
die Punkte genannt werden, von der Eigenschaft, daf zwischen 9% und
einem Teile von %, eine topologische Abbildung hergestellt werden kann.
Binen solchen geometrischen Raum werden wir kurz mit X, bezeichnen
ohne Riicksicht darauf, ob es sich Dbei dieger Korrespondenz um den
ganzen ¥, oder nur um einen echten Teil von U, handelt. Ist die oben
genannte Zuordnung vorhanden, so nennen wir die Zahlen der dem
Punkte p zugeordneten Folge (1) die Koordinaten des Punktes ».

Es sei betont, dafB derselbe ¥, auf verschiedene Weisen und eventuell
auf verschiedene Teile des 91, abgebildet werden kann. Hine solche Ahb-
bildung wird ein Koordinatensystem (Becugssystem) genannt.

Den Ubergang von einem Koordinatensystem (B) zu einem ande-
ren (B) nennen wir Koordinatentransformation T.

Es seien

51’ s E-n

die Koordinaten des laufenden Punktes p im Koordinatensystem (B) und
2oL,

seine Koordinaten im System (B). Wegen unserer Voraussetzung sind
die & (= 1,. y ) eindeutige Funktionen von £, .., & und umge-
kehrt die & eindeutige Funktionen von Z°, ..., £*. Die Koordinatentrans-
formationen (B)-»(B) bzw. (B)—(B) lassen sich also analytisch durch
die Gleichungssysteme

(2) ;Ex — Q?n(fl, ey 501.) — ‘P"(’El) (

=1, ,%
=1,
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ein wesentliches Untergruppoid ist), fiir welche ¥(£2) noch eine geometrische
Komitante bleibt.

Keines der beiden Problemenkreise wurde bisher systematisch unter-
sucht.

Zur Komitantentheorie gehdren auch die sog. ersten und zweiten
Redultionssiitze (J. A. Schouten 1954). Wir vermuben, daB diege mit
der Methode der Funktionalgleichungen bewiesen werden kénnten.,

Die Entdeckung von A. Nijenhuis 1951 einer neunen Differential-
komitante erster Ordnung von zwel gemischten Tensoren zweiter Stufe
war Tir einige Geometer unerwartet und iiberraschend. Schouten 1953
{1], [2] findet alsdann weitere Differentialkomitanten und behauptet,
dall es gewill moch weitere geben muf. Die vollstindige Losung dieses
Problems fihrt wiedernm zu einem System von Funktionslgleichungen.
Dieses System ist aber ziemlich kompliziert. Fiir # = 2 und tiir den Typus

der Nijenhuis'schen Objekte besteht das System aus 8 Gleichungen fir 8

unbekannte Funktionen von 24 Verdnderlichen.

Die sogenannten Differentialoperatoren bilden einen Spezialfall von
Differentialkomitanten. Sie sind Differentialkomitanten, von GréBen
{d. h. von Skalaren, Biskalaren, Tensoren, gewohnlichen und Weylschen
Dichten und Tensordichten), die anch selbst GréBen sind. Was die Differen-
tialoperatoren erster Ordnung betritft, so sind die folgenden seit langer
Zeit bekannt: der Gradient eines Skalarfeldes, die Rotation eines p-Vektor-
feldes und die Divergenz einer p-Vektordichte vom Gewicht +1 (ein
p-Vektor ist ein p-fach kontravarianter schieffsynimetrigcher Tensor). Hs
scheint, daB die Behauptung von J. A. Schouten 1951, daB es auBer der
oben genannten drei Differentialoperatoren erster Ordnung keine andere
gibt, wenn der Raum mit keinem Hilfsobjelt ausgestattet ist, in voller
Allgemeinheit nur auf Grunde der Theorie der Funktionalgleichungen
bewiesen werden kénnte.

Der Begriff der Differentialoperatoren erhebt auch ein anderes
grundsitzliches Problem. Eine Funktionaltransformation, die den Faldern
von geometrischen Objekten und ihven Funktionen anders Funktionen
zuordnet und deren Transformierungsformel bei gegebenen Koordinaten-
transformationen bekannt ist, seil eine geometrische Differentialoperation
genannt, Soleche geometrische Differentialoperationen sind z. B. der
Nabla - Operator F, der Laplace’sche Operator 4 wusw. Das Problem
besteht darin, die Definition der geometrischen Objekte so zu erweitern,
daB sie auch die geometrischen Differentialoperationen enthalte und
dann  Klassifikationstheorie, Komitantentheorie u.s.w. fir diese zu
entwickeln.
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