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Wenn wir dies beachten, so reduziert sich (13) auf

AJ.A; a[/u! _l_A;AZa/]h] . A;.Azall'rh[ _I_AZ.AL“[M\ Atbh! — A_'bm

Pt A P TR T TR (k| {omalonty i) ] el *
Da die Veriinderlichen A} beliebig sind, folgt aus dieser Formel

5 ] _ gl _ il _ gl _ Wyl
(1) U = Oy = €5 W = O = &5 By =Dbig=e.

Nehmen wir (14) und (15) bei der Bildung von (12) in Acht, so haben

wir

Gty = cVen’  falls s
und

gi’;{(Vz'v") = (fl7|7,v’” +avtte.
Dies 148t sich in die Formel
(16) Dev! = g, 0%, IE) = gl(V ") = oV 0" + ddi7 0" + ed]

= (8,07 -+ A8}0x 0" + Iy v® + A0S TR, v + 66}

zusammenfassen (¢, d und e gind konstante Skalaren). (16) erfillt die
Funktionalgleichungen (9). Somit haben wir den folgenden

Sarz. (16) ist die allgemeine Losung des Funktionalgleichungsystems (9),
die in den v* stetig und in den 0,v% linear ist.

Also st (18) die allgemeine lineare kovariante Ableitung der kontra-
varianien Veltoren, die aufer den Komponenten dieses Vektors nur von
ihren Ableitungen ;0% und von dem symmetrischen linearen Ubertragungs-
objekt re, abhéingt und selbst ein einfach kovarianter und einfach kontra-
varianter Tensor ist.

Fiir den Gegenstand des vorliegenden Abschnittes, fiir die &hnliche

Behandlung der kovarianten Ableitungen von kovarianten Vektoren und
fiir weitere Verallgemeinerungen s. A.-Moér (1958, 1960 [1], [2]).

V. WEITERE PROBLEME

1. Komitanten

§ 1. Komitanten einer Dichte. (S. Golab 1938 [4].) Das Problem,
zu einem gegebenen geometrischen Objekt Q alle geometrische Komi-
tanten aufzufinden, konnte leichter gelost werden, wenn wir das Haupt-
problem der Klassifikationstheorie als vollstéindig gelost ansehen konnten.
Da das bisher nicht der Fall ist, so kann zur Zeit die vollsténdige
Losung des Komitantenproblems kaum erwarten sein. Wir geben im
folgenden Beispiele fiir Bestimmung von Objekten mit gegebenen speziel-
len Transformationsformeln, die Komitanten von gewissen Objekten sind.

Ist Q2 ein Skalar(feld), so ist einfach ¥(Q) bei jedem ¥ wiederum
ein Skalar, also ein geometrisches Objekt. 2 und O* = W(Q) sind aber
nur dann fquivalent, wenn ¥ umkehrbar ist.

Es entsteht die Frage, wann

(1) o = P(Q)

eine geometrische Komitante ist, falls £ eine nieht triviale Dichte vom
Gewichte (—1) ist. Diese Frage ist leicht zu beantworten. Setzen wir
voraus, daf ¥ umkehrbar ist, d. h. jeden Wert hochstens einmal annimmt,
50 konnen wir aus (1)

(2) Q2 = ¥P-H2*)
schlieBen. Da Q laut Voraussetzung eine gewdéhnliche Dichte ist, d. h.
D=0.J,

80 haben wir laut (2)

3) 2 =Y(Q) = Y(QJ]) =T FH Q)

was besagt, daB 0Q* ein geometrisches Objekt (vom Typus J) ist. Wie
steht aber die Sache falls die Funktion ¥ nicht umkehrbar ist? Auch
in diesem Falle kann Q* ein geometrisches Objekt sein. Es ist aber auch
méglich, daB ©* kein geometrisches Objekt ist. Es gilt der folgende

9%
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Sarz 1. Ist Q eine gewdhnliche nicht triviale Dichie vom Gewicht (—1)
und ist die Funktion ¥ (u) fir alle w 7 0 stetig, so ist das durch (1) definierte
Objelt 2* dann und nur damn ein geometrisches Objekt vom Typus J, wenn
entweder

L. W(u) fir w> 0 einerseits und fiir w <0 andererseits konstant ist,
oder

II. ¥ (u) eine gerade Funktion dst, die fir > 0 sireng monoton ist,
oder

IXI. ¥(u) umkehrbar ist.

. Hs gibt also aufer den Skalaren, Biskalaren, W- und G-Objekten keine
fmit Ausnahme hochstens einer Stelle) stetige Komitanten einer gewdhnlichen
Dichite.

Beweis. DaB jede der Bedingungen I, IT, IIT hinreichend ist, ist
leicht zu verifizieren. Wir gehen zum Beweise der Notwendigkeit der
Bedingungen iiber. Wir setzen also voraus, daB ©* ein geometrisches
Objekt vom Typus J ist, d. h. daB die Transformationsformel von 0*

O =@(0*,J)
lautet. Daher mufl die Funkfionalgleichung
(4) P(QJ) =0[¥(Q),J] (J+#0)

fir alle 2 7 0 und alle J 5 0 erfiillt sein. Unser Satz wird bewiesen sein,
wenn wir werden zeigen konnen, daB ¥(u) entweder die Eigenschaft T
oder die Eigenschaft II besitzt, wenn sie nicht umkehrbar ist. Falls ¥
nicht umkehrbar ist, so gilt

(8) V() = ¥ (uy)

fir ein Wertepaar wu, < u,. Setzen wir in (4) einmal Q = u;, das zweite
Mal Q = u, und beriicksichtigen die Relation (5), s0 bekommen wir

V(I uy) =W(J-u) fiir alle J#0

oder — wenn wir

e

U,

¢ i , wEJ.oy

- getzen —

(6) V(ouy=¥(u) (c=uyu,) fiir alle u£0.

szfei Fille sind zu unterscheiden je nachdem u, und w, von demselben
Zeichen oder von verschiedenen Zeichen sind. Im ersten Falle geniigt
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es wegen der Symmetrie nur den Unterfall

0 <ty < Uy
zu behandeln.
Ist
Uy <0< Uy

und ist ¢ = —1, 50 besagt die Relation (6), daB ¥ jedenfalls eine gerade
Funktion ist. Ist dagegen
0 < Uy < Uy

oder gilt u, < 0 < u,, aber ¢ % —1, so haben wir
Y(ccu) = W(uw) fiir alle w0 und 1

in beiden erwihnten Fillen. Hieraus kann man wegen der Stetigkeit
der Funktion ¥ folgern, daB es positive und auch negative Paare
%, 4y mit zu 1 beliebig nahem u,/u, gibt, fiir die (5) und damit (6) gilt,
so daB ¥ zu 1 beliebig nahe liegende multiplikative Perioden hat, alse
Konstant ist fiir alle % > 0 und fiir alle % < 0. Bs bleibt noch zu zeigen,
daB im Falle ¢ = —1, ¥ fiir %> 0 streng monoton oder konstant ist.
Wire ¥ namlich nicht streng monoton, so hitten wir fiir ein Paar der
Werte ug, 1,
O<ug<uyy, Fl(ug) =¥(uy),

was zu

‘I’(%u) — W) firalle w> 0
3

filhren wiirde, das wieder zur Rigenschaft ¥(u)= const. zuriickfithrt.
Auf diese Weise ist unser Satz bewiesen worden.

Der Satz 1 kann auch so gefasst werden, daB eine fiir u # O stetige
Funktion ¥ (u) dann und nur dann eine Funktionalgleichung der Gestalt (4)
erfiillen kann, falls sie eine der im Satee 1 angegebenen Higenschaften 1,
II, III hai.

§ 2. Skalare Komitanten eines Vektors. Es gilt der

SATz 2. Bei dem allgemeinen Gruppoid von Transformationen ewis-
tiert kein Skalar, der eine nichi-triviale sietige Komatante eines Vekiors wiire.

Beweis. Es sei v ein gegebener von Null verschiedener z. B. kontra-
varianter Vektor mit den Komponenten o*. Setzen wir voraus, dall

Z =¥, ..., o) = ¥(vk)

ist, wo die Funktion ¥ wenigstens von einer v* abhingt. Wir setzen weiter
voraus, daB X ein Skalar ist. Dies bedeutet das Bestehen der folgenden
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Funktionalgleichung:

in P(4ia®) = P(F),

(7 F(Agd’, ..., Af) = w0, ..., oY)
fﬁr alle A%, fiir welche die Ungleichung

besteht. detdi = 0

Wir getzen i b= of, AT =
aas zen in (7) v 0, df =" (b, x =1, 2, -y #) und erhalten,
Y(ut, w2, .., um) = ¥(1,0, ey 0)
ist. Daraus folgt aber, daB Yt i
er, 2%, ..., ¥") von keinem o* abhingt, w:
ier Vora;bussetm?ng W?derspricht. Dieser Gedankengang ist nur fiixjg 7’41=2Z
;'-are=Fu zIO n:eht richtig, da bei A7 =0 (x=1,2, vy t),J =det 4% =0
v ((.) ir vl=9 =...=vn—_.—0 ]oesagt auch (7) nichts, aber falls V(o4 v2,...,0m)
»+y 0)-Punkte stetig ist, so gilt auch (0, ..., 0) = lim P(u, ’un)
i ey

= T(SI,O,...,O). Damit ist der Satz bewiesen. Anders g%fgm(}St
ATZ 1. Die Funktionalgleichun ] i :
ATZ e ng (7) ist nur dann fir alle v und
alle A% mit det A} = 0 erfiillt, wenn. W hochstens mit Ausnahme des (0 u(?
-Punktes onstant ist. O
. Es. ;o].l‘ bem"erlf‘u~ WeFden, daB bei der Einschréinkung zu einem Unter-
%1; sgpgl die Mogh_chkem der Existenz einer Invariante offen steht. Ins-
o neerg, Wenf wir das allgemeine Gruppoid zu der orthogonalen Unter-
& lfp elfscl}lanken,. 80 gibt es schon nicht-triviale Komitanten eines
ektors v%, die Invarianten (Skalaren) sind, z. B.

n

Ee )= 3 o,

. k=1
Die letztere Invariante erklirt man als Quadrat der Linge des Vektors v
§S 3. T;nsoren als Komitanten eines Vektors. (A. Moér 1959). Es gilt der
ATZ 3. Der allgemeinste rein kontravari
‘ ' wravariante Tensor g-ter Stufe ght
der eine Komitanie des gegebenen kontravarianten Vekiors ot ist, hat dz’fe ﬁgowr:
(8) gy = eohr,, ol ,
wo ¢ einen konstanien Skalarenfaltor -bedeutet.
Beweis. Laut der Voraussetzung ist
g;) gile = fhdy (ot o) = Flda(wk) |
ie Funktionen fa- sollen gegeniiber den Koordinatentranstormationen

invariant sein; die Gleichung (9) soll in j iebi
iy bé e g g (9) soll also in jedem beliebigen Koordi-

Fheedg = fAL..;Lq(;),‘) ,

1, §3] Komitanten 135

woraus die folgende Funktionalgleichungen fiir die gesuchten Funktio-
nen f folgen:

(10) Af .. Aty = Hedy g%oh)  (detA] 5 0),
(4} = 0% o8 .

Dieses Funktionalgleichungssystem soll fiir alle o und alle A (fiix welche
detAf £ 0 ist) erfiilllt werden. Setzen wir insbesondere

k=1 fir k=1,..,n,

A% = 0"% ,

so erhalten wir
an gy = ¢ ()

Aus der letzten Formel lesen wir ab, da8 die Funktion f*%(v*) in den
Verinderlichen v* multilinear ist; es handelt sich nun darum, zu zeigen,
daB f%(1) von ... I, unabhingig ist. Beriicksichtigt man die Formel (11)
in der Gleichung (10), so erhilt man

AR . AP ot (1) = Pl ) Afe" Afate.

Jetzt stehen auf beiden Seiten Polynome in bezug auf die Veréinderli-
chen A} und +" Setzen wir hier insbesondere

=1, o=0 fir I=2,..,n,

s0 erhalten wir
(12) AW Akt (1) = frte (1) AR L AR

TFiir die Parameter 4% ... 4% nehmen wir solche Werte an, daB die Be-
dingung AM . Al£ 0 erfiillt ist (dies ist immer zu erreichen bei Be-
riicksichtigung der Ungleichung det A} == 0). Dann kann (12) beiderseits
gekiirzt werden und wir bekommen

fl...l (1) — f/l;.,.).q (1) .

Setzt man ¢ = fi-1(1) und beriicksichtigt (11) und (9), so bekommen.
wir endlich (8).

Da sich »*..o% wie ein rein kontravarianter Tensor g-ter Stufe
transformiert, muB ¢ ein Skalar sein. Dann erfiillt aber (8) das Funktional-
gleichungssystem (10) tatsichlich. Damit ist der Satz bewiegen. Er kann

auch so formuliert werden:
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Sarz 3. (8) dist die allgemeinste Lisung des Funktionalgleichungs-
systems (10).

In analoger Weise gilt der Satz iiber die Gestalt der Komitante eines
kovarianten Vektors, die einen kovarianten Tensor g-ter Stufe darstellt.

Weitere Verallgemeinerungen in dieser Richtung (was die ten-
soriellen Komitanten von anderen Objekten betrifft) befinden sich bei

A. Moér 1959, 8. Golagb - M. Kucharzewski 1960. Das allgemeine Problem
bleibt noch. offen.

§ 4. Objekte des Typus (1,2,1) als Komitanten eines Vektors. Wir
stellen uns die Aufgabe fiir » = 2 aus einem kontravarianten Vektor
eine Komitante mit einer einzigen Komponenten Q aufzubauen, die ein
Objekt erster Klasse ist:

(14) D=V, Q=¥E,P). [(v%)% + (v?2)2>0].

Da die Gesamtheit aller geometrischen Objekte erster Klasse mit einer
einzigen Komponenten bekannt ist, geniigt es der Reihe nach nachzuprii-
fen, zu welchem Typus Q gehoren kann. Die Skalare gind schon aus-
geschlossen worden. Aus analogen Griinden kénnen auch die Biskalaren
ausgeschlossen werden. Nehmen wir vorlsufig an, dafl die Transforma-
tionsformel von 2 die folgende ist:

(15) 0= AT 2Q)  (AI@)]=9),
Wo &= 41 oder sgJ. Durch Einsetzen von (15) in (14) erhalten wir

(16)  P{av'4 po?, po 4 o2} = AT AP (0, B} [(v22 + (v?)*>0]
wenn wir

i o

l 1 ey

(17) . “a ﬁ“ statt df ag:ﬂ
7 4] o8 o

1 gf2

schreiben. o o

Fir J = ad— By = 1 bekommen wir aus (16)
Plav + Bo?, yvt -+ 602} = W(ot, v?)
Um daraus zu schlieBen, daB die Funktion ¥ konstant ist, gentigt es zu

zeigen, daf fiir jede zwei Paare (v, v2), (7', 7*) von Werten mit den Rigen-
schaften

@R+ @P>0, (BPR+@RE>0
das Gleichungssystem
avt 4 fo? = ',

yot + 0% = 7°

icm
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immer eine Lisung in a, #, y, § besitzt, die die Beziehung

: ad—fy =1
erfiillt. In der Tat, setzen wir zunfichst ¢* = 0. Dann ist o' = 0. Ist ot = 0,
80 setzen wir a =0, y = #*/v%, f = —4}/7?, § beliebig und haben die ge-

wiinschte Losung. Ist dagegen o' = 0, so setzen wir a = ot/vt, 8 beliebig,
y = 8%, § = (14 fy)/a und erhalten eine Légung. Jetzt setzen wir v2 = 0
voraus. Ist 7' = 0, 50 setzen wir o = v*/%%, = — /8%, y =1, 0 = (B —0*)[v?
und haben eine Losung. Ist dagegen 7' 0, 5o setzen wir a=1,
B = (B —o") 0% y = (*— %) [P, § = (P0°— v 7%+ v1v®)[Tlo? und. das ergibt die
gewiinschte Losung.

Auf diese Weige sind wir zum Schluf gekommen, da8 die Funktion ¥
konstant ist, 2 also von v nicht abhingt. £ wire so ein Skalar und
nicht ein Objekt, das mittels (15) transformiert wird.

Jetzt setzen wir voraus, dal das Objekt £ ein Objekt von Pensov
mit einer Komponenten ist (IL. 5 §2), d.h. es gehorcht der Transfor-
mationsformel

5 _ a0 HR) +B

=0 ay=e
Daraus bekommen wir die folgende Funktionalgleichung fiir die gesuchte
Funktion ¥: ;
PP, )] +

Ersetzen wir in der obigen Formel «,f,y, 6 durch ia, A8, Ay, A0 und
setzen kurz

(18) W(ant+ ot ot + 0%) = B b+ o> 0.

at+pt =%, pri+o2="

(die Losbarkeit dieser Gleichung haben wir schon gezeigt), so bleibt die
rechte Seite unverdndert, wihrend die linke Seite

WP, AR) = ¥(F, 77)

ergibt, was besagt, daB die gesuchte Funktion ¥(v',?) homogen von
nullter Ordnung sein muB. Umgekehrt bestitigt man ohne Schwierigkeit,
daB wenn ¥(v!, v?) eine nicht konstante homogene Funktion von nullter
Ordnung bedeutet, so stellt .(14) ein Pensovsches Objekt dar, ist also
eine Komitante von k.

Sarz 4. Alle Objekte des Typus (1,2,1), die Komitanten eines zwei-
dimensionalen kontravarianten Vekiors sind, haben die Gestalt

Q =¥,

wo ¥ eine homogene Funktion mit dem Hawponent 0 ist, und diese Komi-
tanten sind alle Pensovsche Objelte.
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Sarz 4'. Die Funktionalgleichung (16) hat Leine nichthonstante Lisung,
waihrend jede michtkonstante homogene Funktion mit dem Bxponent 0 und
nur diese eine Funktionalgleichung der Gestalt (18) erfiillt.

EBin zu Satz 4 analoges Ergebnis erhiilt man fir die Komitanten
eines kovarianten Vektors.

§ 5. Skalare Komitanten eines gemischten Tensors. Wir haben ge-
sehen, dall ein kontravarianter (in #&hnlicher Weise beweist man, daB
auch ein kovarianter) Vektor keine skalare Komitante besitzt. Bs ent-
steht die analoge Frage im Falle einer allgemeinen GroBe. Der allgemeine

Fall ist bisher nicht erledigt. An einem einfachen Beispiel wollen wir ,

diese Frage erliutern.

‘Wir nehmen fiir # = 2 einen gemischten Tensor a}c mit der Transfor-
mationsformel

—. k
@i = aLA?A"

und suchen alle Komitanten die Skalare sind. Die gesuchte Komitante 2
bat also gemiB der Voraussetzung die Form

(19) I =V}, a}, a, ab).
Schreiben wir kiirzer
(20) =z, @=y, a=u, a=0v,

80 bekommen wir fiir die gesuchte Funktion ¥ die folgende Funktional-
gleichung:

(21) W(w; Yyt V) =

1
w5 (@ad— yay +ups—nfy) , (20 +yat—uft+vaf),

1 1
F (@ —yr* +ud—vyd), F (—wfy +yay—ups+ vaé)} )

w0 — wie friher —

o o8
1 a 1 a 2
(22) a ﬁ” statt || 0 5.
y é o8 gE
oE o8

geschrieben wurde.
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Die obige Funktionalgleichung soll fiir alle »,y, u,v und fir alle

a, B, v, 6 fir welche

(23) J = ad—fy#0

ist, erfiillt werden. ) .

Diese Funktionalgleichung 148t sich elementar ohne irgendwelche
Voraussetzung iiber die gesuchte Funktion ¥ losen. Zu diesem Zwecke
setzen wir in (21)

a=0, pf=1, y=u, Odo=0
ein. Wenn noch kiirzehalber
(24) O,y Ew(0,1,—t,s)
gesetzt wird, so erhalten wir
(25) P, y,u,v) =O@@+v,av—yu) (u7£0),

Wwas, wegen
J=ab—~Bfy =—u,

fiir alle »,y,v und alle u = 0 erfillt sein mus.
Jetzt setzen wir y # 0 voraus. Wir definieren

(26) o'(s, ) L (s, 1,1, 0)
und so bekommen wir beim Eingetzen von
a=x, . f=y, y=1, 4&=0
in die Gleichung (21) die Relation
(27) Y, y,u,v) =0 (s+v,o—yu) (y+#0),

was nun fiir alle z, u, v und alle y # 0 erfiillt sein muf. Nehmen wir uy 50
in (25) und (27), so sehen wir, dafl fiir die Funktionen”(zzl), (26) O(s, t) =
= @'(s, t) gilt. Die Gleichung (25) ist also immer erf_u']lt a,u'Ber etwa fir
% =1y=0. Im letzten Falle bekommen wir aber beim Eingetzen von
y=0,u=0,a=1 =1, y=a 6d=0v in (21)

Y(x,0,0,v)=0x+v, ),

was wiederum (da J = v—o ist) fiir alle z 7 v erfillt ist. _
Fiir % =y =0, v = & geht die Funktionalgleichung (21) in

Y(z,0,0, z) =¥z,0,0, @),
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also in eine Tdentitit tiber. Daraus folgt, daB die Funktionalgleichung-
fiir 4 =y = 0, v = & keine Einschrinkung liefert.

Umgekehrt bestiitigh man ohne Schwierigkeit, da8 ebenso xv—yu,
was die Norm (Determinante) der Matrix |a}| darstellt, wie auch @,
wag die Spur dieser Matrix darstellt, und auch jede Funktion dieser Aus-
dritcke Liosungen der Funktionalgleichung (21) sind. Im allgemeinen
bietet die Formel

O(w+v, 2v~yu) ftir (»,y,u,v)#(z,0,0,2),

28) Wiz, y,u,0) =
(28) ¥(x,¥y,u,v) { Aa) fir (2., 5, = (20,0, ),

wo @(s,1) eine beliebige Funktion von zwei Veréinderlichen und A(z)
eine beliebige Funktion einer Verinderlichen ist, die allgemeine Lésung
der Funktionalgleichung (21). Fordern wir von der gesuchten Losung die-
Stetigkeit, so ist @ in (28) stetig und dariber hinaus gilt

A(z) = 02w, a*), ¥(2,Y,u,) = O(z+v, ov—yu)
fiir alle @, y,%,v. Wir haben also fiir n = 2 die folgenden Sitze bewiesen:

SA1z 5. Die alleinigen stetigen skalaren Komitanten des Tensors ok im.
cweidimensionalen Roum sind die Funktionen der Norm und der Spur
der Komponentenmatriz des Tensors.

SaTz 5'. (28) ist die allgemeinste Losung der Funktionalgleichung (21).

Allgemeiner 148t es sich beweisen, daB im n-dimensionalen Eoume
die stetigen Funktionen der Koeffizienten der charakteristischen Gleichung
der aus dem gemischien Tensor a gebildeten Matriz die allgemeinsten ste-
tigen skalaren Komitanten dieses Tensors sind und man kann auch seine
nicht-stetigen skalaren Komitanten bestimmen.

Auf shnliche Weise kann man das Problem der Komitanten von
Tensoren anderer Art behandeln. Ein jedes solches Problem fiihrt zu
einer Funktionalgleichung (bzw. zu einem System von Funktionalglei-
chungen, wenn die gesuchte Komitante ein Objekt von mehreren Kompo-
nenten sein soll) und die Auflésung dieser Funktionalgleichungen ergibt
alle gesuchten Komitanten. Setzt man die Differenzierbarkeit der ge-
suchten Losung voraus, so kann die Funktionalgleichung auf ein System
von partiellen linearen Differentialgleichungen zuriickgefithrt werden.
Eine rein algebraische Auflésung der Funktionalgleichung bietet einige
Schwierigkeiten falls man im reellen Gebiete bleiben will. In die Ein-
zelheiten dieses breiten Problemenkreises wollen wir in diesem Buche
nicht eingehen.

§ 6. Skalare Komitanten von zwei Vektoren. Fragen wir jetzt nach
allen Komitanten von zwei Objekten, von denen das erste ein kontra-
varianter Vektor o%, das zweite ein kovarianter Vektor wu; ist.
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‘Wenn wir insbesondere nach skalaren Komitanten fragen, so fithrt
das Problem filx n = 2 zu einer Funktionalgleichung mit einer unbekannten
Punktion ¥ von 4 unabhingigen Veréinderlichen. Die Losung dieser
Gleichung verliuft dhnlich wie die der Gleichung (21) und fithrt zum
folgenden Resultas: ‘

Sarz 6.

{29) 2= A(upv¥),

wo A eime beliebige stetige Funktion einer Verdnderlichen bedeulet, ist die
allgemeinste stetige skalare EKomitante des Vereinigungsobjektes aus einem
Tovarianten und einem kontravarianten Vektor.

Dieses Ergebnis darf nicht einfach aus dem Satze 5 abgeleitet wer-
den, indem wir

1
a}c o UV

setzen und nachher alle skalare Komitanten von at gemif der Formel (28)
‘bestimmen. Dieses Verfahren filhrt zwar zu demselben Ergebnis, da

ot ai = wo®
und
2 2 1.2
atad—a2al = (ugr') (ugv®) — (1,0%) (U0 = g0 0’ — wyupv'v- =0,

jedoch kénnen wir nicht vom vornherein gicher sein, daf wir auf diese
Weise alle skalaren Komitanten von u; und v* bestimmt haben.

Das Resultat (29) konnte man auch aus den Formeln 2 (17) und 2 (18)
des folgenden Abschnittes ableiten, die alle Ditferentialkomitanten von uz
und v* angibt, die ein Feld von kovarianten Vektoren darstellen. Gébe es
nimlich skalare Komitanten X, die in der Formel (29) nicht enthalten
sind, so wiirde sicher Zu,; eine Komitante sein, die ein kovarianter
Vektor ist. Diese miiBte aber in der Formel 2 (17) enthalten sein, wobei
B=0 und 5, =0 gesetzt wird. Dann liefert aber die Formel

A =A(Z) = A(vFu) ,

also nichts mehr als die Formel (29).

Wir geben hier einen anderen Beweis, der fiir beliebige n giiltig ist
(vgl. I. Makai 1959). Es handelt gich offenbar um die stetigen Lésungen
der Funktionalgleichung

(30) W (g, o) = P(AFux, A1) .

Wir setzen vorliufig v*# 0 (k =1, ..., n) voraus und wahlen

x 1
Ak =oMsf, dh.  Af=_p&-.
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Dann wird aus (30)
(31) ¥ty V) = P(olu,, 1) = 6 (viHu,) ,
wo

' 0 () & ¥ (t,, 1)
gesebzt wurde. Aus (30) und (31) folgt

Ow"u,) = B4} 4 uy") .

Mit u = 6, v* = ¢6¢ wird hieraus
(32) O(Ajgdis) = O(s6L) = A(s) .

Jetzt setzen wir
(38) sAj AT =1,

und erhalten erstens durch Summation von (83) beziiglich »

(34) s= Y,

andererseits, aus (32), O(t,) = 43 t,) oder wegen (31)

n
W (g, 1) = A D ol )

=1

d. h.
(36) W(“k: vl) = A(’Ukulc) ’

w. z. b. w. Es blei.bt nur noch zu zeigen, daB die Gleichungen (33), (34)
bei gegebenen #, immer 1dsbar sind. Um dag zu sehen, geniigt es

Ar=te g E_ gt 3
.= 1=—1(k#1), Ai=0 (k#1,x%1), s:ZtH&o

k=1

zU setzen. Dann ist detAf =120 wnd 4% =1, 50 daB s ot
erfills ist, 1 ’ afll (33) tatsfichlich

i Endlich folgt aus der vorausgesetzten Stetigkeit, daB (36) auch fiir
V=0, s=vku,=0 giiltig bleibt. Unser Satz kann auch so aufgefaBt werden:

) SATz 67, D'L'e. allgemeine stetige Losung der Funktionalgleichung (30)
ist (36), wo A eine beliebige stetige Funktion ist.
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§ 7. Differentialkomitanten einer Dichte. (S. Golab 1938 [4].) Bekannt-
lich stellt

(37) =X,
wenn X ein Skalarfeld ist, einen kovarianten Vektor dar, u; ist also eine

Differentialkomitante erster Ordnung von X.

Ist g ein Feld von gewohnlichen Dichten vom Gewicht (—1), so ist
(38) 2, g
keine geometrische Differentialkomitante, da sie kein geometrisches
Objekt ist. Auch im allgemeineren Falle, wo g ein Dichtenfeld vom Ge-
wicht (—p) ist mit p # 0, ist (38) kein geometrisches Objektenfeld. Es
entsteht das folgende Problem. Eg sei ¢ eine Dichte mit der Transfor-
mationsformel

g=4Jg
gegeben und auBerdem eine in (—oo, co) differenzierbare Funktion einer
Verdnderlichen ¥(u). Wir getzen
a 0

(39) Q= PE: ¥(g)
und fragen, wann £ fir jedes Dichtenfeld g ein geometrisches Objekt
darstellt. Wir sehen natiirlich von dem trivialen Falle ab, wo ¥ (u) in jedem
der Intervalle (—'oo, 0), (0, -+ co) konstant ist. ‘Es ist folglich ¥'(u)=£0.

Zunichst werden wir fiir ¥(u) eine notwendige Bedingung finden
und zu diesem Zwecke bemerken wir, daf die mit Hilfe der Formel (39)
definierten Q; ein geometrisches Objekt zweiter Klasse bilden, d.h. daB
die Transformationsformel

(40) gx = @%(.Qk, A’I;y Azl)
besteht. Wir haben nidmlich

8= 5 = AW 9 = AU 9 5 (0)
= 4LV )T B+ 98T
Da aber
Q= W(0)
ist, so haben wir

(41) 3, = Ab(T . g) [w{—ﬂ Qut gakJ]
A9 o 1 g. AT g)akJ] (Afw) 2 P/(w)) .

4(g)

=A,’5[J—
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Die rechte Seite von (41) hingt von den explizit vorkommenden £
linear ab. Die Koeffizienten hiingen von J und A¥ (also von der Koordi-
natentransformation) und von g ab. Die Koeffizienten, in denen g figu-
riert, kénnen nicht die £ in impliziter Weise enthalten, da wir Felder

von g betrachten kénnen, die in einem, fixen Punkt p, denselben Wert g;
haben und fir welche die £, beliebige a priori gegebene Werte annehmen
koénnen. Damit also die rechte Seite von (41) nur von £, und von der
Koordinatentransformation abhingt ((40)), ist es notwendig, daB die
Koeffizienten

A(J-g)

4(g)
von g unabhéingig sind, also nur von J abhingen. Dies fithrt zu den
Beziehungen

und g-A{J-9)

A g)
= =I(J -AJ-g) = .
A09) ) g-4(J-9 =2(J)
Dividieren wir die erste Gleichung beiderseits durch die zweite, so er-
halten wir

_1 oy
4(g)-a  2(J)
oder
Z(J) 1
e A(Q) = 2N =
W =70)s
Halten wir J fest, so ist X(J)/II(J) = I' eine Konstante und wir bekommen
(42) A(g) =I'g,
folglich
(43) W(u) =Tloglul+4;, Ai= {Al fix >0,
4, fir wu<0.
Ist nmgekehrt ¥(u) von der Form (43), so bekommen wir
Oy = I'dlog|g]
und ‘die Formel (41) wird
(44) Q, = AF[Q+ Toyloglt|]
was of.‘fensicht]ich eine Transformationsformel eines geometrischen Ob-
Jektes ist. Fiir I' = —1, 4, = 4_, = 0, bekommen wir ein wohlbekanntes

Objekt, .welches aus dem Objekt des linearen Zusammenhanges I'f; (I (22))
durch die Faltung I'f, entsteht. Somit haben wir den folgenden

) SAT.Z 1. Notwendig und hinreichend dafiir, dap die Formel (39) fiir
jedes Dichtenfeld g eine geometrische Komitante der Dichie g angibt, st
€8, dafl die Funktion ¥ von der Gestalt (43) sei.
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2. Liesche Ableitung

§ 1. Definition. Liesche Ableitung kontravavianter Vektoren. Die De-
finition der Lieschen Ableitung eines Objektenfeldes in bezug auf ein
gegebenes festes Vektorfeld kann in vielfacher Weise erfolgen. Wir wollen
im folgenden dieses Problem von einem neuen Gesichtspunkt aus betrach-
ten, der eng mit dem Begriff der Differentialkomitante verbunden ist.
Dnsere Betrachtungsweise des Problems weicht von der iiblichen (K. Yano
1957) ab und fihrt zur Losung von Funktionalgleichungen. Hier wird
die Methode nur an ein paar einfachsten Beispielen illustriert. Der ur-
sprimgliche Begriff der Lieschen Ableitung operiert mit einer gegebenen
einparametrigen Gruppe von infinitesimalen Transformationen. Man
kann sich aber davon losmachen und statt dieser Gruppe ein Feld v*
von kontravarianten Vektoren voraussetzen, welches als fixiert angesehen
werden soll. Zu der Lieschen Ableitung eines beliebigen Vektorfeldes w*
von kontravarianten Vektoren in Bezug auf das Feld »* kann man nun
folgendermaBen gelangen. Wir suchen ein neues Feld Zu* von kontra-
varianten Vektoren, das zugleich eine Differentialkomitante von » und
von v sei und zwar eine Komitante erster Ordnung. Genauner gesagt und
symbolisch geschrieben sei

(1) T = f(u, ou; v, ov) .

Bezeichnen wir die Komponenten der gesuchten Lieschen Ableitung Zu
mit #% so haben wir

2) ok = fr(u?, Byul; oF, EpvY) .
Die Funktionen f* hiingen von n-+n2+mn+n?=2n(n+1)=¢ un-
abhingigen Verinderlichen ab. Da a* voraussetzungsgemis einen Vektor

darstellen soll, haben wir folgendes System von Funktionalgleichungen zu
l6sen:

8) A, o o, o)) = Fial’, o Alu); A, 2. (40} -
Wenn wir nun statt 2.(4ju") bzw. 2a(Afv") auf der rechten Seite explizit
AP0, AN Ul + AR Al = ARG+ AR AP,

bzw.
AP(0,A}) 0 +AZ Al = APALY + AL Al

schreiben, so erhalten wir das Gleichungssystem
(4) ALt e oty 2pv)

— P{dil, ATAL b+ AT Aoty AR, ARADY +AZAToTY

Funktionalgleichungen 10
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in welchem u, 8,4, o', &,0" und 47, Azp als unabhiingige Parameter ange-
sehen werden kon;nen (nur muB det A} = 0 erfiillt sein; die A% driicken
sich bekanntlich durch A} aus). Wir haben algo ein System. von » Funktio-
nalgleichungen zu 16sen, wobei die Funktionen von g Variablen abhingen,
wihrend die Gleichungen in Bezug auf g-+s Veréinderlichen identisch
erfiillt sein sollen, wo g = 21 +2n? und s = n*+ }n¥(n 1) ist (die Anzahl
der ersten partiellen Ableitungen A} betrigt n2, die Anzahl der zweiten

betragt wegen der Symmetrieeigenschaft 4}, = A% nur n(”;rl)).

Bemerkung. Die Voraussetzung, daf die Liesche Ableitung Zu
eines Feldes von kontravarianten Vektoren wieder ein Feld von kontra-
varianten Vektoren darstellt, kann nicht auf beliebige Objekte verallge-
meinert werden. Im allgemeinen darf man nicht voraussetzen, daB die
Liesche Ableitung Zf eines Objektenteldes 2 von demselben Typus sein
soll wie das Feld @2 selbst. Der Grund dieser Tatsache liegt darin, das
die Differenz von zwei Objekten von derselben Transformationsformel
nicht immer ein Objekt derselben Transformationsformel ist. Bei den
GroBen (d. h. Tensoren und Tensordichten) ist das erfiillt; bei anderen
(2. B. bei den Parametern einer Ubertragung) ist es nicht mehr so. Bei
der iiblichen Definition der Lieschen Ableitung (K. Yano 1957) ist es
auch moglich, daB ZQ2 kein geometrisches Objekt ist. Mit dieser Moglich-
keit wollen wir uns hier nicht befassen.

Man kann erwarten, daf das Gleichungssystem (4) (wenn es iiber-
haupt nicht-triviale Losungen hat) nicht eindeutig 1dsbar ist, so daB
noch weitere Annahmen notig sind um unter den Lésungen des Systems (4)
die sogenannte Liesche Ableitung in eindeutiger Weise zu charakterisieren.

Wir geben hier die Losung des Systems (4) im Falle n = 2 an, aber
den Beweisgang skizzieren wir nur. Fir Binzelheiten des Bewelses vgl.
S. Gelgb 1961.

Fir # = 2 handelt es sich um ein System von zwei Glelchungen mib
zwei lmbekannten Funktionen von ¢ = 12 unabhéngigen Variablen. Die
Anzahl der unabhingigen Parametern, die in den Gleichungen auftreten,
betrigt

¢+8=12-410 = 22,

Wir dndern etwas die Bezeichnungen. Statt f* schreiben wir 7, statt f2
schreiben wir ¢. Statt der Matrix | 4| schreiben wir |25, Die zweiten

Ableitungen der Koordinatentransformationen (4f,) werden wir folgen-
dermafen bezeichnen:

da %% 00
5—'55! :31— 517 7%‘“3_5‘,;; 5i—5—£”'

B) w=

(i=1,2).
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Es gelten die Beziehungen

(6) G=p, rn=70.
Die zwolf Verinderlichen der Funktionen f und g werden wir kurz y;
(j =1, ...,12) bezeichnen und zwar in folgender Reihenfolge:

_ _ — At

Y=, Y=, gyy=ul, Y =u, Y5 = 60", Y == 00",
- 2

Yp =007, Yy=080%, Yy=0, Yo =%U', Yy =0%, Y =0m3.

(7

Wie iiblich bezeichnen wir die ersten Ableitungen der gesuchten Funktio-
nen mit einem unteren Index, also

- _Yg
(8) fa-~9-y~7_, 9=23, (G=1,..,12).

Beil diesen Bezeichnungen kann das Gleichungssystem (4) folgendermaBen
geschrieben werden: Die erste Gleichung lautet

(92)  of (Y1y -y Y12) +BI Y1y vy Ya)
= Hoys+ BYsy YY1+ sy s+ BYs, v¥s + 644,

ays + Byt ai+ Bie) — aye Bya+ Buta+ fus)
B (ot Byt aa + i) +5 (@va+ Byt B+ Bus)
3 s+ s+ + ) L (e Oy a0
AR TR WA IRE R A YA IR
ot B+ oo+ o)~ (e Byss + Buga+ Buwa)
g (aysy+ Byn + ays + fya) f‘, (a0 + BYsa+ Buya+ Beya) »
g (V¥o+ S ~+ yiys + Ouya) — g (VY10 + 022+ Ou¥/s =+ Baa)
_B
J

(Yo + Oya+ Y1¥s + 01%4) +§ (PY10+ Y1+ 6195+ 0uya)}  (J = ad—Py) .

Die zweite Gleichung hat die Form

(9b) PFW1s ooy Y12) F 09 (U5 oy Y22) = gLy ey o0}y
10*
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wo die Ausdriicke, die im Innern der Klammer auf der rechten Seite stehen,
identisch sind mit den Ausdriicken der rechten Seite der ersten Gleichung.
Das System schreiben wir kurz

af +Bg = f{...},

vi+0g =g{..}.
Um das System (10) zu 16sen, setzen wir voraus, daB die gesuchten Funktio-
nen f und g von der Klasse C! sind (in bezug auf alle 12 Verinderlichen).
Die Methode, die wir verwenden werden, ist die folgende. Wir leiten
vom Systém (10) ein System von 20 Differentialgleichungen erster Ordnung
fiir die unbekannten Funktionen f und ¢ ab. Das abgeleitete Differential-
gleichungsgystem ist eine Konsequenz des Systems (10), d. h. jede Losung
von (10) (der Klasse () ist auch eine Losung des abgeleiteten Systems.
Nach der Auflésung des zweiten Systems zeigt es sich aber, daB umge-
kehrt jede Losung des zweiten Systems auch eine Lésung des urspriingli-
chen Systems ist. Auf diese Weise finden wir alle Losungen des Systems (10),
die von der Klasse ¢' sind. Um das abgeleitete System zu erhalten, differen-
zieren wir jede der Gleichungen in bezug auf alle Parameter

a, By 7y 6, ayy By Pay Y1y b1y B
und setzen nachtriglich die folgenden Werte ein:

a=8=1, B=y=0, au=Ff=Ff=y=046=28=0.

Auf diese Weise bekommen wir aus jeder Gleichung (10) zehn neue
Differentialgleichungen, zusammen also 20 Gleichungen. Diese 20 Glei-
chungen gruppieren wir je nachdem sie homogen bzw. nichthomogen
sind und je nachdem gie nur eine oder beide der unbekannten Funktio-
nen f, ¢ enthalten. Dieses System lautet folgendermafBen:

1) wh+uf=0,
2) YofetYsto=0,
3) Yfatyshu=0,
4) YofstYfa=0,
B) e+ ¥afs+Ystrot+ysfe =0,
6) wfstfatysfutyfn=0;
T) 9195+ Ysgo =0,
8) YofetYsgro=0,
9) Y9+ =0,
10) ¥e9s+Yufra =0,
11)  91gs+Yofs+Yaro+Yags =0,
T 12) st Yogr + Yagre - Yaghe = 0;

(20)

I. Gruppe

II. Gruppe

icm
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18)  Yafo+Yafa—Yele+Yofr—Yrofro+Yufu =0,

14)  yifo+Yafi—Yefs+Ysfr—Ysfr+Yefa— IOI. Gruppe
—Y1ofo+YofutYrofra—Yufn =0 ;
15)  1s + Yas + Yeds—YaGr -+ Yrofro— Yufu =0,

16)  ¥sgs + Yags+ Yifs— Ysgs+ Yalfs— Yrfs + IV. Gruppe
+ Yo — Yoo+ Yiefr0— Yude = 0;

17)  y1fi+ Yshs+ Yelo— Yoot Yiofro—Yufu =7, } V. Gruppe
18)  Yafe+Yafa—Yels T Y2dr— Y1010+ Y1udu =9 ;
19)  Yofi+Yalst Yrfs—Ysfo+Ysfo— Yofa+yufo—

—Ysfro+ Yrofro—Yulfe =9 » VI. Gruppe

20) 102+ Ys0a— Y5+ YsGr— Ysdr + YeJs— Y1ofs
+ Yo Gu— Yo+ Yrofhe =T -

Wir konstatieren, daB die I. und II. Gruppe identisch ist, so daf die
Menge der Funktionen f, die die Gleichungen 1)-6) erfiillen mit der Menge
der Funktionen g, die die Gleichungen 7)-12) erfiillen, identisch ist. Die
Gruppen. IIT. und IV. sind schon verschieden voneinander. Die beiden
Gleichungen der V. Gruppe sind auch verschieden und ebenso auch die
beiden der Gruppe VI.

Die Integration des Systems 1)-20) ist ziemlich lang und deshalb
gehen wir hier in die Binzelheiten nicht ein.

Die allgemeine Liosung lautet folgendermassen:

f = 09 +Coys + Gy

12
() g = 01y +Co¥s+Cse0n 5

wo ,, », folgende Ausdriicke bezeichnen

Wy = Y1 YstY2Yr0— YsYs— Yals s

13a
( ) Wy = Y1 Yn -+ YeY2—Ys¥r— Ya¥s

und O, C,, C; beliebige Funktionen von den skalaren Invarianten o, 02
sind, wobei

= Ya@a— Yay

T iYa— Ya¥s

_ Y10y — Y0y

(13b) & YiYa— Y2Ys’

Q2

Im allgemeinen Falle n >3 sind 0y, Gy, Cs beliebige Konstanten. )
Die Formeln (12) kénnen auch einheitlich folgendermafen geschrieben

werden.:

(14) ok = C* + Oyuk -+ Cyvous — uldpk) .
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Bs ist klar, da8 O, von Null verschieden sein muB, wenn ok = Fyk
tatséichlich eine Differentialkomitante sein soll. Von vornherein ist eg
evident, daB f =y, = oY, g = y, = v* und ebenso f — Yo =uly g =y, = y®
Losungen von (10) sein miissen. Weiterhin ist es auch leicht beweigbar,
daB eine Linearkombination von Losungen wieder eine Loégung ist s(;
daB auch der Ausdruck 7

O, 0% 4 Cyuk

eine.Lb'sung ist. Diese Losung ist aber trivial, da sie keine Differential-
komitante ist. Wesentlich ist also dag. Glied

(15) IOk — ok

welches eben die klassische Liesche Ableitung darstellt. Zu dieser speziel-
len Losung, die den Werten () = 0, 0y = 0, 0y = 1 entspricht, sind wir
aber nicht durch formale Betrachtungen gelangt und es wire wiin-
schenswert auf einem formalen Wege durch Hinzunahme gewisser Po-
stulate zu dieser Losung zu gelangen. Die Forderung, daf die Liesche

Ableitung des Feldes v identisch verschwinden soll, fithrt nur zu den
Bedingungen

{16) Co=—0y, 0, beliebig.

D1:e Forderung, daB Zu* homogen linear in den Ableitungen &;%4* und 2k
gein .so}l, charakterisiert die klagsische Liesche Ableitung bis auf eine
multiplikative Konstante, Wir fassen zusammen:

] SAmrz. (14) st die allgemeine Lisung von der Klasse O des Funkiional-
gl.ewhwngssystems (4) fiir m = 2. Unter dieser Vorausseteung ist also (14)
die allgemeinste Liesche Ableitung eines sweidimensionalen kontravarianten
V.ektorfeldes wk beziiglich des kontravarianten Vekiorfeldes vv. (15) ist bis auf
eine multiplikative Konstante die allgemeinste Liesche Ableitung, die in
den Ableitungen duk, o homogen linear ist. ’

. §2. Liesche Ableitung von Kkovarianten Vektoren und Dichten. Ein
a,hnh‘ches Ergebnis kann man auf diesem Wege erreichen was die Liesche
Apleltung eines Feldes von kovarianten Vektoren betriffs. Hier machen
wir natirlich die Voraussetzung, daB die Tiesche Ableitung Zu ein Feld
von kovarianten Vektoren darstellt.” Als allgemeine Liésung ergibt sich
bei n =2 der Ausdruck

(17) ' @ = Auy+ Boy(vluy) .
Hier sind 4, B beliebige Funktionen von den zwei Skalarfeldern

(18) Zy=v und X, =093, .
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Die Spezialisierung dieser Funktionen zu den Konstanten
(19) 4A=0, B=1

ergibt eben die klassische Definition der Lieschen Ableitung des Vektor-
feldes u;. Sie kann auch durch eine Forderung der homogenen Linearitét
beziiglich v* und wu; einerseits und beziiglich op* und g, andererseits
eindeutig charakterisiert werden bis auf eine multiplikative Konstante.

Auch in einem anderen Falle treten in der allgemeinen Losung belie-
bige Funktionen auf. Fragen wir nimlich nach der Lieschen Ableitung
einer gewohnlichen Dichte g vom Gewicht (—p). Das Problem fithrt zu
einer Funktionalgleichung mit einer unbekannten Funktion von 9 unab-
hingigen Verdnderlichen. Transformieren wir diese Gleichung in ein
System von Differentialgleichungen und integriert man dieses System
{fiir die Einzelheiten verweisen wir den Leser auf S. Golgb 1961), so
erhilt man als allgemeine Losung die Formel

{20) Lg = wF(w/g),

wo F eine beliebige Funktion einer Verinderlichen bezeichnet, wihrend
(21) w & vlgg—pgayt

ist. Setzt man im Besonderen

{22) F=1,

50 bekommt man die klassische Formel fiir die Liesche Ableitung einer
Dichte, die wieder durch ihre homogene Linearitét beztiglich 9;g und &;v*
bis auf eine multiplikative Konstante charakterisiert ist.

Es entsteht die Frage, ob man vielleicht tiber eine Liesche Ableitung
von geometrischen Objekten in bezug auf das Feld von kovarianten
Vektoren vy, statt in Bezug auf das festgesetzte Feld von kontravarianten
Vektoren v* sprechen kann. Diese Frage fithrt im Falle, wo die Objekte
kovariante Vektoren sind, zum Problem der Existenz einer Differential-
komitante des festen Vektorfeldes o, und des ‘‘laufenden” Vektorfel-
des u;, die voraussetzungsgemil ein Feld von kovarianten Vektoren dar-
stellen soll. Hs zeigh sich, daB eine solche Komitante tiberhaupt nicht
existiert. Kontravariante Vektoren «? haben allerdings Liesche Ableitun-
gen auch beziiglich des fixen kovarianten Vektorfeldes vy; das hier er-
wihnte Ergebnis zeigt aber, daB das “Bezugsfeld’’ von kovarianten
Vektoren nicht als Grund einer allgemeinen Theorie der Lieschen Ablei-
tungen beliebiger GroBen dienen kann. Wir sehen also, dal es in der
Theorie der Lieschen Ableitung wesentlich ist, daf das “Bezugsvek-
torfeld” v aus kontravarianten Vektoren besteht, was aus geometri-
schen Griinden von vornherein klar ist.
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3. Offene Fragen

§ 1. Klassifikationstheorie, Manche offene Probleme wurden schon im
Laufe der vorstehenden Abschnitte erwihnt. Andererseits werden dem
Leser gewisse noch offene Moglichkeiten der Verallgemeinerung der
Sitze durch Abschwichung der Voraussetzungen ingbesondere der Regu-
latitdtsvoraussetzungen als an der Hand liegend erscheinen.

So wiire es z. B. wiinschenswert im Abschnitt 1T, 5 die Voraussetzung
der stetigen Derivierbarkeit durch schwachere Voraussetzungen zu er-
setzen. Wir bemerken diesbeziiglich, daf in der Arbeit J. Haantjes —
G. Laman 1953 [2] dieses Klassifikationsproblem ohne der Derivierbar-
keitsvoraussetzung erledigt wurde, diese Arbeit verwendet aber schwierige
Hilfsmittel der Theorie der Faserriume und der modernen Algebra,
wihrend wir hier nach einer elementaren Behandlung fragen.

Ein weiteres, wahrscheinlich nicht leichtes Problem Desteht in der
Neugewinnung der z. T. ohne Beweis mitgeteilten Ergebnissen von J. E.
Pensov 1946, 1950 [2], 1951, beziiglich der Typen (m, 1 y7)y (1, 2, 7) und
(2,n,7) und von V. V. Wagner 1949 [3], 1950 [3] beziiglich der sog. ein-
fachen geometrischen Objekte, d.h. solcher die keine geometrischen
Komitanten von niedrigerer Klasse zulassen. Diese Ergebnisse wurden
ndmlich von den genannten Verfassern durch Zuriickfiihrung auf die
klassische Theorie der Licschen Gruppen, also unter Analytizititsvoraus-
setzung gewonnen, wihrend die Schwichung dieser starken Regulari-
t§tsvoraussetzungen auch hier wimschenswert wiire.

Ein weiterer Problemenkreis ist der der Klassifikationstheorie der
nicht speziellen geometrischen Objekte. So wire es im Zusammenhang
mit II. 2 z. B. interessant zu wissen, ob es Objekte des Typus (1,1, o)
gibt.

Wenn auch die allgemeine Lésung der Probleme der Klassifikations-
theorie noch weit entfernt zu sein scheint, so wire es wenigstens wiin-
schenswert alle mit den Objekten von linearen (oder linear gebrochenen)
Transformationsformeln squivalente Objekte gegebener Typen zu bestim-
men. Dies fithrt (vgl, IL. 7 § 2) zur Frage nach der allgemeinen Losung
des Funktionalgleichungssystems

¢(T2T1) = (b(Tz)(p(Tﬂ ’

!P(TaTl) = (D(Tz) T(Tl) +T(T2) ’
wo @ und ¥ % n bzw. nx 1 Maitrizen, wihrend T, und T, nacheinander-
folgende Koordinatentransformationen (oder die zu ihnen gehdrenden
Parameter) bezeichnen. Wie wir in II. 8 gesehen haben, ist diese Trage
auch mit dem Problem der PseudogroBen verbunden. Die Frage nach der
Bestimmung aller linearen Objekte ist auch deshalb von Bedeutung, da
die Liesche Ableitung eines geometrischen Objektes dann und nur dann
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wieder ein geometrisches Objekt darstellt, wenn das urspriingliche Objeks
linear ist (Y. Tashiro 1950).

§ 2. Algebra der Objekte. Wie wir in III. 3 erwihnt haben, ka_,nn
unter der dort vorausgesetzten Regularititsannahmen die Operation
auch bei der Algebra der Objekte vom allgemeinen Typus (m, n,r) be-
gtimmt werden. AuBer der Frage der eventuellen Abschyﬁ;chung der
Voraussetzungen entsteht natiirlich -das Problem. der Bestn{mmung der
Transformationsformeln der Objekte, die eine Algebra in -dlesem allge-
meinen Falle zulassen. Das Ergebnis vom III. 3. § 2 legt die V(?rmutung
nahe, daB nur die pseudolinearen Objekte Algebren 'zulassen. Wir nennen
ein geometrisches Objekt pseudolinear, wenn seine Transformations-
formel die Gestalt

Q=0(2,T)=0O[¥(T) AQ)+E(D)]
et Im Tensorkalkiil ist es speziell von Bedeutung alle Opera;tionep zZn
finden, die den linearen Objekten wiederum Ilineare zuordnen. Dieses
Problem ist im allgemeinen bisher nicht gelost.

§ 3. Kovariante Ableitungen und Komitanten. Wie aus dem Ka,p.itel
IV zu sehen ist, ist die Frage der allgemeinen Bestimmung der k.ova,rla,n~
ten Ableitungen bisher nur in gewissen einfachen Féllen erledlgt". Das
Problem der Bestimmung der kovarianten Ableitungen erster und hoherer
Ordnung anderer als der hier behandelten Objekte steht also noch offen.

Analog zu den Untersuchungen in III. 3 kénnte man aiuch das-Pro-
blem der kovarianten Ableitungen so erértern, daf ebenso du? Fuﬂkt{onen
der Transformationsformeln wie auch die der Formeln fiir die .kovarlal%te
Ableitung als unbekannt und gesucht betrachtet WEI.‘den. In dieser Weise
kénnte man systematisch untersuchen, welche Objekte iiberhaupt ko-

iante Ableitungen zulagsen. ]
va,m;&uch die a.llgimeinere Frage der Bestimmung der Kf)m{tanten I}nd
Difterentialkomitanten wurde in 1 nur in gewissen Spezmlfallen. geldst.
Dasselbe konnen wir auch itber das Problem der Lifaschen Ableitungen
sagen, wobei auch in den in 2 erledigten Féllen die Frage nach der
Absehwichung der Derivierbarkeitsvoraussetzung besteht._ )

Bs gibt zwei allgemeine Problemenkreise der Theorie der Komi-
tanten und zwar: A .

I. Ist 2 ein geometrisches Objekt und ¥(2) keine geometrische
Komitante bei dem Gruppoid &, so fragt man nach solfzhen Untergrup—
poiden G* des Gruppoides &, bei welchen ¥(R2) schon eine geometrische
Komitante ist. .

II. Ist W(Q) eine geometrische Komitante des.Obje}Etes“.Q b(inhdex(g
Gruppoid ®, so fragt man nach solchen Obergruppoiden G (fiir welche
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ein wesentliches Untergruppoid ist), fiir welche ¥ (2) noch eine geometrische
Komitante bleibt.

Keines der beiden Problemenkreise wurde bisher systematisch unter-
sucht.

Zur Komitantentheorie gehéren auch die sog. ersten und zweiten
Reduktionssitze (J. A. Schouten 1954). Wir vermuten, daB diese mit
der Methode der Funktionalgleichungen bewiesen werden konnten.

Die Entdeckung von A. Nijenhuis 1951 einer neuen Differential-
komitante erster Ordnung von zwei gemischten Tensoren zweiter Stufe
war fiir einige Geometer unerwartet und iiberraschend. Schouten 1953
[1], [2] findet alsdann weitere Differentialkomitanten und behauptet,
dafl es gewif noch weitere geben muB. Die vollstéindige Losung dieses
Problems fiihrt wiederum zu einem System von Funktionalgleichungen.
Dieses System ist aber ziemlich kompliziert. Fiir # = 2 und fiir den Typus

icm

der Nijenhuis’schen Objekte hesteht das System aus 8 Gleichungen fiir 8

unbekannte Funktionen von 24 Verinderlichen.

Die sogenannten Differentialoperatoren bilden einen Spezialfall von
Differentialkomitanten. Sie sind Differentialkomitanten von GréBen
{d. h. von Skalaren, Bigkalaren, Tensoren, gewshnlichen und Weylschen
Dichten und Tensordichten), die auch selbst GréBen sind. Was die Differen-
tialoperatoren erster Ordnung betrifft, so sind die folgenden seit langer
Zeit bekannt: der Gradient eines Skalarfeldes, die Rotation eines p-Vektor-
feldes und die Divergenz einer p-Vektordichte vom Gewicht +1 (ein
p-Vektor ist ein p-fach kontravarianter schieffsymmetrischer Tensor). Es
scheint, daB die Behauptung von J. A. Schouten 1951, daB es auBer der
oben genannten drei Differentialoperatoren erster Ordnung keine andere
gibt, wenn der Raum mit keinem Hilfsobjekt ausgestattet ist, in voller
Allgemeinheit nur auf Grunde der Theorie der Funktionalgleichungen
bewiesen werden konnte.

Der Begriff der Differentialoperatoren erhebt auch ein anderes
grundséitzliches Problem. Eine Funktionaltransformaition, die den Feldern
von geometrischen Objekten und ihren Funktionen andere Funktionen
zuordnet und deren Transformierungsformel bei gegebenen Koordinaten-
transformationen bekannt ist, sei eine geometrische Differentialoperation
genannt. Bolche geometrische Differentialoperationen gind z. B. der
Nabla - Operator ¥, der Laplace’sche Operator 4 usw. Das Problem
besteht darin, die Definition der geometrischen Objekte so zu erweitern,
daB sie auch die geometrischen Differentialoperationen enthalte und
dann  Klassifikationstheorie, Komitantentheorie u.s. w. fir diese zu
entwickeln.
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