112 IIT. Algebra der Objekte

So wird aus (23) und aus (5)

w(Q, ) = 6I6(2)+(1-D)0 (1)) .

Wenn wir (20), (22) und (25) zusammenfassen, haben wir den fol-
genden

Sarz. Sind Y(Q, II) und P(82; w) sweimal stetig derivierbar, ist
ﬁl}F’(Q, Q)5 0, 3P (R, 2) # 0 und bildet die durch (4) definierte Funktion
;Zw Menge der Q-Werte auf sich ab, gibt es ferner ein Parameter-p-Tuppel e,
iir das

(25)

B0 =0, &b@Q;0)#0

9ili, so hat die Funktionalgleichung (1) die folgenden Lisungen und nur diese:
-1 -
(26) B(Q;u) = O[O +B(w)], ¥(Q,II) = 6{O1)-+IT6(2)—O ()}

(27) B(Q0) = 6[Bw)—6(Q)], W(Q,1T) = 6(OT)+IT6(2)—O )]},
I'(—Q) = —I(Q);

28 et
(28) B(2; u) = G4 (1)0(2) +B(w)],

W(Q, IT) = O[TOQ) + (1~ (I onstant) ,

wo die Funktionen A,B,I', O zweimal stetig differenzierbar sind. @ ist
auch streng monoton. Unter diesen Voraussetzungen sind also (26), (27), (28)
und nur diese, die Transformationsformeln wnd Operationen der spez,iellewz
gef)metrischen Objekten mit einer Komponenten, die cine Algebra im engeren
Kinne zulassen (alle dquivalent mit linearen Objekten ).

(Vgl. M. Hosspi 1957,1959 [5]. Der Fall der nicht-differentiellen Objekte
Wurd:a von H. Pidek 195}, 1954 [1], [2] erledigt). Die Betrachtungen des
§ 1 konnen auch auf Objekte mit mehreren Komponenten und auch auf

. 1 2
gen Fall ubertra:gef:l werden, wo @, ®,d nicht mehr identisch sind, die
er §§ 2-3 auch fir den Fall von Objekten mit einer Komponenten

1 2
und @ = @ £ P. Weitere Verallgemeinerungen sind wns nicht bekannt,
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IV. KOVARIANTE ABLEITUNG

1. Definition

s sei ein Weld von geometrischen Objekten r-ter Klasse () ge-
geben. Wie in I §5 bemerkst wurde, ist eine Differentialkomitante s-ter
Kilasse I (27) nicht immer ein geometrisches Objekt. Manchmal ist es
aber moglich durch Hinzunahme eines Hilfsobjektenteldes 11, von (r +-s)-ter
Klasse, d. h. durch Erhohung der Komponentenzahl von £; eine geometri-
sche Differentialkomitante

(1) D:,,.Ql = Wp(Qz, 6,,!2;, cany 31

-
zu gewinnen. Natiirlich ist die Dimengionszahl bei I7, und damit bei D, 2,
dieselbe wie hei £;.

Talls D,Q; von derselben Klasse ist wie ©;, 50 nenmen wir gie eine
kovariante Ableitung s-ter Ordnung. Im Bezugssystem () hat diese Ablei-
tung die Gestalt

(2)
Die Theorie der kovarianten Ableitung beschiftigt sich mit der Frage,
welche Objektenfelder kovariante Ableitungen zulassen. und mit - der
Bestimmung dieser kovarianten Ableitungen.

Die Ableitungen der Skalarfelder und der Biskalarfeldex beziiglich
der Koordinaten bilden ohne Hinzunahme von Hilfsobjelktenfeldern schon
gelbst geometrische Objekte. Im folgenden werden wir uns daher mit
kovarianten Ableitungen erster Ordnung von verwickelteren Objekten
beschiftigen.

Laut unserces Prinzips in I § 5 dst die mit Dy dquivalonte kovariante
Ableitung erster Ordnung eines mit 1T, dquivalenten Hilfsobjekies durch
die Formel

(3) Dok = Ty Zn, 0 Zu; B) = AdTuLTo(Zw), 8 T Zi)25 23 Fol B}
angegeben, wo
Qp=Ty(Z%) ,

ity 213 T2

D05 = WDy, 0,81, ey Bugyoy a5 L) -

(]

I, =FA5), DgZi= 4(Dp)
sind.
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114 IV. Kovariante Ableitung

2. Typus (1,1,1) und Typus (1,1, 2)

§ 1. Typus (1,1, 1). (8. Golab 1954 [1], J. Aczél 1957 [2], 1958 [2]).
Hier befassen wir ung mit den kovarianten Ableitungen ersier Ordnung
der (differentialgeometrischen) Objektenfelder vom Typus (1,1, 1). Wie
wir in IT. 4 gesehen haben, sind die Objekte von diesern Typus entweder
mit einer gewdhnlichen Dichfe von der Transformationsformel

(1) Q=20a (a,%0, Q0)
oder mit einer Weylschen Dichte von der Transformationsformel

(2) O=0a| (#0, 2%0)

fdquivalent. Bs geniigt also die kovarianten Ableitungen dieser Objekte
zu begtimmen. Da von Objektenfeldern die Rede ist, hingen 2 und «, vom
Punkte p ab. Wir setzen hier und im folgenden voraus, dap die Transforma-
tionsformel der Objekte eines Feldes in jedem Punkte dieselbe ist. Als Para-
meter beztiglich welchen wir derivieren, wihlen wir speziell die Koor-
dinate & des eindimensionalen. Raumes. (S. Golgb 1954 [1] hat auch den
Fall eines allgemeinen Parameters im eindimensionalen Raum unter-
sucht.) Wir schreiben aber kurz Q statt (&), o statt ay(&) usw. Von der
Formel (11) in diesem § und von der Formel (23) im § 2 ab gehen wir ohne-
hin auf Betrachtungen in einem fixen Punkte iiber.

Die Ableitung von 2 beziiglich & sei mit

rg@
YT

die von £ beziiglich £ mit

i

B

bezeichnet. Die Formeln 1 (1) und 1 (2) lauten also hier
(8)
(4)

DR =¥(Q,Q; 1),

De=w@Q, 7 0.
In diesem Abschnitt wird vorausgesetet, dap ouch II und DL Objekte
von einer Komponenten sind.

Offenbar gilt

doy _
ac

()]

Oz
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und so wird fir (1) baw. (2)

1o aQ ¢s Q' +Qa,
) T dE dE dE @
bzw.
=~ AR aE Qo +Qa,
LA A= g TS ¥ ]
(7) 2 i g

%1

Oy

gein. Endlich gei IT ein Objektenfeld vom Typus (1,1, 2), wo die‘ ‘Werte
der Objekte je ein Intervall ausfillen, sie sind algo laut IL. 3 mit dem
Objekte des affinen Zugammenhanges Aquivalent, die der Transforma-
tionsformel

7T %
® T=ata

ehorcht. ) . .
¢ Laut der Definition der kovarianten Ableitung in den} Abschnitte 1
soll DQ auch selbst ein Objekt erster Klasse sein, also geniigt es voraus-
zusetzen, daf sie eine der Transformationsformeln

9) DO = DRq, ,

(10) DR = DQ|oy|

besitzt. Von nun an fixieren wir den P1.1nkt P = Po-
So miigsen wir vier Fille unterscheiden:
(1.a) 2 und DR sind beide gewdhnliche Dichten (Formeln (1), (9)),
(1.b) £ ist eine gewohnliche, DO eine Weylsche Dichte (Formeln (1),

(10}) _ _
’(Z.a) Q ist eine Weylsche, DQ eine gewohnliche Dichte (Formeln 2),

9
o (2.b) £ und DQ sind beide Weylsche Dichten (Formeln (2), (10))-
Im Talle (1.a) setzen wir (1), (6), (8), (9) und (3) in (4) ein und erhalten

die Funktionalgleichung
Lotlor T, o)

(1) W@, @ 1) =¥ (Qal,

ay a
. . oy
Durch die Losung dieser Funktionalglemh.ung bestlmn}en Wndll,hdhi;
dio Gestalt der kovarianten Ableitung. Dies erfolgt einfach dure
Substitutionen
1

= = — o]
al—pj, ; 145 2

Ay = —

ol

g*
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116 IV. Kovariante Ableitung

die die erste und. dritte Veriinderlichen der rechten Seite von (11) zu Kon-
gtanten machen, womit wir schon
(12) DO =Y(Q,Q; 1) =2X(Q—0QI)
erhalten, wo
Xo)2wa, a0

geschrieben wurde. (12) mit beliebigem X erfiillt die Gleic
tatséchlich: ¢ 1 clehung (1)

Q0 X (2'— QIT) = Qo X [Qi‘i‘li‘?-‘i? —0q (g + 93)]
ay, )

Ebenso wird im Falle (1.b) die Funktionalgleichung

(13) w(Q, 2'; M)|a) =W(QQL,M_“3;E¢E‘3
a4, o a
und die Losung
(14) .
sein.
Es bleiben noch die Fiélle (2.a), (2.b) iibrig. Wir behandeln z. B,

2. . . ? 3
ﬁrhz‘)ltelngehend. Hier setzt man (2), (7), (8), (10) und (3) in (4) ein und

DQ = ¥(Q, 2'; IT) = |Q|X (' —QIT)

@5) YR, 05 Die| =¥ (0, Lat L, T, o
a @ 1,

Zur Losung dieser Funktionalgleichung substituieren wir in sie wieder
1

ay = D!

und erhalten mit der Bezeichnung

a2=——g=_a1]7

Q

Xas(o) £ P(+1, £0;0)
die Funktion

F(2, Q5 11) = |2| Xega(Q'— QIT)

als mogli 0 ‘ i ies i
e gliche Losung. Wenn wir aber dies in (15) zuriicksetzen, sehen wir,

2

&1 a o

121+ or| Xog o (Q'— Q1) = 2] - | X [M_@Sgal_ Qla,| (-’1+ )]

nur fiir o; > 0 eine Identitit i il
erfitilt Wl; 1 falls entitit ist, fiir o; < 0 dagegen dann und nur dann

Xii(o) = Xyy(—0) = X a(lol)

icm
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gerade Funktionen sind. Die allgemeine Loésung von (15) lautet also

(16) DQ = ¥(Q, 2; IT) = |Q| Xega(|2'— Q1)) .
‘Bbenso haben wir im Falle (2.a) die Funktionalgleichung
an (@, 25 Mo = E”(-Qicm,g Bt g 14 %)
oy o 0

und die Losung

(18) DO = W(Q, Q'; IT) = QX ego(|2'— QIT)) sg (@' — QIT) .

Nirgends wurde irgendeine Regularititsannahme iiber ¥ getroffen.
Unsere Trgebnisse fassen wir in dem folgenden Satz zusammen:

Satz 1. Die allgemeine Lisungen der Funktionalgleichungen (11), (13),
(13), (17) sind der Reihe nach die Funkiionen (12), (14), (16), (18).

Fiir die gewshnlichen Dichten sind die allgemeinen kovarianten Ablei-
tungen von der Gestalt (12) oder (14). Fiir die Weylschen Dichten sind (16)
und (18) die allgemeinen kovarianien Ableitungen. In diesen Formeln ist
die Tovariante Ableitung auch selbst als eine gewohnliche oder Weylsche
Dichte wnd IT als ein Hilfsobjektenfeld mit der Transformationsformel (8)
vorausgesetzt. Die allgemeinsten, mit diesen dquivalenten kovarianten Ablei-
tungen von Objekten X die mit Q@ = (%) dquivalent sind, werden unter

Benutzung von mit I = ¢(5) dquivalenten Hilfsobjekien E durch die Formel

Dz = ¥(Z, Z'; ) = AFH(), (D) 25 ¢
angegeben, wo A eine beliebige eindeutig umkehrbare Funktion ist.

§ 2. Typus (1,1,2). (5. Golab 1954 [2], J. Aezél 1957 [2], 1958 [2])-
Wie in II. 3 bewiesen wurde, sind die guf einem Intervall definierten
Objekte des Typus (1,1, 2) mit dem Objekte des affinen Zusammen-
hanges von der Transformationsformel

= 2 a
(19) 2==+%
o o
dquivalent. Es geniigh also die kovariante Ableitung dieses Objektes zu
bestimmen. Da seine kovariante Ableitung laut Definition von demselben
Typus ist, kann vorausgesetzt werden, dal gie auch eine Transforma-
tionsformel von der Gestalt )

= 2

(20) Q =—+

a o

ol &
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hat. Das Hilfsobjekt soll laut Definition vom Typus (

der Transformationsformel 11 3) sein und

(21) 17:1_%_59‘__;.2‘2
o 2 o
gehorchen.
AuBer (5) gilt offenbar auch
day/dE = ay ,

deshalb wird
(22) o = Q.Q: _c_?é _ 0'of— %@ + g — Dok

a¢ dg o '

‘Wir getzen (19), (20), (21 i in, fixi
P g erha]tei; (20), (21), (22) und (3) in (4) ein, fixieren den Punlkt

YR, /
(23) _(_?_’_]_12+2§ = gj(!_?+ % Q' di—Quoy+ ayay— 22 T 3 o as)

27 a; T 2ad g
1 1 a oy ’af 2a &
1

Auch diese Funktionalgleichung 158t sich leicht bebandeln, Wir wiihlen

_ 3 a}
@ =—qf, as=—2~a"

o

—all = q, (g-th—ﬂ) ,

fithren ferner die Bezeichnung

X (o)L ¥(0, 05 0)
ein und gelangen zu

(24) DQ = V(2,0 IT) = 0+ 0, X (‘Q—Li“(_ﬁ:ﬂ)
- az )
‘Hier ist aber auf der rechten Seite :
derliche oy = 0 ganz beliebig. Nehmen

(25)

di(? links nicht figurierende Veréin-
Wir o =1, so wird aus (24)
D =¥(Q,Q; m) =Q4+-X(Q' +32-10) .

Wenn wir (24) mit (25) vergleichen,

der Funktionslgloidhung sehen wir, daB die Funktion X

26) X (12) = X(o)
Qy,
Gentige leisten muB. Dies wird falls &

nur durch verschwindende X erfiillt, deltebige () ogelaseen. wexden,

2 mit o = —1
X(o‘)=——X(d) =0

@52 Typen (1,1, 1) und (1, 1, 2) 119

wird., Deshalb existiert in diesem allgemeinen Fall nur die triviale ko-
variante Ableitung
(27) DR=¥YQR,2I) =2,
die die Derivierte 2’ gar nicht enthilt.

Tiir das Untergruppoid der Koordinatentransformationen mit a; > 0
folgt aus (26) durch Einsetzen von

a1==1/m

X (o) = Yol X(£1) = I Vol ,

wo I', und I'- zwei Konstanten sind von denen bei o> 0 die erstere, bei
o< 0 die letztere zu nehmen ist. So erhalten wir die kovariante Ableitung
(28) DO =@, Q) =+ VIO + 32—

Tir das Untergruppoid der unimodularen Koordinatentransforma-
tionen (o, = 1) ergibt endlich die Formel (25) die allgemeinen kovarianten
Ableitungen. So haben wir den

STz 2. Die allgemeine Losung der Funkitonalgleichung (23) st (27)
falls beliebige oy 0 zugelassen werden, (28) falls nur positive o, 2ugelassen
werden und (25) falls das Bestehen der Funltionalgleichung (23) nur fiir
a, =1 gefordert wird.

Das Objektenfeld vom Typus (1,1, 2) mit der Transformationsformel (19)
und auch die damit dquivalenten Objekte lassen bei dem allgemeinen Ko-
ordinatentransformationsgruppoid keine nicht-triviale kovariante Ableitung
2u. Bei den Untergruppoiden mit oy > 0 baw. mit o = 1 sind (28) baw. (25)
die allgemeinen Lovarianten Ableitungen, die dieselbe Tramsformationsformel
haben wie Q. In diesen Formeln ist IT als ein Hilfsobj ektenfeld mit der Trans-
formationsformel (21) vorausgesetzt. Die allgemeinsten mit diesen dquiva-
lenten kovarianten Ableitungen von mit @ = 94(ZX) dquivalenten Objekten X
werden unier Benutzung von mit I = ¢(5) dquivalenten Hilfsobjelten =
bei diesen. Untergruppoiden wieder durch die Formel

DX =¥(2, I E) = APH(Z), (D) 25 0]

die Losung

angegeben.

Auch hier brauchten wir keine Regularititsannahmen beziiglich ¥.
Den Fall, wo das Hilfsobjekt mehr als eine Komponente hat, werden
wir in dem Abschnitte 3 untersuchen.

Wir haben in diesem Paragraphen ebenso wie in dem vorigen iiberall
nur solche Objekte zweiter und dritter Klasse in Betracht genommen,
deren Werte in einem einzigen Intervall liegen, also die Objekte mit den
zugammengesetzten Transformationsformeln II. 3 (18) und IL 3 (29) bei-
seite gelassen.
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3. Typus (m, 1,1) und Typus (m, 1, 2)

§ 1. Typus (m, 1, 1), (Fiir diesen Paragraphen und fir §2 vgl. J. Aczél
1957 [2], 1958 [2], 1959 [3].) Bei der Untersuchung der kovarianten Ablei-
tungen von Objekten mit mehreren Komponenten im eindimensionalen
Raume setzen wir voraus, daf die Objelte in den in IX. 6 erhaltenen Gestalten
darstellbar sind. Wir verwenden auch die dort eingefithrten Bezeichnungen,,
ingbesondere z. B.

0, 0, .
: : Q

Q= Qm—l = Qm—l = [(ul]
Qm KON

und auch die der direkten Summen und Produkte:

2, II, Q.+ 1T, 2, 1T, Q11
(1) N E0 T - R N B A 1 B
(o3 N /7% D IS Q] V1] [ 00ulT,

Auch wird uns manchmal die Schreibweise

Y
(2) (M—i[z]
be

niitzlich sein, wo auf der rechten Seite ¢ mit einander iibereingtimmende
Zeilen stehen. Ahnlich schreiben wir die Ableitungen der Objekten:

A a0,
3 e=eeifLl |, g-oper¥o| :
Qs I
W5 aé |
wihrend die Matrix
, oL, S
s 2971 (i,=1,2,..,m)

die Ableitung der Funktion L(£2) ist, wo die Verinderliche und der Funk-
tionswert von L(Q2) beide m Komponenten haben. Matrizen, die multipli--
ziert werden sollen, werden im Gegensatz zum direkten Produkt (1).
ohne Operationszeichen neben einander geschrieben. Man sieht leicht,.
daB fiir die Ableitung der Funktionen L(R2) und £(£) von mehreren Kom-
ponenten dhnliche Regeln wie fir gewshnliche Funktionen gelten (Ablei-

icm
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tungen der Summen, Produkte, zusammengesetzter und inverser Funktio-
nen, usw.). Z. B. gilt

(4) [R) - T +V(ET =2(8)-T(&)+2(6) - U (&) + V(&)

Wie in dem Abschnitte 2 setzen wir auch hier und im folgenden
voraus, daf die Transformationsformeln der Objekte in jedem Punkte
dieselbe sind und wir schreiben auch hier die Abhingigkeit von & mei-
gtens nicht hin. Bs wird vorausgesetzt, daB das Objekt, Hilfsobjekt und
die kovariante Ableitung von derselben Komponentenzahl seien. So
haben in der Formel 1 (1) die Objekte 2,02 =Q',DQR,II der Reihe
nach m, m, m,, m, Komponenten. Im Falle der kovarianten Ableitungen
erster Ordnung von eindimensionalen differentialgeometrischen Objekten
erster Klasse kann man sich, wie wir in dem Abschnitte 1 (vgl. I §5)
bewiesen haben, auf den Fall beschréinken, wo die bezliglichen Trans-
formationsformeln die folgenden sind (vgl. (1), (2), (3), (4) und IL 6 (8),
II. 6 (10)):

%) g=o "] w0, w0,
=7 (ZQ d.Q df ’ (1)m—-1 (0)171,-1 —1
09 AR (dE) o, Q. (@),
T w (df) ( [ o ]“L [ o ]) (e
53 = pe-Vm=],
1
_ Don=z] 10}y
(6) d=1| & +[a;2&,] (@, #0).
oy b

Von nun an halten wir den Punkt p = p, fest. Die Formeln 1 (1) und 1 (2),
die hier

DO =WQ,Q; ), Do=v@,050)
bosagen, gehen somit in
o v V]

L

S o i o I o

1

iber. Unsere Aufgabe besteht also darin, diese Funktionalgleichung
beziiglich. ¥ zu losen.
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Zu diesem Zwecke setzen wir

und fiithren die Bezeichnung

: 9 1T
0 0 . 0
x(@,8,11,m) (5], 5 H)

ein. So erhalten wir gleich das Ergebnis

) D2 = ¥(@, ;.11 =[] x(d, 0[] +@[(On) 1.

1
Das Eingetzen zeigt, daB (8) die Gleichung (7) tatsichlich erfiillt. 'Wenn
wir auch die Félle m, < 2, my =1, m = 1 beachten, haben wir den
Sarz 1. (8) st die allgemeine Lisung der Funltionalgleichung (7).

Figr die eindimensionalen Objekie erster Klasse mit der Transforma-

tionsformel (5) ist (8) die allgemeine Gestalt der kovariamten Ablestung mit
derselben  Transformationsformel, falls II ein Hilfsobjekt zweiter Klasse
mit der Tramsformationsformel (6) 4st.

0
Ist 2 von einer Komponenten, so fehlen 2, (w;)m—y und (0)—1, 4st DR
von einer Komponenten, so fehlt (1)m,—y und ist IT von zwei baw. von einer

Komponenten, so fehlen JOI baw. I?T und 75 jow, in der Formel (8).

Auch hier brauchten wir gar keine Regularititsannahmen beziig-
lich Y.

Man sieht gleich, daf bei m, = m, = m = 1 die Formel (8) in 2 (12)
iibergeht.

§2. Typus (m,1,2). In 2§2 haben wir gezeigh, daB Objekte des
Typus (1,1, 2) von der Transformationsformel 2 (19) mit Hilfsobjekten
des Typus (1,1,3) von der Transformationsformel 2 (21) keime nicht-
trivialen kovarianten Ableitungen unter dem allgemeinen Koordinaten-
transformationsgruppoid besitzen. In diesem Paragraphen wollen wir
zeigen, daB dies im Falle von mehreren Komponentem micht mehr so ist.

Vorerst setzen wir voraus, da8 die Komponentenzahl m von Q grofler
als 1 ist (wihrend die Komponentenzablen My, My von D2 bzw. von IT
auch gleich 1 sein kénnen). Wie am Anfang des § 1 gilt hier

. 0
_ (Dm—s Q2
(9) Q=!z~[ 4 ]+[‘°Z’;‘;‘] (aﬁeo,wﬁ&o,s?:[wl]),

-1
ay Wy

icm
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(01 )m—s (0)m—s (0)
a=0| 1 |+2| a'a +[..s Tt 2];
. ay ag—20 0y

3§82

ay — a3 %a,
(L)my—z
BO=1Q.-| « : 4 [(01»;1—1] ’
afl a ay
. . [
(l)mn*ﬂ (O)W"E T
= o —2 7T,
(10) =1 7 i+ wa (m50, II = ﬂa)’
e ar’~fai'a 703
(1)’M1—2 (O)m -
1y we,e;m| +[ ]
-1 Ay Oy
a
(Lm—e (0)es (07 2 (0)m—s
=Y(Q| o +[ iy ]’QI' 1 +2-] oi'a, |+
o H ar® —a; %,
(l)mn—S 0
(O)M-l .17 Qy, + (a)—"zua_z )
gl - 2—42’ : ot 122'
Ay Og— 40y O 1 al—s_g af‘az

2
(]
Um die Funktionalgleichung (11) zu lésen, setzen wir

2
3(12

3
2 ay

2
3 we— 7y

) = E2——=,

W,

Hier haben, wir die Voraussetzung m > 2 ausgeniitzt, denn sonst wiirde w,
nicht mehr auftreten. Mit der Bezeichnung

1 —_
oy =, Uy = — Qg = — — , Og == 0y
wy Wy

1]
. o [
X(Q, 8,11, @y, m) % g/([l] S5 | l)
0
0

ergibt gich schon die Losung

a2) pe=w@,o;m=["n)+

D~z / Um— (O)m—2
+ ( )(1)1 -X [027!2" (wl 2:|+[ — W00, ]’1%7%: wl(ﬂ:Z_WZ))’
o o (4 w3 —~ms)
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(12) erfillt die Gleichung (11). Wenn wir auch die Fille m = 2;

my; =1,2; my, =1, 2,3 beachten, haben wir den

Sarz 2. (12) ist die allgemeine Losung der Funktionalgleichung (11)
fiir m = 2

Fiir die eindimensionalen Objekte zweiter Klasse von m Iomponen-
ten (m = 2) mit der Transformationsformel (9) ist (12) die allgemeine kova-
riante Ableitung von m, Komponenten, wo II ein Hilfsobjekt mweiter Klasse
von m, Komponenten mit der Tramsformationsformel (10) ist.

0
"Bei m=2 fehlen Q, (w;)m—s Und (0)p_o; det ml=‘> fehlt (1) py—2, b6t my=1
fehlen (0)p—1 und (10’;’“‘2 bet my = 3 fehll IT bet my =2 fehlt auch my /o,

und bei my =1 fehlt auch wylm— ws) in (12).

Bs wiirde auch keine Schwierigkeit bereiten, bei m, = 2 auch das
Pengovsche Objekt von zwei Komponenten (IT. 6 §3) als Hilfsobjekt
in Acht zu nehmen.

Dagegen bietet der Fall m = 1 eine neue Aufgabe. Ist auch m, =1,
g0 sieht man, wie in dem Abschnitte 2 Satz 2, gleich, dalB es auch hier keine
nicht-triviale kovariante Ablettung gibt. So bleibt uns noch der Fall m = 1,
my 2= 2 zur Untersuchung tibrig.

Wir setzen zuerst m =1, m,> 2 voraus. Aug der Funlktionalglei-
chung (11) wird dann

(Lmg—2
(13) T(Q,Q’;H)-[ @ ]Jr[(o)_”;‘"l]

al—l a oy
(Lmg—s
2
= ’I’( —Q—az a7 — Qo la,+ i Pay— 20 fai; IT- a_Ll -+
o o M
ot
(0)mg—z
-+ (11—2(12 ) .
aa,— 3 ot
Um diese zu losen, setzen wir
1 0 3 a; 102 —
) o=, a=-al=—", a=q (3~9‘~:— n) ~ o
7, 7Ty 2 o) Ty
ein, was wegen m, = 3 moglich ist und verwenden die Bezeichnung
0
1T
15 ° at gy
(15) X(67H7“2)=g(076; _7,;2)'
0
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fo gelangen wir zur Ldsung
(16)
(O) ( )m1-.4
po= w2, m=["] | m | A+ 40— i),
-1

221

die (13) bei my > 2 tatsdeblich erfdllt.
Yst = 1, my == 2, 80 chreiben wir statt (14) und (15)
ay == my—E0, = 0y = — (- Q)2

3 K

2—7‘::) == (g, —$2)(§ £ — )

g == (il
2 a

und )

X(o) 2 W0, o [0]),
falls v, % 2 ist, und erhalten in diesem Falle die Losung
(17)

" (Dms—2 . 2
. T (())n‘ - _ v Q +%.Q ——n3) ;
D2 =¥(2,2'310) = [ o 1] - l(ﬂ;"fg 1 l( (m— Q) (. 8),
y—

die (18) wieder erfillt. Da m, und Q in gleicher Weise transformiert wer-
den, sind sie entweder nie oder immer gleich. Gilt m, = 2, so ergibt sich
ganz wie in 2 §2

0
0 I o fir o> 0 ,

X(o) =1,
I fir o<0,

(o) 0
xalo) = gelo) = 0 fir  X(0) = [11( } ¥(0, o; [ ])
12(0)

50 daB nwr dic triviale kovariante Ableitung

Iy
/. (0) -1 —
(18) D = W2, 1) = [ 3 + g (7 = Q)
exigtiert. So haben wir den ]
SArz 3. Die allgemeinen Lisungen (ler Funltionalgleichung (13) sind
fiir my> 2 die Funltion (16) und fir my = 9 die Funktionen (17) und (18).
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Fiir die eindimensionalen Objekte aweiter Klasse von einer Komponenten.

. mit der Transformationsformel 2 (19) sind (17) bew. (16) die allgemeinen

nicht-trivialen kovarianten Ableitungen mit m, Komponenten, je nachdem

das Hilfsobjekt IT mit der Transformationsformel (10), zwei oder mehrere
Komponenien hat (m, =2 oder m, > 2).

0
Beti my = 2 fehlt (1)my—s in (16) und (17) und auch Iy in (18), bei m;, =1
. 0
: (1)m1—2 (1)m1—2 Td: .
fehlen (0),,—y sowie [ iy bew. (g ) baw. 0| (16) bzw. (17)
bew. (18) und bei my =3 fehls 1T in (16).

Regularititsannahmen itber ¥ wurden auch hier nicht verwendet.
Der Spezialfall

DQ = Q+ Q' + Qm,— Ik — 7,)

Y
von (16) (m =my =1, my =3, X (o, m) = o—3nh , IT= l}rg}) hat eine
T3,
gewisse Bedeutung fiir die Lieschen Ableitungen.
Auch in diesem Abschnitt kann man zu dquivalenten kovarianten
Ableitungen von Objeliten X, die mit Q — T(X) dguivalent sind, unter Be-

nuteung von mit I = F(5) dquivalenten Hilfsobjekten 5 durch die Formel -

DE=Y(Z, I'; 8) = AP[I(5)T(5) &'; F(E)])
dbergehen (vgl. 1 (3)).

4. Tensoren als kovariante Ableitangen von Vektoren

§ 1. Kovariante Ableitungen der kontravarianten Vektoren. Das folgende
Beispiel soll zeigen, wie die Bestimmung der kovarianten Ableitung von
allgemeineren Objekten zu hoffen ist. Ein kontravarianter Vektor v* hat
(8. I(20)) die Transformationsformel

e \ at OF° ' \
(1) 7 = %o, (Akéé&%; 0k =1,2, ..., n; det Al 0).

Deshalb gilt fiir die Ableitung avh L opkjogt die Transformations-
formel

X

7
7

<Y

07" okt % &

= a? 53 = ( kv +A.7ﬁz’l)k)Ai = AiAjlf:alvk_B:{nA,f;'uk

e

|

(2) a;_’U”

E

,
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WO B

X 2 3

a 0€ var 88 et O
A’I;::E‘gay Al—a}“l’ Kl 3&7‘351,
®) e n
ne 0 B o A,
DE*DE

ist. In der letzten Umformung in (2) folgt
Ap Al = — BLAR
von der Ableitung der Identitdt (I (9))
(4) Ajdl =8
beziiglich £: AZIA§+A;AL!A% .
Aus (2) ist zu sehen, dafBl ow* kein geometrisc]:.tes Objekt ist', tda, in
der Transformationsformel auBer dw* auch v* auftrits. Dagegen is

(5) 7 & 00" +Tpo”

i j in einfach kontravarianter — einfach
in geometrisches Objekt, und zwar ein eint 2
fcl;lvigianter Tensor, fa.11£ I'Y das lineare Ubertragungsobjekt (vgl. I § 3,
Beispiel 6) mit der Transformationsformel

6) I, = ThALAYAY + A4}, = T ALAGAL+B

(vegl. (3)) ist: ‘ P

(1) o = 0,7 — I = ALdfon® —BiAfv* + ThALALAT AT +BiAjv
— AlAzet + TEALAGSY = ALALVO".

; det).
E den (8), (2), (6), (1), (4) und (5). verwen ) o
. %111111:861‘ P(ro)“t,)1¢§m7 ist ,es, ’sétmtliche (einfach kontravariante — einfach

kovariante) Tensoren ¢/ zu charakterisieren, die aus dem kontra,vanan:efx
- . i
Vektor oF, aus seiner Ableitung & und aus dem Hilfsobjekt der symmetr

K d
sohen linearen Ubertragungsparametern I, ==_]“,’$Lz = Itm aufgkebiuzsel}?g;
also als kovariante Ableitungen des kontravarianten Vektors v* ang
werden konnen. Diese kovariante Ableitung

®) Do = Do’ = gl(o*, 21", Tty)

muB offenbar die Funktionalgleichung (eigentlich Funktionalgleichungs-
system) . .
m = g;(vx, alv"y an) = gg(,vk’ 31”"7 Fl’:))Aan ]
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128 IV. Kovariante Ableitung
d. h. ((1), (2), (8))
(9)  guAge”, Aldiet —BL A, TEALAGAR 4 By) = A5A5gl0%, o0, TE)

erfiillen (die Gestalt der Funktion g mull gem#if der Definition der kova-

rianten Ableitung in dem Abschnitte 1 und in I § 5 gegeniiber den Koor-'

dinatentransformationen invariant sein). Wir halten jetzt den Punkt p,
fest, so daf3 die A%, Bj, als unabhingige Verinderliche betrachtet werden

konnen (nur muB det A% 5= 0 gelten), da immer Koordinatentransforma-
tionen mit in einem Punkte vorgeschriebenen ersten und zweiten Ablei-

tungen konstruiert werden konnen. Dagegen sind die 4% durch (4) be-

stimmmt (d. h. mit den 47 verbunden).
Um diese Gleichungen zu losen, setzen wir

Av =06, Bl=-I%,
so daB wegen (4) auch
45=14
gilt. So wird aus (9)
(10) Do = gi(o*, a0, I'f) = gu(v*, 80" +T50", 0) = fof0", Va0,

wo fio*, Poh) & gl(o®, 71oF, 0) gesetzt wurde.

Wenn wir auch die Stengkezt von Dv in » vomussetzen, so konnen
wir zeigen, daB f von den v* nicht abhingt. Tatsichlich erhélt man durch
EBingetzen von (10) in (9) wegen (7)

fdz®, A5ALW ") = ASASWY, Pt) .
In diese Funktionalgleichung setzen wir
Al=1l, a.h A =%az
und erhalten
fo®, ok = o, 7ef)
Ist f, stetig, so wird bei t—0:
Fio®, Pio®) = #40, 7 1o%) ,

i

d. h. f} ist von den o* unabhiingig. Mit gu(V vy £ 70, V10%) gilt daher

(11) Do = gi(Vo") .
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Jede stetige kovariante Ableitung eines kontravarianten Vektors ok, die als
eimfach Lontravarianter einfach kovarianter Tensor transformiert wird und
die von den v*, von ihren Derivierten &;v* und von dem symmetrischen li-
nearen Ube'rtmgungsobyekt Ik, abhingt, st also eine Funktion, die nur von
Vb = o* + I abhéngt.

Wird statt des symmetrischen das allgememe lineare Ubertragungs-
objekt als Hilfsobjekt genommen, g0 hingt ¢¥ auch von Iy, = 3(I—I'%)
ab.

§ 2. Lineare kovariante Ableitung der kontravarianten Vektoren. Jetzt
nehmen wir zu unseren Voraussetzungen noch die der Linearitdt hinzu,
indem wir fordern, daf Dv eine lincare Funktion der V;o* sei. So geht
(11) in
(2) Do’ = gy Vi0") = aFuo” 4B}
iiber (al%, b konstant)

Da D,v und Vl'u cinfach kontravariante — einfach kovariante Ten-
soren gind, muf al,, b} folgenderweise transformiert werden:

Gt = AlAZALARSY,, T, = ASASHE.

Wegen der Unabhingigkeit der Gestalt der Funkfion g} von dem Koordi-
natensystem gelten aber @ = a, b =b (d.h. die Koeffizienten sind Ska-

lare), so daf
= a}diaalal,, b= ASAYbE

besteht. Wir multiplizieren (,kontrahieren’’) mit A747 bzw. mit A7
(13) ATALak = AlAaY,,  AZb, = AjbL.
‘Wiahlt man jetzt
A} =ty 0} =167
(das Zeichen |A| bedeutet, daB beziiglich 1 nicht zu summieren ist), so
erhilt man
byt 0m = g @k, G e =tz
Bei unabhingiger Wahl der ¢, folgt hieraus, daB ¢¥ nur dann nicht

verschwindet, falls A =r und ¢ = 7 oder A = h und ¢ =7 ist, und b; nur
bei ¢ = r nicht verschwindet, d.h.

a,#0 nurfalls (=7 und j =h) oder (I =h und j=7),

(14) _—
b;# 0 nur falls j=r.

Funktionalgleichungen
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Wenn wir dies beachten, so reduziert sich (13) auf

AJ.A; a[/u! _l_A;AZa/]h] . A;.Azall'rh[ _I_AZ.AL“[M\ Atbh! — A_'bm

Pt A P TR T TR (k| {omalonty i) ] el *
Da die Veriinderlichen A} beliebig sind, folgt aus dieser Formel

5 ] _ gl _ il _ gl _ Wyl
(1) U = Oy = €5 W = O = &5 By =Dbig=e.

Nehmen wir (14) und (15) bei der Bildung von (12) in Acht, so haben

wir

Gty = cVen’  falls s
und

gi’;{(Vz'v") = (fl7|7,v’” +avtte.
Dies 148t sich in die Formel
(16) Dev! = g, 0%, IE) = gl(V ") = oV 0" + ddi7 0" + ed]

= (8,07 -+ A8}0x 0" + Iy v® + A0S TR, v + 66}

zusammenfassen (¢, d und e gind konstante Skalaren). (16) erfillt die
Funktionalgleichungen (9). Somit haben wir den folgenden

Sarz. (16) ist die allgemeine Losung des Funktionalgleichungsystems (9),
die in den v* stetig und in den 0,v% linear ist.

Also st (18) die allgemeine lineare kovariante Ableitung der kontra-
varianien Veltoren, die aufer den Komponenten dieses Vektors nur von
ihren Ableitungen ;0% und von dem symmetrischen linearen Ubertragungs-
objekt re, abhéingt und selbst ein einfach kovarianter und einfach kontra-
varianter Tensor ist.

Fiir den Gegenstand des vorliegenden Abschnittes, fiir die &hnliche

Behandlung der kovarianten Ableitungen von kovarianten Vektoren und
fiir weitere Verallgemeinerungen s. A.-Moér (1958, 1960 [1], [2]).

V. WEITERE PROBLEME

1. Komitanten

§ 1. Komitanten einer Dichte. (S. Golab 1938 [4].) Das Problem,
zu einem gegebenen geometrischen Objekt Q alle geometrische Komi-
tanten aufzufinden, konnte leichter gelost werden, wenn wir das Haupt-
problem der Klassifikationstheorie als vollstéindig gelost ansehen konnten.
Da das bisher nicht der Fall ist, so kann zur Zeit die vollsténdige
Losung des Komitantenproblems kaum erwarten sein. Wir geben im
folgenden Beispiele fiir Bestimmung von Objekten mit gegebenen speziel-
len Transformationsformeln, die Komitanten von gewissen Objekten sind.

Ist Q2 ein Skalar(feld), so ist einfach ¥(Q) bei jedem ¥ wiederum
ein Skalar, also ein geometrisches Objekt. 2 und O* = W(Q) sind aber
nur dann fquivalent, wenn ¥ umkehrbar ist.

Es entsteht die Frage, wann

(1) o = P(Q)

eine geometrische Komitante ist, falls £ eine nieht triviale Dichte vom
Gewichte (—1) ist. Diese Frage ist leicht zu beantworten. Setzen wir
voraus, daf ¥ umkehrbar ist, d. h. jeden Wert hochstens einmal annimmt,
50 konnen wir aus (1)

(2) Q2 = ¥P-H2*)
schlieBen. Da Q laut Voraussetzung eine gewdéhnliche Dichte ist, d. h.
D=0.J,

80 haben wir laut (2)

3) 2 =Y(Q) = Y(QJ]) =T FH Q)

was besagt, daB 0Q* ein geometrisches Objekt (vom Typus J) ist. Wie
steht aber die Sache falls die Funktion ¥ nicht umkehrbar ist? Auch
in diesem Falle kann Q* ein geometrisches Objekt sein. Es ist aber auch
méglich, daB ©* kein geometrisches Objekt ist. Es gilt der folgende

9%
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