IT1. ALGEBRA DER OBJEKTE

1. Definition

1 i 1 1
Es seien 2, ...,é: Q= (2, ...; Qm), i=1,..,4q,¢ (¢ >2) geometri-
sche Objekte definiert in einem Punkte p von X, in bezug auf dasselbe
Gruppoid ®. Es sei ferner ein System von m Funktionen

1
VYR, .y Q) G=1,..,m)

gegeben, die beziiglich é in Lz (siehe I § 3) definiert sind.
Falls die Werte

1 q

(1) Q= V(2 ..., Q)

dieser Funktionen Komponenten eines geometrischen Objektes sind, so

1
sagen wir, daf die Objekte @2, ..., !3 eine Algebra mit der g-néren Opera-
tion ¥ zulassen. (1) werden wir auch kurz

1)
schreiben.
1
‘Wir betonen, daf die Objekte 2, ..., Qq, 2 nicht von derselben Kom-

ponenten- und Klassenzahl, wohl aber von derselben Dimensionszahl
sein miissen.

1 a 0
Da die Folge von Objekten £, ..., 2 sich in ein Objekt £ mit m, ...
+m, Komponenten komprimieren 148t, kann £ als eine geometrische

(G=1,..,m)

1

Q=¥,.., 9

0
Komitante von £ aufgefaBt werden.
Da die Funktion ¥ gegeniiber den Koordinatentransformationen in-
variant ist, muB sie die folgende Funktionalgleichung erfiillen:

1 q 11 a a
(2) QP[!F(‘Q! LX) 'Q)y Txk] = W[¢(Q; Tuk)y ey (P(Q; 11”’0)] y
WO

— T id
Q= Ty), Q=& T4 (i= 1,..,9

t
die Transformationsformeln der Objekte 2 bzw. @ sind.

cm
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Die Algebra der Objekte befaBt sich mit der Frage welche Objek-
tenmannigfaltigkeiten eine Algebra zulassen und welche Gestalt ihre
Operationen ¥ haben.

2. Typen (1,1, 0) und (1,1, 1)

§ 1. Algebra der Objekte des Typus J. Statt der Objekte hochstens
erster Klasse im eindimensionalen Raum, befassen wir uns gleich mit
n-dimensionalen Objekten des Typus J (vgl. II. 4 § 2). In diesem § wol-
len wir das Problem der Algebra der Objekte vom Typus J im Falle
m =1, r<1 vollstlindig 16sen. Der Grund fiir die Zusammenschmelzung
beider Félle » =0 und » =1 (was auf das Hinzufiigen von Skalaren
hinausgeht, da wir hier von den nichtdifferentiellen Objekten absehen,
die aber unter den in dem Abschnitte 3 zu untersuchenden Objekten
enthalten gind) liegt darin, daB man in der Praxis mit Skalaren wie mit
Objekten erster Klasse rechnet. So haben wir mit 4 Arten von Objekten
zu tun: mit Skalaren, mit Biskalaren, mit den Objekten die den Weyl-
schen Dichten dquivalent und endlich mit den Objekten die den gewshn-
lichen Dichten #quivalent sind. Diese vier Arten von Objekten werden
wir weiter kurz mit den Buchstaben §, B, W, & bezeichnen.

Das allgemeine Problem kann nun folgendermaBen formuliert wer-
den. (Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit kann man ¢ =2 nehmen
(binére Operation)).

Es seien zwei Objekte !12 und 522 gegeben, von denen jedes zu einer
der Klassen S, B, W, @ gehort und deren Transformationsformeln ent-
sprechend ’

T i
Q=0@,J) (i=1,2)
lauten, Bs wird gefragt nach allen Funktionen ¥(z,y) von zwei unab-
hingigen Verénderlichen, fiir welche
1 2
v(R, Q)
wiederum ein geometrisches Objekt vom Typus J darstellt, d. h. zu einer
der Klassen S, B, W, G gehort. Analytisch ausgedriickt, wenn allgemein

mit dem Buchstaben @ eine Transformationsformel vom Typus J bezeich-
net wird, handelt es sich wm die Losung der Funktionalgleichung

Q) Wb (D;7), B(D; 7)) = B[¥(2, £); 71,

WO 91) und <12i als gegebene, wihrend ¥ und @ als gesuchte Funktionen zu
betrachten sind. Der Funktion ¥ werden keinerlei Bedingungen auferlegt
(auBer, daB sie von keinen ihrer Verinderlichen unabhingig sein soll),
withrend @ zu einem Objekte des Typus J gehoren soll.
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Die Losung dieses Problems ist zwar elementar, sie ist aber langweilig.
Sie bendtigh die Betrachtung von einer langen Reihe der Fille je nachdem

die gegebenen é, wie auch die gesuchte @, zu einer der vier moglichen
Klassenarten gehoren. Deswegen geben wir hier die ganze Diskussion.
nicht wieder; wir verweisen den Leser auf die Arbeit S. Golgb - H. Pidek
1957, wo die ganze Diskussion in den Binzelheiten durchgefiihrt ist
(man kann sie aber aus den Ergebnissen auch selbst leicht rekonstruieren)
und auf dieser Stelle beschréinken wir uns darauf, beispielsweige in vier
von den 64 moglichen Fallen die Losung anzufihren und nachher das
allgemeine BErgebnis anzugeben. Diese vier Fille werden so gewihlt,
dal im ersten und dritten die Funktionalgleichung l6sbar, im zweiten
und vierten dagegen unlogbar ist.

Da alle Objekte des Typus J laut II. 4 § 2 mit einem der Objekte
dquivalent sind, die die folgenden Transformationsformeln haben:

=0 (2=1 oder 2 =—1),
0=0sg (R=-1,1),

2=20 (2 € (0, co) oder £ ¢ (— oo, 0)),
2=0J (82 € [(— 00, 0)+ (0, co)])

1 2
geniigt es laut des allgemeinen Prinzips in 1§ 5 die &, D, D in (1) je einer
2
von diesen Funktionen gleich zu nehmen und von dem so bestimmiten ’JF’(!IQ, £2)

~ 1 2
kanm man dann auf die allgemeine Operation Y(X, X) in der Algebra der
Objekte des Typus J durch die Formel

(2) P(E, 5) = awr6-(3), b2y

ibergehen. Und nun wenden wir uns den vier eingehend zu behandelnden
Fillen zu.

I. Setzen wir voraus, da8 die Transformationstormeln von !3 , !22 und 2
die folgenden sind:

1 1

Dol
o

2 =07, =QJ, O=0|.
Dann wird aus (1)
1 2 1 2
(3) P(QT, Q) = P(2, Q)7].
. . 1 2
Die Funktion Y(2, Q) muB also jedenfalls positiv homogen wvon erster
Ordnung sein; dariiber hinaus besitzt sie, wie das Eingetzen von J = —1
zeigt, die Eigenschaft
1 2 1 2
(4) T(_Qy ) = '-l/(‘Qy £2) 3
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d. h. die Bbene @ =0 ist eine Symmeiricebene der Fliche 2= W¥(z,y).
Umgekehrt beweist man leicht durch Eingetzen, da8 jede positiv homogene
Funktion erster Ordnung mit der Eigenschaft (4) eine Losung der Funk-
tionalgleichung (3) ist. Damit ist das Problem der Algebra eines G-Ob-
jektes mit einem W-Objekt, wo das Ergebnis ein W-Objekt ist, voll-
standig geldst. (2) gibt die allgemeine Losung an, wo ¥ eine positiv homo-
gene Funktion erster Ordnung mit der Bigenschaft (4) ist, wihrend A
beliebig ist.

II. Setzen wir jetzt

n 1 7 2 .
Q=0, Q=0J, 2=0J
voraus. Aus (1) wird jetzt
1 2 1 2
(8) Y(QJ], QJ]) = P(Q, 2)J .
Setzt man J = —1 ein, so folgt
1
(2,0 =—w@,0) =0,

die Funktionalgleichung (5) hat also keine nichttriviale Losung und die
Algebra zweier W-Objekte kann nie ein G-Objekt ergeben.

III. Es sei num

T 1 1

Q= QJ (2€(—00,0)+(0,00)),
R 2 2 2

Q=0 (2=1oder 2 =—1),
Q=20 ©@=-1,1).

Aus (1) wird dann
1 2 1 2
YRS, Q) =V(Q, Q)sgd
1
oder mit J = 1/
1 2 2 1
V(R,02)=Y31,2)sge,
1 2
wag die Gleichung auch tatséchlich erfilllt. Da £ = Y(R2,0)=—1,1
2 2 2
ist, gilt entweder W(1, Q) = 2, oder ¥(1, Q) = — Q.
1 2 2 1
V(2,02 =RsgR
nnd
1 2 2 1
YR, Q) =— 20

und nur diese sind alse in diesemn Falle Losungen der Funktionalglei-
chung (1) von der man zu den allgemeinen Losungen wieder mittels (2)
iibergeht.
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IV. BEs sei endlich

1

.5:[.%7 (ég(—oo,())—f«(o,oo)),

O=0sp] O=-1,1),
Q=208 R=-1,1),
In diesem Falle wird aus (1)
1 2 1 2
P(QJT, Qsgd) = ¥(Q, Q) sgd .
Wir setzen J = 1/Q und erhalten
1 2 2 1 1
F(Q,0) = ¥(1,02:g0)5gQ .

Laut unserer Voraussetzungen nimmt ésg?) ebenso wie ¥ ecines der
Werte 1, —1 an. So ist W(1, Q) eine auf der Menge {—1, 1} definierte
Funktion, deren Werte in derselben Menge liegen. Soleche Funktionen
gibt es nur viere:

Y(1,0) =2,
Y(1,0) =-0Q,
(1,0 =|Q|:
. P(1,0)=~—9].
Diese ergeben
1 2 2
YR, =0,
1 2 2
PQ,0) = -0,
1 2 2 1 1
Y(R2,0) =|Q|sgQ = sgR,
1 2 2 1
Y(2,0) = — Qg = —sgé.

Die ersten zwei Funktionen sind von }2, die dritte und die vierte von !22
unabhingig. Also hat die Funktionalgleichung (1) in diesem Falle keine Li-
sung, die nicht von einer ihrer Veréinderlichen, unabhingig wire, und des-
halb kann die Algebra eines G und eines B Objektes kein B-Objekt ergeben.

Abnlich erfolgt die Diskussion in den iibrigen Xillen. Das Ender-
gebnis fagsen wir in einer Tabelle zusammen. Diege braucht nur den
folgenden kleinen Kommentar. Ein Strich in der entsprechenden Zelle
bedeutet, daB die entsprechende Art von Objekten nicht erreichbar ist.
Das nachstehende Verzeichnis 2gibt in jedem positiven Falle (d.h. in

1
solchen, wo die gegebenen 2,02 zu dem gegebenen zZusammengesetzt
werden konnen) die allgemeine Losung, d.h. die allgemeine Form der
Funktion ¥ an. Fiir Zwecke dieges Verzeichnisses haben wir die Zeilen
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und Spalten der Tabelle von 1 bis 8 nummeriert. Aus Symmetriegriinden
haben wir nur das untere Dreieck der quadratischen Tabelle ausgefiillt.

S8ATz 1. Hs ist nicht moglich, daf die Zusammensetzung

von Objekien 8 mit einander Objekte B,

von Objekten 8 oder B mit einander Objekie W oder @,

von Objekten W mit Objekten S oder B Objekte S oder B,

von Objeliten W mit Objekten S Objekte @,

von Objekten W mit einander Objekte B oder &,

von Objeliten G mit Objekten S Objekie 8,

von Objekten G mit Objekten B Objekte B
ergebe.

Die miglichen Zusammenseteungen sind in der folgenden Tabelle und
im nachstehenden Verzeichnis enthalten.

\\ A S B w G
_(3\ 1 2 3 4 5 6 7 8
B! 8 | -
g
2 — —

B
4 | - | — F = | =
s - | -] - -1 8] -
w
| el w | -|wle|w]| -
7 ~-|B {8 | -] 8BS |B
@

8 w G w G w G w G

Die moglichen Zusammensetzungen, d. h. die Lisungen der Funkiional-
gleichung

., 2
(6) Vb (Z; ), b5 )] = 6[P(E, £); ]
werden durch die Funkiionen
2
) P2, 5) = AP16(3), 64D

1 2 . . 1 2
angeg eben, wo die Funktionen @ und O die Aquivalenz der Objekie X bz:w. P
des Typus J mit den Skalaren, Biskalaren, Weylschen und gewohnlichen

Funktionalgleichungen 7
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Dichten erzeugen, A eine beliebige eindeutig umbehrbare Funktion ist, und ¥
in den verschiedenen Fillen durch das folgende Verzeichnis angegeben wird:

(1,1) ¥ eine beliebige Funktion von zwei Verdnderlichen.

(81) ¥ beliebig mat dor Bedingung ¥(—0, ) — W(3, O).

(8,2) ¥ beliebig mit der Bedingung W(—0,0) = —W(b, &),
(3,3) ¥ beliebig mit der Bedingung ‘I’(-—.é, ~!3) = ‘I/(!i, .{3).
(3,4) ¥ beliebig mit der Bedingung ¥(—@, —0) — —w(3, &).
(5,5) W(EQ, KO) —=w(@,8), E>0.

(6,1) P(EQ,Q)=K¥(@,0), K>0.

(63) V(EQ,0)—K¥(@,8), E>0, w8, -0 =wd 5
(64) WK, Q) =KV, 8), >0, P& -0 =_wd 8)
(6,5) W(KQ, KO) =K¥(@,0), K> 0.

(7,2) W(@,0) = +0sp0 .

(7,3) P(2,0) = £sglsel .

(T,5) P(HD, KO = ¥(2,8), K>0, ¥(-0,0) =wd 5.
(7,6) PED, KO =¥(D,8), K> 0, ¥(—d,f) = —wid )
(1,1) V(EQ, KO) = (3, 0), K%0.

(18) W(EQ,KG) =¥(D,8), E>0, ¥(—5, &) — ¥, 0).
(8,1) W(EQ,Q) = KPD, ), Ex0.

(8,2) Y(ES,8) =KW, 0), K0,

(83) Y(KQ,Q)=E¥(S,0), K>0, wd, B —w0, b,
(8,4) ?P(K!?, 5); Ksp(é,lfg); K>0, ¥(—0, -0) = —w(b, &,
(8,5) Y’(K.?,K!j) =K‘I/(31?,!22), E>0, ¥(—0,0) = w3, 0.
(8,6) EP(K.?,K!E?) =E¥(@2,0), K> 0, ¥(~0,0) = —w (b, §).
(8,7) W(KQ, KQ) = |E|¥(2,0), K+0.

(8,8) W(EQ, KO) =xw(@,8), K20,

icm
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Die Formeln (2) und (8,8) ergeben z. B. fiir

M) 60 =10, 6(0)=|0"eb, A(Q)=|2Pxe,

1 2
d. h., bei der Zusammensetzung zweier gewohnlichen Dichten X, X' von
den Gewichten (—a;), (—ay):

i1 3 2
(8) 2= |"sgd , Z=Z|J|"sgJ,
zu einer gewohnlichen Dichte IT vom Gewicht (— B):
I = IJPsgd

das folgende: die Operation
~ 1 2 1 1 2 2
(2, 2) = AP( 2" sg 2, | 2] sg 2)}
1 2
(4(2) = |2Psg2; P(EQ, EQ) = KP(@,2) (K #0))

wird die allgemeinste sein, unter welcher diese Objekte eine Algebra
mit dem gewiinschten resultierenden Objekte zulassen.

1 2
‘Wiinschen wir anderergeits, daBl X~ und X wieder gewohnliche Dichten
von Gewichte (— a), (— o) seien, d.h. (7) und (8) gelte, und dazu noch

~ 12 12
P(X, 2) = XX vorgeschrieben sei (d. h. es handelt sich um das Produkt
zweier gewohnlichen Dichten), so folgt aus (6) gleich

I =9l J)=MIJ",

9) +
A4(Q) = Q7™ ,
12
d. h. IT = XX ist eine Weylsche Dichte vom Gewicht (—a;— ). (2), (7)
und (9) ergeben
1[;(;2: !3) o lé|u1l(r11+aa)[[Slazl(aﬂ-uz)

in. Binklang mit (8,7).

§ 2. Verallgemeinerte Addition. (8. Golgb - H. Pidek 1957, J. Aczél
1960 [1]). Xs ist wohlbekannt, daf z B. zwei gewdéhnliche Dichten von
verschiedenen Gewichten nicht addiert werden kénnen, d.h. dafl ihre
Summe kein geometrisches Objekt darstellt. Es ist aber gestattet zwei
gewohnliche Dichten von demselben Gewicht zu addieren. Zwei gewdhn-
liche Dichten von demselben Gewicht gehoren nicht nur zu demselben
Typus @, gehorchen aber auch derselben Transformationsformel, besitzen
also dieselbe erzeugende Funktion @. Andererseits konnen, wie wir
gesehen haben, auch Dichten mit verschiedenen Gewichten multtpliziert
werden.

T
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1 2
Man kann nun allgemein definieren, welche Funktionen ¥(£2,Q)
alg ,,verallgemeinerte Addition” angesehen werden kénnen und folglich

kann man die Frage stellen, unter welchen Bedingungen zwei Objekte é
2
und 2 (z. B. vom Typus &) eine verallgemeinerte Addition zulassen.
1 2

‘Wir sagen nimlich, daf die Operation ¥ (2, 2) eine wverallgemeinerte

Addition ist, wenn ¥ von der Gestalt
1 2 1 2

{10) V(Q, Q) = FIG(Q)+H(2)]

ist, wo alle drei Funktionen F, G, H einer Verdnderlichen wmkehrbar
sind.
1 2
Wir setzen voraus, daB8 ¥(2, Q) von der Form (10) ist und daf zu-

1 2
gleich ¥ (2, Q) ein geometrisches Objekt vom Typus G darstellt, d.h.
1 2 1 1 2 2
(1) ¥(2,0) = A{P[6XQ), O )]}

gilt, wobei & homogen von erster Ordnung ist. Wir wollen. die Transfor-
1 2
mationsformeln der Objekte 2,2 finden, die eine verallgemeinerte Ad-

1 2
dition zulassen, d.h. wir wollen @ und @ bestimmen. Dies bedeutet we-

gen (10), (11) und wegen der Homogenitit von @, daB wir die Funktional-
gleichung

(2)  AFGLO(tw)]+H[O ()]} = tA(FGL6 (@) - H[O ()]))

15sen sollen.
Wir setzen zu diesem Zweck

1 1

o),

IR

2 2
= yL evQ),

WD ECO@)], gy LHOW)] y G2 EF[A ()]

Die Funktionen gi(w) (i =1, 2, 3) miissen also auch eindeutig umkehrbar
sein, Aus (10) und (11) erhalten wir

13)  D(x,9) = A_‘(F{G[é(w)] +H[6§(y>]}) = g5 '[91(@) + ga(9)] .
Nebmen wir ein #, # 0. Da

¢(tnw) toy) = todj(m’ Y)

icm
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ist, haben wir laut (13) (vgl. (12))

75 '[91(8a) + galtey)] = togs [2(@) + 929)] -
Setzen wir weiter
(14) 7ilw) = gu(to®)
80 laBt sich die letzte Gleichung folgendermaBen schreiben:

Fs [5u(®) + Fa®)] = g5 [ga(@) + ga(¥)] -

(i=1:273)7

Wir setzen. ,
wi(u) & Glg'w)]  (=1,2,8),
80 bekommen wir
va(t +0) = yy(u) +9u(v) .
Die allgemeine Losung dieser Funktionalgleichung, die durch Einsetzen
von u — 0 bzw. v = 0 auf die Cauchysche Gleichung f(u-+v) = f(u) +(v)
zuriickgetithrt werden kann, lautet aber, unter Voraussetzung z. B. der
MeBbarkeit von ws(u), folgendermafen:
(%) =cu+0,
a(w) = cU+ 0y,
) = U+ 0+
WO ¢, ¢y, ¢ drei beliebige Konstanten sind (die aber von dem vorliufig
fest gehaltemen t, noch abhingen). Bei uns mufl natiirlich ¢ von Null
verschieden sein, ¢ 7 0. )
Kehren wir zu den Funktionen g; (i = 1, 2, 3) zuriick, so bekommen
wir

Gil@) = egi(@) -+ (6=1,2,3); G=010C.

Die Konstanten ¢,, ¢, ¢ hiingen aber von t, ab. Beriicksichtigen wir das
und eliminieren g; (¢ =1, 2, 3) mittels (14), so erhalten wir

(15) gi(tm) = o(D)gu(a) +elt)  (1=1,2,8);  elt) = ) +alt) -
Aug dieser Gleichung bekommen wir mit @ =1

(16)  gilt) =o(B)gll)+eult) (1=1,2,8) alt) =al)+al),
oder, wenn wir

(17) yilt) = gi(t) — 94(1)
einfithren und (16) von (15) subtrahieren,

(18) yiltw) = o () yi(a) +7ilt)

(i=1,2,3)

(i=1,2,3).
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Aus Symmetriegriimden haben wir weiter

yi(te) = c(z)yit) +yilw)  (1=1,2,3),
woraus
(19) vi(@)[e(®)—1] = yi(t)[e(x)~1] (i=1,2,3)
folgt.

Zwei Fille miissen jetzt unterschieden werden:
(A) e(t)=1, (B) e(t)s£1.
Im Falle (A) wird aus (15)
giltw) = gu(@) +a(t) (£ =1,2,3);  cft) = enft) +0(t) -

Setzen wir hier # = 1 ein, so erhalten wir einen Zusammenhang zwischen g,
und ¢;:

(21)

(20)

g:{t) = gi(1)+eit)  (1=1,2,3);
was, in die Gleichung (20) eingesetzt,
oi(tw) = efo) +et)  (i=1,2,3)

ergibt. Dies fithrt z. B. bei der MeBbarkeitsvoraussetzung zu

(b)) = ey(t) - aft) ,

¢(x) = aslogla] (i=1,2,3; a; sind Kongtanten) .

Daraus und aus (21) folgt weiter

gi®) = pitadogle]  (i=1,2,3; ag=a;+0y; ay, fi sind Konstanten).

Da g;(x) umkehrbar ist, muB x> 0,

94(®) = B+ asloge (1=1,2,8; g =a,+ay; a0y 7 0)
sein.
Im Falle (B) gibt es ein *, 5o daB ¢(t*) # 1 igt und aus (19) bekom-
men ‘wir
t*
@) ) =ple@-1 [(nf

Setzen wir dies in (18) ein, so erhalten wir

i=1,92,3|.

— Vit i) = yiet)e(@)—yio(t) + yie{t)—p;  (=1,2,3)

oder

olte) = yie(tyo(a)  (i=1,2,3).

Wiire ein y; = 0, yyz) = 0, so wiirde, laut (17), g®) konstant sein im
Gegensatz zur vorausgesetzten Umkehrbarkeit. So kann v als von Null
verschieden vorausgesetzt werden. (Auch ¢(z) muB dann eindeutig um-
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Kehrbar sein wegen (17) und (22)). Folglich kann man die letzte Glei-
chung durch y; kiirzen, so daB

¢(tw) = ¢(t)e(a)
besteht und daraus folgh

entweder c¢(@)=0,
= |m|t
oder o@) = op, (p eine Konstante).
oder c(x) =88,
oder aber c¢(®) = |zffsga (f # 0)

Unter diesen Funktionen ist nur die letzte eindeutig umkehrba}'.
(Falls man sich auf #> 0 beschriinkt, ist auch |wlf (8 #0) eindeum‘g
umkehrbar, sie stimmt aber dann mit |z)fsgw iiberein.) So haben wir
aus (22) und (17)

gi(x) = yilolfsgw+ oy

und aus (16) folgt

(i =1,2,3; die a;, f, y; sind Konstanten)

Oy = O+ 0.

1 2 )
Kehren wir nun zu den Funktionen @, @ und A zuriick, so stells
es sich heraus, daB

6(@) = 6-g(2)] b(y) = Hgw)], Ale) = Plgs(2)]

gilt und da

(o) = yjxlPsge+ay ,

0:(y) = valylPegy + aa

gs(2) = vslplPsge + o+ ay (Byysys # 0)
ist, folgt
(23) O(0) = G plafsgoral  (n#0, f#0),
24) B) = Hlplylsgy+al  (n#0, B#0),
(25) Ag) = Flylelisge+a+al (0, 80).

Man gieht auch, daB
D(z,y) = |WHsgW,

(abB + 0)

wo
W = alolfsge+blylPsgy

ist (@, b, 8 Konstanten).
Im Falle (A) erhalten wir dagegen

q}(m,y)=wf’yﬂ (p+g=1, z>0,y>0, opg # 0)
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ind

(26) 6(0) = G[B +aloga] (8> 0, a = 0),

(21) 6(y) =~ H-(f,+ aylogy] (> 0, gy 0),

(28) Ale) =Fifu+ (e, + ca)loge] (2> 0, ay+ay  0) .

Das Einsetzen in (12) zeigt aber, daf die Objekte mit den é, (E), 4 in,

(26)-(28) nur bei positivem J die verallgemeinerte Addition F[G (Ql) --H (!5)]
zulassen.

Fordern wir insbesondere, daB die Funktionen F, G, H iiberall
derivierbar sein sollen, so folgt, da8 nur der Fall (B) bestehen kann und
darin § =1 gein muB, so daB

6(2) = G-y + )

(n#0),
OW) = H- vy +a)  (m0),
A®) = Flye+ota) (s 0)

ausfallt. Wir haben jedenfalls den

BATZ 2a. Zwei Objekte des Typus @ lassen eine verallgemeinerte Ad-
dition (10) deren Brgebnis wieder ein G-Objekt ist dann und nur dann 2u,
wenn die Funktionen, die ihre Aquivalenz mit einer gewdhnlichen Dichie
orzeugen, von der Gesiali (28)-(28) oder (26)-(28) sind, die letzteren aber nur
falls man sich auf Koordinatentransformationen mit positiven Funktional-
determinanten beschrinkt.

In anderer Gestalt:

) SATz 2b. Die Funktionalgleichung (12) hat bei Zulassen von belie-
bigen t das Losungssystem (23)-(25), bei Beschrinkung auf positive t auch

n.cwh das Losungssystem (26)~(28), es gibt aber keine weiteren mepbaren und
eindeutiy umkehrbaren Lisungen.

3. Typus (1, n,7)

§ 1. Bestimmung der Operation. Die Funktionalgleichung 1 (2) kann

fir spezielle geometrische Objekte (5. I §4) folgenderweise geschrieben
werden:

OLE(Q, ey B)s 0] = W15 ), ., S5 ).

cm
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1
Im folgenden werden wir voraussetzen, daf Q, ...,!q? Objekte mit einer

1 2 q
einzigen Komponenten sind und O=0=0=..=9¢ gt (Algebren
im engeren Sinne). % = {uy, ..., 4,} sind die Parameter. Bei dem Typus

(1,m,7) ist speiell w= (", ¥, 4%, .., 42}, p = n[("}")+1]. Onme

T
wegentliche Einschrinkung der Allgemeinheit konnen wir uns auf ¢ = 2
beschrinken, so daB wir die Funktionalgleichung
@) BW(Q, IT); u] = P[D(Q; u), P(IT; u)]
untersuchen werden, wo in ungerem TFalle die groBen griechischen Buch-
gtaben eindimensionale, die kleinen lateinischen dagegen p-dimensionale
GroBen. bezeichnen.

Ungere Betrachtungen werden also nicht nur fir den Typus (1, n, 7),
-sondern fiir alle speziellen geometrischen Objekte mit einer Komponenten
giiltig bleiben. Ja, wir setzen auch nicht voraus, daf ¢ die Fundamental-
gleichung I (24) der speziellen Objekte erfiillt, nur daBl es ein, zur Iden-
tititstransformation gehorendey Parameter-p-tuppel e gibt, derart, daB
2) B0 0) =0

gelte. Dagegen werden gewisse Differenzierbarkeitseigenschaften gefor-

dert.
Wir differenzieren nimlich die Gleichung (1) z.B. beziiglich des

Parameters u, und erhalten
a@[P(R, IT); u] = 0, P[P(Q; u), PUT; u)]oP(R;5 u)+
+ &, P[P (25 u), DUT; w)]o@(IT; w) ,

ar 0D

¥
2025 u) £ 2, £

a OF
a¥(Q, ML, =

8¥(2; I &

ou.
geschrieben wurde. Setzen wir w = ¢ ein, so geht dies wegen (2) in
(3) 0P[R, IT); 6] =0, P (R, I1)a,D(Q; 6) -+ 5,¥ (2, IT)2,P(IT; e)
iber, Jetzt fithren wir zwei neue Funktionen @(2) und ¥(2, II) mit den
Definitionen 0

1 a [ A2

. o0 =z B2 09 [z
und . B
) Pre@), om)=0r¥@,m], dh ¥@,10)E6(¥6W),oun:
ein, die bei
(6) 2,D(2; €) # 0
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immer einen 8inn haben. (bl bezeichnet die inverse Funktion von @.)
Es ist ©'(2) = 0, ©(R2) ist also streng monoton.
‘Wenn wir (5) beziiglich 2 derivieren und (4) anwenden, erhalten wir

4 P10(Q), 6(11)10'(2) = OT¥ (2, W)]o ¥ (@, 1T)

5 _aw(Q, ad(®; e)
8.216(2), 6UD) =24 )

und ebenso
8,¥ (2, 110, D (115 e)

SO, O] = G et -

Wenn wir diese beiden Gleichungen addieren, ergibt sich wegen (3)
aP10(Q), 6(IN1+8,L[6(Q), OUT)] =1
oder mit 3L (@), 1% 01):
aP@, ih+o¥@; 1) =1.
Die Losung dieser einfachen partiellen Differentialgleichung ist
Y@, il =+ @1 .
Dies ist fiir alle &, 7, die im Wertevorrat der Funktion © liegen giiltig.

Aus (5) folgt nun, daB die gesuchte Lisung ¥ unserer Funksionalglei-
chung (1) von der Gestalt

) ¥(Q, IT) = 6{6/(IT) +I16 (2)— 6 (I1)]}

sein mupf.

§ 2. Bestimmung der Transformationsformel. Wir substituieren (7) in
(1) zuriick:

(8) ¢(5{@(ﬂ)+F[@(Q)—@(ﬂ)1}; u)
= 6{OD(IT; u))+ I (O[%(2; u)] - O (17, W) .
Wir fiihren die Bezeichnungen
0R)=8, eoun=1I1i,

9) (@) L 60/0[6(D); u)}

cm
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ein. (9) zeigt, daB wir von der Abhingigkeit der Funktionen &, & von
den Parametern « vorliufig absehen. So bleibt uns die Funktionalgleichung
(10) B+ D@ —11)) = $()+ I (@) — 8 ()]

zu untersuchen.
Setzen wir ff = &, so wird aus (10)

LG+ 1(0)) =S+ 1(0),

‘ d. h. mit 2% Q- 1(0):

B(Z)—T'(0) =B[Z—T(0)].

Wenn wir dies bei der Subtraktion von I'(0) von beiden Seiten von (10)
beachten, erhalten wir

B[ + 1(@— I1)— 1(0)) = B(T)+ IS (@) — ST - I'(0)
oder mit der Bezeichnung [Y(Q) % ['(fj)——l“(O):

~

(11) I+ P @11y = &(IT) + F&(@)— $(ihy,
wo schon

(12) Hoy=o0

gilt.

Wir derivieren (11) beziiglich 2
I+ N3~ M@ —1T) = P8 Q) — B8 D)
und dann beziglich If:

B+ T@— M) (@ -1 — D@ — I — &' 1T+ @ — I Q-1

= [P —& (I &) (IT) .

Hier setzen wir [f = § = X ein und erhalten wegen (12)

(13) B () (0)[1—D¥(0)1—B"(Z)[(0) = —B' (X L7(0) .
Tst
(14) aW(R, Q) £0, FQ,Q#0,
8o gilt wegen @'(2) 5 0 auch
0 %592, @) = 2 T+ D(@—M}mma = I'(0) = 1¥(0),

05 ,7(Q, Q) = % (T + [(@—}lges = 1—I"(0) = 1—1¥(0),
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also
(15) roy-10))+o0.

Jetzt unterscheiden wir zwei Fille:
1) 1"(0) = 0. Damnn geht (13) wegen (15) in

&) =0,
iIl »
$(5)=AX+B

iiber. Laut (9) haben wir dann die Lisung

d. h.

(16) B(Q; 1) = B[4 (1)0(2) +B(u)].

2) I™(0) # 0. Dann schreiben wir (13) in der Gestalt

WO
__ I
Pr(0)[1—1"(0)]
ist. Das Integrieren ergibt
log|®'(2)|+4-$(2) = 42+ log Ag#iz
&'(Z)exp[4-B(Z)] = Aysimexp(4- Z)sgd(Z) .

#0

Da die rechte Seite bei & = 0 keine Sprungstelle haben kann, wenn die
linke dort stetig ist, muB Ay s -sg®’ = A eine Konstante sein. Daher ist

exp[4-$(2)]- () = dexp (4. X)
und wenn wir noch einmal integrieren, erhalten wir

1 o
Zexp[A D))= ﬁ—eXp(A - X) -S,
&)= %k)g[flexp(A . X)+B].
Aug (9) folgt nun
a1
(@; u) = 6 {Jlog[4 (wexp[4- 0(2))+B(w))
oder mit

8@ % exp[d0(Q)], Q)= '@‘(l‘if]_{?)

icm
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erhalten wir in diesem Falle die Losung

-1
17 P(Q; u) = B[4 (w8 Q)+ B(w)],

die von derselben Gestalt ist wie (16).

(16) und (17) zeigen, daB nur solche spezielle Objekte mit einer Kompo-
nenten Algebren im engeren Sinne bilden konnen, die mit linearen Objekten
Gquivalent sind.

§ 3. Verkniipfung der Ergebnisse, Es wiirde keine Schwierigkeiten ver-
ursachen, (16) in (8) cinzusetzen und dadurch die Funktion I' zu be-
stimmen. Dagegen wire die Losung der durch Eingetzen von (17) in (8)
entstandenen Gleichung etwas verwickelt. Deshalb kehren wir zur urspriing-
lichen Funktionalgleichung (1) zuriick und bestimmen in Kenntnis der
Funktion @ die andere gesuchte Funktion ¥ neu.

Wir setzen also einheitlich

(16) B(Q; u) = B[4 (1)0(2) +B(w)]

in (1) ein:
LA ()OI, I1)]+B (u)}
— W{BLAW)O(@) +B(w)], BLAWOUD+B (W)}
Mit der Bezeichnung (vgl. (8) und I § 5)

(8) Fo,me 0(P10(%), O

erhalten wir

(18) AP @, I)+B(u) = PLA()Q+B(u), A (w)IT+B ).
'Wir unterscheiden drei Tdlle:

(a) Alu)=1;

(b) Au) = —1;

(c) Awmys£1l, A(w)st—1.

Da in (16) bzw. (17) A(u) = 3B(Z, u) baw. A(u) = exp{A[P(Z, u) —
-1 ~ ~ .

— 28,8 (Z, u) war (ai(z,u)%‘_-@{¢[@(2),u]},aoq5(z, u) Lodfpz), ist

A (u) stetig in u falls 8,@(Z, ) in w stetig ist. Deshalb gilt im Falle (c)

(19) A@w] 51, zB. JA@l#L.
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Im Falle (a) wird aus (18)
¥(Q, 1) +B(u) = YLO+B(u), T+B(u)] .

Man wéhle u derart, daB B (u) = —IT sei (oder falls diese Gleichung beziig-
lich » nicht 16sbar ist, so wihlen wir eine Xonstante ¥ so, da8 B(u)
= —[I+F auflogbar ist):

) @, ) =0+ TR-IT),
wo I'2) £ ¥(2, 0) (bzw. I'(Q) = i) +B, B)—n) ist. Dann wird aus (5)

(20) Y(Q, ) = C:){@(JI)-I—I’[@(Q)—@(H)]} .

Ebenso wihlen wir im Falle (b) in
(21) ~¥(Q, IT)+B () = Y[B(u)—Q, B(w)—I],
B(u) =II und dann wird

Y@, M=0-1rI-2), [IQ%Lwe,o).
Betzen wir aber diese Funktion in (21) zuriick, so sehen wir, daf
—II+I'(II—2) +B(u) = B(u)—IT-I(Q~I),
d. h. I'(2) ungerade ist:
I'—Q) = -I'(Q) .

So folgt aus (5)
(22)  ¥(@,I)= él{@(17) +re@)—em))y, I'(-2)=-I'Q).

Im Falle (c) differenzieren wir
(18) AP, I)+B(u) = PLA()Q+B(u), 4 (u) [1+B(u)]
beztiglich 2 bzw. IT und erhalten

aP(Q, ) = . PLA(w)Q+B(u), 4 (w)IT+B(u)],
bzw.

0 P(Q, IT) = 8,PTA (w)2+B (u), A (w)IT+B(u)] .

Durch wiederholte Anwendung dieser Formeln folgt aber, da wegen (19)
entweder

Lim 4 (u ) =0 oder Im A(u ) =0

o0 n—>—0a
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gilt, das Bestehen von

B(%) B(u)
0
a¥(@, 1) _‘aﬁ(l A(u) 1 A(u))
und von
B(u) B(u)
¥, 1) =92?(1 A(u) 1 A(u)
(I' und 4 kongtant).
So gilt
(23) W@, II) = I'Q+ AT+ B

und wenn wir dies in (18) einsetzen, erhalten wir

A(u)IQ+A (u) AIT+A (w) B +B(u)
= I'A () Q+I'B (u)+AA (W) IT+AB(u) + B,

d. h.
(24) [A(w)—1]8 = Bu)(I'+4~1) .
Ist I'+4 5 1, dann ist .

, B

B(u) = P+A~i[A(u)_1]

und aus (16)

B(2; ) = B{AWO@) + prg— L4~ 1],

.
gpeziell fiir Q = 0( b )

i—Tr—4

-] B -1 — /) '
o[ (=) o= B (g = oustont

—1 n
2-0=8(r=r=),

00(2;u)=0, also 01([)(.00; e) =10
(1]

8o, dafl fiir

ist, im Gegensatz zu unserer Voraussetzung (6). Deshalb ist I't+4 =1
und wegen (19) und (24) auch B =0.
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So wird aus (23) und aus (5)

w(Q, ) = 6I6(2)+(1-D)0 (1)) .

Wenn wir (20), (22) und (25) zusammenfassen, haben wir den fol-
genden

Sarz. Sind Y(Q, II) und P(82; w) sweimal stetig derivierbar, ist
ﬁl}F’(Q, Q)5 0, 3P (R, 2) # 0 und bildet die durch (4) definierte Funktion
;Zw Menge der Q-Werte auf sich ab, gibt es ferner ein Parameter-p-Tuppel e,
iir das

(25)

B0 =0, &b@Q;0)#0

9ili, so hat die Funktionalgleichung (1) die folgenden Lisungen und nur diese:
-1 -
(26) B(Q;u) = O[O +B(w)], ¥(Q,II) = 6{O1)-+IT6(2)—O ()}

(27) B(Q0) = 6[Bw)—6(Q)], W(Q,1T) = 6(OT)+IT6(2)—O )]},
I'(—Q) = —I(Q);

28 et
(28) B(2; u) = G4 (1)0(2) +B(w)],

W(Q, IT) = O[TOQ) + (1~ (I onstant) ,

wo die Funktionen A,B,I', O zweimal stetig differenzierbar sind. @ ist
auch streng monoton. Unter diesen Voraussetzungen sind also (26), (27), (28)
und nur diese, die Transformationsformeln wnd Operationen der spez,iellewz
gef)metrischen Objekten mit einer Komponenten, die cine Algebra im engeren
Kinne zulassen (alle dquivalent mit linearen Objekten ).

(Vgl. M. Hosspi 1957,1959 [5]. Der Fall der nicht-differentiellen Objekte
Wurd:a von H. Pidek 195}, 1954 [1], [2] erledigt). Die Betrachtungen des
§ 1 konnen auch auf Objekte mit mehreren Komponenten und auch auf

. 1 2
gen Fall ubertra:gef:l werden, wo @, ®,d nicht mehr identisch sind, die
er §§ 2-3 auch fir den Fall von Objekten mit einer Komponenten

1 2
und @ = @ £ P. Weitere Verallgemeinerungen sind wns nicht bekannt,

icm

IV. KOVARIANTE ABLEITUNG

1. Definition

s sei ein Weld von geometrischen Objekten r-ter Klasse () ge-
geben. Wie in I §5 bemerkst wurde, ist eine Differentialkomitante s-ter
Kilasse I (27) nicht immer ein geometrisches Objekt. Manchmal ist es
aber moglich durch Hinzunahme eines Hilfsobjektenteldes 11, von (r +-s)-ter
Klasse, d. h. durch Erhohung der Komponentenzahl von £; eine geometri-
sche Differentialkomitante

(1) D:,,.Ql = Wp(Qz, 6,,!2;, cany 31

-
zu gewinnen. Natiirlich ist die Dimengionszahl bei I7, und damit bei D, 2,
dieselbe wie hei £;.

Talls D,Q; von derselben Klasse ist wie ©;, 50 nenmen wir gie eine
kovariante Ableitung s-ter Ordnung. Im Bezugssystem () hat diese Ablei-
tung die Gestalt

(2)
Die Theorie der kovarianten Ableitung beschiftigt sich mit der Frage,
welche Objektenfelder kovariante Ableitungen zulassen. und mit - der
Bestimmung dieser kovarianten Ableitungen.

Die Ableitungen der Skalarfelder und der Biskalarfeldex beziiglich
der Koordinaten bilden ohne Hinzunahme von Hilfsobjelktenfeldern schon
gelbst geometrische Objekte. Im folgenden werden wir uns daher mit
kovarianten Ableitungen erster Ordnung von verwickelteren Objekten
beschiftigen.

Laut unserces Prinzips in I § 5 dst die mit Dy dquivalonte kovariante
Ableitung erster Ordnung eines mit 1T, dquivalenten Hilfsobjekies durch
die Formel

(3) Dok = Ty Zn, 0 Zu; B) = AdTuLTo(Zw), 8 T Zi)25 23 Fol B}
angegeben, wo
Qp=Ty(Z%) ,

ity 213 T2

D05 = WDy, 0,81, ey Bugyoy a5 L) -

(]

I, =FA5), DgZi= 4(Dp)
sind.

Funktionalglelchungen 8
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