II. KLASSIFIKATIONSTHEORIE

1. Nicht-differentielle und nicht rein differentielle Objekte

§ 1. Nicht-differentielle Objekte. (S. Golab 1949 [1]). Wie aus I §4
erhellt, ist die Transformationsformel der nicht-differentiellen geometri-

schen Objekte
D=0 &8 (kyx=1,2,..,n)
oder kurz

@) D=0;¢F
und die Fundamentalgleichung I (26) (vgl. auch I (12)) ist
@) (2,8 =0[D(2;¢,8), £, 8.

(I £ s E bezeichnen die Koordinaten des Punktes p in drei ganz beliebigen
Koordinatensystemen, wir haben auch die unteren Indizes weggelassen).
Es gilt auch (vgl. I (16))

{3) D25 6,8) =0.
Um die Gleichung (2) zu l6sen, verwenden wir die folgenden Bezei-

c¢hnungen:
—1

D26 L0 8,y), BQHEBQy, 8,

wo y = (y', ..., y") ein System von Konstanten darstellt. Aus (2) folgt
einergeits

— — -1 1 -
D25 8,8) =D[P(Q; &,); 7, &= O[B(2; §), ¢],
andererseits wegen

O[D(R; &, 2)7 Ea §l=0(2;6,8)=0
auch

) BIB(@; £); 8] = BIB(2; £); 6] = @2,

-1
d. h. die Funktion @ ist die Inverse von !35(!2, £) beziiglich Q.
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Umgekehrt, iiberzeugt man sich leicht, daf wenn die TFunktion
415(.9; &) ganz beliebig ist und in Bezug auf 2 umkehrbar, so erfillt die
Funktion s

B(Q; &, &) = O[D(2; §), E]
die Beziehungen (2) und (3). In der Tat haben wir wegen (4)
-1 1 —-11 - e = =11 =
D{P[D{D(Q; £); &); &]; £} = D{P(Q; £); £}
und s
’ D(R2;£,8) =P[D(2;); 6] =0.

v — -1 1 -
Wir erhalten weiter aus 2 = O[D(Q; £), £]

1 _ 1
D(2;6) =(2; ),
d. h. die
a i
TLP(©;¢)

1
bilden ein System von Skalaren. Da das System von Funktionen @ in
Bezug auf £ umkehrbar ist, haben wir die folgenden Sitze:

Sarz 1. a. Die Funktion

(3) D(Q; ¢, §) = BB (Q; £); )

mit beliebigem B (R; &), das beziighich Q die Inverse B hat, stells die allgemeine
Losung des Funktionalgleichungssystems (2) und (3) dar.

SATz 1.b. Jedes nichi-differentielle Objekt wird durch Hinzunahme
von den Koordinaten dquivalent mit einem Objekt, das aus einem System
von Skalaren und aus den Koordinaten besteht.

Im vorigen haben wir stillschweigend vorausgesetzt, daB @ (Q; &, &
von den £ abhéingt. Man kann sich die Frage stellen, ob es nicht-differen-
tielle Objekte gibt, bei welchen die Funktionen & in der Transformations-
formel von £ unabhingig sind.

Die Gleichung (2) nimmt in diesem Falle die folgende Form an:

DE =005
Das bedeutet, daB & in diesem Falle von der ersten Verinderlichen unab -
hiingig ist, also letzten Endes &(2; £, &) nur von £ abhiingt:
DR £,E) =D(E).
Die nicht-differentiellen Objekten, deren Transformationsformel von

nicht abhingt, sind die Koordinaten I (18), ikre geometrische Komitanten
und nur diese.

Wir bemerken, dafi wir keine Regularitiitsvoraussetzungen betreffs
der Funktionen @ gemacht haben.
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§ 2. Nicht rein differentielle Objekte. (V. V. Wagner 1945 [2], A. Ni-
jenhuis 1952, J. Aczél 1957 [1].) Ahnlich lassen sich die nicht rein dif-
ferentiellen Objekte behandeln (und auf rein differentielle zuriickfithren).
Diese haben die Transformationsformel

6) Q=0@; &, 8 AL, oy Af)
und die Fundamentalgleichung
(1) OB &, ) AL, A%.i); B, FF, A, ., AL
= D (€ 57‘7 Elca AIIHL’: seny Aiﬁ..ln,.)
(vgl. I (25)-(26); da das erste, zweite und dritte Igoor(linatensyst_em
" beliebig gewshlt werden kann, schreiben wir hier &°, £, £ statt £°, &, ).
0 0 0
Es gilt auch (I (16))
®) D(2; ¢, 8, 6(,0,..,00=0.
‘Wir fithren die Bezeichnungen
1
O (0 5k) & D(Q; ‘Sk, Y5 0y 0y o0y 0) ’
(288 0@, F, 8,0, ..., 0),
W(IT; ARy ooy Af) & DUT; o, 7, A, ooy Af)
ein, wo 91, ..., y* wieder konstant sind. Wegen (7), (8) gilt (4) auch hier,
-1

1
d. h. es ist @ die Inverse von @ beziiglich Q2 und es gelten auch die Be-
ziehungen

() YIVUL AL, oy Aly)y Ay ooy A0 = WUT; AR, oy AE 1),
Y(IT; &, 0, ..., 0) =IT.
Andererseits folgt aug (7)

(10)

D@ L F AR, oy A )
=P@[P@; &, 9, 8, 0, ., 00544, %, 4%, ., 4 1150, ?é", 88,0, .., 0}
— BLITB(Q &5 AF, ) Af. 1], )
Auch bier erfiillt die Funktion
Q=0@Q; &, F, A%, .., 43 1)
= PB4 A5, ..., 45,10, T
wegen (4), (9) und (10) die Funktionalgleichungen (7) und (8).

(Af = 0547 6% usw.).

(11)
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‘Wir haben also den folgenden
Sarz 2.a. Das Funktionalgleichungssystem (7), (8) hat die allge-

1 =1
meine Losung (11), wo @, @, ¥ die Gleichungen (4), (9) und (10) erfiillen,
sonst beliebig sind.

‘Wir fithren das neue Objekt
1
IT = D(02; £)

ein. Aus (11) ist zu ersehen, daB I7 die Transformationsformel

12) II = P(IT; A, ..., A%,.x,)

hat. Diese Formel zusammen mit (9) und (10) bestétigt, daB I ein rein
differenticlles Objekt ist.
Da gleichzeitig die Gleichungssysteme

H=§Z13(Q; &), Q=<751(H; &),
§=§ E=¢

zueinander invers sind und folglich eine ein-eindeutige Korrespondenz
zwischen den (2, £) und (I7, &) realisieren, so haben wir den

Sarz 2.b. Das Vereinigungsobjeks eines beliebigen nichi-differentiellen
Objektes mit den Koordinaten ist dquivalent mit einem Vereimigungsobjekt
das aus einem rein differentiellen Objekt und aus den Koordinaten zusam-
mengesetzt wird.

Auch hier machten wir keine Regularititsannahmen iber @, nur die
Voraussetzung, daB @ tatsschlich von 2 abhingt. Falls & von £ unab-
hingig ist, bekomen wir wiederum nur die Komitanten der Koordinaten.

§ 3. Die Bedeutung des Zuriickfilhrens aller speziellen geometrischen
‘Objekten auf differentialgeometrische Objekte. Der Satz 2 erlaubt, daB
wir uns im folgenden nur wmit differentialgeometrischen Objekten (kurz:
‘Objelten) beschiiftigen.

Dies hat auBer der einfacheren Gestalt der Transformationsformel
und der Grundgleichung auch den groBen Vorteil, daB die Parameter

(-A-;:y ey -A;cclk,)
-eines differentialgeometrischen Objektes unter der Operation
(AR ooy Al (A ey A ) = (AT ey 4K )

(vgl. I (13)) eine Gruppe (also nicht nur ein Gruppoid) bilden.
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2. Typus (1,1,7), r=4

§ 1. Ein Hilfssatz iiber die Ableitungen einer zusammengesetzten Funk-
tion. Mit den Bezeichnungen (I §1)

E=p(&), &E=v(@& =ylp®)],
. aE aE d
wlt) =%, AB= IO ;l—j
_de(8) _ 4% _da(g) _dE
(1) ) aff) = i g op(§) = L2 m PR
- - 3 dy, —1 dq;‘. 0
lﬁq( )=(lﬁng1( ) Z;;’ ya(f)___igo‘l—f(ﬂ:&% (=2,3,...,7)
_zeigt unmittelbares Differenzieren
= Bu(€) ay(8)
72(&) = Bu(E) aa(€) + ol E) s (£)2
7a() = Bul&) an(£) +- 3Bu(E) au(€) aa(8) + Bo(E) n(€)
und
(@) 7a(8) = BufE) gl &) + Ba(E) ay(£) -+ 4B(E) cy(£) (&) -
+ 683(E) y(£)? 05(£) -+ BBa(€) aty(£)2

(In Formeln beziigiich des eindimensionalen Raumes bedeuten die oberen
Indizes durchwegs Exponenten.)

Im allgemeinen gilt (8. Golab 1949 [2], J. Aczél 1956 [1], 1958 [17)
der folgende

Hruessarz 1. Bs gilt mit den Bezeichnungen (1)

(3) - (§) = 131(5—) o(f) ,

) [ va(€) = B 4—? ( —H%(E) a(é)?, ‘
¥o(€) = Bu(E) 0s(8) + 3Ba(E) as(&) aa(§) + Bul€) a()°

und, fiir jedes q > 4

(B)  val£) = Bu(E) agl£) + Byl E) ) u(€)" + 4Bx( &) oy (£) aga(£) +

()ﬂq-xf)al “‘”azw )+ Pda8), oale), vy ag-a(8), BuE)y Bul) s Po-nlE)]

mit
Vo = as(§) 8, + a3(£) 85+ e + ag—a(§) 8

(6)
= Bo(€) &2+ Pal£) £+ .. <+ Bo—s(E)

Eg—2
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wo Oy und &, (p = 2,3, ..., ¢4—2) Polynome von ay(£), a(£), ..., ag—s(£),
BuE)s BolE)s +vvy Ba—alE) Dow. von ay(E), ax(§), ...; ag—s(£) sind.

Beweis. (3) und (4) werden — wie erwihnt — durch‘Differenzieren
verifiziert. Wie dle Formel (2) zeigt, gelten die Formel (5), (6) fiir ¢ =
(Vs = 3B4(E) ax(£)?). Wir vollbringen den Beweis durch Induktion. Vora,us-
gesetzt, daf dle Gleichungen (5)-(6) fiir ein ¢ schon giltig sind, deri-
vieren wir (5) beziiglich &: :

renté) = 288 = 6.8 ag &)+ BulB D)) +
+ 0Bo() ax(£)7 aul8) + Baal8) (8 + 4B E) cn(£) &) +
+ 0Bl ) (&) gl 8) + aBa(B) an( £ a(£) +
- (8) BaalB) n(£) 2 05(&) + (£) (6 —2) BBy 81" a2+
+ () B an() e ()+"(’;
= Bu(E) 0418+ Besa(B) 0y o+ (g + 1) Bl an(8) &) +
+ (137 BBy a8 +
+P+1[as(€); 0a(£), ey tg2(E) s BUE) s BalE) 5 vvvy Bl )],
wo (vgl. (6))
Veralaa(8), ax(E), -ony ag-1(8), BulE), B weey Ba—a()]

= )| a8 al8) + (2) (4= 2) Bora B (7 a(8) + T2+

+al8)| [ BemsBran(e "+ G+ 8 4.

40—z

—2(§) [72:_ + 54—3] + tig_1(&) [Bs(£) an()? -+ Gys]

1
-

£

= 36 gy earal6) + 32| + 5B [qm(f Poara(8) + G2+ (81| + .
o BomalE) [ L8 ) s+
+ BamalE) [ (8) " a8+ (8) (04— 2) (&)™ (& + (&) 00

ist, und diese sind Formeln der Gestalt (3)-(6), womit der Hilfssatz L
bewiesen wurde.
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Tnsbesondere bleibt der Hilfssatz 1 auch im fixen Punkte & = &
_ [
giiltig, so daB in den Formeln (5), (6) die Klammern mit &, £ auch wegge-
lagsen werden konnen. Speziell folgen aus dem Hilfssatz 1 die folgenden
KOROLLARIEN. 1. Falls in einem Punkte (£ =£&) ay=f; =1, oy = ...
0
= a,—g = 0 (r == 3) bestehen, so gelten dort
p=1, ya=Pay ey Vroa = Prozy Vr—1 = Qs+t Br1y Vr = o frt7By0tny .
2. Falls in einem Punlkte ay=f, =1, fa=...= fro=0 (r=3)
bestehen, so gelten dort )
=1, Ya=0ay -ty Vo2 = gy Vr—1= Cp—1+fr1, Yr= ar+ﬁr+(£) Br—10z.

3. Falls in einem Punkie o= 0y = ... == tp_y = 0 (= 2) bestehen,
so0 gelten dort
Yi= P, Y2 = ﬁza?} vy Yr-1 =,3¢_1af_1, Ve = B0+ Pray .
4. Falls in einem Punkle By = f3 = .. = fpq =0 (r=2) bestehon,
so0 gelten dort
=0, va =10y oy V-1 = fi0, Yr = fra,+ Brai .
B. Falls in cinem Punkie oy = a5 = ... = 0py = fy== Py = co. = By =0
{r = 2) bestehen, so gelten dort
Vr = o+ B

v = froy, Vo= o =Py =0,

(Fiir » = 3 braucht in 1, 2, fiir 7 = 2 in 3, 4, b keine 0 eingesetzt werden.)

§ 2. Ein Hilfssatz tiber Transformationen mit einem additiven Parameter.
(7. Aczél — L. Kalmér — J. G. Mikusinski 1951; J. Aczél 1956 [1], 1958 [1]).
‘Wir beweisen den folgenden

Hurssarz 2. Bs sei Qe(4,B), a,fe(—o0, o0), P(Q2;a)e(4,B)
(4 oder B Lann auch unendlich sein). Die Funktionalgleichung
{7 F[F(2; a); B] = P(2; a+p)
sei fiir ein Q = i) € (4, B) und fiir alle e, f € (— oo, co) erfiillt, es sei ferner
W(Q; a) stetig in Q fiir jedes a und W(Q; a) stetig; P (2; o) sei endlich fiir
kein Q2 € (A, B) konstant in a. Dann ungl nur dann gibt es eine stm'ge und

streng monotone Funktion 9(Q), die das Intervall (4, B) auf (— oo, co)
abbildet und deren Inverse mit O (o) bezeichnet werden soll, fiir die

(8) F(@250) =0[9(Q)+a]l, Qe¢(4,B), ae(—oo,00),
giltig ist. Insbesondere gilt
9) P(2;0)=02, Qe(4; B).
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Die Funltionen (8) erfiillen die Gleichung (7) fiir alle ae(— oo, co)
und fir alle Q ¢ (4, B).

Beweis. (8) erfiillt (7) und (9):

YIP(Q; a); Bl = OP[F(Q; a)]+p} = O[H( Q)+ a+ ] = V(2 e +p),
V(2;0)=0[R)]=2.

TUm nun aus (7) auf (8) folgern zu konnen, definieren wir
(10) Ola) 2P (Q; 0).
Aus (7) folgt mit Q =!;2 ’
P[O(a), f] = O(a+p).

Die Funktion O(e) ist laut unserer Voraussetzungen stetig und nichi-
Lonstant, Wir beweisen, daB sie auch sireng monoton ist. Gébe es nimlich
ein Wertepaar ¢ < & fir das

O (e;) = O(ay)
gilt, so wiirde es wegen der Stetigkeit auch ein solches Paar mit beliebig
Lleinem e,— e geben. Aus (11) folgt aber
Ola+ (e~ &) = Oley+(a—&)] = P[O(s); a—a]
= ¥[0(e); a— ] = O(er + a—e;) = 6(a),

(11)

also wire die Funktion ©(a) periodisch mit beliebig kleinen Perioden
&~ 8y, 8ie wire daher konstant in Widerspruch mit unseren Bedingungen.
Der Bestimmtheit halber soll &(a) z. B. wachsen.
‘Wir beweisen, dab
lim @(a) =4,

@00

lim@(a) = B
a~r00
ist. Wire namlich z. B.
B =1limO(a)< B,
a=roo

also B e (A, B), so wiirde aus (11) mit a—>co wegen der Stetigkeit von
YR, n 2

v(B;p) =B
folgen, im Gegensatz dazu, daB ¥(Q; f) bei keinem £ konstant bleiben
darf, wenn sich § dndert. Also ist lim@(a) = B und &hnlich lim@ (a) = A

und diese Werte kénnen nicht mehr zum Intervall (4, B) gehtren, das
algo offen ist.
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Zusammenfassend: @{a) ist stetig, streng monoton wund bildet
(— o0, oo) auf (4, B) ab. Desghalb gibt es fiir jedes 2 ¢ (4, B) genau ein o
derart, daf 2 = @ (a). Bezeichnen wir die inverse Funktion von 2 = 0 (a)
mit a =9(2), so wird aus (11)

Y(Q; p) = O[HQ)+4], OHR)]=2,
d. h. (8). Damit ist der Hilfssatz 2 bewiesen.

§ 3. Allgemeines iiber den Typus (1,1,7), r>1. (Vgl. 5. Golgb
1938 [2], 1946, J. Aczél 1959 [1]). Bei der Untersuchung des Typus
(1,1,7) (r=>1) (IL 2, 3, 4) machen wir iiberall die folgende

VorAvussErzuNG T. Wenn 2 und Q zwei Werte aus derselben Ob-

jektenmannigfaltigheit, d. h. zwez‘1 Elemerfte des Definitionsbereiches wvon
D(Q; 04y Ugy eery Groyy @) (vEL I §3) sind, dann gibt es immer eine Koordina-
tentransformation E = @ (&) wnd damst ein Parameter-r-Tuppel (o, dgy ..., 04)
derart, dass

(12) Q= ‘p(?; 01y Oay ooy Oty @) (g 5 0)

2
gilt. (Transitivitat, A. Nijenhuis 1952.)

Diese Voraussetzung ermdglicht, daB man im Falle der eindimengio-
nalen Objekten mit einer Komponenten alle Punkte in dem Definitions-
bereich der Funktion ®(2; oy, 0y, ..., apey, o) beziiglich @ als Werte
desselben Objektes betrachte.

Wir setzen auch voraus, daB & stetig ist. Diese Voraussetzungen sind
gewissermassen einschrinkend (vgl. 4), vereinfachen aber die Unter-
suchungen betrichtlich.

@ soll natiirlich in a, nicht-konstant (d.h. von genaw r-ter Klagse)
sein. Es werden auch (vgl. I §§ 1-4) die Fundamentalgleichung

P[D(2; a7, gy vuy Qr1y @); Bry Bay voey Brosy Bl = P25 Y1y Yoy oeey Vr=1y V1)

(13) S { P ve = 8E
‘T as e-ne, ¢ dE E=p(d) T ag e-ane,

sowie die Identitdtsbedingung

(14) $(2;1,0,..,0) =0

vorausgesetzt.

Der Definitionsbereich der Funktion D(2; @y, a, ..., @) beziiglich e,
besteht aus den Intervallen (— 00, 0), (0, co), beziiglich ay, ..., a, aus der
(r—1)-ten Kartesischen Potenz des Intervalles (— o0, oo).
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Unter diesen Voraussetzungen beweisen wir, daB der Definitions-
bereich beziiglich Q wnd der Wertevorrat der Funltion & aus héchstens zwei
Intervallen — speziell Punlkten — bestehen kann, es aber nichi moglich ist
dass der eine Bestandteil ein Intervall von nichi-verschwindender Linge, de;'
andere dagegen ein Punlt sei.

Aus der Voraugsetzung T folgt vorerst offenbar, daB der Definitions-
bereich von ®(Q; oy, dyy vy @) bezilglich Q mit dem, Wertevorrat von jedem
@({2; Oyy gy oovy 0p) Gdentisch ist. Da aber ¢ alg stetig vorausgesetzt wurde
und der Definitionsbercich wvon & beziiglich (ay, Qgy ooy @) AUS zZWel
r-dimensionalen Gebieten (o, = 0) besteht, muB auch der Wertevorrat
aus hochstens zwei zusammenhingenden eindimensionalen Mengen, d. h.
aug hochstens zwei Intervallen besfehen; das war unsere erste ‘Behaup-
tung.

Wegen (14) und der Stetigkeit liegt ®(Q; ay, ..., a,) fiir o> 0 immer
in demselben Intervall wie (.

Besteht der Definitionsbereich aus zwei verschiedenen Intervallen (4., B)

0 0
und (4, B), so folgt aus (14) und aus der Ntetigleit von @ wegen der Voraus-
setzung T
] 0
D ayy ayy ey o) € (A, B) Tiir alle
Re(d,B), o< 0, ayy o) ap € (~ 00, o),

A5 Y D25 oy gy ey 1) € (4, B) fiir alle

0 0
Le(4,B), ¢, <0, q, ey Oy € (— 00, 00) ,

Denn wiire fiir ein Wertesystem 0 e (4, B), 0,<0, a4y ., ape(— 00, oo)
0

q)({)): Oy Ogy ey ap) € (4, B),

80 wiirde wegen der Stetigkeit P ay, 0g, .0y ) Hiir beliebige a < 0,
]
gy ey O B0 (A, B) liogen. Auy (14) wnd aus der Stetigkeit folgt aber,
daf dﬁ(!o); Gy Ogy ey @) auch fiiv beliebige o> 0, ay, .., o, in (4,B)
liegt. Mies wiire aber mit der Voraussetzung T
gilt (15).
Bestéinde der Definitionsberoich aug einem Intervall (4 , B) und

in ‘Widerspruch. Also

0
aus einem Punkte 4 ¢ (4, B), so wirdo dergestalt

B ~1,0,..,0)=A fir alle Qe(4,B)

gelten.
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- Aus (18), (14) und aus dem Korollar 5 des § 1 folgt aber fiir jedes
Qe(4,B)

Q=3(2;1,0,..,0) =0[0(; —1,0,..,0);—1,0,..,0]

0
=@(4;-1,0,..,0),

was aber nur dann mdoglich ist, falls auch das Intervall (4, B) aus einem
einzigen Punkte besteht, und das war unsere zweite Behauptung.

Bestehen Definitionsbereich und Wertevorrat aus einem einzigen
Punkte 4, so ist die Transformationsformel

D25 ayy ay very 0y) =2,

das Objekt also ein Skalar (I § 3). Dies erfilllt fiir kein r > 1 die Voraus-
getzung, dal & in a. nicht-konstant sei, es ist ein nicht-differentielles
Objekt des Typus (1,1,0). (Vgl. auch 1 §1.) ,

Besteht der Definitionsbereich aus zwei Punkten 4 544, so folgt
au8 (14) und aus der Voraussetzung T sowie aus der Stetigkeit von &

D(A4; 04, gy ey ) =4  fiir alle o, >0,

D(A; 01, agy euny ) = fir alle o, <0,

o bo

0
D(A;5 oy gy eey p) = fur alle o,>0,

o
P(4; a1y gy ey ) =A  fiir alle o< 0.

Ein Objekt mit solcher Transformationsformel nennt man einen Biskalar.
Eg ist ein Objekt von genaw erster Klasse.

Im folgenden lassen wir die Skalare und die Bigkalare beiseite. Dies
bedeutet, daB der Definitionsbereich und Wertevorrat von &(2; ay, ..., a,)
hochstens zwei Intervalle sind, von denen keines sich auf einen Punkt
reduziert.

§ 4. Nicht-Existenz von Objekten des Typus (1, 1,7), r > 4. (J. 8. Dub-
nov 1949, J. B. Pensov 1946, 1950 [2], S. Golgb 1948 [1], 1949 [2],
J. Aczél 1956 [1], 1958 [1].) Wir beschrinken uns vorldutig auf ein In-
tervall (4, B) des Definitionsbereiches, falls deren eweie sgind. Falls
der Definitionsbereich aus einem einzigen Intervall besteht, go nennen
wir dieses (4, B). Wegen (14), (15) und wegen. der Stetigkeit von @ ist
im letzteren Fall auch der Wertevorrat von ®(Q; ay, Ogy wuy 0p) boL belie-
bigem !02 e(4, B) in (4, B) enthalten, wihrend i'mo ersteren Falle der Werte-

vorrat von 95({.2; Oy Ony ey @) (2 (4, B) fiir a;> 0 in (4, B) fir a, < 0
o

0 0
in (A, B) liegt. Im weiteren setzen wir vorldufig » > 2 voraus.
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TUm .ﬁb(.ar die Struktur von D(2; ay, 0y, ..., ,) niheres zu erfahren,
setzen wir in (13) oy =p =1, a, = .,

= Oy = = ...= 7y =0 ein.
Aug dem Korollar 5 des § 1 folgt b fra o

(16) DP[P(2;1,0,..,0, a); 1,0,..,0,8] =0(2;1,0,..,0, e+ Br) .

Hier ist Q¢(4, B), D(Q; 1, 0,..,0,a)¢(4d, B) wenn o das Intervall

(— 00, c0) durchliuft und laut Voraussetzung igt $(£2;1,0,..,0, q)

stetig n Q und o,. Wir beweisen, das $(2;1,0,...,0, ) fir kein

Qe(4,B) konstant ist. Wire es nimlich fiir ein Qe(4,B), 2=
0 1

(b(i); 1,0, ..., a) konstant, so wiirde mit q = — afo, fiiv beliehige o % 0,

Opy veoy Q€ (— 00, 00) auy der Gleichung (13) und aus dem Korollar 3
folgen, daB
¢(‘?5 Oyy gy eeny Opyy O) = Q[q)(?; L,0,..,0,a); Opy Ozy veey Oy O]
= (b(.?; Uiy Gy eny Oty o+ 0p) = D(Q; @y, ayy ...y Gpey, 0)
o

von a, unabhingig ist. Also wiirde

(17) D(Q; 1, 12, ey Y1) = D(Q; 9y, Yoy veey Vre1y 0)

1 1

fur belichige yy % 0, s, ..., Vr—1y ¥r golten. Laut der Voraussetzung T
gibe es aber fiir jedes belichige @ Parameter (g «ey 0p) derart, daf
Q= .(25(!3; @y Oy ey Oy, 0) Und  daher wiirde mit beliebigen By + 0,

Bay +wes Brry By € (— 00, o0) wegen (13), (17) und Hilfssatz 1
D(Q; Buy Bay wory Bresy fr) = PLP(D; 1y ay vy Gy 00 By By ooy e B
= (Ii(!l?; Vi Yoy vy Vre1y Pr) = q5(112; Vis Vay ey Yooz, 0)
= q){g; Bus Bay ooy Br1y «—af'[ﬁlar}. 78303 tpy
'i'(;)ﬁr-lai'“zag—I- Peloyy @y ooy Aomsy Piy Bay ores 57_2)]}

gelben, d. b, D(2; By, Bay «ovy Bres, By) wiire £iir belichige 2,0, 540, By, ..., oy
von. 8, unabhiingig, d.h. £ wiire von héchstens (r—1)-ter Klagse entgegen
unserer Voraussetzung, daf @ ein Objekt von genau r-ter Klasse ist.
So erfillt die Funktion ¥(2;a) £ d(2;1,0,..,0,q) alle Voraus-
sctzungen dos Hilfssatzes 2 und die allgemeine Loésung von (16) ist
(18)  &(2;1,0,...,0, a) = P(Q; a) = O[H(R) +a] ,
' Re(Ad,B), ae(— oo, c0).

Die stetige und streng monotone Funkiion © bildet (— oo, oo)in (4, B) ab.
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So erhielten wir (18) als die Transformationsformel der Objekte des
Typus (1,1, 7) (v = 2) unter dem Untergruppoid ay =1, oy = . = Opy = 0
von Koordinatentransformationen.

Setzen wir in (13) o =1 sowie

B=1, Bo= . =fra=0,

bzw.
U= =ty =0, ap=—Fp

ein, §o erhalten wir mit Bezugnahme auf die Korollarien 4 bzw. 3
(19} OWBID(R2;1, ayy eny Opmzy Ap)] e} = DP(R; 1, agy ey Gy Wt fr)
bzw.
0{6[0(@)= 55 b1 B s Bress B) = (23 B oy Bty 0 € (4, ).
1.

Wir fithren in diese letzte Gleichung die Bezeichnungen

ol @[0(9 -%ﬂ e(4d,B), 0= Q[ﬁ(ﬁ)—l-gﬂ ,
(20) w(w; agy gy vy Opey) “® HP[O{w); ay, gy very Gpey 01}
ein und erhalten
B Bur By s Bty ) = O (a8 @+ 55 1 1 ey B
d.h.
(21) D(Q; oy, gy evvy Apeyy Op)

- @{y[ﬂ(9)+%:; a, _— a,._.l]} e(4,B), [Qe¢(4,B)].

Falls es zwei verschiedene Definitionsintervalle gibl, so gelten — im Xin-
klang mit unseren Bemerkungen im. vorigen Paragraphen und am Anfang
dieses Paragraphen — (20) und (21) nur fir o,> 0. Damit haben wir ins
Klare gebracht, wie die Funktion & von a, abhingt.

‘Wir getzen (21) mit a; = 1 in (19) ein und erhalten.

/‘[ﬁ(g)'!‘ar; 1, ayy eey ar—1]+ﬂr = M[ﬂ(g) -+ o+ ﬂr; 1’ Ogy oney Oy )
oder, mit #(2)+oa, =0, §,.=mn,
(w3 Ly gy ey tpma) =7+ p(05 L, agy ey Gpes)

Dies bestimmt wegen (21) letzten Endes wie ®(2;1, ay,...,q,) von a,
und Q¢ (4, B) abhéingt. Tatséichlich erhalten wir hieraus wegen (21)

D251, ayy vy sy ) = O[3 Q)+ ar+p(0; 1, ay, ..y tpg)]

icm
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Dies soll wieder in (13) mit o, = By =y, =1 eingesetzt werden:
M)+ o+ (05 1, a5 ..., A1) + e+ u(0; 1, Bay ey Br—1)
=) +yr+p(0; 1, yay vy pres) -

Von hieran setzen wir >3 voraus und substituieren ap = ...

= 2 = 0 (a1 % 0, B, % 0), baw. o= =Pra =0 (Brer # 0, g, % 0).
Aus den Korollavien 1, bzw, 2 folgen, rz fra o )

#(0;1,0,..,0, 1)+ u(05 1, B, vy Bregy Pre1)

bzw. = 7‘/5’2a,-1+/,¢(0; 17 ﬂﬂ: ey ﬂr—z, ar—l"i‘ﬁr—l)

#0051, 0, 00,0, Broa)+ (03 1, agy vovy Gymsy ary)
= (;\azﬂ,_l—lr—,u(O; 1,05, 0y Oppy Qg+ Bry) .
Der Vergleich dieser Gleichungen zeigt, daB
r=(;\), d.h. 7r=3
igt und daher » >4 nicht vorkommen kann. So erhielten wir den fol-

genden

Sarz. Ist D(Q; oy, ...y 0p) sletig fiir age(— oo, oo) (@g=1,2,..,7),

oy # 0 und wichi-konstant in a, und sind die Vorausseteungen T wund (14)
erfiilll, so kann die Funkiionalgleichung

O[D(Q; ary Aoy ovy Uyezy Ar); By Pay ey Bre1y Bl = D(R25 ¥4y 2y ooy Vie1y Vr)

w e, a

(] e_g? a qu E=,’,(ue) bk a dfq

ag =t
0
nur fir r <5 3 Liosungen haben.

By gibt also fiir v 4 kein geometrisches Objekt des Typus (1,1,7)
mit stetiger Transformationsformel wnier der Voraussetzung T.

‘Wir haben aber gezeigt, dass es solche Objekte unter dem Unter-
gruppoid oy == 1, @y = ..= a3 =0 der Koordinatentransformationen
gibt. In dem Abschnitte 3 werden wir zeigen, daB es solche Objekte auch
unter dem Untergruppoid ap = ... = o,y = 0 gibt. Dazu werden wir die
Formel (21) dieses Paragraphen brauchen. Wir betonen, daB die Formel (21)
fiir v =2, Q2e(d, B) und falls (4,B) den ganzen Definitionsbereich er-
schopft, fiir alle ap = 0, gy ..y Gy, Gp € (— 00, c0), falls dieser Bereich
dagegen moch eine Komponente hat, so fir alle o> 0, 05, ..., Gpay,
ay € (— oo, oo) giiltty ist.

Funktionalgleichungen 3
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3. Typus (1,1, 2) und Typus (1,1, 3)

§ 1. Objekte des Typus (1,1,7), 7> 2, unter dem Untergruppoid
E=p(8),p'(8) £ 0, ¢(§) = ... = gr—D(£) = 0 der Koordinatentransforma-
[ 0

tionen. (Vgl. S. Golab 1948 [1], 1949 [2], J. Aczél 1956 [1], 1958 [1],
1959 [1].) Die Ergebnisse des § 4 des vorigen Abschnittes iiber die Gostalt
der Funktion @(2; ay, d, «oey Opey, @) (r 2= 2) sind auBer dem dort erziel-
ten negativen Ergebnis auch geeignet, die Objekte unter dem Unter-
gruppoid a; # 0, ay = ... = o,y = 0 der Xoordinatentransformationen zu
bestimmen. Wir erinnern an die Formeln 2 (13), 2 (14) und 2 (21) des
vorigen Abschnitites:

(1) PIP(25 ary @y evy Grozy W)j Buy Bay ony Brezs Bl
. = D05 Y1, Yay wovs Yooty Vo)
fir alle 2, ay#0, 0y, .oy apy, oy, fy # 0y Bay ey By Pry

(2) D(2;1,0,..,0) =02 fir alle 2,
wnd
(9 - @{ Q)+ %, '
(95 ayyday veny Gy 0p) = OLu|D( H“a;a Oy Oy ooy U | € (Ay B),
(3) r>2, Qec(4,B), OB@)]=0

fiir alle ay 0, dy, ..., ary, oy falls der Definitionsbereich von @ beziiglich @
nur aus (A, B) besteht, dagegen nur fir alle g > 0, ay, ..., tyey, ap folls

0 0

es nock ein zweites Definitionsintervall (A, B) ¢ibt. 9(Q) bildet (4, B) auf
(— o0, co) in stetiger und streng monotoner Weise ab.

Aug (1) wird £iir @y = ... =0y = f = ... = fpuy = 0 laut des Korol-
lars 5 (2§1)
(4) P[D(2;¢,,0, vy 0, );81,0,...,0, 8] = D(Q; B, 040040, Biae - Brat)

fir alle 2, 0, #0, an, f#0, B (r22).
Mit der Bezeichnung

o(w; a) % u(w; a;,0,..,0)
wird aus (3) filr oy = ... =gy =0
(3) D(0Q; a1,0,...,0,a,.)=0{9[79(!2)+%"; al]}'
1,
Aus (2) folgt daher
(6) e(w;1) =

icm
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Wir setzen (5) in (4) ein und erhalten

olefe[o@)+ & o]+ ) = o oo+ Btk o, 3

oder mit den Bezeichnungen v £9(Q) 4 a,/a, o £ ,/8,:
(7 ele(v; a)+ 05 Al = o(v+0ai ™} fuay) .

Unsere Aufgabe ist es, diese T Funktionalgleichung zu 16sen (05 7€ (— 00,00);

o, % 0, f; % 0 und im Falle der zwei Definitiongintervallen > 0,4 >0,
gonst behebxg)

B sei hier zuerst 7 = 0, f, = 1 gewsihlt und ¢ & oo™, (o) & 0(0, a;)
geschrieben, dann wird wegen (6)

(8) 065 @) = o(0; a) 4o ™" = y(a)+Lal™",

womit wir bestimmt haben, wie ¢ von ¢ abhingt. Wir substituieren dies
wieder in (7):

v ™+ 2(@) + 1A~ + 2(By) = (v+ 0a}™ T BT+ ()
Z() T x(8y) =2(hay) .

Nun igh aber die rechte Seite dieser Gleichung symmetrisch, so daB auch
die linke es sein mufB:

x(o) i +2(B) =2 ﬂ1) +Z(a1),
} #le) (1=B7) = 1(B) (1~ ™)
und mit f, = = 1 (konstant):

2(0y) = 1x<‘g)_r(1—a}") =¢(l—a;") (e eine Konstante).

So ist laut (8)
0l o) = (l—e)a ™" +e.

Diese Funktion erfitllt die Funktionalgleichung (7) bei jedem beliebigen &
und so stellt sie die allgemeine Losung dieser Gleichung dar. Aus (5)
folgt endlich.

B(2;0,,0,...,0,0)= @{W(Q)"B]a}*r‘i‘ara;r—lﬂﬂ .
Wir fithren nun die Bezeichnung

(9) M E9@)~s, A(x) =0(1+¢)
3‘
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ein. Mit 0(Q) bildet auch A(Q) = }(2)—e das Intervall (4, B) in stetiger
und streng monotoner Weise auf (— oo, co) ab. So gelangen wir endlich zu

(10) ¢(Q;a1,0,...,0,a.,)=A(Zﬁigl).+ﬁ:), AAQ)] =0
ay ag,

Diese Funktion erfiillt die Funktionalgleichungen (2) und (4).

Wir haben aber (10) nur im Falle eines einzigen Definitionsintervalley
fiir alle 2 e(4, B), a; 7 0 bewiegen, im Falle zweier verschiedenen De-
finitionsintervallen nur fiir 2 < (4, B), ¢, > 0 (in beiden Féllen. fiir alle ).

In dem zweiten Falle gibt es aus gleichen Grinden eine stetige wnd

0 0 0
streng monotone Funktion A(2), die das Intervall (A, B) in (— oo, co)

0
abbildet und deren inverse Funktion wir mit /(r) bezeichen, so daB
0 0
(1) B(2;a,0, .., 0, a) = (“‘fi ) fir Qe(d,B), >0
ay,

4%

gilt. Um nun auf negative a; iibergehen zu konnen, schreiben wir
0 0

(4, B)

(4, B)

(A B

0

A4, B)

(12) 4@)Le(02;-1,0,..,0,0)¢ fir Qe

Aug (4) folgt fiir negative a,
P(25 a1, 0, ..., 0, ) = B[D(2; —ay 0,y 0, —); ~1,0,..,0,0]
=0[D(Q :"170:---’070)5‘"“17():'":07(“‘1)%‘7']7

d. h. wegen (10), (11) und (12) z. B. fiir Q¢ (4, B)

{(13) 925 ¢,0,...,0, a) = A{A[( )r—11(9)+( 1y :j}

0

Of o ALA(2

=A{(_1) 1_[.4;(*1__)_14“9‘_:}, Qe(d,B), a,<0.
ay a

Setzen wir hier
% =(=1)"eA(I) (I (4, B) sonst belicbig)
e¢in, dann erhalten wir
r~14(9) 0 - R[A(Q)] _
Y| —_ — )L EE N 2
(14) {A[( 1 o THIT )]} A{( 1)t g T 1/1(11)},

w<0, Qc(4,B), Dec(4,B).

icm
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Da 4(2) jeden Wert zwischen —oo und oo annimmt, gibt es ein .Q €(4,B),
fir das
AMQ)=0
0
gilt. Wenn wir (14) mit diesem Q aufschreiben, so ist die linke Seite unab-

hiingig von ¢, deshalb muB es auch die rechte gein, d. h. A[A (Q)] =0
und (14) geht in
(15) A(Il) = AL( 17AID], He(4,B),

iiber. (Dasselbe wiirde aus (14) auch mit oy —>—oo folgen.) Setzen wir
diese Formel in (13) ein, so erhalten wir

0 2(2
B2, 0, ., 0, 0) = A(“T_%J,E:) fit Qe(4,B), q<0.
o o
Ganz dhnlich gilt auch
[
0 0
D5 0,0, e, 0, 0) = A(ﬁé@+5;) fir Qe(d,B), u<0.
ay a,

Dag so erhaltene Objekt mit der Transformationsformel

*

Q) @\ .
/1( (,_f+i) fir  Qe(4,B), 0,>0,

ay (271
[
0
A(ﬂgﬁ—;) fir Qe(d,B), a>0,
o Q. [+4
(16) D =d(2;a,,0,..,0,aq,) = ”(19) al
/1( ,_1+»;) fir  Qe(4,B), <0,
a ay
0

A(m_u-zr) tir  Qe(d,B), a<o,

(O]
(A[MQ)] = 2, A[A(Q)] = Q)
erfitlll - wie man sich unmittelbar iiberzengt — die Funktionalglei-
chungen (2}, (4) fiie alle 2, a, # 0, a,. Dies ist also die allgemeinste Formel
im Falle der zwoi '\rurmmiedenon Definitionsintervallen. Im Falle eines
einzigen Delinitionsintervalles haben wir (vgl. (10))

(17) Q'u-_-q)‘(f.);a,,,,(‘l,...,O,ar)=A(510—f;—”(_‘)—3+g—;) (A[A(2)] = Q)

fiir alle &, #0, Qe(4,B), o, e(—oco, c0)

aly allgomeine Formel gefunden. So haben wir den
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Sarz 1. Ist @(2; ay, 0, ..., 0, ) eine fir alle oy = 0 wnd fiir hochstens
2wei Q-Intervalle von nichi-verschwindender Limge definierte stetige Funltion
und gibt es kein Q fiir das bei jeder Wahl von oy # 0, B(2; 0y, 0, ..., 0, a,)
von o, unabhdngig ist, so ist jede Losung der Funikiionalgleichungen (2)
und (4) von einer der Gestalten (16), (17), wo A bew. 2 stetige und streng mo-
notone Funktionen sind, die (4, B) beaw. (101, 13) auf (— oo, oo) abbilden.

Unter diesen Voraussetzungen sind also die Objekie mit den Transfor-
mationsformeln (16), (17) die allgemeinsien eindimensionalen Objelte der
Klasse r > 2 mit einer Komponenten unter dem Untergruppoid & = p(&)
®'(8) # 0, qo"(f) =..= apf-l(f) = 0 der Koordinatentransformationen.

H

Hier haben wir statt der Voraussetzung T (2 § 3) ihre Konsequenzen
beziiglich der Struktur des Definitionsbereiches und beziiglich der Ab-
hingigkeit der Funktion @ von o, vorausgesetzt, da die Voraussetzung T,
d.h. die Losbarkeit von (D(Ql; 0py gy eeey Gy, O) =!22 bei allen 2,0

1 2
tiir #2> 4 keinen Sinn hat, denn es gibt laut des Satzes des 2 § 4, keine Objekte
des Typus (1,1,r), r > 4, unter dem allgemeinen Gruppoid der Koordi-
natentransformationen. Die Vorausseteung T kann also nur fir r =9
und r = 3 verwendet werden. :

§ 2. Objekte zweiter und dritter Klasse. (Vgl. J. S. Dubnov 1949,
J. E. Pensov 1946, 1950 [2], 8. Golab 1946, 1948 [1], J. Aczél 1956 [1),
1958 [1], 1959 [1].) Fiir » = 2 ergibt das Ergebnis des § 1 alle Objekte
unmittelbar. (16) und (17) lauten hier:

e
A(_()+1§) fir  Qe(4,B), a>0

0y ay
0
0 12(8
A(_%—)+Z§) fix Qe("i’ﬁ)’ a>0
(18) 2=8(2a,aq) =], z(;z) !
A(—~—~+9‘_§)l fir  Qe(d,B), a<0
ay oy ’

1

A(?‘%@.}.%) tiir 96(101,};);“1<07
(An@1 =2, Ah@) =20

und

(19) 2 =D(Q; o, a3) = A(Lm+§“:) (AIMQ)]=2,Q¢(4,B), a,#0).

o 2)
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s sei bemerkt, daB die Objekte mit der Transformationsformel

(19) mit dem sogen. Objekte des affinen Zusammenhanges

I

—+

oy

T = z—%, IT € (— o0, o0)
(vgl. I, § 3, Beispiel 6), dquivalent sind. So haben wir den

Sarz 2. Unter der Vorausseteung T gibt es die folgenden eindimensio-
nalen differentialgeometrischen Objekte mit einer Komponenien wvon genaw
2weiter Klasse mit stetigen Transformationsformeln und nur diese: Die mst
dem Objekte des affinen Zusammenhanges dquivalenten Objekte mit der
Transformationsformel (19), deren Werte ein Intervall ausfillen wnd die
Objekte mit der Transformationsformel (18), die aus Formeln der vorigen
Art zusammengesetzt ist und deren Werte zwei Intervalle ausfiillen. Die
Funltionen, die die Aquivalenz erzeugen, sind stetig und streng monoton.

Die Formel (18) zeigt, daB die Transtormation des Objektes 2 folgen-
derweise geschieht: Fiir Q e (4, B), a;> 0 fiihren wir mittels A(Q) das Inter-
vall (4,B) in (— oo, oo) diber, transformieren dort gemdip der Formel des
affinen Zusammenhanges und filren das Ergebnis mittels A in (4, B)
muriick. Fir Qe(4,B), o, <0 fikren wir (A,B) wieder mit A(Q) in
(— oo, oo), tramsformieren dort mittels der Formel des affinen Zusammen-
hanges, fiihren aber das Ergebnis miltels 1(1) n (fg, Jg) siber. Almlich ver-

0 0

Jakren wir auch fir 2 ¢ (4, B).

Die Transformationsformel (18) lipt sich ibrigens auch in die Gestalt

8= XX @) pmentsgT(@amly, T(@) 0,
schretben, so daf die Objekte mit dieser Tramsformationsformel mit dem
Objeks
IT = |[tagniisg (ITay) , IT#0,

dquivalent sind, wo die Funktionen A(Q), die die Aquivalenz erzeugen,
eindeutiy wmkehrbar sind und aus je zwei stetigen streng monotonen Teilen
bestehen. Dieses Objekt hat bis jetzt keine praktische Bedeutung gefunden.

Fiir Objekte dritter Xlasse verwenden wir die Formel (10), die fiir
7 =3 folgenderweige lautet:

Y
(20) B(0; a1, 0, ag) = A(ﬁ?ﬁ—;%), AMQ)] =2,
ay 229
und die Formel (3), die fiir » =3 mit

9) AR) =0(R)—e, A(z)=0(r+5¢)
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und mit
2(w; a1, a) E (w485 0y, a)—e
in
a.
(21) 20 o a0 ) = 410 +2, 0 0

iibergeht. Diese Formeln sind also ebenfalls im Falle eines einzigen De-
Jinitionsintervalles fir alle ay # 0, ay, o5, 2, 4m Falle eweier Definitions-
intervallen dagegen nur fir alle Q < (4, B), o, >0, ay, ay giiltig.

Die Fundamentalgleichung (1) lautet fiir r = 3 wegen 2 (3), 2 (4)

(22) O[D(Q; oy, Gyy 0g); Buy Pay Pl
=D(0; fray, fray+ oo, Bro+ 33000 + Byatl)
fir olle  ay 0, apy 05, 50, Bas B3y 2.

Wir verwenden diese (leichung um die Formeln (20) und (21) zusammen-
zukoppeln.

Wenn wir néimlich in (22) o, = 0 bzw. Bx = 0 setzen (vgl. die Korol-
larien 3 bzw. 4 in 2 §1), so erhalten wir mit (20) und (21)

A(Q 3
(23) x{—iJJrergi 1,ﬂ2]=x[1<9>~1-@-137-3§;—1’?ﬂ°ﬂ; 1a17ﬁzaf]y
bzw.

1 s 2o
(24) E%[i(g)"f-gf; o, a2]+§,,- = x[A<Q)+’3—l°‘iﬁj-;~fﬂ; B, ﬁlaz] :

1 1

Setzen wir in beide Gleichungen

2
AQ+B o0 ahoi gy - b_e
( )+a1 ’ w B’ d.h ui(9Q), B, a?
und in (23)

Bi=1, aZpa?, dh By =

bzw. in (24)

9 a
= a ar 2 7, 7, 1
O =01, 1= Mo, Tz““ﬂlag=ﬂ1a1, d. h. a1=—§, a2z<-g ’ﬁlm.l‘

7 Ty

dann gelangen wir zu

w
(25) 7 (05 a,y a) = x(»— 1, %) ,
ay o
bzw. zu .
2 2
(26) 205w =5+ 500 2, (3)]
L2 %) T Ty

icm
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oder durch Ringetzen von (25) mit
=2 (T
tTas ("71)
in (26) endlich zu

2 2

o T () 7
105 7y, 75) = 'E‘I""ix(oi 1,1) =—§+5'—i )
T T 71 71

wo 6% 4(0;1, 1) eine Konstante ist, (21) gibt dann

2
(27) B(©; 4y a0, a5) = A(‘—@-)Hf‘-iﬁ;) .
ax ay 0y
Um die Konstante 6 zu bestimmen, setzen wir (27) in (22) z. B. mit

g = =1, ¢g=f=0 (t5% 0, f % 0) ein und erhalten

M)+ S0+ 883 = A(2) + 8 (af +2af, + B2) + Banfy ,
d. h.
204+3=0, &6=—4.
Aug (27) wird so

2
(28) B2y, 0, 0) =4 (ﬁi@~§§-+;—) (AA(@)] = 0).
1 ~ 1 1,

Alle unsere Betrachtungen und damit auch dag Endergebnis (28)
ist einerseits im Falle eines einzigen Definitionsintervalles fiir alle ay # 0,
0y, 05, £, andererseits im TFalle zweier verschiedener Definitionsinter-
vallen fiir alle Q¢ (4, B), o> 0, oy, ¢ gliltig. Im letzteren Falle gilt
wieder aus denselben Griinden auch

A(i-(-?-)—?-f‘-‘f#‘-‘g) fir  Qc(d,B), q> 0
ay 2 of oy

D5 ay, g, &) =

i T
ay 20 o

7 2 0 o
/f(i(f-"g’?)_?—ﬂ% %) fix Qec(d,B), o> 0
00
A[AMQ)] = 2, AA(R2)] =2Q.
Wenn wir dieso Formel, sowie (12) und (15) (r = 3) in die aus (22) fol-
gende Gleichung

P(Q; oy, ayy ag) = P[D(Q; —ay, —y, —ag); —1, 0, 0]

oingelzen, erhalten. wir

o : )
45(Q;a1,a2,aa)ﬁA(&£;Q) 3”12+“_g) fir Qe(d,B), q<0

@ 2 a o
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und &hnlich
0
Q) 3 d o0
B(Q; 0y, 0y, Gg) = A(—(z—)——»if#% fur Qe(4,B), ,<0.
ay 2 o a

Die 50 erhaltenen Funktionen

2
/1(-——2-~~A—-Z-}—-§) fir Qe(4,B), a>0

0
2 0 0
/i’(i(.?)_ﬁ.%-fi‘!) fir Qe(4,B), a> 0
(29) §=@(~Q§ 0y, gy Og) =

/f(’LfLﬁ.E§+“_g‘) fir Qe(4,B), m<0
o 2 aq o
2 0. 0
A(ﬂ‘?)———%-%{—%) fir Qe(d,B), q< 0
ay 2 o o

00
(AA2] =2, AMQ)] =)
{(im Falle zweier Definitionsintervallen) und

30) D=0 a,um,aq =4 (”‘f)_ﬁ.ﬁg+ﬂ‘g), (ATHQ)] = 2)

oy 2 a1 oy
fir alle o, %0, o, @, Qe (4, B)
(im Falle eines éinzigen Definitionsintervalles) erfilllen (22) und (2) fiir
alle @, #0, ay, az, 2. Wir haben also den

Sarz 3. Ist D(Q; ay, a5, ) eine fir alle a, 0, ay, oz und fiir hoch-
stens 2wei Q-Intervalle won nichtverschwindender Linge definierte stetige
Funition, die fiir kein Q von o, unabhéngig ist, so ist jede Losung der Funktio-

nalgleichungen (2), (22) von einer der Qestalien (29), (80), wo A bzw. R stetige

und, streng monotone Punltionen sind, die (4, B) bzw. (4, B) in (~— oo, oo)
abbilden.

Nach der Bemerkung, daB die Objekte mit der Transformations-
formel (30) mit dem sogen. Objekte des projektiven Zusammenhanges

I==—-=. 243, Il ¢ (— o0, o) ,

dquivalent sind, gilt auch der

Sarz 4. Unter der Voraussetzung T gibt es die folgenden eindimensio-
nalen differentialgeometrischen Objekte mit einer Komponenten von genau
dritter Klasse mit stetiger Transformationsformel und nur diese: Die mit

icm
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dem Objelite des projektiven Zusammenhanges dquivalenten Objelte mit
der Transformationsformel (30), deren Werte ein Intervall ausfillen, und
die Objelte mit der Transformationsformel (29), die aus Formeln der vorigen
Art zusamvmengesetzt ist und deren Werte zwei Intervalle ausfillen. Die
Funktionen, die die Aquivalenz erzeugen, sind stelig und streng monoton.

Die Transformationsformel (29) 1Bt sich Wbrigens auch tn der Gestalt
G = A(H @i et~ ebisd g [7(0) 0,
20, AN@)]=20
schreiben, so daf die Objekte mil dieser Tramsformationsformel mat dem

Objekt
IT = [Tt guled~Gadied) s (ITay) , T 0,

dquivalent sind, wo die Funktionen T(Q), die die Aquivalenz erzeugen, ein-
deuttg umkehrbar sind und aus je 2wei stetigen streng monotonen Teilen
bestehen. Auch dieses Objekt scheint aber keine praktische Bedeutung zu
haben.

Mit Hilfe der Schwarzschen Ableitung

ﬂf_z”l 3 zl/z
o(2) “r—-— L)

&

kann die Formel (30) auch so geschrieben werden;
a= A[—.——_}'(Q) +o @]
(#")
Die Formel (29) kann #hnlich wie die Formel (18) (nach dem Satz 2)
gedeutet ‘werden.

4. Typus (1,1,1)

§1. Positive‘ oy. Laut des in 2 § 3 Gesagten besteht bei den eindimen-
gionalen geometrischen Objekten gemau erster Klasse mit einer Kompo-
nenten unter der Voragussetzung T der Definitionsbereich beziiglich £ und
der Wertevorrat von @(Q2; ;) aus hochstens zwei Intervallen von mnicht-
verschwindender L#nge — wenn wir die Biskalare auBer Acht lassen.
Eines dieser Intervalle sei mit (4, B) bezeichnet und das zweite — falls

0o 0
o8 ein solches gibt — mit (4, B). )

Die Fundamentalgleichung 2 (13) lautet hier wegen 2 (3)
(1) O[D(Q; a); fil = P25 o), o # 0, B15= 0.
Aug der Identititsbedingung 2 (14) wird hier
(2) PR;1)=20.
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Ist 2 ¢ (4, B), so ist wegen (2) und wegen der Stetigkeit von & auch
fiir alle o> 0: O(2Q; ay) € (4, B). Wir substituieren in (1) fiir o > 0,
pi>0

3) G=c, P=e, DO a)=>0(Q)=Vaq)

und erhalten
V¥ (Q; a); fl = P(Q; a+p),

2 (7). Mit &(2; o) ist auch ¥(Q; o) stetig. Wire, fiir ein Q = Q
Qﬁ(Q, ;) = konstant -.Q fiur jedes ;> 0, go wiire wegen (1), fiir Jedes
a1<0 ¢'(.Q al)—¢[¢(Q —ay);~1] = @(Q —1)~Q kongtant, so daB
¢'(.Q a) mcht alle Werte von £, sondern hochstens 7w01 (Q und Q) auf-

nehmen wiirde, entgegen der Voraussetzung T (2§ 3). Also ist (b 25 ay)
fiir kein 2 konstant in «, > 0 und daher ist auch Y(2; a) fiir kein Q kon-
stant in a. Die Voraussetzungen des Hilfssatzes 2 (2§2) sind also erfiillt
und daher gilt

P(250) =0 (R)+a]l, D(Q;a)=AAR)a,] fir He (4,B), a, >0
mit

ML D> 0,  A()Llogo(r),

AN =02, Qe(4,B).

Ebenso gilt im eventuellen zweiten Definitionsintervall (A‘.), Ig)
(25 ) = 6[3(2) + 4]
und hier setzen wir A(Q) & _ @ < . Deshalb gilt bei positiven a,
4) D25 o) = A[AD)oy], >0, A[A(Q)] = Q2
fir beide Defmltlonsmtervalle, falls es deren zwei gibt, und zwar mit
A(@) = 0 jo nachdem Qe{zj B Die Funktion (@) bildet (d, B) aut
(— o0, 0) und (4, B) aut (0, oo) :)mb.

§ 2. Beliebige o, ¢ 0. Den Ubergang auf negative oy wird ung (1)
auch hier mit Hilfe der Funktion D (2; —1) sichern. Aug (1 ) folgt nimlich
mit oy =B, = —1 bzw. mit /31--1 bzw. o = —1 wegen (2) und (4)

(5) PO —1); —1] = B(Q; 1) =
(6) P(2; a)) = D[P(Q; — ay); —1] =¢[¢(Q;-1);—a1]
=P~ AR a]; ~1} = A{~AD(; —1)]ay) .
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Mit
l[fl)(%; —1)]

A(Q)

0

Q=0, IEA-1Dw], &%
0

(IT durehliuft das Definitionsintervall in dem Q liegt) erhalten wir aus (6)
]

(7) ®(II; —1) = A[BAUIT)],

fiir jedes I/ des Definitiongbereiches.
Setzen wir (7) in (5) ein, so ergibt sich

AFAD] =2, AL =2(Q), &=1,
) folgt, daB entweder

M) #0,

b= 41,

und aus (6) und (7

(8) D25 o) = A[A(Q)]ay]]
oder
(9) D(Q; 0y) = A[A(Q)ay]

gilt. (Stetigkeit schlieft aus, daB fiir gewisse @, o die Formel (8), fiir
andere (9) gelte.)
Beide Formeln fallen fiir a; > 0 mit (4) zusammen, so daB sie fiir alle

o, # 0 giltig sind. Man sieht auch gleich, daB (8) und (9) beide die Funk-
tlonalgleichungen (1) und (2) erfiillen.

Damit haben wir den

Saxz 1. Ist D(Q; o) eine fir alle o 7 0 und fiir hochstens zwes Q-In-
tervalle von nicht-verschwindender Linge definierte stetige Tunktion, die fiir
kein Q Tonstant in a, > 0 ist, so ist die allgemeine Losung der Funktional-
gleichungen (1) und (2) entweder von der Gestalt

(8) D5 ) = AAD)|eul], A(R)#0,
oder won der Gostalt
(9) D2y o) = A[A( D], A(R)£0.

Hier ist A(v) eine (mit Ausnahme des 0-Punktes stetige und streng mono-
tone) eindeutly wmbehrbare Funktion mit der Umbkehrfunktion A.

Man kann bemerken, daf @(Q; —1) die Definitionsintervalle im
ersten. Wallo aul sich selbst, im zweiten Falle auf einander abbildet.

Hier haben wir die Voraussetzung T durch die Forderung ersetzt,
daB @(Q; o) fiiv kein Q konstant in o, > 0 sel. Dies ist berechtigt, da
wir die Voraussetzung T bisher auBer der Bestimmung der Struktur des
Definitiongbereichos nur dazu verwendet haben, wum eben das zu beweisen,
dal P(2; o) bei keinem £ konstant in e > 0 ist.
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Fordern wir aber die Voraussetzung T, so kann (8) nur im Falle
eines einzigen Definitionsintervalles auftreten, da fiir 2 ¢ (4, .B) laut (8)
D(2; ay) € (4, B) fiir alle positiven und negativen o gilt, so dall Werte
aus einem eventuellen zweiten Intervall durch @¢(2;q;) nicht ange-
nommen. werden koénnen. Dies ist eine Einschrénkung fiir die moglichen
Objekten des Typus (1,1, 1), sie schlieBt z. B.

2 =02 o) = Qay

in dem Falle ans, wo es ein Intervall mit positiven und eines mit nega-
tiven Q gibt.

O=0(Q;a)=0oy] fir QLe(d,B), A<0, B>0,

wird auch durch jene Konsequenz der Voraussetzung T ausgeschlossen,
daB ®(Q; a;) fiir kein 2 konstant in a, ist. Auch die Stetigkeitsvoraus-
setzung ‘schlieBt manche mogliche Objekte aus, z.B. (J. Haantjes —

G. Laman 1953 [2], 8. 220)
Q= {Q+log|a},

({#} = @—[@] der gebrochene Teil von z). (9) kann andererseits nur in
dem Falle gelten, wo tatsichlich zwei Definitionsintervalle vorhanden

Qe0,1)

sind, da, im Falle eines einzigen Definitionsintervalles (4,B), A(2)>0 .

und A(r) nur fir > 0 definiert ist, so daB

A[A(2) ]
fiir o, < 0 keinen Sinn hitte.
Man sieht, daB die Objekte 2 mit der Transformationsformel (8) mit
der sogen. Weylschen Dichte (vom Gewicht —1)

=10, O>0,

wihrend die mit der Transformationstormel (9) mit der sogen. gewdhnli-
chen Dichte (vom Gewicht —1)

I = Ma,, IIso,

dquivalent sind (vgl. I §3, Beispiel 3).

‘Wenn wir auch 2 § 3, beachten, haben wir den,

Satz 2. Unter der Vorausseteung T gibt es die folgenden eindimensio-
nalen differentialgeometrischen Objekte mit einer Komponenien von genau
erster Klasse mit stetigen Transformationsformeln wnd nur diese: Die genau
wwei Werte annehmende Biskalaren, die mit den Weylschen Dichten dqui-
valente Objekie, deren Werte ein Intervall ausfillen und die mit den gewohn-
lichen Dichten dquivalente Objekte, deren Werte zwes verschiedene Intervalle
ausfiillen. Die Funltionen, die die Aguivalenz erzeugen sind bei den Weyl-
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schen Dichten stetig und strenyg monoton, auch bei den gewshnlichen Dichien
sind sie eindeutig wmbehrbar und in diesem Falle bestehen sie aus je zwei
stetigen streng monotonen Teilen.

Dieselben. Sitze konnen auch fiir mehrdimensionale Objekie genau
erster Ilasse mit einer Komponenten vom sogen. Typus J ausgesprochen
werden, die Transformationsformeln der Gestalt

0=0(0; 4% = ¥(2;7)

haben, wo J 5 0 die Determinante der 4% igt (vel. X §1); sie sind also
den Biskalaren oder Weylschen oder gewdhnlichen Dichten (IT = Isgd,
baw. Il = II\J|, bzw. II = ITJ) iquivalent.

Hs sei bemerkt, daB sich (8) und (9) auch in den Gestalten

5—0@a)=1MD) 5o 7 F@) (e 1
Q’“q)(Q’“I)*A(lail)’ .Q—_di(Q,al)—A(—&-l—) (Z(Q)"A’(@‘)#O)
oder
fé:q;(g;al)a—.Z(ﬂii)), Q) # 0

Oy

(@) =A(2)"*, k0 eine ganze Zahl)

+ darstellen 4Bt (letzteres ist mit den Weylschen bzw. mit den gewohnlichen

Dichten #quivalent, je nachdem %20 gerade oder ungerade ist). Dies
zeigh, daB diese Objekte auch mit Weylschen baw. gewohnlichen Dichten
von beliebigen ganzen Exponenten (Gewichten) squivalent sind.

Tir Objekte des Typus (1,1,1) vgl. w a. 8. Golgb 1938 (21, [31,

~J. 8. Dubnov 1949, J. E. Pensov 1946, 1950 [2], J. Aczél 1956 [1], 1958 [1].

5. Typus (1,n,1)
§ 1. n > 3. Die Transformationsformel I (25) lautet in diesem Falle
1) 3 = o(Q; AF).
Die Fundamentalgleichung lautet dementsprechend
(2) DIB(Q; AR); 4] = B(@2; AF) .

In diesom Abschnitt wollen wir die Bezeichnungen folgenderweise dndern.
Wir schreiben

[¢P) ghatt .AZ y
Bu  statt  AX,
(8) vy statt  AY,
P, statt  odjeQ,
By, statt  oBPAL (= oDfay,) . )
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In den Bezeichnungen (3) schreibt man die Fundamentalgleichung (2)
folgendermafen um:

(4) D[P (2; air); Bis) = P(2; vpm)
oder kurz
D[B(2; a); fl = P(2; 7).
Da
(5) Vil = ;‘ﬁﬂaih
ist, geht (4) in
(6) PLD(@; ou); B = P(2; ) - aal

iiber. Diese Gleichung soll fiir alle 2 ¢ ¥ (die Natur der Menge ¥ brauchen
wir vorldufig nicht prézisieren) und fiir alle ay, B3, fiiv welche
(7) J=detaik960, K:“—-def}ﬂn#:o
besteht, erfiillt sein.

Wir setzen voraus, daf die gesuchte Funktion & (von 1--n® unab-
hiingigen Verinderlichen) von der Klagse C* ist.

Wir fiilhren noch folgende kurze Bezeichnungen ein:
at . 1 fir =1,
(8) thk(g) = ¢ik(95 Ci;7’1) ("/7 k= 1, ey 77’) ’ 67'1 = 0 fiir ? 1.
Die Methode der Losung der Gleichung (6) wird die folgende mein. Wir
leiten von der Gleichung (6) ein System von Differentialgleichungen
erster Ordnung fiir die gesuchte Funktion & ab. Nachher bestimmen
wir unter allen Losungen des Systems diejenigen die gleichzeitig auch
die Gleichung (6) erfiillen.

Um das gewiinschte Differentialgleichungssystem abzuleiten, differen-
zieren wir die Gleichung (6) in bezug auf ay. Dies ergibt

a 8
PP 3 £1-0ul @) = 05 ) 22
8

oder wegen (5)

BUD(2; a); ] Pu(; @) = é‘jfl)ﬂm; V)i
Jetat setzen wir ay = 8y ein (vgl. I (16)):
D4(Q; ) Bul(2; ) = TZ(.DM(Q; B)- B,

(9)
Bol2; B) Pal@) = D) b Bl ), 6,k =1,..,n.
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Faggen wir jetzt (9) als ein System von z2 Differentialgleichungen erster
Ordnung fir die gesuchte Tunktion D(Q; p) auf, wobei vorliufig die
Koeffizienten ¥y(Q) (die eigentlich auch von @ abhiingen) als gegeben
angesehen werden gollen.,

Wir transformieren dieses System in ein System von Jacobi, indem
wir eg in bezug auf Du(2; f) auflosen. (Die Doppelfolge ®,; denken wir
dabei in lexikographischer Ordnung in einer Tolge aufgeschrieben.) Dies
ist moglich, da die Determinante D des Systems in bezug auf Dy, wie
eine leichte Rechnung zeigt,

(10) D = [detf" = K" 0

ist. Die explizite Auflosung ergibt
D,
(11) P = ZBtj’f’yk )
7

Wwo By den algebraischen Minor von gy in K bedeutet.

Wir sotzen natilich voraus, da8 die Losung & tatsichlich von den
Ableitungen fy; abhingt, daB sie also insbesondere nicht konstant ist.
Bs handelt sich jedenfalls um nicht triviale Losungen des Systems (9)
(das Nystem besteht ja aus lauter homogenen Gleichungen).

‘Wir bilden. jotzt die Poissonschen Klammern fiir das System (11),
die identisch verschwinden miissen, da das System (11) ein Jacobisches
ist. Dio Nullsetzung der Klammern von Poisson wird uns einige not-
wendige Bedingungen fiir die ¥y, ergeben. Zu diesem Zwecke fithren
wir die kurze Bezeichnungen

)
(12) Xin® % By~ % Z B ¥y
7

ein,
Wir wetzon zwei verschiedene Paare (4, k) und (4, 1) von den Zahlen
1, ., n fost, 10 ist algo

(13) (= (=12 > 0
wnd wir bilden die Klammern.

(Xiey Xp)® & Xp( X ) — XX D) -
Bei der Bezeichnung
(14) ’ ( )11’;—-5/'9’1;: ( )o‘—‘“—a'ﬁ';

Funkitonalglelchungen 4
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haben wir die folgenden Relationen:

By
(a0l =— >, 007 (2] |

By,
(XD = — qul'% (7f)¢k’

, B
(Xik¢)o =S - qua Tk ‘fg ?
r

B
(Xn®)y = — Z¢o 7 ——1%-’,
. r

wo mit dem Strich einfach die gewdhnliche Ableitung nach 2 bezeichnet
wurde.

Aus den obigen Formeln erhalten wir fiir die gesuchte Klammer
den folgenden Ausdruck:

) (%, Xo = 0 [ (3) vt (3) ] -

- ' L BBy, ~¥7).

7,8

(15)

Von nun an schlieBen wir auch den Fall aug, wo @ einen Biskalar dar-
stellt, also soll die Menge ¥ weder aus einem Punkt, noch aus zwei Punkten
bestehen. Aus Stetigkeitsgrinden muB dann ¥ ein eigentliches Inter-
vall ¥, enthalten. Durch eventuelle Eingchréinkung dieses Intervalls
koonen wir erreichen, daf

n By#£0 fir Qe

besteht. Setzen wir die Klammern (16) gleich Null und beriicksichtigen.
die Ungleichung (13), so erhalten wir (fir 2 e ¥,):

By By, 1 e
Die bekannte Regel fiir die Ableitung des Quotienten
(Bir) _ K(Bi)—By(E)n
1l

K K !
sowie die Regel fiir die Ableitung einer Determinante
oK
K)y=.—=R
(E)p B = B
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ergeben uns die Formeln

(__Bii:) — By ByBy
fl

K ’
(19) K K*
(Ei_r) — (Bfr)ﬂc__ By By
s K K2

was in (18) beriicksichtigt zu
(20) B Y [(Bu)io— (Bl + S (BB a¥p—ByBy¥y] 4
r r

+ D BBV W] — 0
"8
fithrt. Die Relationen (20) bestohen fiir alle %y, k&, 1 fiir welche die Un-
gleichung (13) gilt.
Wir behaupten nun, da8

(21) (Bt = (Bjin)a

igt. Tatséichlich erhilt man die linke Seite von (21) durch zwei Operatio-
nen: man streicht in K die 4-te Zeile und r-te Spalte und nachher die
j-te Zeile und %-te Spalte. Die rechte Seite dagegen entsteht durch Aus-
fithrung der folgenden Operationen: man streicht zuerst die j-te Zeile
und »-te Spalte und nachher die i-te Zeile und %-te Spalte. Es ist klar,
daB die Ausiibung der beiden Operationsfolgen zu demselben Resultat
tithrt, womit (21) bestiitigt ist.

Die Relationen (20) nehmen also auf Grund von (21) die folgende
Gestalt an:

E D) (Bl W~ Pl + 3 [ByyBo¥ry— By By] +
r r
+ D BuBi [ PP y— PPl = 0.,
s
Setzen wir nun in der obigen Tormel I =k, go erhalten wir

(22) D (BuBa—BuBul ¥t S BuBul¥ah—Pu] — 0

1.8

fir ¢ und Qex,.

Fiir konstantes Q ist das fir jedes Tripel (4,4, %) eine Identitéit in g
und zwar stellen die Terme der linken Seite Polynome des (2n— 2)-ten
Grades dar. Auf Grund eines Satzes von Cayley (da die linken Seiten in
bezug auf B homogen sind) erhalten wir dquivalente Relationen indem

4*
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wir die By, durch K gy oder — da K # 0 ist — durch 8y, ersetzen. Statt (22)
konnen wir also

(23) D (Bisbia—BinBi) Pt D) BiuBiol Bre = Pt = 0

schreiben. Wir differenzieren die beiden Seiten dieser Identitit in bezug
auf fy. Dies ergibt

(24) Z Pl B+ BirdigOrn—Bin 8301 — BinbeiOme) +
r
+ D) (PP Pai) (Badsdat+ Biabdisdere) = 0.

7,8
Nach der Reduktion (man beachte, daB 8; =0, da 7 §) bekommen
wir daraus
@5) D oBr— Vbt 3 (Pula—Pyia) i = 0
r 8§
fiir beliebige k,j=1,..,n.

Differenzieren wir jetzt die obige Relation in bezug auf Bip. Die Austithrung
dieser Differentiation ergibt

2 Padidrr—Piad bt 3 (PP W)y = 0

* 8

oder
—¥iabip+Pou+ Pl — PPl = 0 .

Fiir k % p bekommen wir daraus

(26) Yo+ P on— PP = 0 .

Hine lingere Rechnung fithrt zum Schiuss (8. Golgb 1947):

(a7) Yy=0 §#k.

ferﬁeksiehtigen wir dieses Hrgebnis in der Formel (20). Wir erhalten
ann

(28)  E{(Bu)uPr— (Bp)aPi} +ByBp{P,—P, +PpPi—~PiPi} =0,

wenn P kurz fir

fiir -

(29) Py = Wy
gesetzt wurde.

Bemerken wir aber, daB
(30) (Ba)p==0,

falls die Paare (izk) und (§,7) ein gemeingames gleichartiges Rlement
ya’ben (d. h. falls ¢ = § oder % = I). Setzen wir also in der Relation (28)
4 =4, 80 bekommen wir

BixBu{P1— Py +PyP;—P,Pj} = 0 ’
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WOraus
(31) Pi—Py+PyPi—PP, =0  fir alle k&,

folgt. Beriicksichtigen wir dies nochmals in (28), so erhalten wir wegen
K+#0
(Bue)uPy — (Ba)aPy =0 .
Es ist aber
(Bue)p = (Bp)ax # 0
und schlieBlich haben wir

(82) Py=P, fiir alle k,01=1,.., 0.
Wir kinnen. also

(33) yflclc(g) == S[/(‘Q)

gotzen.

Wir behaupten, daB
Y)£0.

Wiire es nicht so, dann héitten wir auf Grund von (27) und (33) ¥, = 0,
wag infolge (11) Py =0 (i, %k =1, ..., n) nach sich ziehen wiirde entgegen
der Voraussetzung. Die Formeln (27) und (33) lassen sich in der einheit-
lichen Form
(34) Yin(RQ) = 8g- ¥(Q)
schreiben und das System (11) nimmt folgende Gestalt an:

(85) b, J;{’ P(02)®, = 0;
Das obige Verfahren gilt nur im Falle n > 3. Im Falle # = 2 verlieren die
Symbole
(Bir)n

ihren Sinn. Der Fall » = 2 muB also extra behandelt werden. Das wird
spiter geschehen und, wie wir sehen werden, gestaltet sich das Ergebnis
in diesem Spozialfalle anders und zwar komplizierter.

‘Wir kehren zur Weiterfihrung des Verfahrens fiir »n > 3 zuriick.

Um day System (35) zu losen, bilden wir das entsprechende System
der gewohnlichen Differentialgleichungen, welches in iiblicher Form
geschrieben, folgendermafen. lautet:

Qgi':ﬁﬁfﬂfz"@fyﬁ%, j#i oder 1sk.
Die Gleichheit der rechten und mittleren Terme gibt ‘ )
Bitggy = — [ 22
”jf‘dlglk = ( .Q) .


Yakuza


icm

54 II. Klassifikationstheorie

Nehmen wir aber in Betracht, da8
0
= Ba
ist, so kann das Integral auf der linken Seite durch das Integral
4K
K
ersetzt werden und folglich bekommen wir
wo (>0 fir K>0,

a0, .
(36) K=0fex1’('f?7)’ J=1,2 {Wo 0,<0 fir K<o0.

Der Definitiongbereich ¥ in bezug auf 2 kann sich wegen. der Stetigkeit
von @ unter der Voraussetzung T (2 § 3) aus einem oder aus zwei Inter-
vallen zusammensetzen. Im ersten Falle ist die Funktion

oo ([ )

s ([%)

ein erstes Integml der Differentialgleichung

o __ X

aQ = " WY()By®
(36) hingt aber von den Indizes %,k nicht ab. Der Ausdruck (36) stellt
also eine gemeinsame Losung fiir alle Gleichungen des Systems (11) dar.
Das System (11) ist aber ein System von Jacobi, wo die Anzahl von
Verdnderlichen um eins groBer ist aly die Anzahl von Gleichungen. Auf
Grund der bekannten Theorie besitzt dag System nur eine einzige unab-

hingige Losung, wihrend die allgemeine Losung & eine beliebige Funk-
tion X dieser speziellen Lésung ist:

B(2; 8) = x{eKexp< [ %5;;)} ,

wo & =8gK bzw. & =1 ist.

Eg Dbleibt noch die Frage zu kliren ob die gefundene Lisung & des
Systems (11) auch eine Losung der Funktionalgleichung (6) ist. Dies
verifiziert man einfach durch Einsetzen. Da & die Bedingung

‘ D(Q; 8y) = Q2
erfilllen muB, so erhalten wir die Bedingung

[l ] -,

im zweiten die Funktion
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woraus folgt
X(u) =y u],

wo mit y die exponentiale Funktion des unbestimmten Integrals von 1%
bezeichnet wurde: :

ar aQ
10 £ ex [ ).
Wir haben also

P(2; 0) = X{eJy(Q)}, 2X(N] =7,
P(2; B) = X{esKy(2)}
und
PIPLR; al; B} = X{epKy[X (e, T 5 (@)]} = X{esK e, Ty (2)} .

Tgt &4 = g5 = 1, 80 ist auch &y = &g = 1. Ist dagegen s, = 8gJ, g5 =sgK,
80 it &, = e.8p = 8gJ - 8g K = sg[J - K]. Die Gleichung (6) ist also erfiillt.
Wir erhalten, daB Q entweder mit einer Weylschen Dichte oder mit einer
gewohnlichen Dichte dquivalent, also jedenfalls ein Objekt vom Typus J
ist (vgl IL 4, §2).

Die Formel
(37) P(2; o) = X{eJy(2)}

ist auf Grund der obigen Betrachtungen in solchen Intervallen X, giiltig,
wo P, 5 0 ist. Bs gilt aber

o= X' {eTy(@)}e] -5/ (2) £ 0.

Die Formel (37) ist also immer giiltig. Da die Funktion D(2; ag) fiir
alle ay, definiert ist fiir welche J = det(ay) = 0, so kann der Definitions-
bereich ¥ von & unter Voraussetzung der Transitivitit (2 § 3) in bezug
auf 2 aus hdchstens zwei Intervallen bestehen. Er besteht némlich aus
einem Intervall wenn &= sgJ ist und aus zwei Intervallen wenn e = 1
ist, 'Wir haben also die folgenden Sitze bewiesen:

SArz la. Unier der Voraussetzung, daf die Funktion ® transitiv und
von der Klasse C* ist und daf wenigstens eine von den partiellen Ableitungen
oD [dayy, von Null versohieden ist, besitet die Qleichung (6) fiir n >3 die
allgemeine Losung von folgender Form:

@) @) =X n@) (o= Xu(@ =9y,
wo x eine umlbohrbare Funktion ewmer Verdnderlichen der Klasse C* und X
thre Umbehrfunltion ist.

Man sieht sogar fast unmittelbar, da8, wenn nur y eine umkehrbare
Funktion ist, in einer Menge ¥, die aus einem oder aus zwei Intervallen
besteht, so stellt (37) eine Losung der Funktionalgleichung (6) dar.
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Sarz 1b. Fir n >3 ist, unter den obigen Bedingungen, jedes rein
differentiolle Objelt erster Klasse mit einer Komponenten ein Objelt vom
Typus J.

§2. n = 2. Jetzt gehen wir zum Falle n = 2 iiber. Das System (11)
nimmt in diesem Falle die folgende Form an:

D
(pu = 7{.“(/3293(!11__/321yfn) 9

D
by, = “K‘o(ﬂzzyfla“‘ ﬂny/az) ’

(38) &
gzs.9.1 = f(g (ﬁuyfal— /9121*”11) ’

D
@22 = .K_"(ﬁll}[/22~ﬁl2}[fm) .

Das obige System ist zwar ein Jacobisches, seine Klammern von Poisson
haben jedoch ziemlich komplizierte Struktur und es empfiehlt sich von
dem primitiven System (9) auszugehen: '

X0 = '"Pquo"‘ﬁn@u”‘ﬂzl@zl =0,

X0 = yjm@o— ﬂu¢12—1921¢22 =0 ’

XQ(D = WnQu“ﬂlz‘ﬁu—ﬁaa@n =0 i

X‘ﬂ3 = }I/%(Do_ﬂmq&m_ ﬁzszaa =0.

(39)

Die sechs Poissonsche Klamern fiir dieses System lauten jetzt:

(le X2)® = (anW{z“‘}FmWﬁ)@o + ﬁuﬁm + I921¢22 H
(Xu X;)P = (Tulpél—‘y,zl%'l)‘po— (.312¢’11+1322¢21) ’
(40) (Xu X4)@ = (Wuy/zlz“‘lpazgyh)(po ’ .
(Xs) X3)D = (V1P — W P1o) By + BuPys + fuPu— (BuaPra+ fusPrs)
(Xa; X4) b= (meéz"lp’zzl}]{z) @o + ﬁn‘pm + ﬁzt¢zz ’
(X3) X)) = (¥ Poo— W, Wy) By — (B1aPay + B2aPyy) -
Da das System (39) ein vollstéindiges System ist, miissen alle diese Klam-

mern lineare Kombinationen von X0, X,0, X,® und X,$ sein. Da-
raus folgt

(X, X)0 =—X,0, (X, X)P=—X, 0+ X,0,

(X1, X)) =X, , (X X)P = ~X,B,

(X, X,)0 =0, (X3, X,)0 = X, .

[5, § 2] Typus (1, n, 1) B7

Wenn wir hier unter Beriicksichtigung von (39) und (40) die Koeffizien-
ten von @, vergleichen, erhalten wir die folgenden sechs Relationen:
Wuyfis‘"lpmg’f: = ‘"Tm 1

-lpul[fél"'lpmlljl’l = l172). ’

IJZ"1.197'2/2“"“‘I/sazslpﬁ =0 ?

¥, mk‘ffél-—iﬁnlﬂiz = "Y}u +Wa2 H

Wmlpée"‘yjnzy/fz = -‘Yflz ’

P Voo — Wy Wiy = P«

(41)

Von diesen sechs Relationen gibt ey nur 4 unabhingige. Man bestitigt.
in der Tat ohne Schwierigkeit, daB die letzten zwei Folgen aus den ersten
vier sind.

Aus der dritten, Gleichung von (41) bekommen wir

(42) Py = p¥yy

wo p eine Konstante bedeutet. Die fiinfte und die sechste Gleichung
ergibti dann

(VWL =P Ph) = -9, ,
P (![fuwfl“llfuy:’él) = Wy,
wag mit der ersten und zweiten, Gleichung verglichen zu
(43) ‘ :}’,’m(p-i-l) =0,
w(P+1) =0
filhrt. Bs sind also zwei Fille zu unterscheiden. Entweder haben wir

(44) Vg = ¥y =0
oder haben wir
(45) Poe=—1,

(44) zussmunen mit dor vierten, Gleichung von (41) fithrt zu Vo = ¥;.
Wir haben in diosein alle

(4h) V() = 00 (Q),

also dasselbo Ergobniy wie im Falle n > 3 wnd das Objekt ist also vom.
Typus oJ.

Die zweite Moglichkeit p = —1 gestaltet sich nicht so einfach und
fithrt — wie wir unton. sehen werden — zu Objekten, die nicht vom Ty-
pus o sind, und die wir Pensovsche Objekie von einer Komponenten nennen.
wollen.
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Die Elimination von
(46) Yy =—¥y
ergibt fiir die drei unbekannten Funktionen ¥y, ¥y, ¥, das folgende
System von gewshnlichen Differentialgleichungen:

Tugjl/z“gju?’{l = "lpm ?
(47) VP —Pu¥h = Yy,

Y, Py — Py Wis = —2Wy, .
Dieses System ist in Bezug auf die Ableitungen der unbekannten Funk-
tionen leider nicht losbar, da die Determinante identisch verschwindet,
Wenn wir ¥, Wi, Py als Koordinaten des Punktes eines dreidimensio-
nalen Raumes auffassen, so fillt die Gesamtheit der Punkte [¥y(R),
Y,o(Q), Pu(2)] kein dreidimensionales Gebiet aus, sondern hochstens eine
zweidimensionale Fliche. Diese 148t sich iibrigens leicht bestimmen.
‘Wenn wir nimlich die erste der Gleichungen (47) mit ¥, multiplizieren,
die zweite mit ¥, und voneinander substrahieren, so bekommen wir

(V¥ "":FMWII.Z) = ZWRTM ’

“was mit der dritten Gleichung (47) vergleichen
{(48) P+ PPy =0
ergibt. Die Punkte (¥, ¥, Py) liegen also auf einer Quadrik.

Wir behaupten, daB keine der Funktionen ¥, ¥, ¥y identisch
verschwinden kann. Dies folgt einfach aus den Gleichungen (47). Das
identische Verschwinden einer von diesen Funktionen wiirde ndmlich das
identische Verschwinden der beiden anderen nach gich ziehen und daon
wiirde aus (11) und (46) das identische Verschwinden von @y folgen,
entgegen der Voraussetzung.

Die Relation (48) gestattet die Funktion ¥, zu eliminieren und das
System (47) zu einem System von zwei Gleichungen mit zwei unbekannten
Funktionen ¥, und ¥, zu reduzieren. Diese zwei Gleichungen erweisen
sich aber als nicht unabhingig, so daB letzten Endes nur eine einzige
Gleichung mit zwei unbekannten Funktionen bleibt:

{(49) Wuyj{z“gJuTh = “Wn .
Wird in der obigen Gleichung die Funktion ¥, aly gegeben hetrachtet,
80 erhalten wir fiir ¥y, eine lineare (nicht homogene) Gleichung

¥ = '@'11-: Yu+1,
fiir welche die allgemeine Losung folgende Form hat:
4R
50 = e
(50) Pul@) = TPl +Pul@) [ 5o

‘wo I' die Integrationskonstante ist.
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' Die allgemeine Légung des Systems
bigen Funktion ¥,,(2) und von einer
gieht folgendermaBen aus:

(477 ) hiingt also von einer belie-
beliebigen Konstanten I" ab und

11711(-9) =TI 9'712 ‘H[,m d’gfﬁ ’
P(Q) = ¥, B
(81) ' [F¥’12+¥’u I @T
Pol@) =~ " Ful
12
Wyu(Q) = — I, ¥, %‘i .
12

Diese Werte von ¥y, werden jetzt in die Gleichungen des Systems (39)
eingesetzt:
WHQ)O... ,311¢11— ﬂzﬁpu =0,
Wm@o“ﬂu‘ﬁlr‘ Bu®s, =0 ’
2

¥
- ‘g—‘fﬁmo" 1912¢11“‘ ﬂﬂz‘pﬂ =0,
- l*”nQo"‘ ﬂm@u— lgaijn =0.

Die Integral.ﬁi.on dieses Systems kann einfach folgendermaBen geschehen.
Durch Addition der ersten und der vierten Gleichung bekommen wir

(83) 2 BuDy=0.

4k

(52)

Dies ist eine Eulersche Gleichung, die die homogenen Funktionen nullter
Ord?mng charakterisiert. Die Funktion @ ist folglich in bezug auf die
Variablen g homogen von nullter Ordnung. Wir konnen also schreiben

(54) Q)“@(gﬁ’%’%’f))- ‘

Daraus bekommen wir

Dy = 6, , (Dn:—&?@l—éﬂ@z“ﬁy@s,

/3§1 /9:1 ﬁiol
1 1 1
q)l"zﬁ;@l’ ¢’n=,§1‘1@a: gbza:ﬁ'l—l@a-

Diese Werte setzen wir in die erste und zweite Gleichung von (52). Dies
ergibt .

T‘1@‘+§ﬁ@l+§ﬁ@“ -0,

. V.0, —6,— gﬂ@a —o0.

11
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Eliminieren wir daraus @, indem wir die erste Gleichung mit ¥,, dn:e
zweite mit — ¥y multiplizieren und nachher addieren, so erhalten wir

(55) (e vr) 0+ (2wt P2 w0, —o.
11
Dag entsprechende System von gewéhnlichen Differentialgleichungen
lautet
o
Pu -3 /91;5 ’
boy 1w, Pmy by
B Yy +¥y B 2 | o
Woraus
(5 (g
11 _ 11
fﬁ?w +¥ ﬁfﬂiﬂ!{f +hug,
ﬂll 12 1L /311 12 /}11 11
log gﬁyjm'l‘lpn =log g‘:iwm'i‘%i‘:‘pm + Iy

(bei der Integration treten zwei Konstanten Iy und I auf, je nachdem
fa+ Pz 0 i),

by v, = F(lrw, 1Py ) (Po Len

ﬂ—ll 12 b ﬂll 12 ﬁll 11

oder anders geschrieben
ﬂllgfll + ﬂlzwm = f(ﬁElgjll + ﬁZEWH)

folgt.
Daraus folgt, daB
(56) . Bu¥u+ proh,
ﬂal.Tu + 5221}’12

ein erstes Integral ist und folglich kénnen wir

T +/3 sz ﬂm
57 =4 {ﬁn ut Pty fy Q}
6 BB P’ By’
setzen. Wird dies in die erste der Gleichungen (52) eingesetat, so erhilt
man

A3=10.
In die dritte Gleichung eingesetzt (die einfachen aber etwas sechwerfiilligen
Rechnungen iiberlassen wir dem Leser), ergibt es

A,=0.
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So dall endlich
VB + VB
58 @ = Afgplut Fuby
(58) Y’uﬂm‘f“yymlgzz}
folgt.

Bemerkung. Man kénnte auch etwas anders verfahren. Nachdem
wir festgostellt haben, daB & in bezug auf g, homogen von nullter Ord-
nung st [(54)], erkennen wir, daB es spezielle Loésungen von der Gestalt

p“gmmwm

2 oul®) B

gibt.

Dag Binsetzen dieses Ausdruckes in die Gleichungen (52) und das
Vergleichen der korrespondierenden Koeffizienten §,, gestattet nun die
Augrechnung von gu, og. Bine der Lésungen ist folgende:

ou =¥y, 02 =¥y, On =03 =0,
In=0p=0, op=¥,, op= Y.
Auf diese 'Weise erhalten wir die spezielle Losung

Da wir von der anderen Seite wissen, daB das vorliegende System nur
ein einziges unabhingiges Integral besitzt, 5o muB die aligemeine Losung
eben. die Form (58) haben.

Nun handelt es sich darum, welche von den Losungen (58) (in wel-
chen zwei belichige Funktionen 4 und ¥y, einer verinderlichen — ¥, igt
aul Grund von (51) durch ¥, ausdriickbar — und eine beliebige Konstante
enthalten sind) auch die Funktionalgleichung (6) erfiillen. Zunichst be.
merken wir, daB die Losung ¢ der Identititsbedingung

D (82 dgr) =
gontigen. mufl, Dioy ergibt die Relation

(59) 4 (ilfu) -0,

Py
Differenzioven wir beide Seiten dieser Identitit nach £, 50 erhalten wir
() Bt i

P ¥
wag unter Beriicksichtigung von (49) zu
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fithrt. Im Intervalle, wo ¥, 5 0 ist, ist also A’ vom konstanten Zeichen,
also streng momoton, also umkehrbar. Aus (59) erhalten wir dann

—Zu
P’

Die Relation (58) kann also in jedem Intervall, wo ¥y, von Null verschieden
ist, in folgender Gestalt geschrieben werden:

M) E Ay Q)

_ 4 [Bud (D) + -6 _
o - aloa (an@n=).
A(u) kann auch in gewissen isolierten Punkten nicht definiert sein,
wie A(u)=1/u in u=0.
Umgekehrt, kann man leicht nachweisen, da8 wenn eine umkehrbare
Funktion 4 (%) nur in igolierten Punkten nicht definiert ist, so bestimmt
die Formel

(60)

0 — 4w+ am} -

Q= A{anl(g) + g (A3 = 2)
eine Transfomationsformel eines geometrischen Objektes mit einer Kom-
ponenten. Diese Objekte wollen wir Pensovsche Objekte mit einer Kompo-
menten nennen. Setzen wir insbesondere A (u) = 1/u (wie im obigen Bei-
spiel), so erhalten wir die Transformationsformel fiir den Quotienten von
Komponenten eines kontravarianten Vektors. In analoger Weige, wenn
A(w) = —wu angenommen wird, so bekommen wir die Transformations-
formel fiir den Quotienten von Komponenten eines kovarianten Vektors
der Ebene.

Trotz eines scheinbar korrekten Verfahrens konnen wir aber nicht
behaupten, daB alle geometrischen Objekte bestimmt worden sind. Der
Grund des heiklen Fehlers liegt im Schlusse, welchen wir gezogen haben,
daB eine Funktion g¢(z,, ..., x,), die die Bulersche Differentialgleichung

2

? -
wiami—o

erfiillt, eine homogene Funktion von nullter Ordnung der Gestalt

ol

ml,..,ml

(61)

ist. Diesen SchluB liefert uns die klassische Theorie der
chungen, denn aus

Differentialglei-

dw,-/m; = dwk/wk
wird auf die Relation
Wyfay = I,

icm
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bestanden, woraus

—o(%. o
(61) p=0 (aa )y ml)

folgt. Man goll aber beachten, daf der Satz der Theorie der Differential-
gleichungen, der hier angewendet wird, nur einen lokalen Charakter
besitzt, so daB die Form (61) der Funktion @ nur in einer Umgebung
des betrachteten Punktes (der vom Koordinatenursprung verschieden
sein goll) richtig ist. Genauer gesagt, kann aus dem Bestehen der Euler-
schen Differentialgleichung nur aut positive Homogeneitit der Funktion ¢
geschlogsen werden. Wird diese Feinheit im obigen Verfahren beriicksich-
tigh, so erhalten wir statt der allgemeinen Formel (60) die folgende:

(62) P = A(ﬂnyln(g) + BuPu(f), B ¥u(R2) +1322T12(-Q)) ’
wo A eine positiv homogene Funktion von nullter Ordnung ist. Aus

erhalten wir die Bedingung

(63) A[Pu(Q), V(@] = Q.

Fithren wir nun die folgenden kurzen Bezeichnungen ein:

(64) Ay(w) & Aw, ~1),
a }Uu - @_
A(Q) o E—T—.Ffwu’

80 gchreiben wir die obige Transformationsformel (62) folgendermaBen um:

o) 511'2~ (Q ) + ﬂl?
(65) A= a bt
wo
(66) g1
und,
(67) 8Py Bnd(Q) + ul > 0 .

Zwigchen. den Tunktionen 4, und der Funktion 1(f2) bestehen die Re-
lationen (die durch Rinsetzen von By, = fe = 1, f1z = fu = 0 in (65) ent-
stohen)

ALeA(Q)] = Q.
Fiir ¢ =1 bekomamt man daraus

A4,[1(Q)] =2,
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woraus folgt, daf die Funktion 4;(u) invers zu 2(2) ist (1 ist nmkehrbar,
da 2'(Q) = 1/¥,(2) also vom konstanten Zeichen ist). Hs ist also
Ayfw) = A(w),  A[AQ)] = Q.
Fiir & = —1 haben wir
AL~ Q)] =2,

woraus ‘
Ayu) = A(—w)  (A[A(Q)] = Q)

folgt. Berticksichtigt man dies in der Formel (65) so bekommt man ebenso
fiir ¢ =1 wie auch fir ¢ = —1 die einheifliche Formel

D = A [Pk @ty -
2= afpra e (anen =0,

die mit (60) iibereinstimmt., Da A_j(u) = A;(—u) besteht, so haben wir
Mu,—1) = A(—wu,1),

(68)

so daB die Funktion (u,v) nicht nur positiv homogen, sondern auch
homogen von nullter Ordnnng sein musB.

(68) gilt fir fpni(2)+4fo 5 0. I8t fuA(R)+ o = 0, 8o folgt aus (62)
@ = I' (konstant). Aus (6) folgt, dab diese Konstante fiir Bar (2) 4 Bos Z 0
die selbe ist. Ebenfalls folgt aus (6), daB HmA(Q) = oo ish.

Zusammenfassend kénnen wir algo sa;g!:a?lp

Sarz 2a. Unter der Voraussetzung, daf die Funkiion @ iransitiv
und von der Klasse O ist und daf wenigstens eine der partiellen Ableitungen
oD [day, # 0 4st, besitet die Gleichung (6) fiir n = 2 die Lisungen

(R ) = X(eT2@) (o=, XIx(@)]=9),

wo X eine umkehrbare Funkiion der Klasse C? ist und

M)+« )
B(Q; ay) = A|ZHELIT ) A 0] = 0
(@5 a0 = A(25E0 %) 40y g,
wo A eine umbehrbare Funktion der Klasse (2 ist, deren Wertevorrat die
ganze Zahlengerade hiochsiens mit Ausnahme von isolierten Punkien ist.
Fiir Koordinatensysteme, wo der Nenner in der leteten Formel verschwinden
wiirde, ist ®(Q) =TI (konstant) und es gilt BmA(Q) = doo. Ts gibt keine
andere Lisungen. o

Sarz 2b. Fir n =2 sind unter den obigen Bedingungen die Objelte

erster Klasse mit einer Komponente entweder Objekte vom Typus J oder
Pensovsche Objekte.

icm
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§ 3. Aquivalenz. s entsteht die Frage, ob ein Pensovsches Objekt
einem. Objelet vom Typus J dquivalent sein kann oder zwei Pensovsche
Objekte zueinander dquivalent sein konnen (wir wissen schon, wie die
Rache mit der Aquivalenz von zwei Objekten vom Typus J steht). Wir
werden den folgenden Satz beweison:

1 )
Sarz 3. Zwei Pensovsche Objekte Q und Q sind immer dquivalent.
Bewois. s sl

— 11

=4 *”4@*‘“”] (A =),
A (Q) + apy

— 2 2

b= 4|t @Fel  F oy,
az:.z(g)'}"azz

Setzen. wir nun
2 1
P& ALND)].
‘Wir bebaupten, daf die Relation
2 1
Q= YQ)
in allen Koordinatensystemen gitltig ist. Dazu ist es hinreichend zu zeigen,

daB die obige Relation _
1

N
0 =¥Q)

nach sich zieht. In der Tat, ergibt die rechte Seite nach Umformungen

11
5 N H BT
yj(“é) = jl{i(é)} = A{il4 M@
ik (D) + o
11
= 4|2 ) ol
() + ooy

Die linke Seito ist dagegen

2 2 %, 2 1 1
B o 4 |eA@) | 2 ond(AIH]) T an
o h( @) | |emd (AR + o
1
— j anﬂl.(QH—am .

T 1
A {62) + o

Funktlonalglelchungen
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Die beiden Seiten sind also identisch und der Satz ist damit bewiesen
worden, da die Funktion ¥ umkehrbar ist. Es gilt weiter der

2 1
841z 4. Bin Pensovsches Objekt Q ist keinem Objekt 2 vom Typus J
dquivalént. :
Beweis. Zwecks der ad absurdum Fihrung nehmen wir an, dass
die Relation

b=y

in allen Koordinatensystemen besteht oder ~ was auf dagselbe auskommt—
daB die Relation

T

1
02 =wQ)

1
tiir alle a;, (mit J 5% 0) und alle Q erfiillt ist, wo ¥ eine umkehrbare Funk-
tion bedeutet.

Fiir J > 0 erhalten wir daraus die Identitit

2

(69) A alli[ip(.é)] + ay,

3 = Zi{(ana%— auan)i(é)} .
amA[P(Q)] + oy

1
Wir halten Q fest und zwar so, daB

2 1 11
y=AF@)]-AQ)#0
ausfillt. Nachher setzen wir in die Formel (69)
am=ao, o = 21P(2)]

=0y =0,

ein. Dies ergibt

1
A(a) = A(ya),
was fir alle a % 0 erfiillt ist. Wird diege Beziehung in (69) beriicksichtigt,
so erhalten wir wegen der Umkehrbarkeit der Funktion /i

(P (@)t o
AnA[F ()] +

11
4 = (a0 — ayp ay) A(2)

Ples_, Wl'il‘de. bedeuten, daB eine linear gebrochene Funktion einer ganzex.
aqmvalent ist, was offenbar ein Unginn ist wnd somit igt der Satz be-
wiesen.

Beziiglich des Typus (1,7,1) vgl. auch S. Golgb 1947, 1950 [2].

icm
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6. Typus (m,1,7), r< 3

§ 1. Ein Hilfssatz beziiglich spezieller geometrischer Objekten mit micht
weniger Komponenten als Parametern. (J. Aczél- M. Hosszt 1956, J. Aczél
1957 [1], 1958 [2].) 2 = (£y, ..., £,) sei ein geometrisches Objekt mit m
Komponenten und die % == (uy, ..., %,) seien p-Tuppeln von Parametern.
In diesem § setzen wir m > p voraus. Wir werden 2 auch in der Gestalt

3 .
’“-’1 (é = <Ql

)} W, ='Qm—27+f (i=1,2, ---7?))
Lopp

Wp
schreiben. Die Transformationsformel ist (I (23))
Q=0(2;u)
und wir schreiben die Fundamentalgleichung I (24) in der Gestalt
(1) DD (25 u); v] =P (L2 u0v) .
Die Werte von £ durchlaufen eine Menge ¥ eines m-dimensionalen
Raumes; wir setzen voraus, dal ¥ jedenfalls die Funktionenwerte & ent-

9 - .
hdilt, Wir werden mit ¥ bzw. S die (m— p)-dimensgionale bzw. p-dimensio-
nale Projektion dieser Menge auf die durch die ersten (m—p) bzw.
durch die letzen p Koordinatenachsen aufgespannten Unterrdumen be-
zeichnen. #,v seien Elemente einer p-dimensionalen Menge P, die eine
Halbgruppe beziiglich der Operation et, d.h. es gelten

uoveP und (wWOV)Ow=u0O(vOw)
fiior «, v, w ¢ P. Bs wird vorausgesetzt, dal P eine Teilmenge von S ist.

0
Die m-dimengionale Menge, deren (m — p)-dimensionale Projektion. ¥ und
deren p-dimensionale Projektion P ist, sei mit M bezeichnet.
Um die Funktionalgleichung (1) zu lésen, setzen wir

Q;["j‘;], u=s, sé-i-[fo], A(S)£¢([§],s),

[ 0
wo d S ein System von p Konstanten d, ..., d, ist, wihrend X in ¥,
¢ in P also 8§ in I liegh. So erhalten wir aus (1)

@ [ A(8); ) ==A([8§DU]).

Nimmt nun die Funktion A(S) jeden Wert £ in ¥ genau einmal
auf, wihrend 8 die Menge M durchliuft, so ist

A®) =@

2

5*
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eindeutig losbar, die Funktion 4 eindeutig umkehrbar. Wir bezeichnen
die Umkehrfunktion mit

sz -[ 18] -[1).
So geht (2) in

d. h. in
0 0
- AL A(Q
@ B=o@u=alol ) (a@) = al5g) =2

Q
iiber. Da 4 die Umkehrfunktion von L = (/ll) ist, kann (3) auch in der
Gestalt
4) Ao©@5u) = 4@), UBQ;w) =UD)ou
geschrieben werden. Dies bedeutet, daf das Objekt 2 mit einem Objekt
[

8= [f] fquivalent ist, deren Transformationsformel

[ 0
(5) =X, §=s0u
ist. Enthélt P ein rechtsseitiges Einheitselement:
uwoe=u,
so folgt aus (3) auch
(6) D(2;e)=Q.

Bs mup also nichi gefordert werden, dap die Identitdistransformation das
Objekt  unverdmdert lipt; dies ist Konsequenz der dbrigen Forderungen.
Andererseits erfillt die Funktion (3) die Funktionalgleichung (1)

0

immer, falls A die Umkehrfunktion der Funktion I = (‘;1) igt:

) 0
ol g AP A(2)
O(B(2; u); v) = A([l[ 2o u)]ov]) - A([[l ( Q)OMO”])

_ A@) .
B A([Z(Q)O (uoq;)]) =& (Q;u00),

wegen (4) und wegen der Assoziativitit der Operation wow.
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Wir haben also den folgenden

Hiurssarz. Die allgemeine Losung der Funktionalgleichung (1) ist (3),
falls 2, @, A in der m-dimensionalen Menge ¥ liegen, u, v, uov Hlemente
der p-dimensionalen Halbgruppe P C X sind, m > p gilt und die Werte
von L in der m-dimensionalen Menge I liegen, deren Projektion auf den
Unierraum der ersten (m—p) Koordinaten mit der von ¥ dbereinstimmd,
wdhrend die Projektion auf den Unterraum der loteten p Koordinaten gleich P
st und falls endlich ein System von Konstanten d existiert, derart, daf es

0 0
2u jedem Qe ¥ genau ein S = {f] eIl mit !D([‘;‘], 8) = Q gibt. Im Falle

0 []
m=1p fehlen X, A in diesen Formeln.
Unter diesen Voraussetzungen sind also die speziellen geometrischen
Objelite mit m Komponenten und p Parametern (m = p) unter den Koordi-

]
. , . . . z
natentransformationen deren Parameter in P liegen, mit den Objekten S = [s ]

équivalent, die die Transformationsformel (5) haben.

§ 2. Differentialgeometrische Objekte erster und zweiter Klasse im eindi-
mensionalen Raume. (J. E. Pensov 1950 [2], 1951, J. Aczél 1957 [1], 1958
[2].) Aus dem Hilfssatz folgt fiir Objekte erster Klasse im eindimensio-
nalen Raume (vgl. auch (6) und 4 (1)) unmittelbar der

Sarz 1. Qeniigt D(2; ) fiir die m-dimensionalen Qe3¥, und fiir
die a; # 0 einer Halbgruppe P C ¥ der Funkiionalgleichuny

(7) B[P(Q; ay); fr] = P(2; pray)

und gibt es ein 8,, so dap fiir alle QX

0

off}i-o

0

Q

beziiglich S = (f) eindeutig losbar ist, wo oy 5% 0 bew. 2 in P bew. iw der
1

0
(m—1)-dimensionalen Projektion X von X liegen, so ist fir diese Q und a,
/i(.Q)
® F=0@a =4 ]

0
(@ - A(7 ) =2, @0,
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0
wo A eine wmkehrbar eindeutige. Funktion mit der Inversen I = (f) i8t. Die
1,

Formel (8) erfillt (7) und speziell
B(2;1) = Q
fiir alle 0 £ a, e P, Q¢ 3.
) Unter diesen Bedingungen ist also jedes eindimensionale differential-
geometrische Objekt Q erster Klasse fiir ay € P mit einem Objekt dquivalent,
das in m—1 Skalaren und in eine Dichte zerfillt.
Wie wir in dem Abschnitte 4 sahen, ist dies auch fiir m == 1 gliltig,

nur fehlen dann die Zeilen mit 2(.)', /Ol

Auch bei Objekten zweiter Klasse kann der Hilfssatz angewendet
werden, falls wir den in dem Abschnitte 3 erledigten Fall m = 1 auBer
acht lassen. Aus dem Hilfssatz ergibt sich

A(2)
a,2,(2)
aAa(Q) + a,4,(R)?

D(Q; oy, ) = A(

s

A(2)
Zl(Q)]) =80, iQ2)#0
, A(2)

als Losung der Funktionalgleichung (vgl. 2 (3), 2 (4))

(9) Q(QS(Q; a1y Ga); B, /32) = D(2; fuay, ﬂ1a2+ﬂ2af) .

Fithren wir zwecks Trennung der Komponenten 4, 4, die neuen
Funktionen

AIL(Q)] = ./1([

b z Ao A, Ay
Aa)Eafo ), %@ En@=0 (A% =9
20} Tu(2) & %(2) %
Lo, 0q0" Ao(2) au 1%(—‘9.)3 12(9) |

ein, so erhalten wir (die oberen Zeichen ~ werden wieder weggelassen) den
Sarz 2. Gendigt D(Q; oy, a) der Punktionalgleichung (9) fir die m-di-

mensionalen (m>1) QX und fir die [Zl] (@ 5 0) einer Menge P C ¥,
. <

d’le unter der Opo'ratwn
I 1, 1’ = | P
) ﬁ [51(!2 ﬂﬂal

icm
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eine Halbgruppe bildet, und gibt es ein Wertepaar [gl], s0 daf
2,

0

z
@( 0, 5‘717”2) =0,

a#0,
3,
0
P . 0
fiir alle 2 € ¥ beziiglich 8 = | oy | eindeutig 6sbar ist, wo [al] baw. X in P
2,
43

0
baw. in der (m— 2)-dimensionalen Projektion ¥ wvon ¥ liegen, so ist fiir

diese Q, a; und a,
4@
() oy )
() [0+ oy
A@)

(A[L(2)] = A( [Al(!))]) =02, 1(2)=0),
X(€2)

{10) Q=02 a, )= /1([

0

y/
A
A

Q
] e P. Bei m = 2 fehlen in diesen Formeln X und A.

wo A eine umkehrbar eindeutige Funktion mit der Inversen L =

ist. (10) erfullt (9) und speziell
0(2;1,0) =0

fiir alle Q¢¥, [ZI
% .
Unter diesen Bedingungen ist also jedes eindimenstonale differential-

geometrische Objelt zweiter Klasse fiir :1 e P mit einem Objekte dquivalent,
2,

das in (m—2) Skalaren, in eine Dichte und in ein Objekt des affinen Zusam-
menhanges zerfallt.

'Wie wir in dem Abschnitte 3 sahen, gelten diese Formeln mutatis
mutandis auch fiir m = 1. Nur wird in diesem Falle die eindeutige Lds-
barkeit von

D(dy;1,0,) =02

0
gefordert, und die Zeilen mit A, 1, fehlen in den Formeln (10).
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§ 3. Differentialgeometrische Objekte dritter Klasse im eindimensionalen
Raume. Bei Objekten dritter Klasse mit der Funktionalgleichung (vgl. 3 (22))

(11) ¢(®(‘Q§ Oy Oy 03); By, /327/93)
=& (Q; pr, fraa+ Bral, Pry +3Ba05+ B3a3)
ergibt der Hilfssatz unmittelbares Ergebnis nur im Falle m > 3: Ist fiir

4
ein {6,} die Gleichung

0y
0
z
!15( S 5 01y Og, o's) =0
6,
05
b
beziiglich sl eindeutig 16sbar, so gilt
ai_
0
A(0Q)
B 4y, 0y, 05) = A ukh(R) _
( Qyy O 7as) ( a]_}-a(Q)-fiaall(-Q)z ).’ /11(!9) 5’407
ays(2) + 3agh(2) A(2) + aghy ()
'/i(g)
ALQ) = A(|A@2) |} =
(@) = 4(| 52 ) .
44(2)
Wir fithren die neuen Funktionen:
- 0 0
b > A9 = A,
A|afeal o |, WO =m0,
0 030} A(Q) = W(Q) 21y (2)2
0y (o3+ § o3) o} Th(Q) = Aa(2) 2a(Q)70— § 2(Q)24, ()~
0
A@)
A(| 5D g
a5 =2
A(£2)-
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ein und erhalten nach Weglassung der obéren Zeichen ~ die Formel

Ae
11(9)0‘1
Q=025 0, 0,05 = 4| AR & )
o o
(12) M) _3d,a
o Larata
A(Q)
- A1y
(ALZ(@)] = 4( e =2, WQ)#0).
25(€2)

Fiir m = 1 wurde die beziigliche Formel in dem Abschnitte 8 schon
bewiesen. Es bleibt also nur noch der Fall m = 2 librig. Um den Hilfssatz
auch hier anwenden zu kénnen, untersuchen wir zuerst einen Spezial-
fall von (11), wo in @ (Q; &, ay, a;) nicht drei, sondern nur zwei freie
Parameter bleiben, aber dergestalt, daB diese zwei-Parameter-Mannig-
faltigkeit unter der Operation

& B Broy
(13) -] B = Broa+ By o
al LB, Brta + 3Bay o+ Bacl

eine Halbgruppe bleibt. Eine an der Hand liegende Weise, dies zu errei-
chen, ist @, = 1 zu setzen, was auch durch unsere Bemerkung am Ende
des vorigen Paragraphen nahegelegt wird.

Die so erhaltene Gleichung
DIP(Q5 1, 05y a3); 1, Boy fs] = D(25 1, a3+ fay i+ 3facty+B), MmO =2
ist von der Gestalt (1), laut des Hilfssatzes gilt also

12(9)‘]"& Az(Q) —
#0031, o0 = 4| 0 F D A =2,

g:] gibt, derart, daB

falls es ein [
4
¢([6:]; 1,05, 04) = Q
] eindeutig l6sbar sei. Nach Einfiihrung der Funktionen

ol at o 8,(2) £ 2,(Q) ,
o(mfieall, 2l dia e o) o

o aa =2

Oy
Oy

beziiglich [
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geht dies in
14 8(2;1, 0, o) @([ ”"“(fgﬁ%]) (0 (@) = [gzgg])._ Q)
{iber.

Um nun &(Q; a, a5, @) 2zu bestimmen, nehmen wir in Betracht,
daB aus (11)
(18)  D(2; ay, ay, a3)=¢)(¢(!) 1, % a)'111,0,0)
‘11 a,
= 2(010; 20,01, %, 5
(11 [2 2%
folgt. Wenn wir in diese Gleichung (14), sowie

ag
D5(2) o
U“‘Q’z[ﬁsm)]’ T e 3 g
“lag, 2 q
(16) F(U; a) &£ T{®[0(V); o, 0, 0]}

einsetzen und die Bezeichnungen

an e A K A X el

der direkten Summe bzw. des direkten Produktes einfiithren, erhalten wir

(18) P73 ) = B(U; )47 )
g

Aus (16) folgt offenbar

(19) F(F (U; ay); 131) =F(U; fiay) .

Dies ist eine Gleichung der Gestalt (7 ), das Bingetzen von (8) wiirde aber
zu langwierigen Rechnungen fiihren.

Wir haben alse die Funktionalgleichung (18) unter der Bedingung (19)

" . 0
zu 16sen. Wir setzen U = (0) (oder ein beliebiges andere Kongtantenpaar)
in (18) und erbalten mit

0 %)QF([g] ; @)

vorerst

(20) P (V3 0) = (a7 ] .
Qy

I8, § 3] Typus (m, 1,7) 1

Dies setzen wir in (19) ein:

-1 g

0@ +0(w) 2|47 (] - 0pa 7 L5}

i ar B

und erhalten m;s Symmetriegriinden
- -—1
0@ +0(e)- 2] = ota+0(e [ ]
1

11
oder wenn wir f, 1,0 konstant halten, mit K % ¢(g,)- [(1 A ]

(1—py™
oo =[] - m-m [,

So wird aus (20)
PV ) = K+ (7 —E) | L]
und aus (16) ’
; —1
D(2; a;,0,0) = @{K+(T(\.Q)~K) [:1_2]} (8(T(Q)) = 2)

oder mit den neuen Bezeichnungen
LQETQ)-K, A =6(K+8) (ALQ)=2):
, 2(9)
D(2;u,,0,0) = A(L(Q)-[:_2]) = A( %?;2) ).

S
5}

Die letzteren Bezeichnungen fithren wir auch in (14) durch:

‘@(9;1,[12,(13 A([ Z”Q)—I_az ]}

A ('Q -4 a2+ ag
Sehreiben wir all dies in (15) ein, so erhalten wir endlich
22((19) + g% @)
. paee 1 1 2
‘(21) @(‘Q) ay, Gy aﬂ) = A( la(g) 3 ag _Ea; ) (A( [1 (.Q ]) ) .

af 2 a ay.
Zusammengefasst haben wir den
Sarz 3. Geniigt D(Q; oy, ay, a5) der Funktionalgleichung (11) fiir
L
dié m~dimensionalen Q2 e X (m> 1) und fir die {az (0y, % 0) eimer Menge
o)
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P C 3, dic eine Halbgruppe unter der Operation (13) bildet, und gibt es ein

o
62} (m = 3) bew. ein [g“] (m =2), so dap
3,

d3
[
s é
) gl 501,00, 0) =R (0,#0)  baw. & [6:] 3 1,05, 05) =02

2

0y
0
z

filr alle 2 e X beziiglich 8 = || bew. beziiglich 8 = [Z“] eindeutiy 15sbar

0 3
O3

O'1 0 0
ist, wo |o,| in P, Z in der (m—3)-dimensionalen Projektion ¥ von ¥ liegen,

o
80 gelien (132) bew. (21) je nachdem m > 3, baw. m = 2 ist. Diese Funktionen
erfiillen (11) und speziell

$(02;1,0,0)=2.

0 L]
Bei m =3 fehlen X und A.
Unier diesen Bedingungen ist also jedes differentialgeometrische Objekt
o
dritter Klasse fiir |a,| ¢ P mit einem Objekte dquivalent, das in (m—3)

Q.

Skalaren, in eine D'iaahte, in ein Objekt des affinen und in ein Objekt des
projektiven Zusammenhanges zerfillt (bei m = 2 nur in die beiden letzten ).

Wie wir in dem Abschnitte 3 sahen, gelten diese Formeln mutatis
mutandis auch fiir m = 1. Man sieht auch, da8 sich (21) bzw. 3 (28) aus (12)
durch Weglassen der ersten (m—2) bzw. (m—1) Zeilen, wihrend gich (10)
bzw. (8) aus (12) durch Weglassen der letzten, bzw. der beiden letzten
Zeilen ergeben.

Es gibt aber fiir den Fall m = 2 auch andere zwei-Parameter-Halb-

@

gruppen unter der Operation (13), z. B. die der |0 |. J. T. Pensov 1950 [2],

- Q
1951 und J. Aczél 1957 [1], 1958 [2] (vgl. auch S. é‘ol‘&b - A.Schinzel 1959)
haben bewiesen, daB die Objekte in diesem Falle auch mit dem eben-
falls in Objekte von einer Komponenten zerfallenden Objekt

X

= - 3

0y == 010y , 03 = — -3
1 i3

o 24 o
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oder mit dem sogen. Pensovschen Objekt von zwei Komponenten

2

- — O3 | Oy 3 ay . o
0y =—, 3=—§‘1" 30'1'“—"—4+—S
1 a o 2 a7 o

dquivalent sein konnen. Letzteres geniigt den Voraussetzungen des
Satzes 3 nicht und ist mit keinem Objekte dquivalent, welches in Objekte
mit einer Komponenten zerfillt. Wenn wir aber das Pensovsche Objeks
von zwei Komponenten mit einem Objekt von einer Komponenten verei-
nen, so ist das Vereinigungsobjekt schon mit in Objekten von einer Kom-
ponenten zerfallenden Objekten Hquivalent. M. Flosszi 1957, 1959 [8], [4]
hat bewiesen, daB sich auch unter allgemeineren Bedingungen im wesen-
tlichen keine weitere Objekte ergeben. Er hat auch die eindimensionalen
Objekte vierter Klasse mit derselben Methode bestiramt.

Es sei jedenfalls bemerkt, daB hier der Fall der nicht eindeutigen
Losbarkeit in den Bedingungsgleichungen (wie das z. B. bei der Weylschen
Dichte der Fall ist) nicht betrachtet wurde. (Vgl. J. Aczél 1957 [1].)

7. Objekte mit speziellen Transformationsformeln

§ 1. Mehrdimensionale Objekte mit mehreren Komponenten unter speziel-
Jen Liosbarkeitsbedingungen. (J. Aczél 1957 [1], 1958 [2].) Transformations-
formel (I (25)) und Fundamentalgleichung (I (26)) der differentialgeome-
trischen Objekten der Typen (m,n,1) bzw. (m,n,2) kénnen natirlich
auch in der Gestalt

— K
D=w@Q; Ak (4 a0 detdk s 0),

L o&"’
PP (Q; A%); Ax] = W(Q; AkA),
bzw. -
O — . k k Ak .Ak g o
(2) R W(Q, .A,,, .A,d) (det % # 0, A 6—5"36;‘) y

WIP(Q; Ay Ai); Ak, Afr] = V(25 Ak, ALAR AL+ ALAY)
dargestellt werden (vgl. I (9)), wo @ m Komponenten hat und %, x, K,
A, L die Zahlen 1, 2, ..., » durchlaufen. Aus dem Hilfssatze von dem Ab-
schnitte 6 folgen:

Samz 1. Geniigt ¥Y(R2; AY) der Funktionalgleichung (1) fiir die m-di-
mensionalen Q<X und fir die A¥ (&, % =1,2,..,n; detA¥=£0) einer
Menge PC ¥, die eine Halbgruppe unter der Operation AXA% bildet, ist
m = n? und gibt es ein Wertesystem DY derart, dap

0

' (2) S =0
[D,lf’ x]—‘
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0

>) )
fiir alle Q ¢ X beziiglich 8 = (S") esndeutiq losbar ist, wo Sy (b, x=1,2, ..., n;

[1]
det S = 0) bew. fj' in P baw. in der (m— mn?)-dimensionalen Projektion ¥
von X liegen, so ist fiir diese Q und A%

0

_ 0(Q)

2 =¥ 4) = @([T%;(Qm,’:]) ’

(3) S @
(orm@n =6 ([ gy = 2. aerzi@ =),

. (]
wo O eine umkehrbar eindeutige Funktion mit der Inversen I = [ T;’J 8t.
(3) erfiillt (1) fiir alle Q€ ¥, A¥ ¢ P. Im Falle m = n? fehlen in diesen For-
0 ¢

meln die Zeilen mit X, 0.
Unter diesen Bedingungen sind also die differentialgeometrischen
0

z
Objekte ersier Klasse fiir A¥ ¢ P mit den linearen Objelten 8 = [ S’“] dqui-

*®
valent, die die Transformationsformeln

[ = %
r=ry, &i=4gj4k
haben.

SATZ 2. Qewiigt W(Q; A%, AL) der Punktionalgleichung (2) fiir die
m-dimensionalen Q ¢ ¥ und fiir die A%, A% (k,%,4=1,2,...,n, det.AF % 0)
einer Menge P C X, die eine Halbgruppe unter der Operation

A% [A% _[ AfA% ]

[Aﬁ] [A’fn] A ARAL + A A%
bildet, ist weiter m > fn['n—l— (ﬂ"glﬂ = (n8+3n?) /2 und gibt es ein Werte-
system DE, DX derart, dap

-y .‘

z
(| Dk
D]

H SE’SLCA)=~Q

0
3
fiir alle 2 ¢ ¥ bepiiglich 8 = | S¥
| o
=1,2,..,n; det 8% 0) bew. 2 in P bew. in dor (m—3(nd+3n))-di-

k
eindeutig losbar ist, wo ['g’,‘c] (2,4

%2,

icm
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o
mensionalen Projektion X von X liegen, so ist fiir diese Q, A, A¥,

6(2)
Q =P(Q; 47, 4%) = 6( T() A% b
@ Th(Q) A% A} + Ti(2) A,
0
Q) "
(OLT@)]=O(|TiR) [ =2, detTHR) = 0),
Ti(2)
0
2]
wo O eine wmkehrbar eindeutige Funktion mit der Inversen T — | T3
Th
, . ) Al 5 o
ist. (&) erfiillt (2) fir alle Q ¢ 3, [A;] ¢ P. Bei m = }(n® 4 3n%) fehlen Z, 6
KA.

in diesen Formeln.

Unter diesen Vorausseteungen sind also die differentialgeometrischen
o

X
A

Objekte zweiter Klasse fiir [j;] e P mit den linearen Objekten § = |S%
24

8,

dquivalent, die die Transformationsformel

0 — - - . .
Z=23, B=8A%, B=s8h4k4l4 84k

haben.

Ahnliche Sitze konnen auch fiir Objekte dritter und hoherer Klagse
ausgesprochen werden. Dafl aber die Bedingung der eindeutigen Losbar-
keit hier (im Gegensatz zu 6 §§ 2, 3) einschréinkend ist, kann man u. a.
an den Beispielen 5 und 6 I (21) und I (22) sehen.

§ 2. Lineare und iihnliche Objekte. O. E. Gheorghiu (1949, 1951,
1952 [1], [2], 1964, 1955 [11, [2], [3], [4], 1966 [2], 1957 [1], [2], 1958 [2],
[3], 1959 [1]), O. B. Gheorghiu - B. Crstici (1958), A. Balogh (1959 [1],[2]),
M. Kuezma (1959 [1]), M. Kucharzewski-M. Kuczma (1960 [1], [2])
haben in einer Reihe von Arbeiten die Objekte bestimmt, deren Transfor-
mationsformeln gewisse speziale Gestalten haben, insbesondere linear sind.
Von diesen geben wir die folgenden zwei Beispiele, die Ergebnisse und
Beweise von O. E. Gheorghiu z. T. erginzend.

‘Wir suchen statt der linearen gleich die sogen. guasilinearen Objekte,
d. h. solohe die mit linearen dquivalent sind. Z. B. lautet die Transformations-
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formel der eindimensionalen quasilinearen differentialgeometrischen Ob-
jekten erster Klasse mit einer Komponenten -

(5) 2 =0[p(a)d@)+v(a)] (u#0, O[H(Q)]=2),
wo 9 eine umkehrbar eindeutige Funktion mit der Inversen. @ ist, und ¢, "
die zu bestimmenden Funktionen bezeichnen. Aus der Fundamental-
gleichung 4 (1) folgt

Olp{f)e(e)?(R) +o(B)y(a) +9(8)] = Op(Bia)d(Q) +v(Bia)],
d.h. das Bestehen des Funktionalgleichungssystems

{(6) @(fr) = p(B)p(a), fi#0,

{7) p(fo) = p(B)v(am) +9(B), @pi*0.
Die Lésungen

(8) p(oy) = p(ay)

der Funktionalgleichung (6) werden multiplikative Funktionen genannt;
solche sind z. B.

pla) =0, ple)=1, pla)=-sga, ula)=]a,
1 fir a>0

©) wla) =laltsga  (6#0), (sga={ 0 fir a=0).
—1 fir a<0

Tst .

(10) p(y) =1,

S0 wird aus (7)

p(Brey) =p(By) + (o)
.oder mit

p@E >0 p(fio) = u(p)p(a)
-d. h. g ist eine multiplikative Funktion und
(11) (o) =logu(e), w(pa) =p(Bu(a), w(a)>0.
8o wird in diesem Falle aus (5)
(12) 2= 0[8(2)+logu(a)]

(u(Ba) = p(Bu(a) , u(a)>0, O[H Q)] =0Q).
Ist dagegen

(13) ploy) = p(a)s£1,
.80 gibt es ein B mit

0
(14) w(p)#1.

[7, § 2] Objekte mit speziellen Transformationsformeln 81

Aus (7) folgt wegen der Symmetrie der linken Seite
#(B)y () +v(81) = plo)p(By) +y{a) .
w(/g)
1~M(§) !

Setzen wir hier f; = # ein, so wird, wegen (14) mit » &£
o

(15) plo) =x[1—p(a)] (u(Ba) = u(B)u(a),
d.h. (5) geht in

(16) £ = O0{u(a)[H(@)—x]+x} (u(fa) =pn(Bule), O[HQ)] = Q)
iber.
(10), (11) und (13), (15) erfiillen aber auch das Gleichungssystem
(6)-(7). Mit
Q)L g
bzw. mit
A) L9 Q) ~x

wird aus (12) ebenso wie aus (16)

Q= Ap(a)A(@Q)}, pfa)=pBp@), AMD]=2.

‘Wir fagsen zusammen: .
Sarz 3. Die allgemeine Lisung des Funktionalgleichungssystems (6),
(7) ist entweder von der Gestalt (10)-(11) oder von der Gestalt (13)-(15).
Sarz 4. Die eindimensionalen quasilinearen differentialgeometrischen
Objekte von hdchsiens erster Klasse mit einer Komponenten sind alle mit den
Objekten X von der Transformationsformel

T=u(@? (u(Ba) = p()u(a)
dquivalent.

Da (9) sdmtliche mefbare Losungen von u(Ba)= u(f)u(a) darstellt
und da X = 0 und T = X Objekte der Klasse 0 sind, sind die eindimensio-
nalen quasilinearen differentialgeometrischen Objekte erster Klasse mib
einer Komponenten, die meBbare Transformationsformeln haben, entwe-
der mit den Bigkalaren von der Transformationsformel

IT =sg o, IT
oder mit den Objekten von den Transformationsformeln
(17) I = oz
oder
(18) Z = |gylesga, T

Funktionalgleichungen 6
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dquivalent. (18) ist mit dem Objekte /7 % |Z|Yegg X' dquivalent, das die
Transformationsformel

IT=1Ia
der gewthnlichen Dichten hat. Aus (17) sieht man, daB X wnd & das
gleiche Vorzeichen haben. Bs sei z. B. 2> 0, > 0, dann gilt fiiv I7 % Sve
die Transformationsformel

I=1 foy|
der Weylschen Dichten. So haben wir auch den.

Sarz 5. Die eindimensionalen quasi-linearen differentialgeometri-
schen Objekte von genaw erster Klasse mit einer Komponenten und mit einer
meBbaren Transformationsformel sind entweder mit Biskalaren oder mit
gewdhnlichen oder mit Weylschen Dichien dgquivalent.

Im Vergleich zu dem Abschnitte 4 erlanbte also die Voraussetzung
der Quasilinearitit, daB statt der Stetigkeit nur die MeBbarkeit voraus-
gesetzt wurde. M. Kuezma 1959 [1] hat diesen Satz 5 auch auf mehrdi-
mensionale Objekte mit einer Komponenten iibertragen.

Bei eindimensionalen quasilinearen differentialgeometrischen Ob-
jekten zweiler Klasse mit einer Komponenten braucht man nichts mehr
vorauszusetzen, auch die MefBbarkeit nichi. Die Transformationsformel

"und Fundamentalgleichung lauten bei diesen Objekten.

(19) & =0lp(ar, w)0(2) +v(a, a)] (a5 0 » O (@)1= Q)
Ole (b1, Ba)p (o, )3 (2) + (B, Ba)y(ay, &)+ (1, Ba)]
= O[p(fay, ﬂlaz‘l'ﬂzag)ﬁ(g)'{"'l’(ﬂlau /31“2+132a12)] .
So haben wir das Funktionalgleichungssystem

(20) ¢ By Broa+fo0d) = 9 (B, B (ary 00), a0,
(1) y(Bioy, fras+ fraf) = @ (81, Bovlon, ao) +9(Biy o), ey # 0 ’

zu 16sen.
Aus (20) folgt wegen der Symmetrie der rechten Seite

Mit P (Broy, frag -+ ﬂzaf) = p(af, e+ aaﬂf) .
(22)
erhalten wir

at 2
n=po,  p, L Braa+ 132(1? ’ Jy &« By -+ ooy

Py 7)) = @(yy, 6,) .
Da fiir beliebige y,,d, solche ay, B, gewihlt werden, konnen, daB (22)
erfillt ist, auBer wenn
[ﬂl a%

,3% ay

=0, d. h. 71=alﬁl=1

icm
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ist, sehen wir, daB ¢(y, y,) fiir 9, % 1 von y, unabhingig ist:

(23) ?(y1, va) = p(y) .
Dann folgt aber aug (20)
(24) (b)) = pi(p) p(e) ,

d. h. u(ey) ist fir o = 1 multiplikativ. Was nun o, = 1 betrifft, hierfir
ergibt (20) mit a, =1, §; 5 1 wegen (23)

w(f) = pu(flo(l, o),

d. h.
(25) P(1, o) = fiar  u(B)s50.
Aus (24) folgt mit o, = 1 auch

p1) =1 fir u(p)£0,

so daB (23) auch fiir y; = 1 giiltig bleibt, falls @(yy, y,) 5£0 fiir y, 5 1
ist. »
I8t (B, o) =0 fir 1741, so folgt aus (20) mit o =1/1, oz =ya/Bs,

B2 = 0 auch ¢(1,y,) =0, d.h.

(26) Py, 72) =0.
In diesem Falle ergibt (21)

p(Broy, ﬁx%“f‘ﬁzai) =v(f1, Ba)

d. b, mit o =1/, @ = —By/p3, xLyp(1,0),
(27) p(By, B:) ==x  (konstant).
So wird in diesem Falle aus (19)
(28) 0 = konstant .

Jetzt unterscheiden wir zwei Fille:

A) Ist
(29)
so folgt aug (21)

Y(Buoy, 1310'24'/32‘1?) =p(oy, @) +9{P1s o) -

Dies geht mittels $(ay, o) & erlened) in eine Gleichung der Gestalt (20)
iiber, so daf in diesem Falle

®(Bry o) =1,

(30)  wloy, ) =logu(ar), w(a)>0, plfra)=p(B)rlo)
und

(12) Q= 0[3(2)+logu(aw)], O[HR)]=2

gelten.

6*
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B) Ist
(31) ) Py b)) =n(f) 551,
80 gibt es ein A mit
0
(32) : o #1.

Setzen wir in (21) a, = f, = 0 und (31) ein:
Y(Brar, 0) = p(Br)y(ay, 0)+p(By, 0).

Wegen der Symmetrie der linken Seite gilt

w(B)y(ay, 0)+v(By, 0) = sla)y(fy, 0)+v(ay, 0)
a ;t; a y(8, 0}
oder mi =8, L __0
ﬂl ’37 % 1“,“(/3)
¥(a, 0) = %[1—u(a)].

Andererseits ergibt ebenfalls (21) mit o, =, =1 wegen (25)

v(1, 0+p,) = v(l, a)+p(1, By) ’

wegen (32)

«{33)

d. h.

(34) v(a) £y(1, o)

ist eine additive Funktion:

(35) v{agtfa) = v(ap) +4(B,) .

Jetzt setzen wir ¥(ay, o) aus (33) und (34) zusammen; indem wir in (21)

@ =1,8=0,8 =y, ¢, =9y, bzw. =1,0,=0, ¢ = =y ?
setzen. So wird ’ 2/Y1 /91 y Qg 2 O =Yg, 192—7/2/7"1

(715 7) = () (3) +xll—p(p)]  ((0) = 0),

bzw.
(36) $Om73) = w1~ (] (2]
Wenn wir diese beide Ausdriicke vergleichen, so erhalten wir
(37) (3] = wowr (1) :
Y1 Y1

(87) ergibt mit y, =0
v{0) =0
und mit y, =y, 6 £4(1),

icm
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so daf

1/y)é, y#0
38 — “( i
(38) e R A
gilt. Ist 6 5= 0, so gelten fiir die Funktion
39 adéﬂi)={”(1/“)’ a0,
(39) 2(0) =~ 0, a0,
wegen (24) und (35)
(40) z(ap) = x(a)x(B)
und
(41) xla+B) = y(a)+z(B).

Ist a> 0, so wird aus (40) y(a) = x(/af* > 0. Die allgemeine nichtver-
schwindende Loésung von (41), die fiir positive « positiv ist, ist aber
z(a) = ea, die (40) nur bei ¢ =1 erfiillt, so daf y(a) = a und aus (39),
(31) und (36) u(a)=1/a, v(a) == da, sowie

1 -
(42) P v ==, P,y =— 2482 4x (6%0)
%1 Y1 Y1

folgen. Bei & = 0 gilt wegen (38), (31), und (36)
(43) @y, va) = pu(y) 1,

So erhalten wir die Transformationsformeln

Py ve) = #[1—u(p)] (#(fa) = u(Bu(a)).

(44) @:@(’9(—9);"+a%+x) (840, O[] = Q)
a a;

und

(16) 2= Oua)0(@)—+x  (09(Q)]=2).

Alle erhaltenen Funktionenpaare erfilllen das Gleichungssystem
(20)-(21). (26)-(27) ist der Spezialfall u = 0 von (43). (28), (12) und (16)
sind Transformationsformeln von Objekten der Klagse 0 oder 1, wihrend
(44) mit A(Q) & (9(RQ)—#)/6 in

0- .4[%(-@#%] (A[AQ)] = @)
ay oy
iibergeht. Diese Objekte sind also mit dem Objekt I7 des affinen Zusam-
menhanges
gt o
N (2% ay
dquivalent. Wir fassen zusammen:
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Sa1z 6. Die allgemeine Losung des Funlktionalgleichungssystems (20)-(21)
besteht aus den Funktionenpaaren (29)-(30), (42) wnd (43).

Sarz 7. Die eindimensionalen quasilinearen differentialgeometrischen
Objekte von genau zweiter Klasse mit einer Komponenten sind alle mit dem
Objekte des affinen Zusammenhanges dquivalent.

Die Forderung der Quasilinearitit hat also die Stetigkeitsbedingung
und auch die Voraussetzung des einzigen 2-Intervalles in dem Abschnitte 3
vollsténdig ersetzt.

8. Pseudogrofien

§ 1. Definition. Hauptergebnis. TRiner interessanten Klasse von
Funktionalgleichungen begegnet man in der Theorie der sogenannten
PsendogroBen. Dies sind auch Objekte mit speziellen linearen Transfor-
mationsformeln. Mit diesem Namen werden nimlich die speziellen geome-
trischen Objekte bezeichnet, deren Transformationsformel folgendermaBen
lantet:

Tegoipy
l1‘..la y

(1) B g = AR APAL Al
Wwo v einen Faktor bedeutet, der entweder beliebig sein kann oder von
der XKoordinatentransformation T, abhingen kann. Den ersten Fall
{wo also die Komponenten eines Objekfes in einem bestimmten Koordi-
natensystem nicht eindeutig gegeben sind), lagsen wir beiseite und be-
trachten den zweiten Fall, wo v eindeutig bestimmt ist und von der Koordi-
natentransformation abhingt. Ein Beispiel solcher Pseudogrofen bilden
die Tensordichten mit den Transformationsformeln
B g = W1 AR AR Al
bzw.
——3]eus —a %

*p . *p ol Uy Tk,
mw Iedy = SgJ |J| .A]c1 . Ak,,Ai.l s A;f;m mzl_"zq .

Es ist nun die Frage in welcher Weise v von der Transformation T
abhingt, anders gesagt, welches Funktional = von T igt. Suchen wir die
PseudogroBen r-ter Klasse, so lassen wir dag Gruppoid der Transformatio-
hen der Klasse 0" (r > 2) zu und bezeichnen die Parameter dieser Transg-
formationen, d.h. die Werte der Ableitungen bis zu der »-ten Ordnung
im betrachteten Punkte mit

(2) Ayr,y, 1<s<r.

Wir werden uns (vgl. I§ 1) der folgenden Bezeichnungen bedienen:

icm
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Die Koordinaten in drei beliebigen zulissigen Koordinatensystemen

sollen mit 5’“, &, EK und die entgprechenden Ableitungen mit den Buch-
staben 4, B, C bezeichnet werden:

as'E‘u
-A-%l...k, = EEW ’

as‘EK
K

(3) Buon = sz
aaEK

K [ R —
Cleg.oey = o o

Fiir die Ableitungen erster Ordnung der inversen Transformationen ver-
wenden wir die folgenden Bezeichnungen:

k u__azn k,__a_f_k_
(4) ar=% pr % O_aEK'

TFiir die Ableitungen Oﬁ,.,k, der zusammengesetzten Transformation gel-
ten. die wohlbekannten Beziehungen

C% = BA,
{5) Oty = Brog AR AR+ B Ay

Tiir festgelegtes n ist die Anzahl der untereinander verschiedenen Ablei-
tungen A i, gleich

() O,=n (rn,-{-s—-l)

8
und folglich ist die Anzahl der unabhingigen Parameter unseres Grup-
poids gleich

(7) 29r=H1+---+ﬂr=n§;("+g_l) =n [(”;H)——l] .

Die Parameter A}, ; konnen fir s > 2 ganz beliebige Werte annehmen
{mit der einzigen Bedingung, daB A} , = A%k, gelte, wenn 1.1,
eine Permutation von k, ... & 4ist), wihrend fiir s =1 die 4% nur der Be-
dingung

(8) J = det Ay # 0

geniigen. Schreiben wir nun die Transformationsformgln fiir w dreimal
(fiir die Transformationen T, Tkx, Txr) und vergleichen die entspre-
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chenden Glieder, so erhalten wir (da die Beziehung (1) fiir beliebige m
gelten muB) folgende Funktionalgleichung:

9 W Trr) = 1(Trdv(T) -
Diese Funktionalgleichung, ausgeschrieben mit Hilfe der Parameter
der Transformationen T' lautet also folgendermaBen:

K K K K K K A i a
7(Ck ; Okﬂu‘af ey ka---k,) = T(Bn ) -anm ey Bnl...ur)"(Ak, -Akﬂm ey -Akl--.k,.) .

Beriicksichtigen wir die Beziehungen (5) auf der linken Seite dieser Glei-
chung, so bekommen wir
(10) (B4}, By ARAR+BEAL ., ..)

=1(BY, By, ) T(A}, Ao, ..) .
Diese Gleichung soll identisch fiir alle 2p, Verdnderlichen A?E;...ka und.

Bk, (8=1,...,7) erfiillt sein. Der Hauptsatz lantet nun folgender-
mafen:

SArz 1. Hine Funktion v, die der Funktionalgleichunyg (10) geniigt,
héngt von den Verdnderlichen Azl...k, (8 2 2) nicht ab, ist also nur von den n®
Verinderlichen Aj, abhingig.

Fir diesen Satz werden wir den Beweis nur im Falle # = 2 anfiihren.
Im allgemeinen Falle, wo r beliebig ist, geht der Beweis mit Hilfe der
vollstindigen Induktion und wir verweisen den Leser in dieser Hingsicht
zu der Arbeit 8. Golgb - M. Kucharzewski 1958 [2].

§ 2. Pseudogrdfen hochstens zweiter Klasse. Fiir r = 2 (n weiterhin
ganz beliebig) nimmt die Gleichung (10) folgende Gestalt an:
(11) (BIAY, BEAIAL+BEAY) = v(BE, BE)z (AL, AL .
Wir fithren folgende kurze Bezeichnungen ein:
(12) o(Ah) £o(6, Af) ,  p(4h L4z, 0),

Wenn in der Gleichung (11) der Reihe nach

A= Bﬁ =0
bzw.

A% =&,
gesetzt wird, so erhdlt man

(13)

BE = ¥

Y(BLAY) =p(BE)p (4L

icm
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bzw. (falls auf der rechten Seite Bjj statt B und AX statt 4% geschrieben
wird)

(14) ?(Bli+A%) = ¢(B)p(4E) .

Uber = wurde keine Regularititsannahme gemacht und folglich gestaltet
sich die Losung der Gleichungen (13) und (14) nicht ganz einfach.
Zuerst werden wir die gesuchte Funktion v durch die Hilfsfunktio-

nen ¢ und y ausdriicken. Zu diesem Zweck setzen wir in (11)
Bi=0, Aj=s;

ein. Dies fithrt, falls wir auf der linken Seite BX gtatt des gleichbedeuten-
den BE&; setzen; zu

(15) T(BY, Bydj) = yp(BE)p(4}) .
‘Wir getzen weiter
(16) XI=BF, X§=BEay.

Wird die Inverse der Matrix XX mit X% bezeichnet, so haben wir

(7) Afy = XEX%
und (15) geht in
(18) (X, X)) =p(XE)p(XEXY)

iiber. Wird dies weiter in die Gleichung (11) eingesetzt, so erhilt man
P(BrADp[(BRAIAL+BIAY) O]
= (B o(BABL) y(4hp(4Rd)) .

(19)

BEs gilt aber

(20) O = A'BL .

Beriicksichtigen wir diese Relation, sowie die Relation BEB% = &7 auf
der linken Seite der letzten Funktionalgleichung, so erhalten wir

(21) p(BYAR)(BrAjAIALBS +AfA Y= p(BE)p(BLBL (A} (A5 4Y .

Ej ist nicht schwer zu zeigen, dafl eine Funktion v (45), die der Funk-
tionalgleichung (13) geniigt, entweder identisch verschwindet oder iiberall
von Null verschieden ist (natiirlich fiir nicht singulire Matrizen Aj).
Da y = 0 auf Grund von (18) 7 == 0 nach sich zieht und da wir von der
trivialen Losung v = 0 vom vornherein absehen, s0 kénnen wir die Iden-
titdt (21) beiderseits durch

P(BFAR) = p(B)y(4f)
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dividieren und erhalten auf diese Weise eine Funktionalgleichung fiir ¢:

(22) p(BEAGAIAIBY + A7 AY) = p(BEBR) p(ARdl) .
‘Wenn, kurz
(23) DXy, ...,0)

gesetzt wird und wenn man in (14) A% = BE =0 einsetizt, so erhiilt man
D = D?, was entiweder D = 0 oder D = 1 ergibt. Setzen wir A7; = 0 in (22)
ein, so bekommen wir entweder

(24) p(BEAAIAIBE) = 0
oder
(25) ¢(B5ATAAIBY) = ¢ (BEBY) .

Da A, B, By beliebig sind, so kann man aus (24) schlieBen, daB
p(dj) =0,

was, auf Grund von (18), 7= 0 nach sicht zieht. Die Moglichkeit (24)
muf} also ausgeschlossen werden und es bleibt die Moglichkeit (26). In
dieser Identitét ersetzen wir auf der linken Seite die A% durch ZA%

{Z+0) (die B bleiben unveriindert). Dann miissen wir %A,‘, statt A°
7

einsetzen und die linke Seite von (25) nimmt die Form
9(BaZALZAYZ T ABk) = p(ZBSARALA!BY)

an, wihrend die rechte Seite von (25) unverdndert bleibt. Daraus folgt

daf die Funktion ¢ homogen von nullter Ordnung sein muB

{26) P(ZA%) = p(4f) .

Beriicksichtigen wir dies in (14), so bekommen wir

(27) P(AR)" = p(Af+45) = p(24]) = p(Ai) ,

woraus entweder ¢(A%) =1 oder @(dj) =0 folgt. Die letzte Moglich-
keit haben wir aber schon ausgeschlossen, so daB

{28) P(4%) =1
bleibt. Beriicksichtigt man dies in (18) 8o bekommt man
29) ©( X5, Xi) =y (X7) ,

was besagt, dafl + von X% nicht abhingt und somit ist unser Satz be-
wiesen worden. Im allgemeinen Falle (r > 2) beweist man ebenso, daB ©
nur von den 4% abhingt.
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§ 3. Die Gestalt von 7 im allgemeinen Falle. Die Funktion z erfiillt
die Gleichung

(30) T(BAR) = v(BE)T(4]) .

Die letzte Gleichung wurde von mehreren Verfassern betrachtet (I. Schur,
K. Stephanos, O. Perron und andere). Stephanos hat sie gelost unter
der Annahme, daf die gesuchte Funktion v(4}%) in bezug auf alle #* Verin-
derlichen differenzierbar ist. Ohne allen Regularititsannahmen hat
S. Golgb 1957 [2], 1959 [1] die Gleichung fiir n = 2 geldst und hat die
folgende Formel fiir die allgemeine Libsung festgestellt:

(31) 7(A4%) = pldeb(45)],
wo u(u) eine beliebige Losung der Funktionalgleichung

(32) a(uv) = p(u)u(v)
ist. Zugleich hat S. Golgb 1957 [2] die Vermutung ausgesprochen, daf
diese Formel auch fiir den allgemeinen Fall (eines beliebigen n’s) ihre
Gilltigkeit behélt. In dem allgemeinen Fall hat nachher M. Kucharzewski
1959 einen Beweis gegeben. Diesen Beweis hat spdter M. Kuezma 1959 [2]
ein wenig vereinfacht. Zuletzt hat M. Hosszd 1959 [1] auf Grund eines
Faktorisationssatzes doer Matrizen einen ziemlich kurzen Beweis der Giil-
tigkeit der Formel im allgemeinen Falle erreicht.

‘Wenn wir von den nichtmefSbaren Losungen der Gleichung (32)
absehen, so gind die Losungen in einer der zwei folgenden Formen ent-
halten:

@sy L 1) = |det (4R)[%

IL.  7(Af) = |det(47)|"sg[deb(4F)],

wo o eine beliebige Konstante ist.

Piir a=p = ¢=0 haben. wir mit einem Skalar bzw. mit einem Biska-
lar, fiir a0, p = ¢ =0 mit einer Weylschen bzw. gewdshnlichen Dichte zu
tun; wenn a s 0 ist, so igt v im Falle I eine Tensor-W-Dichte, im Falle IT
eine gewohnliche Tensordichte.

Auf diese Weise haben wir den

SAnz 2. Alle Pseudogrifen mit eindeutiy bestimmiem mefbaren
Faktor © sind Tensordichten, die durch Multiplizieren von Tensoren mit
Dichten entstehen (speziell auch Skalare und Biskalare) und nur diese.
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