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L EINLEITUNG

§ 1. Arithmetischer und geometrischer Raum. Koordinatentransformationen
Eine Folge von # (n eine natiirliche Zahl) Zahlen (Komponenten)

(1) at, ..., an

wird ein arithmetischer Punkt genannt. Die Menge %, von allen arithmeti-
schen Punkten mit » Komponenten wird n-dimensionaler arithmetischer
Raum genannt, der mit der iiblichen Topologie versehen wird. Ein n-dimen-
sionaler geometrischer Raum ist ein topologischer Raum M von Elementen,
die Punkte genannt werden, von der Eigenschaft, daB zwischen Mt und
einem Teile von U, eine topologische Abbildung hergestellt werden kann.
Hinen solchen geometrischen Raum werden wir kurz mit X, bezeichnen
ohne Riicksicht darauf, ob es sich bei dieser Korrespondenz mm den
ganzen A, oder nur um einen echten Teil von 9, handelt. Ist die oben
genannte Zuordnung vorhanden, so nennen wir die Zahlen der dem
Punkte p zugeordneten Folge (1) die Koordinaten des Punktes p.

Es sei betont, daB dergelbe X, auf verschiedene Weisen und eventuell
auf verschiedene Teile des U, abgebildet werden kann. Eine solche Ab-
bildung wird ein Koordinatensystem (Be:ugssystem) genannt.

Den Ubergang von einem Koordinatensystem (B) zu einem ande-
ren (B) nennen wir Koordinatentransformation T.

Es seien

51’ . En

die Koordinaten des laufenden Punktes p im Koordinatensystem (B) und
El, - E'n

seine Koordinaten im System (B). Wegen unserer Voraussetzung sind
die & (x =1, ...,n) eindeutige Funktionen von £, .., & und umge-
kehrt die £ eindeutige Funktionen von £ ) -y & Die Koordinatentrans-
formationen (B)->(B) bzw. (B)->(B) lassen sich algo analytisch durch
die Gleichungssysteme

@) B = g8 oy £ = (&) (

.

w=1,..,n
l=1,..,n
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8 I. Einleitung
beziehungsweise

. - o P E=1,..,n
3) =y, ., O =vE) i1,

ausdriicken. . ‘ ) )
Wir werden nicht alle moglichen Koordinatensysteme in Betracht

nehmen; wir lagsen nur soleche Mengen von Koordinatensystemen zt (die
sogenannten zugelassenen Systeme) in denen der Ubergan% von. einem
Koordinatensystem zu einem. anderen durch geniigend regulire Tunktio-
nen g« und y* in (2) bzw. (3) erfolgt. Die Regularitiitsklasse der Transfor-
mationen wird durch den entsprechenden Problemkreis beeinflult. Jeden-
falls setzen wir voraus, daB die Funktionen ¢* (und y*) mit den erate.n
stetigen partiellen Ableitungen ausgestattet sind und daBl deshalb die
Jacobische Determinanten

gk ,
4) J=det?a%, J-1=clet5”’.gl (o, Ay by i =1, .., )

in jedem Punkte der entsprechenden Bereiche von Null verschieden sind:
(5) J#£0, J1#£0.

Wir fithren eine Reihe von kurzen Bezeichnungen ein. Die laufenden
Indizes werden in verschiedenen Koordinatensystemen mit verschiedenern
Buchstabentypen bezeichnet z. B. im System (B) mit den kleinen lateini-
schen, in (B) mit den kleinen griechischen, im eventuellen dritten Bezugs-

system (B) mit groBen lateinischen Buchstaben. Dementsprechond be-

zeichnen wir oft auch die Bezugssysteme (B), (B), (ﬁ) mit (%), (x), (K).
Fiir die partiellen Derivierten fithren wir die folgenden Bezeichnungen ein:

a at Ot OF - o ag QWb OF°
A, ., e K e L F

" - . aFA
A(®, ., By

_ - &k
AF@E, ., el e

oE*

®) = o

AF@E, ., e, A (@, ., By e
aé—t aelx.

ar A
Ay e, e

Falls wir diese Derivierten in einem fixen Punkte p, betrachien, so Iassen
wir die Klammern mit den Verinderlichen weg und schreiben. leurz

(AD)p,  etic.
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oder schlechthin
(7) A} ete.

Falls die Funktionen ¢* analytisch in der Umgebung von p, sind, so kann

die Koordinatentransformation in dieser Umgebung durch die Zahlen-
folge

(8) (§i7 %,z’ Af: Aft]jy seey —A-élmz'ﬂ -'-)7

wo 45‘ bzw. ? die Koordinaten des Punktes p, in den Koordinatensyste-
men (k) bzw. (») bezeichnen, dargestellt werden.
* Aus der Analysis entnehmen wir die folgenden wichtigen Beziehungen.:

T
AFA} = AT,
AFAY - AZAME = AT ete.

Hier und im folgenden ist beziiglich der in einem Gliede einmal oben
und einmal unten vorkommenden Indizes zu summieren.

Im Talle des eindimensionalen Raumes X, werden wir statt (2), (6),
(7) und (9) schreiben

ARAL = 8%
(9)

(2/) &= ‘P(‘f)7
_dp_ o _d&
(6") l W= = = A & PO=g
l a(8) = d;qf (r>1),

(7) a etc

@ _ 1

dE oy
(9) y Boon =y,

ﬂ1‘a2'|'/32'a§ = Y2
Brotz 3By 0y 0+ ol = vs  ete.

§ 2. Zusammensetzung von Transformationen. Gruppoid. Die Menge
von Transformationen 7' bildet keine Gruppe im strengen Sinne dieses
Wortes, da nicht jede zwei Transformationen 7, und 7, zusammengesetzt
werden konnen.

Die Transformation 7

(10) E = (&)
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kann mit der Transformation T,
(11) B = f5(&)
nur dann zusammengesetzt werden und die zusammengesetzte Transfor-
mation _
EE = K&, oy (€]
kann nur dann gebildet' werden, wenn der Durchschnitt des Wertbereiches

der Transgformation (10) mit dem Definitionsbereich der Transformation

(11) nicht leer ist. _ .
Ist der Definitionsbereich der Trangformation T eine TUmgebung
des arithmetischen Punktes (£%) und der Wertbereich eine Umgebung des

0 :
arithmetischen Punktes (£*), so fordern wir, daB der Definitiongbereich
0

der Transformation Tg, auch eine Umgebung von (?) sel. Dies ist wegen

unserer Voraussetzungen immer der Fall, wenn
P
P(EY) = &
0 0

im Innern des Definitionshereiches von xX liegh.
Die Transformation Ej

Fodt B%Ty
hat offensichtlich die Rigenschaft
T By = T

und bedeutet keine Anderung des Koordinatensystems. Ebengo gilt fiir

die Transformation K,

En = Z‘m ) Ex 4 T x
die Beziehung
By Ty = Ty -
Die inverse Transformation 7,
Ek = '/’k(?‘)

erfiillt die Gleichungen
T -Txk = Ey, y

Tnk'Tku =.E',, B

Nehmen wir einen gewissen festen Punkt p,. Die in einer Umgebung
dieses Punktes definierten Koordinatentransformationen bilden ein. Grup-
poid im Sinne von H. Brandt (A. Nijenhuis 1952). Dies bedeutet eine
Menge von Elementen T, 8, .. mit einem partiellen Produkt §.-7 von
folgenden Eigenschaften:
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1. Falls zwischen den Elementen T, 8, U die Beziehung
Tr-8=T

besteht, dann ist jeder der drei Elementen durch die iibrigen zwei ein-
deutig bestimmt.

2. Falls in der Gleichung
(I-8)-U=1T(80)

die eine Seite oder die in den beiden Klammern stehenden Produkte
einen Sinn haben, so haben beide Seiten der Gleichung ejner Sinn und
€8 besteht die Gleichheit.

3. Zu jedem Element T aus der Menge existiert eine einzige Rechts-
Einheit Bz und eine einzige Linkseinheit »# von den Bigenschaften

T-Bp=T=,8T.

4. Zu jedem Element T existiert ein einziges inverses Element T-1
von der Eigenschaft
I1.7T=Eyp,
T-IT71=4F.

5. Zu beliebigen zwei Einheitselementen By und Ey existiert wenig-
stens ein Element U derart, daB

einen Sinn haben.

Oft werden wir die Untergruppoide bzw. Untergruppen des Grup-
poids der Koordinatentransformationen betrachten.

Wir bemerken, da8 die Differentialgeometrie im Kleinen die Inva-
riantentheorie des Gruppoids der Koordinatentransformationen (in der
Umgebung eines Punktes) ist. -

Bei der Darstellung (8) der Koordinatentransformationen wird ihr
Produkt durch die Beziehung

12) (B, 4,4, e () E5 AT, AT )
= (Og:‘, %K, AT, AF )

dargestellt. Aus dieser Darstellung ist zu ersehen, daB das Gruppoid der

Koordinatentransformationen @ ein direktes Produkt des Untergrup-

poides I" mit der Produktbildung

(', &) @ F 3
[} 0

0

S Uye!
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12 I. Einleitung

und der Untergruppe G' mit der Produktbildung

&
(13)  (Aly ey Ab iy o) (AT ey AF ) = (AT ey Ay )
ist. . . )
Die Gruppoide der Koordinatentransformationen, wo die Fun]':tlonen P
von der Klasse 0" sind (r-mal stetig differenzierbar), werden mit &, be-
zeichnet.

§ 3. Das geometrische Objekt. Beispiele. Es sel im Raume X, ein
Punkt p, und ein Gruppoid ® von Koordinatentransformationen geggbep.

Falls diesem Punkte p, und jedem zugelassenen Bezugssystem (k) in
eindeutiger Weise ein m-Tupel von Zahlen

Q= (D) ey Q)

zugeordnet ist, so sagen wir, daf im Punkte p, ein Objekt definiert ist.
Die Zahlen Q; (i =1, ..., m) werden Komponenten des Objektes in Bezug
auf das Koordinatensystem (k) genannt.

Im Koordinatensystem (x) bezeichnen wir die Komponenten des

Objekts mit 2, und vereinigen diese im Symbol
Q=D .., 0.

Im allgemeinen lassen sich die @, aus den £2; wnd der Transfor-
mation T,; nicht berechnen. Ist dies doch der Fall, d. h.

(14) ﬁt = ﬁ;(gla ey -Qm§ Tw) = d’z(-Qj; T)
oder kurz
(14") Q=a(0Q; T, ,

50 nennen wir das Objekt ein geometrisches Objekt.

‘Wir bemerken, daBl die @, Funktionen der @;, dagegen Funktionale
der T, sind. Die Gestalt von &, ist aber gegeniiber den Koordinatentrans-
formationen aus ® invariant. Dies und die Eindeutigkeit der Zuordnung
hat als Konsequenz die folgende fundamentale Funltionalgleichuny

(15) QM[@A(.Q?; T,‘k); .TK,‘] = q),M(*Qi; -TKIc) (M =] y eeey ’m/)
oder kurz
(15') BLD(2; T); Tre] = (25 T'iey)

aus welcher hervorgeht, daf die Funktionen @ nicht belicbig sein kénnen.
Thre Bestimmung kann eben durch die Loésung dieger Gleichung (dieses
Gleichungssystems) ermittelt werden. Offenbar gilt auch

(16) D(Q; By) =Q  (Identititsbedingung) .
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Die Formeln (14) bzw. (14') geben die Transformationsregel (Transfor-
mationsformel) des Objektes an.

Die Gleichungen (15) bzw. (15') miissen offenbar fiir alle T,z und T,
aus ® erfullt werden.

Da meistens in einem Punkte nicht nur ein Objekt, sondern eine
Menge von Objekten mit derselben Transformationsregel betrachtet wird,
kann in (15), (15’), (16) auch Q = (2,, ..., 2,) als unabhingige Verinder-
liche betrachtet werden, in Bezug auf welche diese Gleichungen identisch
erfiillt sein sollen.

Der Definitionshereich der Funktion @(Q2; 7,;) in hezug auf 2 muB
die Vereinigungsmenge ¥ der Mengen der in den zugelassenen Bezugs-
systemen angenommenen Objektenwerte enthalten.

1
Wir bemerken, dafl falls eine endliche Folge von Objekten 2, ..., b
(im Punkte p) mit den Komponentenzablen m,, ..., m, gegeben ist, so
kénnen wir diese Objekte in ein einziges Objekt 2 von m = m, +... +m,

Komponenten vereinigen. Dieses £ zerfdllt in die Objekte !12, vy °.

Da im Folgenden nicht geometrische Objekte kaum vorkommen
werden, werden wir oft statt ,,geometrische Objekte” schlechthin ,,0b-
jekte’ schreiben.

Wir sprechen iiber ein Feld von Objekten, wenn in jedem Punkte p
eines Bereiches ein Objekt definiert wird.

Zwecks Erlduterung der obigen Definitionen geben wir unten einige
einfache Beispiele:

1. Bin System von m Skalaren Q = (2, ...,9,) (im Falle m = 1
ein Skalar) ist ein geometrisches Objekt mit » Komponenten von der
Transformationsregel

17) Q=0(Q; Ty =20.

2. Die Koordinaten &, ..., £" eines Punktes bilden ein geometrisches
Objekt mit n (m = n) Komponenten und mit der Transformationsregel
Q=F=@(Ty).

3. Eine Dichte vom Gewicht (—1) (z. B. ein Volumendifferential)
ist ein geometrisches Objekt mit einer Komponente und mit der Transfor-
mationsformel

(19)

(18)

Q=0.7J.

4. Ein kontravarianter Vektor im Punkte p, ist ein geometrisches
Objekt mit » Komponenten und mit der Transformationsformel

(20) P = A",
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5. inn zweifach kovariamter Tensor im Punkte p, (z. B. -das Kt?effi-
zientenschema einer Bilinearform) ist ein geometrisches Objekt mit n?
Komponenten und mit der Transformationsformel

(21) Ga=AlAlgy .

6. Die Parameter einer linearen Ubertragung (einer linemten Kon-
newion, z. B. die sogenannten Christoffelschen Symbole zweiter Ar!;)
bilden ein Feld von geometrischen Objekten mit #* Komponenten. Die
Transformationsformel der Objekte dieses Feldes lautet

(22) Th=TRASALA+434];, .

7. Der Quotient v2/v! der Komponenten eines kontravarianten Vektors
des X, bildet ein geometrisches Objekt mit einer Komponente und mit
der Transformationsformel

a0 (g %),
AT+ A0 o
8. Ist in einem Bereiche des Raumes X, ein Skalarfeld X'(£) von der
Klagse (* definiert, so bildet die Hessische Determinante
22
H = det ———
oL'aE
ein Feld von Objekten, die im allgemeinen keine geometrische Objekte
gind, Wenn das Gruppoid nicht nur aus den linearen Transformationen.
besteht (4. h. die 4} im allgemeinen nicht verschwinden), so ist
= 02X
H =det ——
ag’oEr
nicht nur von H und von den Funktionen ¢*(£), sondern auch von den
2X/oF" abhingig. ‘ ‘

‘Weitere Beispiele werden noch im Laufe der Arbeit vorkommen.

‘Wir betonen, daB sich die Transformationsformel eines geometrischen
Objektes beim Ubergang vom urspriinglichen Gruppoid zu einem Unter-
gruppoid vereinfachen kann (z. B. die Transformationsformel (22) geht
fiir das Gruppoid der linearen Transformationen in die Transformations-
formel

T =ThALA%A]
der sogenannten zweifach kovarianten und einfach kontravarianten Ten-
soren tber). Ja sogar kann es vorkommen —wie das Beispiel 8 zeigt—
daB ein Objekt, das bei G kein geometrisches Objekt ist, bei Binschréinkung
auf ein Untergruppoid zu einem geometrischen Objekt wird.
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§ 4. Spezielle geometrische Objekte. Klasse. Typus. In der Defini-
tion (14) eines geometrischen Objektes sind die @, Funktionale der Ko-
ordinatentransformation 7,,. Wie die im §3 vorgefilhrten Beispiele
zeigen, hingen die @, oft nur von einer endlichen Anzahl von Parametern
(z.B. &, 4%, A%, AL, J), die vonr T, bestimms sind, ab. Wenn dies der
Fall ist, so sprechen wir iiber spezielle geometrische Objekte. 'Werden
die Parameter mit
U= (tyy .. Up)

bezeichnet, so lisst sich die Transformationsformel (14) in der Gestalt
(23) D=0(Q;u)

und die Fundamentalgleichung (15') in der Gestalt

(24) PLP(Q; u); v] = B(Q; w)

schreiben, wo w,v,w die zu den Koordinantentransformationen Ty
Ty Txr gehorende Parameter bedeuten. Im allgemeinen, wenn von der
Abhiingigkeit der Parameter von der Koordinatentransformation ab-
gesehen wird, charakterisiert (24) eine allgemeine Transformationshalb-
gruppe. So konnte die Theorie der topologischen und die der Lieschen
Gruppen auf ungeren Gegenstand angewendet werden; wir wollen aber
in diesem Buch mehr elementare Methoden verwenden.
Sind insbesondere

U = ((’sfky gna AZ; sy Ailk,)

die Parameter, 5o nennen wir das Objekt ein spezielles Objekt von r-ter
Klasse. Die Transformationsformel und die Fundamentalgleichung lauten
in diesem Fall

(25) D=0 ik’ 45”, Ay oy Afn)
bzw. -

(26) ¢(¢(Q; 5’07 ?‘y A%, ---7Az...lc )7 ?‘y 1~A~¢;K) ""AE..N
° 0 1ot 0 0 ~ LARS J
= B(0; g’c, gx, ARy oy AR 1)

Bs ist klar, daB bei dem Gruppoid @, nur Objekte vor hochstens s-ter
Klasgse exigtieren.

Die bisher eingefiihrten drei wichtigen Daten des speziellen Ob-
jektes, ndmlich die Komponentenzahl m, die Dimensionszahl # der Raumes
und die Klassenzahl » werden wir in der Bezeichnung des Typus

(m,m, 1)
vereinigen.
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Die Klassifikationstheorie der geometrischen Objekte beschiftigh sich
mit der Bestimnmung aller Objekte (d.h. ihrer Transformationsformeln)
eines gegebenen Typus.

Fallg in (25) die 5" 5" nicht vorkommen, so nennen wir das ()b]ekt

ein rein differentielles oder differentialgeometrisches Objekt.

Fals in (25) die 4%, ..., 4%,..x, nicht vorkommen (r = 0), so nennen
wir das Objekt ein nicht differentielles Objekt.

Talls in (14), (14"), (23), (25) @ bzw. & eine lineare Funktion von Q
ist, so ist das Objekt linear.

Die Skalare 1 sind gleichzeitig rein differentielle und nichtdifferen-
tielle Objekte. Die Koordinaten 2 sind nicht differentielle Objekte, die
Objekte 2-7 sind differentiell.

Der Typus der geometrischen Objekte in unseren Beispielen ist

?
(m?, m, 2),
(1,2,1).

P ol

§ 5. Komitanten. Geometrische Komitanten, Aquivalenz. Eine Funk-
tion ¥(Q) = {¥i(Q2; ... Cn), ...y P2y ... 2,)}, wo die Gestalt von ¥ ge-
geniiber Koordmatentrasformatlonen mvarlant ist, wird Komitante des
Objektes 2 genannt. Eine Komitante eines geometrischen Objektes ist im-
mer ein Objekt, braucht aber nicht unbedingt ein geometrisches Objekt sein.

Ist ¥(2) auch ein geometrisches Objekt, so nennen wir es eine geome-
trische Komitante.

Ist Q ein geometrisches Objekt und ist die Funktion ¥ eindeutig
umkehrbar, so ist Q* = ¥(2) immer eine geometrische Komitante und
wir nennen 2 und Q* dguivalent. In diesem Falle muB offenbar ¢ = m
sein und iibrigens miissen &quivalente Objekte von deroselben Typus sein.

In der Klassifikationstheorie pflegt man die Objekte vom gegebenen
Typus nur bis auf Aquivalenz zu bestimmen.

Falls £* mit £ #quivalent ist:

=¥Q), Q=¥YYM,
und 2 die Transformationsformel
0 =d(Q; T)

hat, so lautet die Transformationsformel von 0*
2 = P{D[PQ"); Tal} -
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Unter den Adquivalenten Objekten pflegt man die von womdglichst
einfacher (z. B. linearer) Transformationsformel auszeichnen.

Ist [&9(7, ..., 72)] ein Feld von Objekten beziiglich &, definiert
fir die Punkte p[7?, ..., 7¢] des geometrischen Raumes und sind die 2
Funktionen der Klasse 0° (s < 7) von 7', ..., 7%, so kénnen wir Funktionen

27) V(R 9821y +.v 5 84,,.1,521)
betrachten, wo
at,o,

0502,
= o’ 81:/‘

28,
pw ) b=
igt. Diese sind auch selbst Objekte, aber nicht unbedingt geometrische
Objekte (vgl. Beigpiel 8 im § 3) und wir nennen sie Differentialkomitanten
s-ter Ordnung des Objektenfeldes £2(£).

Im Bezugssystem (x) hat diese Differentialkomitante die Gestalt

}[f“(@“ a|§2: reey 311 ..n,gl) .

Es brauchen natiirlich in (27) nicht alle Verinderlichen vorkommen.
Anderersmtq kann .Q — Wle es im §3 bemerkt wurde — als Vereinigung

mehrerer Objekte .Q !2 mit my +... +m, Komponenten (m,+...+m,
= m) betrachtet Werden, 80 daB wir auch von Komitanten. und Differen-
tialkomitanten mehrerer Objekte sprechen kénnen.

Falls

(28) I, = Wy (@1, 012, .., 01,..3,2)

ein geometrisches Objekt ist, 50 nennen wir es eine geometrische Differential-
komitante s-ter Ordnung von ;.

Bs gendigt geometrische Komitanien und Differentialkomitanten bis auf
Aquivalens zu bestimmen. Dies zeigen wir der Einfachheit halber fir
geometrische Differentialkomitanten erster Ordnung (J. Aczél 1959 3], [4D).

Es sei also

a6,

= = — 0.
Hm = Y’,,(Qz, 37‘-91) (ai-Ql F] 1) I, = !l’,,(.Qz, 8,!2;,) (() Q). Qa)

ot

£, und II, seien spezielle geometrische Objekte mit den Parametern wug
bzw. vy (groBe lateinische Buchstaben dienen also hier als Indizes der
Parameter):

= ¢1(Qly uK) 9 ﬁn = Xn(nzn vli!) ]

dann gilt
— 9 ot @
00 = = o ) = 7= 5y Pa(Dy; )
=B (0D, g9y "Dy (5 U)ol
Funktionalgleichungen

‘R 2
W
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WO
6uK 7 at ot! '3 a 3@1 T ar 645,1
=g, BiSgm, 00iSgg. TBEg

gesetzt wurde. (Da wir den 2; und w; untere Indizes zugeschrieben haben,
bezeichnen wir die Differentiation beziiglich diesen Verdnderlichen mit
oberen Indizes um Summationszeichen auch im folgenden womdglich zu
vermeiden.) Hieraus folgt

(29) X [¥y(Gr, 8;4); vR)
(P Q5 ug) ,

Es sei nun Xy dquivalent zu £; und &, dquivalent zu IT,.
stehen die Relationen

B r; ux)0,Q+ 8" Py($2; ur)url} .
Dann be-

(30) Zp=04(2), 21=TyZ); )
By = A(Ilp), II,=Ky(8s); 0;0=0"Ty(Z})0;Z,
und es werden :
(51) > D[ T Z); uk]} = (Zk, Ux);
&, = AAXLE(8,); v&]} = Xo(54; vr)

die Transformationsformeln von X und =, sein. Wir beweisen, daB &
eine geometrische Differentialkomitante von Xy ist.

(32) By = AP, [To(Z), " To(Z) 0,541y = P Zn; 0:20)

ist tatséichlich eine Funktion von X, und 2,2 und — da mit II, 4qui-
valent — auch ein geometrisches Objekt. Wir haben nur noch zu beweisen,
daB die Funktion ¥, gegeniiber Koordinatentransformationen invariant
ist. 'Wir setzen dazu (30) und (31) in (29) ein. Aus (31) folgt nimlich

(25 ug) = TH{BLOKD); uxl} E (X[ A1T,); vg]}
und laut der Regel fiir Ableitungen von zusammengesetzten Funktionen
IO 25 ux) = P THBLOUR); ux]} "B, On(D); 1) Om(Q) ,
DN Qu; u) = P THBLO4(R); ux]} O B,LOKDQ); ux] -

‘Wenn man all dies in (29) einsetzt und auch (30) sowie die aus (30) fol-
genden Identititen

O Ty (Zx)] = X%,
beriicksichtigt, erhilt man
B[ AT THZr) , T Z0)2:2,1}; vz))
= VAT B Zr; ux)], BT B Z0; ur) [Py Sns u)0; 5+
+0'8,(Z; ug)ogusl)

Xo(ITp; vR)

FOLLTHZm) T Em) = 0%
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d.h. mit (32) ‘
X [P(Zxy 024); v&]
= VLB S wir), BIHOBu( Ty )0y Zg 0" Pl Zis i) 2y 1}] -
Daraug folgt mittels (30) und (31)
X (Zsi vr) = Pol 5y 023

und dies verglichen mit (32) driickt eben die Invarianz der Gestalt der
Funktion ¥, gegeniiber Koordinatentransformationen aus. Damit ist alles
bewiesen. und wir haben das folgende allgemeine

Prinzip. Ist

5 =%

Hp = Tp(.gl, aj.Q;)

die allgemeine geometrische Differentialkomitante erster Ordnung des Objel-
tes 2, das einer gegebenen Tramsformationsformel

= @(y; ug)
gehoreht, und ist X mit 2 dquivalent:
= Ox(2)), - =TyZ%),

s0 st
By = Wy(Zy, 0,5 & a{‘Pp[Tz(Z‘k) OV Z)01241}

— wo A, ein beliebiges eindeutig umkehrbares Funktionensystem st — die
allgemeinste geometrische Differentialkomitante erster Ordmung von Zy,
die mat IT, dquwivalent ist.

Dies erméglicht, daf man unter| den dquivalenten Objekten nur die
mit den einfachsten, z. B. linearen Transformationsformeln beziglich
Komitanten und Differentialkomitanten untersuche und dann die Er-
gebnisse durch dieses Prinzip auf alle fquivalenten Objekte iibertrage.
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