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charaktery grupy H, sa postaci h(z, y), & = const (ponadto h musi spel-
niaé pewne warunki mierzalnogei, ktéryeh nie bedziemy tu dokladnie
formutowaé). Analogonami wzoréw (2) i (4) sa teraz wzory

(11) Fy)=c¢ [ f(2)h(z, y)dulz),
H

(12) j(@) = o[ F@)h(z, y)dumly),
H,y

gdzie ¢ jest odpowiednio dobranym czynnikiem normujgcym w rodzaju
czynnika 1/} 2= we wzorach (2) i (4). Z poprzednich rozwazai wiemy
juz, ze calki (11), (12) nalezy interpretowaé jako pewnego rodzaju calki
niewlaseiwe.

Gléwny problem brzmi teraz tak: dana jest funkecja f, wzér (11)
definiuje jej transformate F. Kiedy zachodzi wzér (12)?

Okazuje sie, ze przy pewnych zalozeniach o H i H; pewna czesé
dotychezasowyeh rozwazan uogélnia sie, zwlaszeza przypadek funkeji
o kwadracie catkowalnym. Dokladne omdwienie tego rodzaju uogdlnien
nalezy do teorii grup topologicznych i wykracza poza ramy tej ksigzkit).
W nastepnym rozdziale zajmiemy sie jedynie przypadkiem H = H; = R
i hi{z,y) = e*¥ z miara Lebesgue’a jako miarg niezmienniczy. Zwracamy
uwage czytelnika na pelng analogie wynikéw uzyskanych w rozdziale XV
7 wynikami uzyskanymi w niniejszym rozdziale.

GWICZENIE. Sprawdzi¢, ze wzory (2), (4), (6)-(9) przyjmuja nastepujaca, prost-
szg, postad, gdy miary I, i I, zastapié wszedzie (réwniez w definicji splotu) przez miary
A=},L%Lih=—12=_zn=

™

Fy) = gj faye ™ d(z), f@) = [ P d(y),
[

Ifl. = iFls G D=F. &,
T(fxg) =F-G, T(fg)=FxG.

1} Por. np. Weil [1], Loomis [1].
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ROZDZIAL XV

CALKI FOURIERA

§ 1. Transformaty Fouriera. W rozdziale niniejszym wszystkie funkeje
okredlone s3 na prostej K lub pélprostej 0; co. Przez miare i mierzal-
noéé rozumiemy zawsze miare Lebesgue'a T i mierzalno$é wzgledem tej
miary, o ile inne zatozenia nie zostaly wyraznie wypowiedziane.

Transformate Fouriera funkeji zespolonej mierzalnej f, okreflonej
na R, nazywamy funkeje

& F) =i/i?7—» [1@yemis.

Piszemy wowezas
(2) F=T().

Spragiona transformatq Fouriera funkeji zespolonej mierzalnej F,
okredlonej na R, nazywamy funkeje

(3) f(as)=;,‘12:ﬁ“j;1ﬂ(y)ewdy-
Piszemy wéwezas
#) f=1T%F).
Przyjmujac
g(@) = f(—a)
stwierdzamy, ze
Tf) = T(9)-

Zatem badanie transformat sprzezonych mozna zawszé sprowadzié
do badania transformat (1).

(16wny problemat, ktérym bedziemy zajmowaé sie w niniejszym
rozdziale, polega na wyznaczeniu warunkéw na to, aby réwnoéé (2) im-
plikowata réwnosé (4), tzn. by zachodzila réwnosé

(8) f=TT(f).
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Réwnoéé (5) wyraZnie napisana ma postaé nastepujaca:

(6) fla) = f( f 7@ e"""dt)ewdy,
inaczej —0;
@) 10 =g [ ( [ ettt dy

1) oo
Rozdzielajac catke zewnetrzng na dwie calki f i f i zastepujac
o o
w pierwszej z nich y przez —y mozemy wzér (7) zapisa¢ w postaci

(8) f(z) -———f<ff(t)cos(w-t)ydt)dy.
Q -0

Wyrazenia po prawej stronie réwnosei (6), (7), (8) nazywamy calkami
podwdinyms Fouriera.
Oznaczajae

@ ay) == [ fcostyar,

-]

(10) -1 [ tsinty s

b(y)
mozemy podstawowy wzér (5) (tzn. (8)) zapisaé réwniez w postaci

1) o) =

0%8

(@ (y) cosoy +b (y)sinay) dy .

Funkeja a(y) jest parzysta, funkcja b(y) jest nieparzysta, tzn.
a(—y)=aly), b(-y)=-b(y).
Z (1), (9) i (10) bezposrednio wynika, ze

Ply) = ]/E(a(y>~ib(y)) )

a(:l/)—~‘7=(F(y)1—F( ~9), b
Wzory (1) i (3) s odpowiednikami wzoréw ( i(4), § 10, rozdziat XIV
z teoril szeregéw trygonometrycznych i — z dcokha,dnoécwd do czynniks —
wzoréw (15), (16), § 2, rozdzial XIV. Wzory (9), (10), (11) sa odpowie-

(12)

(13) ]/2 (F@) ~F(-y).
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dnikami wzoréw (B), (6), (7), § 2, rozdziat XIV. Wzory (12), (13) sg (z do-
kladnoseig do ezynmka) odpowiednikami wzoréw (10) i (14), §2, roz-
dziat XIV.

O ile tylko zmiana porzadku cafkowania jest dopuszezalna, to

(14) fm( ff(t)cos(w—-t)g/dt)dy =e']J_;>n£ f ( ff(t)cos(m-—t)ydt) ciy = ;

— lim f(j F(8) cos(@— t)ydy)dt lim ff(t)s—“if—“’——tldt

Podstawows réwnogé (5) mozna wéwezas zapisaé w postaci

(15) fla) = lim - f 1022200 — tim D (o)
gdzie
(16) D) =+ T2
Wyrazenie
an S =S =2 [ 10— D) -

= fxDew) =1 fﬂ —1 Sy,

po prawej stronie réwnosci (15) nosi nazwe pojedynczej calki Fouriera.
Poniewaz dokonana przez nas zmiana porzadku catkowania jest dopusz-
czalna jedynie przy pewnych dodatkowyeh zatozeniach, zagadnienia, czy
funkeja f dasie przedstawié (wszedzie, prawie wszedzie lub w danym
punkecie ) za pomoea podwoéjnej calki Fouriera (8), czy pojedynczej
eatki Fouriera (15), sg nieréwnowazne i muszg byé traktowane oddzielnie,
juz chociazby z tej przyezyny, ze warunki, zapewniajgce istnienie trans-
formaty T'(f) i cadki pojedynczej Fouriera S8f; ), sa rézne?). Aby za-
pewnié istnienie transformaty T'(f) trzeba zakladaé, ze 7 eL(R). Po-
jedyneza catka Fouriera jest okreslona dla szerszej klasy funkeji f. Mia-
nowicie calka Sg(f; #) istnieje juz przy stabszym zalozeniu, Ze

(18) funkeja 1@ nalezy do LR,

1+t

1) Teorii catek Fouriera poswieconych jest wiele obszernych dziel specjalnych.
Por. np. Bochner [1], Titchmarsh [2], Wiener [1]. Rozdzial XV niniejsze] ksiazki za-
wiera jedynie kilka podstawowych twierdzed teorii calek Fouriera.
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tzn. ze f.unkeja / jest catkowalna na kazdym przedziale ograniczonym,
a funkeja f(t)t — réwniez na przedziatach nieograniczonych a; co
i —o0; —a, gdzie a> 0. Poniewaz funkeja 1/(1+[t)) nalezy do Ty
dla 1< g< oo, wiee z nierdwnosci Holdera wynika, Ze zalozenie (18)
jest spelnione, gdy fsi”(ﬂ)wprzy pewnym p, 1< p < co. Catka Si(f; x)
jest vyi@e ok.res:lona dla felP(R) (1<p < oo), przy tym jest funkejg
ograniczona i ciggly zmiennej # na mocy twierdzenia 8.4 z rozdziatu XIT.

Zauwazmy, ze dla fef(é?) zmiana kolejnodei catkowania we wzo-

rze (14) jest istotmie dopuszezalna na podstawie twierdzenis Fubiniego.
Zatem

1.1 Jeteli feL(R) i F = T(f), to

& oo
(19)  8e(f; w)=% f ( ]‘(t)cos(m—t)ydt)dyz
0

H &
1 ’ 1 -
‘V‘;Tﬁ_[ﬁ'(y)ewdyZEJ(“(y)GOS”y+b(y)Smmy)d7 s

gdzie funkeje a(y) i b(y) sq zdefiniowane wzorami (9), (10).

. Funkeja 9; jest odpowiednikiem funkeji b, z teorii szeregéw Fou-
riera (por. rozdziat XIV, § 2, (18)), a catka 8:(f; ) jest odpowiednikiem
n-tej sumy czefciowej su(f; #) szeregu Fouriera.

W dotychezasowych rozwazaniach i rachunkach (z wyjatkiem twier-
dzenia 1.1), przeprowadzanych zupeie formalnie, nie troszezylismy sie

zupelnie o istnienie i sens catek [ i [. Jak udowodnimy péiniej (2.6),
- . s ™ » - ¢

Jeze_h fe.L(.%), to F = T(f) jest funkcjy ograniczong i ciagly, lecz nie-
kO]?lGGZD:IB catkowalng (por. éwiczenie 2). To samo dotyeczy funkeji
zmiennej y

(20) f]‘(t) cos(z—t)ydi

(por. rozdzial XTI, 8.4), i i ji
, 8.4). Calka wlagciwa of ()dy funkeji (20), wystepu-

jaea we wzorze (8), na 0gél nie istnieje. W wielu j
wzorze (8), na . przypadkach jednak
callka ta istniefe, jezeli interpretowad ja jako catke niewlagciwa w sensie
zdefiniowanym w rozdziale VII, § 8, tzn. jako granice J?——:lim f . Po-
niewaz P

0

1 g ) 1 &
= _f Flgyemay =1 f ( | f(t)GOS(w—t)ydt)dy,

'—o0

iom

§ 1. Transformaty Fouriera 21T

wige calki f( ydy we wzorach (3), (6), (7) powinniémy w tym przy-

padku interpretowaé jako granice [ =1lim fE . Tego rodzaju interpre-
—o0  fs00 —

tacja jest zreszta analogonem postepowania przyjetego w teorii szeregéw
Fouriera, gdzie interesowala nas jedynie zbiezno$é zwykla (a nie bez-
wzgledna, bedaca odpowiednikiem calld wiadeiwej Lebesgue'a — por. roz-
dziat VII, § 9) szeregu Fouriera, tzn. zbiezno§é ciagu sum czesciowych

Aby nie zwezaé ogdélnodci naszych rozwazari, bedziemy wiee syste-
matyeznie dopuszezaé dwa typy calek niewladeiwych:

o £
A) catke niewlasciwa typn [ = lLim [, tzn. ealke
0 £~00 0
o £
[g@as =1im [ gt)a,
0 iy
zdefiniowana w rozdziale VII, § 8.

o £
B) calke niewladciwa typn [=1lm [, tzn. cafke
—00 E—00 —§

fg(t)dt:;im [o@ac.

00 Tz

Ostatni typ calki niewladciwe] jest ogélniejszy niz catka niewlasciwa.
zdefiniowana w rozdziale VII, § 8, gdyz istnienie calki wiagciwej lub-

niewladciwej w sensie rozdziatu VII, § 8, tzn. calki
o 7
[gwa = 1m [g@a,
—o0 &m0 g

& o
pociaga za soba istnienie granicy lim [g(t)dt= [ g(t)d, lecz niekonie-
£»00 —5 00

cznie na odwrét.
Podobnie jak w rozdziale VII, § 8, bedziemy méwié, ze catka nie-
H

wiagciwa [ g(t, z)d@ typu [ =1im [ jest zbiezna jednostajnie w zbio-
—00 —00 E->00 —§

rze X, jezeli dla kazdej liezby &> 0 istnieje liezba &, taka, ze dla & > &,

i dla kazdego e X

* 3
| [ot. 0@~ [ot, 0)at] <e.
4 A
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W §5 wygodnie nam bedzie |wprowadzié trzeci rodzaj calek nie-
wiadciwych.

Wystepowanie catek niewlagciwych bedziemy wyraZnie zaznaczaé
w sformulowaniach twierdzen przez podanie ich typu. :

. CWI(.JZENIA. 1. Jezeli funkeja f jest parzysta, to transformata Fouriera F = T(f)
jest funkeja parzysta i wyraza sie wzorem

2 (-]
Fy) =1 = dw .
]/;;[I(w)cosmy
Ponadto T*(f) = T(f).

) Jeseli f}mkoja. f jest nieparsysta, to transformata Fouriers F — T' () jest funkej q
- mieparzysta i wyraia sie wzorem

Fy) =—-il/gff(x)sinmydw.
Ponadto T¥(f) = —1(j). ’

Uwaga. We wzorach Powyiszych wystares iwi i i
a > Wi y wiafciwie ograniczyé sie do roz-
patrywania f:l]llkc]l f 1 F na pélprostej 0; oo zamiast na calej prostej. Wskutek tego
wprowadza sig nastepujace definicje:! -
Transformatg cosinusowq funkeji f, okreflonej i
. 8 j w przedziale 0; co, nazywamy funk-
€je F = T,(f), okredlons dla y > 0 wzorem gy

P =/2 [ forcosayda,
o

a transformaiq sinusowq funkeji f, okreflonej w 0; oo, nazywamy funkej
0 8 5 00, nkeje F =
-okredlong dla y> 0 wzorem v e fh

Fy) = I/fo(x)siuxydx.

Odpowiednikiem réwnofei (5) dla transformat cosinusowej i sinusowej sa Wzory
*) F=T{Th), f=T(T,).

Réwnodel («)' mogy byé uwazane za szez 6 Sci j
i egblny przypadek réwnokci (6), jezeli
funkeje f, zdefiniowans na Ppolprostej ji ] iepato
), rozszerzyé do funk j
b one] na cale) petes T Yy ©)1 parzystej Iub nieparzystej

2. Transformats cosinusows funkeji charakterystycznej przedzia.iu 0; a jest funk-

. 2 sinax
cja I/; 7 @ transformaty sinusows jest funkeja ]/g-m .
0] o = ®
Transformata Fouriera fonkeji charakterystycznej przedziatu —a; a jest funkeja

1/% .zm"

.

3. Transformats cosinusows funkeji 6™ jest funkeja, l/g %{5, a transformats

sinusows — funkeja 2, %x B
k3
Transformaty Fouriera funkeji 6~ * jest funkoja ]/i 1
T 14t

4. Transformat, cosinnsows i transformats, Fouriera funkeji ¢ 1% jeat funkeja ¢
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§ 2. Transformaty Fouriera-Stieltjesa. Wyznaczanie funkcji przez jej
transformate. Niech ¢ ¢ ¥ (R) bedzie funkeja okredlong na R o wahaniu
ograniezonym. (bzn. A3(R) < oo). Transformata Fouriera- Stieltjesa funkeji
@ nazywamy funkcje ‘

o

) P =0 [ g

Catka po prawej stronie jest catka wladciwg Lebesgue’a-Stieltjesa.
2.1. Transformata Fouriera- Sticltjesa F funkcji ¢ e V(R) o wahaniu
ograniczonym jest funkejq ciagla ogramiczong:

1 *
2) |7 (3] éﬁﬁw(ﬂ) dla yeR.

Oszacowanie (2) wynika wprost z rozdzialn XTI, §12, (3).

Jezeli 4, —y, to e~ ¢™™ dlg kazdego «. Stad oraz z rozdziatu XT,
8.1 (¢), wynika, ze F(y,)—F(y), co dowodzi cigglodci funkeji F.

Z oszacowania (2) wynika, ze operacja tworzenia transformaty jest
operacja liniowa, odwzorowujaca ¥V (R) w C(R). Wzér (1) jest analo-
gonem wzoru (5) z § 4, rozdzial XTIV, a oszacowanie (2) — analogonem
ostatniej z nieréwnosei (8) w § 4, rozdziat XIV.

2.2. Jezelt F jest transformatq Fouriera-Stieltjesa funkeji ¢ ¢V (R)
o wahaniu skoticzonym, to dla kaidej liczby e R

ple+)+o@—) _o0+)+¢(0-), 1 w?’f”f:lza(y)dy,

3) B 2 Tl/ﬂ_w 'Ly

0

H
gdzie calka po prawej sironie (3) jest niewlasciwa typu [=1lim [ .

~%0  gooo g
Wystarczy rozpatrzyé przypadek, gdy ¢ jest funkejg niemalejacg
ograniczong (przypadek ogélny sprowadza sie do tego przypadku przez
przedstawienie funkeji @ jako réinicy swoich wahad nieoznaczonych,
gérnego i dolnego).
Mamy

£
1 evz—1
w2 W

2
1
5=

— L f ( f "ii;.y?—le—fwdqo(t>)dy=
FAYS
[

1 - (_f ewvle—1) . g—ivt dy) o (t) .
~&

“ar

7y
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Zmiana porzadku catkowania jest dozwolona na podstawie twier-
dz.ema Fubiniego, gdyz funkeja podcatkowa jest catkowalna wzgledem
miary produktowej I, X pu,, bowiem funkeja podeatlcowa jest ograniczona
& zbiory, po ktérych eatkujemy, majg miary skorczone.

Prred » s g 0
rzedstawiajac calke [ jako sume ecatek I+ f i zastepujae
g 0o £ v

przez —y w drugiej calce, otrzymujemy

© &
2 [ ([0t [ oty

o0

sa=t Dt + [ ott, D3p0)

Il
ERESS
—.

gdzie
g t

8 — [ Singt., _ (siny
gt £) j : Cly~ofydy.

Funkeja g(t, £) jest ograniczona dl ; . .
domo z ana,]izy,, 4 weR 1 E>0 oraz, jak wia-
im, gdy >0,

0, gdy t=0,
= gdy t<0.
Tym samym
. im, gdy z—1>0,
Imglo—t, =1 0, gdy =,
—%n, gdy 2—t<0.

Poniewaz catkowanie wzgl ' i
) waz gledem ¢ odbywa sie na zbi i
skonczonej, wiec (por. rozdziat XT, 8.1 (¢)) * FHIONS MERY e

i 17 3
fmse=2( [ mgto—t, 3000+ | limg(t, §apt)) =
1/1
=2 (3 plo-)—p(—o0)— rfp(o0)—p(a-+) -
1
—ﬁw(¢(0~)-¢(~oo))+%w(¢(oo)—¢(0+))),

przedstawiajge pierwszg z calek jako sum

T cos @, [a], T30, & draga calky ot ¢ calek rozeisgnigtych na zbiory

0 sume ealek rozciagnietych na

icm
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zbiory —o0;0, [0], 0;00. W rezultacie

tim 8 = 22

£=>00

)toele+) @04)+¢(0-)
3 2 ’

c.b.d.o.

R6éwnosé (3) jest analogonem réwnosei (9) z § 4, rozdzial XIV. Orzeka
ona, ze (pomijajac punkty niecigglodeci) funkcja ¢ jest wyznaczona przez
swoja transformate Fouriera-Stieltjesa z dokladnogcig do stalej. Wie-
kszej dokladnosei nie mozna oczekiwadé, gdyz zmiana wartosel funkeji @
w jednym punkeie lub dodanie stalej do funkeji @ nie zmienia jej trans-
formaty Fouriera-Stieltjesa F.

W szezegolnodei, jezeli transformaty Fouriera - Stieltjesa funkeji
@1, 02 € Vo(R) (por. rozdzial XII, §3 E) sa réwne, to ¢ = @,. Zatem,
kazda funkcja @ eV (R) jest jednoznacznie wyznaczona przez SW0ja
transformate Fouriera-Stieltjesa.

Nazwijmy transformate Fouriera- Stielijesa skoriezonej przeliczalnie
addytywnej funkeji zbioru v e W (B,) (por. rozdziat XII, § 3 D), okre-
glonej na ciele B, podzbioréw borelowskich proste] R, funkcje

Fy) = —% (e dn(a),

/2% 5
tzn. transformate Fouriera-Stieltjesa jej dystrybuanty. Widzimy wiec,
ze funkcja zbioru » € W(B,) jest jednoznacznie wyznaczona przez SWOoja
transformate Fouriera -Stieltjesa. Badanie funkeji zbioru » € W (B,) (a wiec
tym samym badanie ich dystrybuant ¢ e Vo(R)) mozna zatem sprowa-
dzié do badania ich transformat Fouriera-Stieltjesa. Ten spos6b poste-
powania jest czesto stosowany w teoril prawdopodobietistwa (w odnie-
sieniu do miar unormowanych lub ich dystrybuant). Zamiast trans-
formaty Fouriera-Stieltjesa F' rozwaza sie w teoril prawdopodobieristwa
czedciej funkeje
h(y) = V2= F(y),
tzn. funkeje
Wy = [endsia) (o<W (B)

lub
hy) = [emvdpa) (peV(R).

Funkeja h nosi nazwe funkeji charakterystycznej funkeji zbioru » € W(B,)
(lub funkeji charakterystyeznej funkeji ¢ eV (R)).
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2.3. Niech o,y eVy(R). Transformata Fouriera- Stieltjesa splotu

1 .
I}}r)__:(p-w (por. rozdziat XTI, § 9 B) réwna sig iloczynowi transformat Fou-

riera- Stieltjesa funkeji @, y.
7 definicji

pov@) = [ plo—tydp(t).

Nj%ech. F i G beda odpowiednio transformatami Fouriera-Stieltjesa,
funkeji ¢ i p. Transformaty Fouriera-Stieltjesa splotu ey jest funkeja

Hiy) .——V—;“_—ni o (z) = V—;_;_Z e-wz_zqz(w—t)dwm =
=V—%_£ (—Z L@ —1)| dp(t)

na podstawie rozdzialu XI, 10.2. Poniewas
o (=]
[ e i po—t) = it [ e g p(m—1) =
—00 —00

= gt f e~ dop(x) = e—wt 1/2—7=F (%),

Przez zastapienie »—¢ przez @, wiec

H(y) =F(y)‘f e Wdp(t) =)/ 2P (y)@(y), c.b.d.o.

B Z twierdzenia 2.3 wynika, ze w zagadnieniach, w ktérych interwe-
nm]e. splot dystrybuant, wygodniej jest rozwazaé zamiast transformaty
Founara,—Stieltjesa, dystrybuant ich funkeje charakterystyczne, gdyz —
jak to bezposrednio wynika z 2.3 — funkeja charakterystyczna splotu pey
dwu dystrybuant jest Do prostu iloczynem funkeji charakterystycznich
dystrybuant ¢ i p. Czynnik /2=, ktéry nieco komplikuje wyslowienie
twierdzenia 2.3, zostat dopisany we wzorze (1) przez analogie do wzoru (1)
§ 1, na transformate funkeji, gdzie umieszczenie tego czynnika jest cer
lowe ze Wzglet.lu na Symetirie wzoréw (1) i (3), § 1 (por. takze rozdziat X1V
§ 10). Analogiczne nwagi dotyezg transformat funkeji zbiorn » e W(éBl)’

icm
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2.4. Jezeli F & G sq transformatami Fouriera- Stieltjesa  funkess.
@, p e V(R) o wahaniu ograniczonym, to

dew=_deq:.

Analogiczna réwnodé zachodzi takze dla funkeji charakterystycznych.

Istotnie,
fw FWWW):V—%;_f (_f e-‘%(w))dm):
B ,2—,_ _J: (_E 6*“"dw(y>)d¢(m) = Z G () dp(@) -

Zmiana kolejnodei catkowania jest dozwolona na podstawie twier-
dzenia 10.1, rozdziat XT, gdyz funkeja podcatkowa e—*¥ jest ograniczona,
a_calkowanie odbywa sie wzgledem miar skonezonych.

“*'Niech teraz feL(&R) i niech @ bedzie calka nieoznaczong funk-
cji f, tzn.

(4) ple) = o+ [f(t)dt.
&y

Z wzoru (1) bezpofrednio wynika, ze transformata Fouriera T'(f)
jest identyezna z transformatsg Fouriera-Stieltjesa funkeji ¢ € F(R) (por.
rozdzial X1, 5.3). Poniewaz f(z) = ¢'(x) prawie wszedzie, wiec z 2.2 wy-
nika bezpofrednio, ze

2.5. Jesli f e L(R) ©+ F = T(f), to prawie wszedzie

. a1 [ew—1
(3) f(a) dmréﬁi, S FW)y,

o £
gdzie oalka po prawej strowie jest wiewtasciwa typw [ =1lm [.
—to  f00-g
Funkeja feL(R) jest wiec jednoznacznie wyznaczona (z dokladno-
§cig do funkeji réwnowaznych) przez swojg transformate Fouriera F =
= T(f). Wzér (5) jest analogonem wzoru (13), § 4, rozdzialt XTIV,
7 twierdzenia 2.1 oraz z rozdziatu XIV, 2.4, bezposrednio wynika, ze
2.6. Transformata Fouriera F = T(f) dowolnej funkeji fe L(R) jest
funkeja ciggla ograniczona oraz
(6) lim F(y) = 0= lim F(y).
Y0

Y->—00
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Wzér (6) jest analogonem twierdzenia 2.5 (i), rozdzial XIV.

@ x
Podstawiajae ¢(z) = [f(t)dt i (@)= [g(t)d w twierdzeniach 2.4

i 2.3 1 uogblniajac otrzymany wynik na przypadek zespolony otrzy-
mujemy

2.7. Jesli 1,9 eL(R), to

G [1()-gaw= [j-T(g)dw

oraz

) L r(isg) = T()-T(9),
V2r

gdzie, jak zwykle, fxg jest splotem funkcji f, g, zdefiniowanym w roz-

dziale XTI, § 8.

Oczywidcie wzory (7) i (8) mozna udowodnié takze bezposrednio
metodg analogiczng do zastosowanej w dowodzie twierdzerd 2.4 i 2.3.

Wzér (8) jest analogonem twierdzenia 2.1, rozdziat XTIV (por.
takie rozdziat XTIV, § 10, (8)).

Podstawiajac we wzorze (3) p(x) = [ f({)dt, zastepujac z przez « i b,
i odejmujgce otrzymane réwnogei stronami otrzymujemy

2.8. Jedli fe L(R) + F = T(f), to

{9) jf(m)dm=l/%v_Z(jF(y)emdw)dy (—co<a,b<oo).

Wzér (9) jest analogonem twierdzenia 4.2 z rozdzialu XIV.
Podstawiajac w (7) za g funkecje charakterystyczng przedziatu a; b
otrzymujemy réwnosé dualng do (9): ‘

2.9. Jesli { eL(R) i F = T(f), to

b w© b
1 .
w0 [roa=—c [([foemig)ae  (oo<ab<oo).
P4 Vax o
had a

(?WICZENI_A. L. Wykazaé na odpowiednim przykladzie, ze r6wnosé (6) nie za-
chodzi dla transformat Fouriera - Stieltjesa F.

2, Oll}e.ranja, przyporzadkownjaea kaidej przeliczalnie addytywnej funkeji zbioru
veW(2,) jej funkeje charakterystyezna k¢ C(R), jest liniowa o normie 1.

3, Zba,(.laé, jak wyraza si¢ funkeja charakterystyczna funkeji plax+b) (@ # 0)
przez funkeje charakberystyozns, funkeji @(x).

icm
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4. Funkeja -0 jest funkeja charakterystyezna miary unormowanej u,
okreflonej na B; wzorami ;
o
o)) =67, gdy 3=0,1,2, ..,
p(d) =0, gdy A nie zawiera Zadnej liczby calkowitej nieujemnej.
5. Momentem reedu m funkeji @ eV(R) nazywamy ecatke wladeiwa Lebesgue’a-
o
Stieltjesa faa’"dq:(w). Wrykazaé, ze gdy moment rzedu m istnieje, to funkeja charakte-
—-—00
rystyczna h funkeji p jest m-krotnie rézmiczkowalna,

Km(y) =i [ o™ dp(a) .

Moment rzedu m funkeji ¢ jest wéwozas réwny h™(0)/5™.
6. Jezeli h jest funkejg charakterystyczna funkeji ¢ € V(R), to

o

« 0
Jowan- [oma=2 [ =2 nmay.

-—
(Wsk.: Napisaé analogon wzoru (3) dla funkeji charakterystycznych i secal-
kowaé lews strong w przedzialach 0; a oraz —a;0.) ’
7. Jezeli ciag funkeji ¢, e ¥ (R) o wahaniu wspélnie ograniczonym jest zbiezny
do funkeji @ e¥\(R) na pewnym zbiorze przeliczalnym gestym D cR oraz jeseli

n—>00 z~+00

. lim limg, (z) = limp(z)
200

o cigg funkeji charakterystyeznych dystrybuant g, jest zbiesny niemal jednostajnie
do funkeji charakterystycznej dystrybuanty ¢.

(Wsk,: Skorzystaé z éwiczenia 5, rozdzial XI, §8.)

8. Jezeli funkcje @, <V (R) sa wspélnie ograniczone, ¢, —@ € Vo(R) i jezeli ciag
{h,} funkeji charakterystycznych dystrybuant g, jest zbiesny do pewnej funkeji %
ciaglej w punkeie zero, to

lim g(z)— Um @{z) = k(0).
—00 L—>—00
(Wsk.: Z éwiczenia 6 wynika, ze
a o l @1
— o8
Joaa— [gmar=1 [1=05; q)q,
0 —a —00 y
wige dla n—oc otrzymujemy
« ]

=]
17 1 1 1—cosy
of rwae—3 [owae=l [ 120U ay.
A -

o
a
Zauwazmy, ze jezeli ¢ (x)—~c¢ dla ©—>oo, to takze 1 { p(@)dz—c dla a—co—por. §4, (1))
a ° ¢

Funkcje rzeczywiste II 15
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9. Jezeli ciag {h,} funkeji charakterystycznych dystrybuant niemalejgoych jest
zhiezny do pewnej funkeji h ciaglej w punkeie 0, to istnieje funkcja ¢ ¢ Vo(R) taka, ze:

@) @@ —>p) W kazdym punkcie » ciaglofei funkeji g,

(8) h jest funkeja charakterystycana dystrybuanty ¢,

(v) zachodzi réwnosé (¥).

(Wsk.: Skorzystat z ¢wiczed 7 i 8 oraz z twierdzenia 5.8 Helly’ego z rozdzialu IX,

Zauwazyé, ze .
h,(0) = lim g, () .)
2—00

226 XYV. Catki Fouriera

10. Jezeli transformata Fouriera funkeji g « L(R) jest wszedzie réina od zera, to
dla kaszdej funkeji f, e L(R) réwnanie catkowe

0
[ gl@—0f@)dt = fol)
—00
posiada co najwyzej jedno rozwiazanie feL(R).
(Wak.: Jeseli ¥, Fy, G sa transformatami Fouriera funkeji f, fo. g, to na mocy (8)

F=F/(YIr@) )

Uwaga. Uzyskany wzér na F wraz z wzorem (5) lub jednym z twierdzen § 3
shuzyé mose za podstawe do obliczenia rozwiazania f réwnania calkowego *).

§ 3. Kryteria zbiezmoci calek Fouriera ?). Niech feL(R). Z twierdze-
nia 1.1 wynika, ze dla danej liczby @ ¢ R istnienie jednej z liczb

) (s 2,

oo -] o &
) %of(_[nf(t)mﬁ(m—t)ydt)dy (f=gf)
3) fTTz_ZF“’)”Wy (F=T(f)’_z=£ﬂ _f: )

pocigga za soby istnienie pozostatych liezb i ich réwnosé.
3.1. Jedli funkecja f(£)/(1+]t]) naley do L(R) (w szczegdlnoser jesli
f <IP(R) dla pewnej licchy p, 1 <p < oo), t0

(4) f(@) = Hm8(f; @)
P
w kazdym punkcie x, w kidrym funkcja

wald) = fle—1) +f(ﬂt7+t)—2f(w)

1) Por. np. Schmeidler [1], str. 76 i nastepne.
3) Prasad [1], Pringsheim [1], Hobson [1}.

§ 8. Kryteria zbieznofci calek Fouriera 227

jednej zmiennej t jest catkowalna w pewnym przedziale —8; 6. W szcze-
g6lnosei, réwnosé (4) ma miejsce w katdym punkcie x, w ktorym funkeja f
jest rézmiczkowalne.

Jesli f e L(R), to wyrazenie (1) po prawej stronie réwnodei (4) mose
byé zastqpione przez calki niewtasciwe (2) lub (3).

Poniewaz (por. § 1, (17))

6 sa=1 [fe-0DEa=1 [ jo—i+i0re) Bl
—o0 . 0

t
oraz
2 [singt
(6) 2 (81 >0,
T i
wiee

Sulfs )~ 1@ == [ (flo—0)+ilo-+—2f(0) T ar =
0

I

g oo
1 i L1 [ fle—t)
p a[wz(t)smftdt"{'n :’[ ——?-—Slnftdt—}—

1 [ i), 2f(z) (1,
+;Jz(-‘]—:t-r—)sm§tdt—i£ﬂf%sm§tdt.
L]

Wizystkie callkki po prawej stronie daza do zera, gdy &—oo, na pod-
stawie rozdzialu XTIV, 2.4.

3.2. Jesli funkcja f()/(1+[¢]) nalety do L(R) (w seezegdinodes, jesli
f e L(R) dia pewnej liczby p, 1 < p < oo0) 4 jesli funkeja f ma wahanie
skoviczone w pewnym przedziole P = a; b, to dla Laidej liczby z e P

f(x+)2+f(w—):gl°s§(f; )

W przypadku gdy fsi(ﬂ), wyrazenie (1) po prawej stronie réwnosci
(7) moina zastqpié preez calki niewlasciwe (2) lub (3). .

3.3. Jezeli funkeja feIP(R) (1< p < oo) jest ciagla i o wahaniu
skodezonym w przedeiale (ograniczonym lub nieogramiczonym) P = a; b,
to zachodzi (4) dla x € P, pray tym zbieinosé we wzorze (4) jest niemal jedno-
stajna w P (dokladniej: jest jednostajna na kaidym. ograniczonym lub nie-
ograniczonym preedziale domknigtym P,C P, na kidrym funkcja | ma
wahanie ograniczone).

15*



Yakuza


iom

W preypadku p = 1, wyrasenie (1) mose byé zastgpione w (4) preez
catks niewtadciwe (2) b (3), kidre sq réwnies zbieéne niemal jednostajnie
do f w P.

Na mocy 1.1 wystarczy rozpatrzyé jedynie przypadek pojedynczej
catki Fouriera.

Z (5) i (6) wynika, ze

w
Lo
o

XV. Calki Fouriera

= [ o=0-10=)"28a L [ (fto+t)~r(o+) 228,
0 o

Wystarezy udowodnié, ze obydwie catki DPo prawej stronie dazg
do zera, gdy &- oo, przy tym niemal jednostajnie w przypadku ciaglogci.
Dowé6d przeprowadzimy tylke w przypadku drugiej calki (przypadek
pierwsze] catki rozpatruje sie analogicznie).

Dowdd jest doktadnie taki sam jak dowéd wlasnosei (9) w § 3, roz-
dzial XTV. Niech dla danej liezby &> 0 lieczba 6 >0 bedzie taka, ze

45(0,90) <e,

glzie hy(t) = flw+t)—f(w+) dla t> 0 i A(0)=0 (funkeje ho(t) rozwa-
zamy jako funkeje jednej zmiennej t). Mamy

sin &

® | o +n—tar) Bal <

< Us ha;(t)SiItlftdt|+]ff(w—i—t)%sin&tdtI+’f(:v+)f%sin§tdt! )
0 8 8 : -

Pierwszy skladnik w powyzszym oszacowanin jest mniejszy od 2Ms,
z

gdzie M = sup

f m%dyg (por. rozdzial XIV, § 3, (7)), drugi i trzeci
20

]
dazg niemal jednostajnie do zera, gdy &-»co, na podstawie twierdze-
nig 2.4 i 2.6 z rozdziatu XTIV, co dowodzi zbieznoscei do zera cafki (8).
Podobnie jak w dowodzie wiasnogei (9), § 3, rozdziat XTIV, sprawdzamy,
ze zbieznodé ta jest niemal jednostajna, doldadniej: ze jest jednostajna
na kazdym ograniczonym lub nieograniczonym przedziale domknigtym
P,C P, na ktérym funkeja f ma wahanie ograniczone,

Twierdzenia 3.1, 3.2 i 3.3 sa analogonami twierdzed 3.1 i 3.2, roz-
dzial XTIV, z teorii szeregéw Fouriera. Analogia ta ma zresztg glebsze

N T Ty

: ' 09
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7 sma wykazaé, ze — pomijajac zatozenia zapewniaj_adcle istnienie
S:Ifio sz.(fl;VI;)znj priy spel,njaniu réwnosei (.4)‘ Tub §7 ) interweniuja ];3 ui?gz
lokalne wiasnogci funkeji f, ktére zapewnia)a zb1egno§é.szexteg;1  badain
w punkeie z do f(z) lub 3 +) +Flz—)). Dokladnjej, mfac 1' @PJ—
funkeja mierzalng taka, Ze f(t)/(1—+’-|t|) nalezy do L(,%)., 121].1(1(;112 Z_e
= a; ¢ +2m. Niech f, bgdzie‘funkg@ okresowg O ok.reswd ™ doa; e
jol@) = f(2) dla @eP. Wtedy réimica S{f; @) —sme(fo; @) 'adiyz e
niemal jednostajnie w P, gdy &-—o0 .(E(i) ozna.wza, tu r}a]mq _s a3 soabe
calkowits < £). W szezeg6lnodei wynika stad, ze w tviner.dzel?m 3 7
lozenie fe IP(R) mosma rastapié przez slabsze zatozenie, ze fun]fem
F(6)/(1+[t]) nalezy do L(R). Zaxazem wynika stad, 76 dla ea;ek F(;)u..mzl;aj
pra,wdziﬁa:'jest réwniez zasada lokalizacji, analogiczna d(? u OW;)k m};) j
w rozdziale XIV, 8.5. O tym, czy pojedyncza ’(111?) .podwéjna) catlca Fou-
riera funkeji f jest zbiezna do f(z) Iub nglmej .4-:10 %(f(w—f—)-ljf(m—))
w punkcie @, decyduje jedynie zachowanie sig fu.nl.(c;]l fw otjoczemu' pl()in-
ktu . Integralne wiasnogei funkeji (zaqhowame sig na ca&f}] prostei) : ;
cyduja jedyunie o istnieniu calek S;(j;. w‘)’ iT(f). Pomewa'z miara pros ?,1 X
jéé%&ﬁ‘i’eskoﬁczona., zatozenia, zapewniajgee ca:lll.cowalnoéc, 83 W .teoru ¢
Fouriera bardziej skomplikowane niz w teorii szeregéw Fouriera.

GWICZENIA. 1. Niech f ¢ L(R) ma wahanie skoiiczone W pewnym przedziale a; b.
Jezeli funkeja f jest parzysta, to

oo

o
%(f(m+)+j(a:—~)) =§f (eosayyf f(t)oosytdt) dy (a<=z<b).
- 0 o
Jezeli funkeja f jest nieparzysta, to
=}

L) +om) =2 [ (sinay [ fosimpra)ty  @<a<d).

9

L £
i i i =lim J.
Calli zevmetrme sa niewladciwe typu J tm _[
2. Udowodnié, ze ’
. 3w, gdy O<ao<l,
f Wdy - {im, gdy =x=1,
° ¥ 0, gdy =>1.
(Wsk.: Rozpatrzyé transformaty funkeji charakterystycznej przedziatu —1;1.)
3. Udowodnié, ze dla a> 01 x>0
(=] (=]

—ax_ 2 [GeoRZY . 2 (ysinay.

k3
[)
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4. Niech R oznacza przestrzen liniowa wszystkich funkeji nieskohezenie wiele
razy réiniczkowalnych, okreflonych na prostej R i takich, ze

230 XV. Calki Fouriera

lima"f™@) =0 i lim o"f™@)=0
B->00 Z—>—00
dla n,m=0,1,2,..

Udowodnié, ze:

(%) Jedli f R, to transformata Fouriera F = T'(f) takie nalezy do R oraz trans-
formata Fouriera pochodnej f jest funkcja iwF (z).

(B) Operacja T, prayporzadkowujaca kazdej funkeji feR jej transformate Fou-
riera T(f), jest addytywnym, jednorodnym i jednojednoznacznym odwzorowaniem
przestrzeni R na siebie. Odwréceniem operacji T jest operacja T*, przyporzadkowu-
jaca kazdej funkeji f e R jej sprzezona transformate Fouriera T*(f).

§ 4. Analogon twierdzenia Fejéra. Nastepujacy lemat jest analogonem
uwagi (1) z § 6, rozdziat XIV:

(1) Jedli 8¢ jest funkeja mierzalng zmiennej &, okreslong dla & >0

i catkowalna na kazdym przedziale 0; a (0 < a < oo) oraz limS; = Sy

E>00

to takze
&
) Pm% [ Syay=s.
-y ¥
Odwrécenie lematu (1) nie jest prawdziwe: moze si¢ zdarzye, Ze gra-
nica (2) istnieje, & granica th; nie istnieje.
Zastepujac ewentualme SE przez S;—8, wystarczy udowodnié (1)

w przypadku, gdy §=0.
Zatbzmy wiee, ze lim Sy = 0. Zatem |S,| <& dla y > y,. W rezul-
£—00

tacie, dla & >y,
3 Yo
1 1
ﬂgofsydy gof dy+§fedy,

a wiee

~J 8§, dy <2¢ dla & dostatecznie duzyeh, ¢. b. d. o.

W dalszym ciagu jako Sg rozpatrywaé bedziemy wyrazenie Sg(f; z),
zdefinjowane wzorem (17), § 1.
Jefli funkeja f(1)/(14-1¢]) nalezy do L(&)

. . E

£ % gin*Z (x—t)
. _2 2

ﬂf Solfs 90y = 2 [ 10—

i,

e bt

(3)

§ 4. Analogon twierdzenia Fejéra ’ - 231

gdyz
4 I3 o
[ s o= [ ([ ro 8 aay

—00

=ﬁi§_f,«<,)( [ 88 g

| =

x—1

1 r 1—cosé(w—t)
__E_‘O[f(t) wiF di =

oo i E
sm2§ (z—1)

2
=2 ff(t)wdt.

00

Zmiana porzadku catkowania jest dopuszezalna na podstawie twier-

dzenia Fubiniego, bo funkcja f(f) sﬂ—y—@t—t) dwu zmiennych y, ¢ jest
calkowalna pIa.sko w zbiorze 0; EXR.

Oznaczmy

9 sinzgw
(4) 55(-”):;%‘— 2=
oraz
"3
sin2z (z—t)

®) oir) = oulf; 0) = = (f()—;v——t)T—dt=

A 5 % sinz‘itt

~ i) = Fenla) = % [ flo—t) 5,

(6) olf) =+,

dla dowolnej funkeji f, dla ktérej splot (5), (6) istnieje dla kazdej liczby &> 0.

Funkeja ogf; ) jest odpowiednikiem fredniej on(f; @) z teorii szere-
géw Fouriera (por. rozdziat XIV, §6, (4)), a funkeja &F; jest odpowie-
dnilkdem funkeji f, (rozdziat XIV, § 6, (3)). Podobnie jak w przypadku
szeregéw Fouriera, frednia catkowa of(f; #) zachowuje si¢ bardziej regu-
larnie niz catka Sif; ) (por. twierdzenie 4.1, 4.2, 4.3, 4.4, 4.6, ktére sg
analogonami twierdzedi 6.5, 6.1, 6.2, 6.3, 6.6, rozdzial XIV, z teorii
szeregéw Fouriera). Juz w tej chwili widaé, ze zbiér funkeji f, dla kt6-
rych frednia catkowa off; @) jest okre§lona, jest obszerniejszy niz zbi6r
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funkeji, dla ktérych catka S(f; #) jest okreglona. Istotnie, wyrazenie
oi(f; ) jest okreslone, gdy

23
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1)
1+¢

(7) funkeja nalezy do L(R) ,

tzn. gdy funkeja f jest catkowalna na kazdym przedziale ograniczonym
a; b, o funkeja f(2)/#2 jest catkowalna na kazdym przedziale nieograni-
Czonym —oo; —a, a; co (a > 0).

Zalozenie (7) jest oczywiscie slabsze niz zalozenie (18) z §1, ze
funkeja f(2)/(1+t]) nalezy do T(R).

Poniewaz &; ¢ I{R) dla kazdej liczby £ i kazdej liczby ¢, 1 < ¢ oo,
wige z nieréwnodei Holdera wynika, ze funkcja o.(f; z) jest okreglona
dla dowolnej funkeji f e I7(R) (1 < P < 00), W szezegblnodei dla f « €(R).
W obydwu przypadkach funkeja og(f; #) zmiennej « jest ciagla i ogra-
niczona (por. rozdzial XTI, 8.4).

Zauwazmy, ze

o6
@sin2=¢ @ .
" _ 2 r 2 . 1 Tsin?y .
(8) éigé’llh;f_iﬁrdf~;_i 7 dy=1.
Istotnie, dla dowolnej liczby & > 0
f T yi £ ( (sings " cos el &
sin _ siny [ coset— cos
f(_[o_T dt)dy~_i U 2 dy)a'h:_-lo——wt2 i.

Zmiana porzadku catkowania jest dozwolona, gdyz calka niewla-

£

Sciwa, f%ﬂdw jest zbiezna jednostajnie w przedziale z; & (por. roz-
-—00 E

dzial VIII, 6.4). Przechodzae de granicy, gdy &0, i stosujge do catki

Do prawej stronie twierdzenie 3.6 z rozdziatu VII (gdzie g(t) = 2/ dla

[{]>1 1 g(t) réwna sie odpowiednio dobrane]j stalej dla |¢] < 1) otrzy-

mujemy (por. § 3, (6))

-

p ? ®°8in?z ¢

singyt — [Ll—cosét. . _ T3
_[o 7 alt)a'!’y—_f——ht2 dz_ij i,

£

e [ o= [

) ]
c.b.d.o.
4.1. Dia dowolnej funkefi f ¢ IP(R) (1< p < oo)

lim gy{f) = f
&0

—00

w przestrzeni IP(R).

§ 4. Analogon twierdzenia Fejéra 233

Dowéd twierdzenia 4.1 jest analogiczny do dowodu twierdzenia 6.5,

rozdziat XIV. o ) - .

Niech £,->co (&, > 0). Interpretujmy ciag {o.(f)} jako ciag operacji

liniowych, odwzerowujacych IA(R) w IP(R). Z (8) oraz z tw‘ierdzema

Younga (gdzie ¢= 11 7= p — por. rozdziat XTI, 8.3) wynika, ze norma

operacji o jest <1. Poniewaz zbidr funkcji schodkowych jest gesty
7

w IP(R) (por. rozdzial XTI, 2.10 ()), wystareczy wiee udowodnié (por..
rozdziat XTI, 4.6 i 4.2), ze

(9) o(xp)—>zp  wedtng normy | [,
dla funkeji charakterystycznej zp dowolnego przedzialu ograniczonego-
P=g; bCR.
Z twierdzenia 3.2 wynika, ze
HmSe(yp; &) = zp(r) da kazdego z, a A z5£b.
. Btad oraz z (1) wynika, ze
(10) o(xp)—>yp prawie wszedzie.

Ponadto dla dowolnego re¢ R

2
0 < oyxp; ) =—:IT*—
a

£Hb—x)

y (8). Jedli < a lub & > b, to

Ho—a)
2

1
0<olze, )<z [ Lay=

Zatem przyjmujae

1
g(x)=1{2 b—a
T weae—p W

gdy e—-1<a<b+l,

z<a—1lubz>b+1,
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many ¢g?eL(R) oraz
lodap, @) —ze(@)f <g(a)f dla £>1.
Stad oraz z (10) wynika (por. rozdziat VII, 3.6), ze

(-]
lim f |odxes; #)— zp(@)fde =0,
00 g

tzn.
losxp)— 2plo—0, gdy &E—>co.

4.2. Dia dowolnej funkefi f « C (R)
af)=>f dla E->o0

niemal jednostajnie na R. Jesli funkeja f jest jednostajnie ciggla na R, to
off)—~f jednosiajnie na K.

Zanim przejdziemy do dowodu twierdzenia 4.2, zwrécimy uwage na
fakt, ze zalozenie jednostajnej cigglodei funkeji f w drugiej czesei twier-
dzenia 4.2 nie moze byé pominiete. Istotnie, z rozdziatu XTI, 8.4 wynika,
ze dla dowolnej funkeji fef‘”(,%) funkeja ogf) jest jednostajnie ciagla.
Jesli wiee og(f)—7 jednostajnie, to f musi byé funkeja jednostajnie ciagla,
bo granica dowolnego ciggu jednostajnie zbieznego funkeji jednostajnie
ciagltyeh jest funkejg jednostajnie ciggly (por. rozdzial IV, §2, éwi-
czenie 2). .

Twierdzenie 4.2 wynika bezposrednio z nastepujacego ogélniejszego
twierdzenia

4.3. Niech {eIP(R) (1<p < oo). Jefli funkeja | jest ogramiczona
1 jednostajnie ciggla na pewnym zbiorze A C R (por. rozdzial ITI, § 4), to

Limoglf; ») = f(x)
£s00

jednostajnie na zbiorze A1).
Niech & bedzie dowolng liczbg dodatnig i niech §> 0 bedzie taks
Hezba, ze dla kazdego xe 4 i kazdego ¢

{11) - nieréwnos¢ |t] < 4 implikuje nieréwnosé |f(z—1t)—f(z)| <e.

Z wzordw (5) i (8) wynika, ze

odf; o) —1(2) = TEf(f(m_t)_f( ) SRy,

1) Hardy [11.

§ 4. Analogon twierdzenia Fejéra 235

wiee dla v ed

o o) —F (@) < 25 f Lot f [fo—0)zdi+

1. 2 T rt
+2 f u<w—t>|t—ﬂdt+;r—§[f<w)1_f ] f <

<ok 5%

Rat-+ 2 easo) + @] f oL

gdzie
. dla  t{ <3,
(12) s )_{1#2 dn ltas.
Funkeja gs <IYR) Ala kazdej liczby g (1 << g < o0), W szezegolinosei

dla liezby ¢ takiej, ze 1/p-+1/g = 1. Stosujac wiee nieréwnosé Holdera
(por. takze rozdziat XTI, 8.4) otrzymujemy (por. (8))

o &) —@)] < o+ 25 (1l [9ala+ M1l
gdzie M = sup |f(%){. Zatem

lodlf; &) —Fl@)| <2¢ dlawed i dostatecznie duzych &,
¢.b.d. o. )
7 twierdzenia 4.3 wynika natychmiast, ze
4.4, limogdf; #) = f(&) w kasdym punkeie x cigglodel funkeji e LP(R)
£500
(1<p <o0).
Stad oraz z (1) wynika, ze
4.5, Jeseli funkcia feIP(R) (L<p < oo) jest ciagla w punkeie @
i gramica lHim Sg(f; x) isinieje; to iiglﬂg(f; z) = f().
&o0 . .
Dowéd nastepujacego twierdzenia jest analogiczny do dowodu twier-
dzenia 6.6, rozdzial XTIV.
4.6. Dla dowolnej funkeji feLP(R) (1 <p <o)

limog(f; #) = f(@) p.m'wie wszedzie ).
E->00

1) Hardy [1].
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Wystarczy udowodnié (por. rozdziat X, 5.14), ze
65(f; 50) "f(m) dia E->o00

W kaidym punkeie Lebesgue’a funkeji f, tzn. w kazdym punkecie z,
w ktérym

m?®) _ o
=0 Y
gdzie
v
o) = [1H@—1)—f(@)|dt.
0
Poniewaz
sinz 2
= | STre Y 2#0,
wiee
. €
sm§t< Py B teo
T SarEn B 0.

Niech & bedzie dowolng liczba dodatnig i niech 6 > 0 bedzie taka,
liczba, ze
I‘P-gt—)lga da 0<[t<s

Stosujac powyzsze oszacowania i catkujge przez czesei otrzymujemy
¢
3 1
&

&
2@‘ ff flw—1) —ﬂm)'(z—:&})ﬁ

sin22

(flo—1)—f(2))

St

8 8
8, @ — 3 (e(0) P 2&
w(-f ) 2+§t)2 w( 3 2+sa)2 ofT +§t)3dt)<

8¢ 8 ; 24t 8£6
gn("’msa)ﬁsoj et = (Wa‘)“ﬁ o)<z

dla ¢ dostatecznie duzyeh, £ > £, Analogicznie dowodzi sie, ze

si.nﬂgt

dtl<2a

t,%_f (fte—0—1(a)

§ 4. Analogon twierdzenia Fejéra 237
dla &> &. Niech 1/p+1/g=1. Stosujac oznaczenie (12) otrzymujemy

sin2 —t sm2

2 ffm _25;

<%_£ [fta~Blaot)dt < Z¢ 1l ol < o

e

dla ¢ dostatecznie duzych & > &. Analogicznie

sin2 éEt

=3 ff 1 Eff(m) | <2y, <.

dla &> &, Zatem dla & >max(§,, &, &)

S].Il§

oty o) —f) = | % [ ./ [ (Ho—0—1(0) dt}<sg,

o kofezy dow6d twierdzenia 4.6.
Z twierdzenia 4.6 i (1) wynika bezposrednio, ze

4.7, Jedli feIA(R) (1< p<oo) i granica LmS8(f; x) istnieje dla
&—00
kazdego v e A (ACR), to

LmSe(f; 2) = f(z)  prawie wszedeie w zbiorze A.
&—00

CWICZENIA, 1. Jegli funkeja feI?(R) (1< p<< o) posiada w punkeie # gra-
nice jednostronne, to

gn;ae(f; z) = }(f(z+)+f@—)) -

2. Jezeli funkcja f e IP(R) ( 1L p=< o) posiada granice jednostronne w punkeie z
i graniea Hm §,(f;«) istnieje, to
£—>00

g}i?\;sg(fs z) =} (f(@+)+f(z—)).
§ 5. Funkcje o kwadracie calkowalnym. Niech %(z, y) bedzie zespolong

funkejg mierzalng (wzgledem miary 1,), okreslong na plaszezyznie R2.
Moéwimy, ze catka niewladciwa

[ 1@, nay
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. jest zbietna w preestrzeni LZ(Q) (lub: zbictna w kwadracie, lub: zbiesna
wedlug normy || |,), jezeli dla kazdej liczby &> 0 funkcja Hy, zdefinio-
wana ‘wzorem
£

) Hy) = [he,y)de

¢

e o~

(gdzie £ jest calky wlagciwa) nalezy do LY &) oraz jedli istnieje granica

lime =H W przestrzeni LA(R),

tzn. istnieje funkeja H < IAR) taka, ze hm]]H;—H”z—- 0. Piszemy

wowezas
©

@) Hiy)= [hiz, )iz w IR

inazywamy funkeje H (y) catkq niewlasciwg funkeji h, zbiesng w kwadracie.

Jefli zachodzi réwnodé (2) i réwnoczesnie istmieje catka wladciwa
oo H
lub niewladciwa (typu [ =1lim [) w sensie zdefiniowanym w § 1
s

—o0

)

Hyy) = fh(m, y)dz  dla prawie kazdego v,

—o0

to H(y)= Hy(y) prawie wszedzie, z czego wynika, 7¢ znakowanie 2)
nie prowadzi do nieporozumied. Istotnie, poniewaz hmHn_ H wedlug

normy | |, wige istnieje podeiag Hy, taki, ze hmHm”(g/) H(y) prawie
wszedzie. Z drugiej strony, "

my,
Hu()= [ his,y)do—>H,y) prawie wszedzie,

wige H(y) = H(y) prawie wszedzie, c. b. d. o.

0

5.1. (i) Dia kasdej funkeji f e L(R) oatka niewladoiwa V% | f@)e-van
7T —00
jest zbiena w kwadracie do pewnej funkeji F eiz(ge):
(3) Ply) = ff(m)e—wdzzy w AR .
V2=

§ 5. Funkcje o kwadracie catkowalnym 239

Ponadto

67”:”

dw prawie wszedzie.

0 — 7 f f
(ii) Dla kasdej fumkcji F e LA(R) catha niewtasciwa
1
— 7 e g
o _L (9)emay

jest zbiezna w kwadracie do pewnej funkeji Fe A R):

oo

® )= [Fomay » PR,

Ponadto

6) .. fl)= f

Z nieré6wnofci Holdera wynika natychmiast, ze catki w réwnodciach:
(4) 1 (6) sa wiladciwe.

Uogélniajge definicje transformat podang w § 1, funkcje F spelnia-
jaca réwnosé (3) oznaezaé bedziemy takze symbolem 7(f), a funkeje f,.
spelniajgca réwnosé ( 5) — symbolem T*(F).

Z definicji (3) i (5) wynika, ze T i T*, rozwazane jako operacje okre-
$lone na Lz(fR) i} Wartosmaeh w Lz(ﬂ), 53 addytywne. Udowodnimy wig-
cej, mianowicie, ze T i T* s3 operacjami linjowymi, zachowujgcymi
norme funkeji £, F « L(R), oraz ze T* jest odwréceniem odwzorowania T,
i na odwrét. Dokladniej,

5.2. Jedli dla dowolnej funkeji feIAR) F = T(f), to f= THF),
i na odwrdt.

Inaczej méwige: kazda z réwnosct (3), (3) implikuje pozostalg.

5.3. Dla dowolnych funkeji f, F efﬂ(ﬁ)

(M 1TDle=1fles 1 TE) = F,-
Nieco ogdlniej: N
5.4. Dla dowolnych funkeji f, g e LY R)

(8) T, TN =9

i analogicznie dla dowolnych funkeji F, GELZ(,%)

(9) (IXF), THE) = (F, &),


Yakuza


240 XV, Calki Fouriera

gdeic— jak zwykle —(f, 9) = [ f(2)g(@)dz jest iloczynem skalarnym ele-
mentéw f, g przestrzeni Hilberta iﬂ(,fl?).

Zesp6t twierdzed 5.1-5.4 znany jest pod nazwa twierdzenia Plan-
cherela'). Twierdzenia 5.1, 5.2, 5.4 s3 odpowiednikami twierdzet 8.4,
8.1, 8.3 z rozdziatu XTIV o szeregach trygonometrycznych. Réwnosé 5.3
jest odpowiednikiem réwnodei Parsevala 8.2, rozdziat XTIV (por. takze
rozdziat XTIV, § 10, (6) i (7).

Dowéd twierdzen 5.1-5.4 przeprowadzimy w ten 8posdb, ze naj-
pierw zdefininjemy pewne operacje liniowe 7' i T*, odwzorowujace LA R)
w L{R), nastepnie wykazemy, ze zachodza réwnosei (7), (8), (9), (8),
(4), (8), (6), wreszcie ndowodnimy twierdzenie 5.2.

Nieeh £ C L¥&R) oznacza zbiér wszystkich funkeji cigglych o waha-
niu skoticzonym, réwnych zeru poza pewnym przedziatem ograniezonym.
Niech T'i T* oznaczajg na razie operacje addytywne, zdefiniowane wzo-
rami (1)-(4), § 1, wylacznie dla 7, F < E.

Jesi f,g9€E, to

H £ = o0

j T(f)T_(g—)dy=2ij (ff(m)e-mdxj g(t)e""f’dt)dy=
—& & ‘—o0 oo
o oo &

= %_: J fx) ( J M( f et(t—=) dg/) dt) dzr =

— “o0 e

= _f f{=) (% fmiipﬂw—_t)dt) do= ff(w)Sg(y, z)dx .

r—t
Z‘m:ia,na, p9rzqdku calkowania jest mozliwa, gdyz wszystkie calki 89
wladciwie rozciggniete na przedziaty ograniczone, a funkcje podcatkowe
89 ciagle.
Poniewaz g <, wiec (por. 3.3) 8y7; v)—>g(z) jednostajnie na R,

skad wynika, ze
(10) _f THTgdy= [ f(@)g@ds=(f,g).

Przyjmujae g = f otrzymujemy

(11) THeI¥R) i |T(Nfe=|fle dla fek.

Y Plancherel [1], [3], [4], {5].

icm
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Stad wynika, ze pierwsza catka w réwnofei (10) jest wlasciwa. Réw-
nofé (10) mozna teraz przepisaé w postaci '

(12) I TeN=(9 da f,gek.

Z (11) wynika, ze T jest operacja liniows odwzorowujaca £ w I2(R).
Poniewaz operacja T jako liniowa jest jednostajnie ciggla (por. rozdziat XIT,
4.3) i poniewaz zbiér £ jest gesty w fz(.%) (bo kazda funkcje schodkowsy
moznga w L¥R) dowolnie blisko przyblizaé funkejami nalezacymi do £),
wiee odwzorowanie T mozemy jednoznacznie przedluzyé na cala prze-
strzeri LA(R) (por. rozdziat II1, 4.3), przyjmujge dla dowolnej funkeji
1< IAR) '

T(f) =HmT(f,) wedlug normy | [,
gdzie f,eZ jest dowolnym ciggiem zbieznym do § w L¥R). Tak roz-
szerzona operacja T jest liniowa. Poniewaz norms i iloczyn skalarny
83 Aff@z\lfcja.mi cigglymi, wiec z (11) i (12) wynika, ze

(13) THelR) i [THh=|fl da feI¥R),
(14) TN, T@y=(=9 da f,gl¥R).
Jedli feE i F = T(f), tzn.

gdyz catka [ rozeigga sie wiaciwie tylko na przedzial skoriczony.
—o0
W rezultacie,

. 3}
(1) [ 7ty == [ 1@
o —o0

e~

izk__
L.
—iz
Przy dowolnym ustalonym &e KR obie strony réwnodei (15) sa

ciaglymi funkecjonatami elementu fsf"z(c%), gdyz funkcja charakterysty-

. . . e . Fa : oA
czna przedzialu 0; & i funkeja 7 nalezg do L2(R). Poniewaz réw-

noéé (15) zachodzi na zbiorze gestym %, wiec — wskutek -cigglosel —

Funkcje rzeczywiste LI 16
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réwnoéé ta zachodzi réwniez dla dowolnego fefz(ge). Rézniczkujac
wzgledem £ otrzymujemy dla dowolnego fefQ(R) i F=T(f) '

d 1 —izy
(16) Py =21 it
=3, |10 .

Niech feIR) i niech

[f(x), edy
Lo, gdy
niech F = T(f) i F¢ = T(fe). Mamy

—E<r<é,
rz>&Tub o< —£,

f(@) =

(17) Fily) = % [ Ha)eevia.,
=

Wizér (17) dowodzi sie, przedstawiajac funkeje f: jako granice (we-
dtug normy | [,) ciagu funkeji g, e £, réwnych zeru poza przedzialem
—&; & Dla kazdej funkeji g, wzér (17) jest prawdziwy z definicji T na
L (por. § 1, (1)). Przechodzac do granicy, gdy n—»oco, otrzymujemy (17)

Z (13) wynika, ze -

e, [Fs~Ply=fe—fl.>0, gdy &—>o0,
(18) Ply) = lim P, = ff(z)e—iwdm w IR
e V-ﬂ e v ( ) d

‘Z (13){(14)’ (16) i (18) wynika, ze operacja T spelnia wszystkie wa-
runki wymienione w twierdzeniach 5.1, 5.3, 5.4.

) w ainal?giczny sposéb definiujemy T*(f) i sprawdzamy, %e opera-
cja 'T* rowniez spelnia wszystkie warunki wymienione w 5.1, 5.3 i 5.4
Musm:ty jeszeze wykazaé prawdziwo$é twierdzenia 5.2. , -

Niech wiee f ek i F = T(f) oraz g = T*F), tzn.

1 -
g(m)fﬁilf’(y)emdy w R .

Z twierdzenia 3.3 wynika, ze ostatnia catka niewlafciwa jest rowniez
. * f
zbiezna do f(#) w zwyklym sensie, [ —lim [, zdefiniowanym na
—00 E00 —&

Loticu § 1. Stad oraz z uwagi nezynionej przed twi i
t 5 i
st e ynionej p. wierdzeniem 5.1 wynika,
f=THT() dla fekE.

iom

ad

§ 5. Punkcje o kwadracie catkowalnym 243

Poniewas zbiér £ jest gesty w INR), wiec z ciaglosei T i T™* wy-
nika, ze T*(T(f)) = | dla kazdego feTAR). Stad wynika bezposrednio
twierdzenie 5.2.

5.5. Jesli f efﬁ(&) i F= T(f), to dla dowolnego zbioru mierzalnego A

miary skorhczone] .
1 r i
fl@)de=-—— F(y)( ede)dy-
Af Vo _£ ;[

Twierdzenie 5.5 jest analogonem twierdzenia 8.8, rozdziat XIV,
o calkowaniu wyraz za wyrazem szeregu Fouriera. Aby udowodnié twier-
dzenie 5.5 wystarczy w réwnofei (8) podstawié g = 4.

§.6. Dla dowolnych funkeji f, g € L{R)

1
(19) T(fg) = ]7227:1’(1‘)*1’(9)-

Twierdzenie 5.6 jest analogonem twierdzenia 8.5, rozdziat XIV (por.
takze rozdziat XIV, § 10, (9)). Funkeja fg e L(R), zatem funkeja T(fg)

jest zdefiniowana tutaj wzorem 1), §1. .
Aby udowodnié (19), wystarczy we wzorze (8) podstawié za g funkeje

E(—w_)eify i zauwazyé, ze przy ustalonym y transformata T tej funkeji
jest funkeja G(y—wx) zmiennej =, gdzie @ = T(g).

5.7. Jesli | eL¥R), F=T() i jesli | jest funkejg o wehaniu skow-
czonym w przedeiale otwartym P, to dla z <P

Het)+H@) L [,
(20) etz 2“[0 Fy)emay,
=) oo &
gdzie catka [ jest miewltasciwa, [ =1lim | (por. § 1).
-0 —00 E—s00 —&

-]

Jesli ponadto funkcja f jest ciagla w P, to catka niewtasciwa [ jest
—o0
2biesna niemal jednostajnie w P.

Przypominamy, ze wezesnie] udowodnilismy réwnosé (20), w przy-
padku, gdy feL(R) (twierdzenie 3.2). Dowéd twierdzenia 5.7 oprzemy
na twierdzeniach 3.2 i 3.3. Wystarezy udowodnié (por. 3.2 i 3.3), ze przy
naszych zalozeniach

&
Sufs )= —= | Fly)eay.
&

yom

16*

d

|
!
|
1
|
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Niech w tym celu dla ustalonego z i £>0

et dla |y <é,
0 dla |yl >¢

£ —
{eitw—m)dt:]/?;_smf(w“ﬁl)
2 = a—y

Z twierdzenia 5.2 wynika, ze @ = T'(g). Podstawiajge funkeje fig
do réwnania (8) otrzymujemy

Gy) =
i niech g = T*@), tzn.

|~

1 o
0) = [ et omiy —
V2 A ¥V

A

o« e
R sinf(z—y) 1
Se(f; 2) == RSN TY) gy —
d(f; @) w;Lf(y) oy W l@nlf’(y)eﬂvdy, e.b.d.o.

W analogiczny sposéb dowodzi sie (por. 3.1), ze.

5:8. erélz' fsi?(f/?) i F=T(f), to w kaédym punkcie », w ktorym
funkeja f jest résniczkowalna, )

1 : )
f(w)—ﬁ;;_il”(y)e vy,

L &
gdeie calka [ = ;im fe jest niewlaseiwa (por. § 1).
Zto B

Anal.ogonéw ’m_'ierdzeﬁ 5.7 1 5.8 dla szeregéw trygonometrycznych
zwykle nie formuluje sie wyraznie ze wzgledn na ogélne twierdzenia 3.2
i 8.1, rozdziat XTIV, i inkluzje IZ,C I,..

CWICZENIA. 1. }Jierécieﬁ L(R) (por. rozdzial XII, § 9 B) posiada dzielniki zers .

(Wek.: Rox?wa.iyc splot transformat dwu dostatecznie regularnych funkeji pa-
rzystych f, g o iloozynie réwnym tozsamogciowo zeru, np.

_[lsing], gy joi<<w, o) _{mnwl, gly =< loj<on,
Lo, gly |2 >=, o, gdy || < © lub o] > 2r.)

2. E‘ramforma,ta Fouriera dowolnej funkeji 7 ¢ L(R) jest splotem dwu funkeji
Gy, Gy e IHR).

(Wak.: Rozwazyé transformaty funkeji V/Jf] 1 v/[f]signy.)

3. Na to, by funkcja F byla postaci F = G+G, i i

3 = , gdzie G ¢ L}(R), potrzeba i wy-
stareza, by funkeja F byla transformats Fouriers funkeji nienjemnej parzystej f e L (5’\;).
4. Jedynymi funkejami f ¢ I*(R) spemmiajacymi réwnanie
fef=§

. L1 :
84 transformaty Fouriera funkeji ]/—2_“1 4 8dzie 4 jest zbiorem o mierze skoticzonej,

1)

1) Zelazko [1].
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5. Znalesé analogiczne scharakteryzowanie rozwiagzahn réwnania
Prfef=1 (f<TR)) -

6. Niech h(z) = 6"*H, (x) (n=0,1.2,...), gdze
ar
H, (x) = (—1)"6‘“’@ e

jest m-tym wielomianem Hermite'a (por. rozdzial XIII, § 5 E). Wykazaé, ze
T(h,) = i by

Uwaga. Poniewaz funkeje h, tworza uklad ortogonalny, liniowo gesty w I':i(r%),
z ostatniej réwnoéci mozna w prosty sposob otrzymaé twierdzenie Plancherela, roz-
wijajac dowolng funkeje fsfﬁ(ﬂ{) wzgledem ukladu ortogonalnego unormowanego
Gn = Ryl Ty |-

7. Dla dowolnej funkeji jeiﬂ((); oo) calka niewlasciwa

o
/'2’ -
]/;B! f () cosmy dx
jest zbiesna w kwadracie do pewnej funkeji F = T,(f) ef‘(o; ©0),
L §
. 2 i
lm f %F(y)— l/;ff(z)cosmydm“dy =0,
o0 | =

zwanej lransformalq cosinusowq funkeji j. Ponadto f= T,(F) oraz
o« 0
/3 d [, sz /2 d i
F(y):].';.@.}f(m)#—”mydw, f(w)=]/;-EJF(y)
o o

xY
7 ay .
8. Dla dowolnej funkeji feiz(o; oo) calka niewlasciwa
— [=<]
'l ! % f Fx)sinay de
0

jest zbiezna w kwadracie do pewnej funkeji F = T,(f) e 25(0; oo), zZwanej tramsformatq
sinusowq funkeji f. Ponadto f = T(F) oraz

31109

00 (-]
— /2 -

=144 [t 1%, jw=1/2 5 J Py

Uwaga. Powyzsza definicja transformaty cosinusowej 1 sinusowej jest uogélnie-
niem definicji podanej w § 1, éwiczenie 1. Zwiazek wyZzej zdefiniowanych transformat
cosinusowej i sinusowej z transformata Fouriera, zdefiniowana w § 5 w przypadku
funkeji parzystych i nieparzystych, jest taki sam, jak zwiazek miedzy transformatami
cosinusowymi i sinusowymi w § 1, éwiczenie 1, a transformatami Fouriera z § 1.
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