ROZDZIAL XTIV

SZEREGI FOURIERA

§ 1. Funkcje periodyczne, Liczba rzeczywista skohiczona 7 nazywa
sie okresem funkeji f okreslonej na prostej R, jezeli v 540 i

fle+t)=f(z) dla kazdego z ¢ R.

Méwimy, ze funkeja f okrvedlona na R jest okresowa lub periodyczna,
jezeli posiada co najmniej jeden okres. P

Przykladem funkeji okresowych sa funkeje sinw, cosa, . Okresém
jest tu liezba 2m. Funkeja stala jest réwniez okresowa — okresem jej jest
kazda liczba © 0.

Gléwnym zagadnieniem niniejszego rozdzialu jest przedstawianie
funkeji / (rzeezywistych lub zespolonych) w postaci sumy szeregu nie-
skonczonego

(1) ao/2 + Z (anco8ne -+ by, sinnz) ,
n=1

gdzie a,, b, sa odpowiednio dobranymi wspbtezynnikami liczbowymi.
Szereg funkeyjny postaci (1) nazywa sie szeregiem trygonometrycznym ).
Jezeli f jest sumg szeregn (1), to f jest funkcja okresows o okresie 2z.
Rozwazania nasze beds wiee dotyezyé wylacznie funkeji okresowych
o okresie 2.

W celu uproszezenis terminologii przez funkeje okresowaq bedziemy
w dalszym ciggu rozumieé zawsze funkeje (okreslong na &) o okresie 2r:

fz42n)=f(z) dla zreR.

Przez miare I mierzalnosé bedziemy zawsze rozumied miare Lebes-
gue’a I, na prostej K i mierzalnogé wzgledem tej miary, chyba ze z tekstu
bedzie jasno wynikaé, 76 mowa o innej mierze.

Funkeja okresowa jest w zupelogei Wyznaczona Przez Swoje war-
tosei w jakimkolwiek przedziale domknietym lub jednostronnie domknie-

%) Rozdzial XIV zawiera tylko niewielks liczbe podstawowych twierdzen teorii
szeregéw trygonometrycznych. Teorii tej poSwigconych jest wiele dziet specjalnych,
Por. np. keiagke Hardy i Rogosinsky [1] i obszerna monografie Zygmunda [1].
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tym o dlugosel 2x, np. w praedziale —z; = lub 0; 2. Badanie funkeji
okresowej na calej prostej R mozna wiee sprowadzié do badania jej
wlasnodei w dowolnym domknietym lub jednostronnie domknigtym prze-
dziale o dlugosei 27, np. w przedziale —x; =, 0; 2x lub 0; 2 itd. W szeze-
gélnofei, funkcja okresowa jest mierzalna, eciagla, bezwzglednie ciggla,
0 wahaniu skodczonym itp. na calej prostej R, wiedy i tylko wiedy,
gdy jest mierzalna, ciggla, bezwzglednie ciggla, 0 wahaniu skoriczonym itp.
w pewnym przedziale a; a+ 2w,

Pochodna funkeji okresowej jest takze funkejg okresows.

Jezeli funkeja okresowa f jest calkowalns w jakim§ przedziale
a; a+2%, to jest takze calkowalna w kazdym innym przedziale b; b+2r
oraz

a—l:Zx b+_2x a+_2.-. a~1-_27:
(@) J i@ds= | f@ydz= [ fz+e)de= [ f(~z)dz,
a b a a

gdzie ¢ e R jest dowolna staly liezbg. Z wlasnogei (2) ealki na przedziale
o dingodei 2r bedziemy czesto korzystaé w dalszym ciggu nie powolujge
sie na nig wyraZnie,
Wzér na catkowanie przez czeei na przedziale o diugodei 2z dla
tunkeji okresowych f, g bezwzglednie ciaglych ma postaé
a+2n atom

(3) [ f@)g @iz =~ [ flayg(r)de.

Symbolem IZ, (I2) oznaczaé bedziemy przestrzen funkeji mierzal-
nych okresowych rzeczywistych (zespolonyeh) takich, ze

@ o= (] H@pie]” <co @la 1<p<co,
(5) [fec = supess |f{x)] = supess fl@)j <oco dla p=co.
a<r<at+sn reR

Normy (4) i (5) nie zalezg od liczby a. Funkcje okresowe réwno- -
wazne bedziemy stale ntozsamiaé ze sobg.

Latwo widzied, ze LZ (IL) przy normie | o jest rzeczywista (ze-
spolong) przestrzenis Banacha, réwnowasng przestrzeni  LP(0; 2z)
(L?(0; 2x)); téwnowazno$é ustala odwzorowanie, przyporzadkowujgce
funkeji okresowej f funkeje zredukowana f[0; 2=. Z tej przyezyny prze-
strzenie LI, i L*(0; 2x) (przestrzenie IZ. i I7(0; 2x)) mozemy utozsa-
miaé ze soba. Zarazem wynika stad, ze normy (4) i (5) posiadajg wszelkie
wlasnosei normy | |,, wymienione w § 2, rozdzial XII.

Zamiast Lz, (Li.) bedziemy rowniez pisaé Lo, (Lu.).

11*
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Symbol C,. (Cﬁfgﬂ) bedzie oznaczaé rzeczywista (zespolons) przestrzen

Banacha funkeji okresowych ciagtych rzeczywistych (zespolonych) z norms
lfle=_sup |f(@)| = sup|f(@)| = |f]e -
a<z<a-+n 2ER

Przestrzeri Cy, (Can) jest réwnowazna podprzestrzeni domknigtej
przestrzeni C(0; 2x) (C(0; 2m)), zlozonej z funkeji ¢ takich, ze g(0) =
= ¢(2m). Réwnowaznodé ustala to samo odwzorowanie, co poprzednio.

Z réwnowaznosei przestrzeni L%, fﬁ’n (1<p <oo), C, 62,, z ana-
logicznymi praestrzeniami funkeji na odeinku 0; 2x lub 0; 2r wynika,
ze wszystkie te przestrzenie sg osrodkowe. .

Zbi6r 0; 2r liczb rzeczywistych moze byé interpretowany jako grupa
florazowa G = R|I, gdzie I jest podgrupa grupy R liczb rzeczywistych,
zlozony ze wszystkich liezb 2nn (n = 0, 41, 42, ...), albo — jeszeze ina-
czej — jako grupa liczb zespolonych e (¢ R) o module 1. Miarg nie-
zmienniczy W grupie G jest miara Lebesgue’a 1, zredukowana do od-
cinka 0; 2x. Mozna wiec wprowadzié definicje splotu: splotem dwu funk-
cji okresowych mierzalnych f,g jest funkeja okresowa

a2 a+2r

i) =[ fa-ngwa= [ ftyge—r)d.

Na mocy (2) calki definiujaee splot nie zaleza od liczby a.

Splot f*g posiada wszystkie wlasnosei, wymienione w rozdziale XTI,
§ 8 (por. uwagi na koticu tego paragrafu). Bezpofrednie sprawdzenie nie
nastreeza zadnych trudnosei — wszystkie dowody przebiegaja analogicz-
nie, jak w przypadku splotu na prostej &R.

CWICZENIA. 1. Podaé ogblng postaé funkcjonaléw liniowych w przestrzeniach
C iIZ (1<p< od).

Yi; Obliezyé sploty dowolnej pary funkeji spoéréd nastepujacych funkeji okre-
Bowych:

) e (=0, £1, 12,..),
sinnz, cosmr (n=1,2,..).

3. Jezeli ciag {d,} jest zbieszny monotonicznie do zera, to szeregi

oo el
> d, cosnz, > d,sinng
n=i n=1
83 zbieine niemal jednostajnie w zbiorze R—1, gdzie I jest zbiorem wszystkich eal-
kowitych wielokrofnofei liczby . .

(Wsk.: Zastosowaé twierdzenie Abela o szeregach funkeyjnych.)

4. Jefli fuflkcja ?kresowa f posiada ciagly pochodna m-tege rzedu, a funkeja
okrfzsowa.g posiada ciagly pochodng n-tego rzedu (m,n =0, 1, 2,...), to splot fxg
posiada ciagls pochodny, (m +)-tego rzedu i pochodna ta réwna sig splotowi f™s o),
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§ 2. Elementarne wlasnosci szeregéw Fouriera. Ciag funkeji
(1) 1, cosz, sinx, cos2z, sin2z, ...

jest — jak stwierdzilimy w rozdziale XIII, § 5 — ukladem ortogonalnym
w przedziale 0; 2z. Uklad ten nie jest unormowany, gdyz

o 2z 2
2 I .
(2) r (%) dr = ;, ( (cosnz)2de = ((smmf)’dz): .
o T )
Szeregi trygonometryezne
oo
®3) /2 + ) (ncOSRE+ bysinn)
n=1

rozpatrywane w przedziale 0; 2= s3 wiec szezegélnym przypadkiem ogdl-
niejszego pojecia szeregéw ortogonalnych. Mdéwiae o zbieznosei (w jakim-
kolwiek sensie) szeregu trygonometrycznego (3) mamy zawsze na mysli
zbieznodé ciagu sum czefciowych

) 8a(@) = Go2+ Y (axc08ka+ brsinke) .

k=1

Szeregiem Fouriera funkeji f e Loz nazywamy szereg (3), gdzie

2z
(b) a,,::1 ff(;z-)cosnxdx da =»=0,1,2,..,
.
0

(6) bo=1 [f@sinnrds  da n=1,2,..
H

Liczby @y, by, zdefiniowane wzorami (5), (6), nazywamy wspdlezyn-
nikami Fouriera funkeji f. N

Szereg (3) jest wiec szeregiem Fouriera funkecji f e Lo,, jezeli — inter-
pretujac f i funkeje (1) jako funkcje okreslone jedynie na przedziale
0; 2z — jest on rozwinigciem ortogonalnym funkeji f wzgledem ukiadu
ortogonalnego (1) (por. rozdziat XTI, § 4, (4)).

Szereg trygonometryeczny (3) nazywamy szeregiem Fouriera, jezeli
jest on szeregiem Fouriera pewnej funkeji f e Lo,.

' Zgodnie z umowg z rozdzialu XIII, § 4, (7), zdanie orzekajace, ze

szereg (3) jest szeregiem Fouriera funkeji f (tzm. ze spelnione sy réw-
nosci (5) i (6)), bedziemy zapisywaé krétko w postaci wzorn

oo

(7 flz)~ay/2 + 2 (ancosnz -+ by sinnz) .

n=1
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Ze wzgledéw oméwionych we wstepie do § 5 z rozdziatu XIII wy-
starczy wiadciwie badaé szeregi Fouriera funkeji rzeczywistych. Niekiedy
jednak wygodnie jest przejéé w dziedzing zespolong (por. twierdzenia 2.1
i 8.5) i zamiast ukladu (1) rozpatrywaé ukiad funkeji

(8) (n=0, +1, £2, £3,..),

ktéry — rozwazany jako ciag funkcji na przedziale 0; 27 — jest ukladem
ortogonalnym nieunormowanym, gdyz

| ginz

o) f e i — 1o = 2n.
Przyjmujac ’ ’ )

(10) Cn=%(an—1b,) dla n=0, +1, +2, 43, ...,

gdzie

(11) Gon=0n; bop=—b,(n=1,2,..), Bb=0,

réwnosé (4) mozemy zapisaé w postaci

(12) su(@) = Z cpethr

k=—n

Badanie szeregu trygonometrycznego (3) sprowadza sie wiee do ba-
dania szeregu
o
Z‘ Cp €T,

f=—00

(13)

Rozwiazujge réwnania (10) (por. takze (11)) wzgledem a,, i b, otrzy-
mujemy

(14) On=0Cnt+0Cony bp=1(Cy—0_p).

Jezeli szereg (3) jest szeregiem Fouriera funkeji f, to z (5), (6), (10],
(11) wynika, ze

2 2n
(15) =g [ Ho)eeds = L [ j(o)7ao.
0 0

Zatem szereg (13) jest wéwezas rozwinieciem ortogonalnym funkeji f
wzgledem ukladu (8) (Interpretujac wazystkie funkcje jako funkeje okre-
flone na 0; 2x). Piszemy wtedy réwnie

(16) f(m)~l 2 Cpeins

n=—00

i méwimy, Ze szereg (13) jest szeregiem Fouriera funkeji f.
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Zauwazmy, 7e liczby a,, b, 83 rzeczywiste, wtedy 1 tylko wtedy, gdy
(17)

Cp = Cp -

W dalszym ciggu bedziemy najezedciej rozwazad rozwiniecia fun]wzcji
okresowych zespolonych i zespolone przestrzenie funkeyjne Co. i IZ..
Przejécie od przypadku zespolonego do rzeczywistego ottzmujemy, jak
w poprzednim rozdziale, przez pominiecie znakéw ~1i—. Z drugiej strony,
twierdzenia. udowodnione w przypadku rzeczywistym przenoszy si¢ na-
tychmiast na przypadek zespolony przez oddzielne zastosowanie ich do
ezesel rzeczywistej 1 urojonej funkeji.

n-tg sume czefciowy s,(z) szeregn Fouriera (3) (lub — eo na jedno
wychodzi — szeregu (13)) funkeji f oznaczad bedziemy takze symbolem
8a(f; ®). Z definicji

5ul2) = 5all; ) = aof2+ ), (axcoshke+ bysinkz) =

. ﬂk;l
= D= Do

Tﬂt)e'ikie‘mdt = 2—11; Tj(t} E etz Jf = |
0 9

k=—n k=—n k=—n
2
1 sin(n+3) (z—1)
= %Zf =y %
‘ Oznaczajac
in(ntdz 1 \ 11,
= k=—n =

mamy
2

(19) su(@) = salf; @) = [ F(EDalw—) @ = Dorf(x) =
) ,

= fxba(x) = f;f(m —1)ba(t) dt.

Funkeja okresows wwd,{x) nosi nazwe n-tego jadra Dirichleta.
Jezeli zaghodzi wzor (7) oraz

g(2)~agf2 +Z(a§eosnm+ b, sinnz) ,

n=1

(20)
to

-~

1) £g(e)~ BEB 4 D (@n + af)cosna+ (ba by) sinnz)

n=1
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oraz

oy .
of (@)~ 5 -+ Z{‘ (e, cO8 nE + by, 8in ny) .
pryn
Analogicznie, jezeli zachodzi wzér (16) oraz

(21) g(@)~ D ceina,

N==—00
to

H@) L@~ D) (entdy)ein
oraz -

o
of (2)~ 2 cep T,
N — OO
Nieco trudniej jest udowodnié, ze
2.1. Jezeli zachodeq weory (16) i (21) dla funkeji f, g e Lon, to

(22) frg(z)~2m ) eqdyein,
N=—00
Funkeja f«g nalezy do L, na mocy twierdzenia 8.2 z rozdzialu XII
(gdzie grupe R trzeba zastapié przez grupe G = 0; 2x).
Réwnosé (22) wynika z nastepujacych wzoréw

2

[ ixg(2)- e-ineia —

T

St e

(f o) g(8)dt) e~ i —
0

2

([ flo—tyg(tye-ina—n e~int ) dlt =

0

¥

I
—

2

(g () e"""’f f(z—1t)e-ina—0 clw) di =
o

I
—y °

(g (t)e—f”‘Tf(w) e—"?’cdz) at =

I
a) ctﬁla b

I
oty

2w
f@)einzde- [g(t)e—intdt = 2mey- 2me, .
0

. 2.2, Jezeli funkeja okr f jest b glednie ciagla, to szereq Fou-
riera pochodnej [ otreymuje sie preez  eréinicekowanie kasdego wyrazy
szeregu Fouriera funkeji f.

@
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Inaczej méwiae, jezeli zachodzq weory (7) i (16) © f jest funkejq bez-
wzglednie cigglq, to

o0

o0
(23) f’(a:)~2 (nbpcosna —na, sinnz), f(x)~ 2 e, 6inE,
n=1 N=~—00

Istotnie, z wzoru (3), § 1, wynika, ze
1 2r 1 2z 2
s i ina\ .1 . ,
ﬂff(m)eﬂ”dx = — Z:fj(m) (e~™=) dz = in é;-:ff(m)e—’mdw = NcCp,
[} 0 [

co dowodzi prawdziwodel drugiego z wzoréw (23). Dow6d pierwszego
jest analogiczny.
2.3. Jezeli szereg irygonometryceny (3) jest zbieiny w preestrzeni Ch,
Tub L2, (1 < p<oo) do pewnej funkeji f, to jest szeregiem Fouriera funkeji f.
Przez przecalkowanie sprawdzamy, ze n-ta suma czedciowa Sn()
szeregu (3) spelnia réwnosé
2

a,,:%fs”(m)eoskmdx da #>Fk,
o

lfsn(r)sinkxdx da n>k.

bk=~
w
0

2w
Poniewaz, dla ustalonego %, wyrazenia Ty = [ g(x) coskxdr, T'(g) =
9

=[ g(e)sinkzrdx sg funkecjonalami liniowymi na G, i IT;;, wiee z zalo-
L]

zenia, ze 8$,— ika przez przejscie do granicy, ze
s J ¥y

2n 2x
ak=;1- (.f(m)eosk«rdx, b= ff(x)smkxdx, e.b.d.o.
b

=
Twierdzenie 2.3 pozostatoby prawdziwe, gdybyémy zamiast zbiez-
nosci w Ca. (tzn. zbiezmogei jednostajnej) lub zbieznodei w LE, ciggn {s,}
do f zalozyli, ze
sn(x)—f(x) prawie wszedzie,

przy tym istnieje funkeja g ¢ L. taka, ze lsa()] < g (). Istotnie, przejieie,
do granicy pod znakiem cafki byloby w tym przypadku réwniez wykonalne
(por. rozdzial VII, 8.7). Znacznie trudniej jest udowodnié!), ze teza
twierdzenia 2.3 pozostaje prawdziwa, gdy s.(zr)-f(z) dla kazdego ze R
(f € LZz)'

1) De la Vallée Poussin [1].
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Nastepujacy lemat bedzie uzyteczny w dalszych rozwazaniach.
2.4, Jeteli fef(a; b), gdzie a;bC R jest przedziatem ogmniczony_m
lub nieograniczonym, t0

b b b
(24) ]imff(m)sinfmdm:?mff(w)cosémdw:slimff(w)effzdxzo.
£ g —00 o 00

Wystarezy udowodnié wzory (24) dla funkeji 1‘zeczywistej.

Przez proste obliczenie calek sprawdzamy, zé réwnosci (24) s praw-
dziwe, gdy f jest funkeja charakteérystyczng przedziatu. Stad bezposre-
dnio wynika, ze réwnosci (24) sa prawdziwe, gdy f jest funkejg schodkows.

Dla dowolnej funkeji fe L(a; b) niech g bedzie funkcja schodkows
taka, ze

li—gh= [ 1f(@) —g(@)dz <,

gdzie ¢ >0 jest dowolna liczba. Poniewaz dla dostatecznie duzych &

b

b 2
j(x)sinfxdmi <f if(ﬂ?)—y(WH'lsm&m‘”"‘ifg(m)smfmdw: <

b
<o+ |[g(@)sinénda] <2e,

b
wiee lim [ f(x)sinézde = 0. Dow6d pozostalych réwnosei jest analogiczny.

a0 a
2.5. Niech

fl@)~a,[2 + 2 (g 0080 + by, SinNT) .

n=1
(i) Dla dowolnej funkeji e Loy
lim ¢, = 0 =limb, .
n—»00 1—+00
(ii) Jezeli f jest funkcja bezwzglednie ciagla, fo
limna, = 0 = limzb, .

N-r00 n—00

(iii) Jezeli pochodna f*—D jest bezwzglednie ciggla, to
limn¥a, = 0 = limn*b, .
n-+00 n—o0

(iv) Jezeli | jest funkeja o wahaniu skoficzonym, to
14 . |4
]a,“gﬁ i lbn}gE (n=1,2,..),

gdzie V jest wahaniem bezwzglednym funkeji | w preedziale 0; 2m.
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Uwaga (i), noszaca nazwe twierdzenia Riemanna- Lebesgue’a, wynika
natychmiast z twierdzenia 2.4 (por. takze ogélniejsze twierdzenie Mercera,
rozdzial XIII, § 6, ¢éwiczenie 2). )

) (ii) wynika natychmiast z (i), gdzie f trzeba zastapié przez f, gdyz
liczby nb,, —na, na moey 2.2 sa wspélezynnikami Fouriers funkeji }’.

(iii) wynika réwniez z (i), gdyz na mocy 2.2 liezby n*a,, n*b,—z do-
kiadnodeia do znaku-—sg wspélezynnikami Fouriera funkeji. jé,

Jezeli f jest funkeja o wahaniu skoriczonym, to catkujge przez czedei
otrzymujemy :

1 2 2
, i (sl i
G| = —'ff(w)cosm'dat = llf simng i V.
i Pl n | T
i analogicznie dla b,.
Lemat 2.4 jest szezegélnym przypadkiem nastepujacego ogblniejszego
twierdzenia.
. 2.6. :ZV-z:ech a;b i a5 B beda przedzialami ograniczonymi lub nicogra-
niezonymi i niech 1fp+1jg=1 (1<p <oo). Dla dowolnych funkeji
fe L%a+a; B+b), g« L%a; b)

b
(25) }imff(m+t)g(t)sm§tdz =0,
Limac
b
(26) 3imff(m+t)g(t)eosstdt=0

jednostajnie w przedziale a; p.
Analogicznie, jezeli f e LP(a—b; f—a), g eL%a;b), to

b
(25") lim [ f(z—t)g(t)sintdt =0,
&0 g

b
(26%) lim [ flz—t)g(t)cosétdt = 0
F00 g

jednostajnie w preedziale a; B.

Wzory .(25)‘, (26), (25°), (26) sa rownies prawdziwe w przypadku p =1
(q=o0), jezeli funkeja geL>(a; b) spelnia warunck: dla dowolnej liczby
&> 0 isinieje funkcja schodkowa g, taka, ze Jg— il < &. Warunek ten
jest spelniony w szczegdlmodei, gdy g jest fumkcja ciqgla w a; b, granice
lim g(x), lim g(x) istniejq oraz
Z-a+ Z-rb—

Im g(z) =0, w preypadku gdy a = —co,
Z>—00

lim g{z) =0, 1w przypadku gdy b = co.
Z-+00
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Wystarezy udowodnié pierwsza czesé twierdzenia 2.6. Druga czedd
otrzymuje si¢ z pierwszej przez podstawienie — zamiast #. Ograniczymy
sie do podania dowodu wiasnodei (25). Dowéd (26) jest analogiczny.
Rozpatrzymy przypadek, gdy a=a=—oo i b= B = oo, co nie
zmniejsza; ogélnofel rozwazat, bo przyjmujac g(z)= 0 dla » ¢ R—(a; b)
if®)=0 dla £¢ R—(a+a; f+Db) sprowadzamy dowolny przypadek do
POWYZSZego.
Wykazemy wige, ze jeSli f ¢ L(R) i g « LY &), to

(=]
@ [ He+0)gt)singtdt—0
~00
jednostajnie na calej prostej R, gdy &-»oco.

Uwaga (27) jest prawdziwa, gdy f i g sg funkejami charakterystycz-
nymi przedzialéw ograniczonych, gdyz przez bezposrednie przeliczenie
otrzymuje sie, ze wartofeig calki (27) jest liczba

cos Ec,— cOREd,

F ?
S

gdzie ¢, i d, sa koricami przedzialu, w ktérym funkeja f(z+4-£)g(f) jednej
zmiennej ¢ jest rézna od zera. Warto$é bezwzgledna calki (27) nie prze-
wyzsza wiee liezby 2/&.

Tym samym uwaga (27) jest prawdziwa, gdy f i g sa funkejami
schodkowymi.

Zalézmy obecnie, ze f e LP(R) i g e L(R) sa dowolnymi funkejami.
Dla dowolnej liezby & > 0 istnieja funkeje schodkowe f; i g, (por. roz-
dziat XII 2.10 (i), a w przypadku ¢ = oo réwniez dodatkowe zatozenia
o ¢ na koneu twierdzenia 2.6) takie, ze

lf=file <oy lg—gle<e;
skad wynika, ze
< “gﬂq"‘ €.

lgle < lg—gille +lgle

Otrzymujemy

| [ fo+tg@smsar <

< [ o +090) — hl@+0)g.0)|-ingtl @t +| [ fito+)g0)sin et

Poniewaz z ndowodnionej juz czedei twierdzenia

| [ Horna@smaa] <o aa £>é
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oraz z nieréwnosei Holdera

[ @+ 090 —fla+ g - snsld <
< [lie+nlo—g)d+ [ |(forn—he+o)amja <
< Mlp-lg— gule Hf = Fillo- lonlle < elflo +lole+ )
wiee

| [farig@singa) <e(flo+lg+e+1) da  E>&
i dowolnego z, co dowodzi Jednocta]ne_] zhieznogei do zera na calej pro-

stej R.

GWICZENIA. 1. Rozwinaé na szereg Fouriera funkeje max (0, sinz) i max(0, cosx).
2. Jezeli funkcja okresowa j jest parzysta (tzm. f(—z) = f()), to wapétezynniki
Fouriera a,, b, tej funkcji wyrazaja si¢ wzorami:

2
== [f(x)oosmdx b,=0.
Jezeli funkeja okresowa f jest nieparzysta (tzn. f(—x) = —f(x)), to wspélezynniki
Fouriera, a,, b, tej funkeji wyrazaja sig wzorami

-
o =0, b‘zéff(r)smnxdz.

n
L]

3. Wapélezynniki Fouriera funkeji okresowej niemjernnej speniaja nieréwnosei
bl<aq,.

Icn{ < Cys Ian‘ < >

4. Jezeli funkcja okresowa j jest mnieparzysta i f(z)>=>0, gdy 0<az<m, to
(b, < nb, .
(Wsk.: Skorzystaé z nieréwnofel [sinnz| < #|sinz|.)
5. Udowodnié nieréwnosci
1 T
ll<3o(l) e,

1
< g ol el 1<p<o),

gdzie o, jest modulem ciaglofei funkeji f (por. rozdz. 111, § 4}, a co, ) jest p-tym cal-
kowym modulem ciaglodei funkeji f, tzn.

P& = f [fz+8—f)de.
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(Wek.: Zauwaszyé, ze

]nf (%) 6™ dp = % m(f (=)~ (z + 77:)) 6™ dpy.)

6. Jezeli funkeja f jest nierosnaca w przedziale 0; 2w, to b, =0dlan=1,2,..

(Wsk.: Zauwazyé, ze

n—1 wfn
2jm 20+ )w .
nb, = Zf (f (;—+z) —f(__]T_ +x))smm;iz: J)
i=0 0
7. Wyrazié wapélezynniki Fouriera a,, b, splobu f+g przez analogiczne wspél-
czynniki Fouriera funkeji okresowych f i g.
8. Jezeli f < L(R) i geL¥(R), to

0
[He—g@)sinstdt>0 da E-soco
—o00
niemal jednostajnie w K.
9. Niech f bedzie funkeja charakterystyczna przedziatu 0; = i niech g (@) = sinnz,
gdy n—)r<|oj<nx (n=1,2, -). Sprawdzié, se ciag funkeji

o0
hytw) = [ f(z—1t)g(t)sinntdt

jest zhieiny niemal jednostajnie do zera na prostej R, lecz nie jest zbiesny jedno-
stajnie.

Uwaga. Wynika stad, ze druga czedé twierdzenia 2.6 nie jest prawdziwa, gdy
pominaé dodatkowe zalogenia o funkeji g. Zatosenia te moga jednak byé ostabione.
Na przyklad:

10. Jezeli f e L(R), g« L°(R) i dla dowolnej liczby &> 0 istnisje funkeja ¢,,
bedaca kombinacja liniows skoficzonej liczby funkeji charakterystycznych zbioréw
mierzalnyeh o mierze skoticzonej, i taka, ze lg— gl < & to

‘

o
[He~tg)singtdi >0  dla Esoo

jednostajnie na K. Analogiczne twierdzenie zachodzi, gdy zamiast sin& rozwazaé
funkeje cosét.

11. Twierdzenie 2.6 jest prawdziwe, gdy zamiast funkeji giné&f, cosét prIyjaé
funkeje he(t) o nastepujacych wlasnodciach:

sup|hy(t)] < oo,
5 &5t
Elim; fhs(t)dt=0 dla kazdego przedziatu ograniczonego a; b .
a

12, .Na' f.o,_ by szereg trygonometryezny (3) byt szeregiem Fouriera pewne;j funkeji
okresowej rézniczkowalne] nieskonczenie wiele fazy, potrzeba i ‘wystarcza, by dla kaz-
dej liczby naturalnej % '

]imn*a” =0=limn*p_ .
n—00 N->00 "
(Wsk.: Koniecznoéé wynika z 2.5 (ii). Jesli podane wyzej warunki

0 & 5 2 L 84 spelnione,
to suma szeregu (3) jest funkeja nieskonczenie wicle razy rézniczkowal

na. Por. 2.3).
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§ 3. Kryteria zbiezmosci. Niech f e Ls.. Z wzoru (19), § 2, wynika, ze

17 sin(n+ )t
z e TS (i

1) 8a(#) = 8a(f; @) = &=

-]

k

1 Yy sin(n +3)¢
:;_:OJ (f(x—t)ﬂ-f(-”‘?‘t))mdt'
Podstawiajge na miejsce f funkeje staly, réwna jednosei, otrzy-
mujemy
2 [sin(n+3)t
@) | 1=;of ZsimE2)

gdyz s;(l; r) = 1. W rezultacie,

®)  slfs =i = _ | (@—b-+it+n-2a) G Pl =

E]

]

1 in(n-4 1)t
=EJ ell) si(ﬁft/; @,

0

gdzie
(4) Fat) = flo—1) + fz +1)—2f () .

Funkeja ¢.(t) jednej zmiennej ¢ jest calkowalna w ealym prze-
dziale 0; =. Stad wynika, ze funkeja ¢.(t)/f zmiennej ¢ jest calkowalna
w kazdym przedziale é; = (0 < 6 < =), jako iloczyn funkeji ca%kowa,]m‘aj
przez fankeje ograniczong 1ff. Jednak funkeja ¢.(f)/f zmiennej ¢ nie
zawsze jest catkowalna w przedziale 0; = 1). '

3.1 (Kryterium Diniego). Jezeli dla danej liczby x funkcja ot)ft
emienne] t jest calkowalna w pewnym przedziale 056 (0 < 6 < =), to szeruf
Fouriera funkeji | jest zbieiny w punkeie x do liezby f(x).

W szezegdlnosci, szereg Fouriera funkeji f jest zbiezny do liczby f(x)
w kaidym punkcie o, w kidrym funkcja f jest réiniczkowalna.

Istotnie,

1 el

(5) salfy o) —flr) = — msm(”"'r%)tdt'
4 /

1) Hardy i Littlewood [1] podali przyklad takiej funkeji okn.aso?vej cigglej f, ze
@, (f)/t nie jest calkowalna w 0; = dla prawile wszystkich x. Mazurkiewiez [1] Wyk&za‘],
ze zbiér funkeji f « C,_, dla ktérych funkeja g, (1)/t nie jest catkowalna w 0; = dla kas-
dego x, jest drugiej kategorii w C,_.
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: [20) _ ‘l’m(t)A i : 1 1 N
Funkeja Tam@E) ¢ Zsm(fE) jest catkowalna w calym prze

dziale 0; 7, gdyz funkeja #/2sin(#/2) jest ograniczona w tym przedziale,
Caltka po prawej stronie (5) dazy do zera, gdy n—>oco, na mocy 2.4.

Aby udowodnié druga cze§é twierdzenia 3.1, wystarczy zauwazyé,
Ze z zatozenia rézniczkowalnofei funkeji f w punkeie 2 wynika, ze
hm%t() 0. Zatem w otoczeniu punktu 0 funkeja @,(t)/t jest ograni-

0
czona, a wiee catkowalna.

3.2 (Kryterium Jordana). Jezeli funkeja f ma wahanie skotczone
w przedziale o; B, to seereg Fouriera funkeji | jest zbiesny w kaidym punk-
cie x przedeiolu a; f do liczby

flo+) +1(z—) \
2 !

a wige do liczby f(x), w kazdym punkeie x e a; B cigglodei funkeji f.
Jesli ponadio funkeja f jest ciagla w przedziale a; B, to szereq Fouriera

Junkeji f jest zbiezny niemal jednostajnie do funkeji f w calym preedziale a; B.
Wystarczy rozpatrzyé przypadek, gdy funkcja f jest rzeczywista.
W podobny sposéb, jak przy wyprowadzaniu wzoru (3), otrzy-

mujemy

sulfs 2) =3 (1o +) + @) = 2 (pu(a) + pala)
gdzie

= [lie+o-t+) Gamthla,

o

f (fe—t—1ta—) FaniBlar.

Trzeba wykazaé wiee, 76 g,(2)—>0 1 p,(0) >0 w a; B, przy tym nie-
mal jednostajnie, jezeli funkeja f jest ciagla w a; f. Dowdd przeprowa-
dzimy jedynie dla ciagu {p,}, przypadek ciagu {wn} rozpatruje sie ana-
logicznie.

7 definicji

(6 9al) = f (it +0)—1(@ ) DGy

o0 gl e

+f(m+)J(;~§;i$@m)Sm(”+%)’d"

icm
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Srodkowa calka po prawej stronie (6) jest zbiezna jednostajnie do zera
w przedziale a; § na mocy 2.6 (gdzie a=0, b=m p=1, g(t) = 1/t—
—1/2sin(2/2)). Ostatnia calka po prawej stronie (6) jest zbieina do zera
na podstawie 2.4. Poniewaz funkeja f(x) (a wiec takze f(z+)) jako funk-
cja o wahaniu skonczonym jest ograniezona na kazdym przedziale do-
mkmgtym zawartym w przedziale o; g, ostatni skladnik po prawe]j stro-
nie (6) jest zbiezny niemal jednostajnie do 0 w oj 4. Wystarezy wyka-
zaé wige, ze pierwsza calka po prawej stronie (6) jest zbiezna do zera,
przy tym niemal jednostajnie w a; 8, jezeli funkeja 7 jest ciagla w a; 8.

Niech

z .
ww)= | By i M =sup ().
s ¥ z=0
oo

Liezba M jest skoniczona, bo calka niewlasciwa ‘ s_l;_ydy jest zbiezna.
0

Udowodnimy najpierw, ze dla kazdej funkeji h o wahaniu skoiiczo-
nym w przedziale 0; 8, takiej, ze k(0)= 0, prawdziwa jest nieréwnosé
]
sm&t [

(7) h(t) —— < 2M 450, 6) dla dowolnej liczby £>0.

'
Istotnie, jezeli h jest funkeja niemalejaca, to stosujge drugie twier-
dzenie o wartosci sredniej (rozdzial XI, 9. 6) i podstawienie y = &t, otrzy-
mujemy
é E ] £
i sin &t Csin & sm ,
J )= =) [ S a = nee) | Sohay = neo ONfr(e8) —(6),
0 &

24

gdzie & jest pewng liczba, spelniajgca nieréwnosé 0 < 6 < 6. Zatem lewa
strona (7) jest w tym przypadku <2Mh(s).

Jegli 7 jest dowolna funkcjs o wahaniu skoniczonym, h(O)— 0, to

" h(z) = k@)~ hy(), gdzie hy{z) = A7 (0, 2) i hy(z) = A5 (0, x) sa wahaniami

nieoznaczonymi, gérnym i dolnym funkeji k. Z poprzednio udowodnio-
nego przypadku wynika, ze

sin &t ! sm&t siné&t !
thm a < ;f ol ru]+zjh,<t> a<

<2y (h1(6>+hz(a>) 2M45(0, 5).

Przyjmijmy h(t) = h{t) = flz+t)—f(2+) dla t>0 i k(0) = 0. Po-
niewaz funkeja kb jest ciagla w punkecie 0, jej wahanie bezwzgledne jest
Funkcje rzeczywiste IT 12
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takze ciagle w punkeie 0 (por. rozdzial IX, 5.6). Istnieje wige liczba 6 > 0
(6 < =) taka, Ze

(8) ;’,x(O, 8) <e,

gdzie & jest z géry dang liezba dodatnia. Z (7) wynika, ze

}f(f(w+t)—f(w+))ﬂnﬂiﬁ)—tdt}<

<2Me+ lff(m+t)%sm(7z+%)tdt‘ +’f(w+)f%sin(n+ $)tde| .
8 é

Ostatnie dwa skiadniki dgzg do zera niemal jednostajnie w a; B,
gdy n->co (dowdd jest taki sam, jak w przypadku dwu ostatnich sklad-
niké6w po prawej stronie (6)). Wobec dowolnosei liczby & > 0 wniosku-
jemy stad, ze

kg

(9) [t@+n-1@r) 20Dl o

1]
dla n—>oco i kazdego xea; f.

Jezeli funkeja f jest ciggla w o;f 1 >0, to w przedziale
at7; f—7 zbiezmogé jest jednostajna. Wystarczy wykazaé, ze liczba 6,
spelniajaea nier6wnosé (8), moze byé dobrana do danej liczby & > 0 w spo-
86b niezalezny od punktu # € a--7; b—7. Istotnie, wahanie bezwzgledne
funkeji f jest jednostajnie ciagle w przedziale a+ 7; f—17, zatem dla
liezby &> 0 istnieje & > 0 (niezaleime od =, a+$n <2< f—1%7) takie,

ze
43,00, 6) = A}(w, w+6) <e.

Nastgpujgee dwa twierdzenia wynikajy bezposrednio z 3.2.

3.3. Jezeli f jest funkeja okresowaq o wahaniu skohiczonym i flz) =
= Y{f(e+)+1{x—)) dla kaidego z, to szerey Fouriera funkeji f jest w kaz-
dym punkeie x zbieiny do f(x).

3.4. Szereg Fouriera funkeji okresowej ciagtej o wahaniu skoticzonym
(w szczegdlnosci kazdej fumkeji bezwzglednie ciaglej) jest zbiesmy jedmo-
stajnie do funkeji f na calej prostej R.

Niech teraz 0 < f—a < 2x i niech f ¢ L,,. Jezeli zmienimy wartosci
funkeji f poza przedzialem a; § z zachowaniem okresowosci funkeji, to
wspblezynniki Fouriera funkeji ulegng zmianie, jednak zachowanie sie
ciggu {sa(x)} sum czefeiowych w przedziale o; § w pewnym sensie po-
zostaje bez zmiany. Dokladniej:

icm
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3.5 (Zasada lokalizacji). Jeseli f(x) = g(x) dla x « a8 (0 < f—a<2x,
1y 9 eLe), to ciag
8alfs @) —su(g; 2)
jest 2bietny do zera niemal jednostajnie w przedzigle a; B.

Twierdzenie 3.5 wynika natychmiast z twierdzenia 3.2 (gdzie f trzeba
zastapié przez f—yg), gdyz
$alf; Z)—salg; 2) = sulf—g52) 1 flm)—g(x)=0 w a; 8.
- Wielomianem trygonometrycznym nazywamy kazds funkeje okresows
postaci
n
(10) ao/2 + D (axcosks + bysinkz) , -

k=1
tzn. postaci

n
che”ﬂ.

=—n

Na przykiad, sumy czedciowe szeregu trygonometrycznego lub sze-
regu Fouriera sa wielomianami trygonometrycznymi.

Méwimy, ze wielomian trygonometryezny (10) jest rzeceywisty, jezeli
wszystkie wspélezynniki gy, by 53 rzeczywiste.

3.6 (Twierdzenie Weierstrassa). Zbidr wielomiandw trygonometrycznych
(rzeczywistych) jest gesty w preestrzeni Ca. (Cez).

Inaczej méwige:

Zbior funkeji

1, cosx, sinz, cos2r, sin2z, ...

jest liniowo gesty w Csn i Con.
Tym samym zbidr funkeji
enT (p=0, +1, +2,..)
jest liniowo gesty w C,.

Wystarezy udowodnié twierdzenie 3.6 w przypadku funkeji rzeczy-
wistych. Niech feCor i £ > 0. Istnieje funkcja g € Co; 0 wahanin skon-
czonym taka, ze f(x)—g(z)| < £/2 dla ze R (wystarczy np. podzielié
przedzial 0; 2= na dostatecznie mate podprzedzialy przy pomoey pun-
ktéw 0=, <&, <2< ... < &= 27, przyjaé g{(x;) = f(x;), rozszerzyé
funkeje g(x) do funkeji ciaglej liniowej w przedzialach 7-1; &7 1 nastepnie
do funkeji okresowej na calej prostej R). Z twierdzenia 3.4 wynika, ze
dla n dostatecznie duzych

g(r)—salg; 2) < /2 dla zeR.
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W rezultacie,
[f(@)—snlg; @ dla 2zeR.

Wielomian trygonometryezny s.(g; #) jest wiee odlegly od f w prze-
strzeni C»; o mniej niz~z géry dana liczba &> 0.

W <e

1 (o + &) — f (o)
Ui

Fouriera funkeji okresowej f jest zbieiny w punkeie z, do liczby f(w).

2. Szereg Fouriera funkeji okresowe] f, speliajacej warunek Holdera, jest zbiezny
jednostajnie do f.

3. Jezeli f jest funkeja o wahaniu skoficzonym w przedziale a; § ciagla w punkeie
2, ¢a; f, to szereg Fouriera jest zbiezny jednostajnie w punkeie z, (por. rozdziak 1v,
§ 7, éwiczenie 1).

4. Sprawdzié, ze

CWICZENIA. 1. Jegeli limsup < oo, gdzie a> 0, to szereg
-0

© 4 cos("n—l)m . 4 <
P =, gly [zl<m
fn=1
0 !
(=1t fz, gdy |ol<m
22 sinnx = 10, gdy |o|=m;
n=1
oo
__zysmmc x, gdy O<x<?2m,
" = o 0, gdy ==01Iubx=2%;
. (=]
k15 +1COBNL __ o .
E—4_2(—1)" 1=, gly  Jal<rs
n=1
=|sinnz| dla 2xzeR;

[}
2 4 08 20z
%_%; ant—1

oo
ézs‘_nﬂ=sign(sinx) dla zeR;
ki n

n=1

o
2 . 1 acosne’ .
;s,nan(?T _‘S - a,_n,,) =cosazr, gdy |s|]<m a¢C;

n=1

-smauZ( l)nnsmm; sinax, gdy [a;]<-n:, arp'(?

=1
§ 4. Szeregi Fouriera-Stieltjesa. Wyznaczanie funkcji przez jej szereg
Fouriera. Niech fe Iy, .

fla@)~af2 + 2 (ancosna +bosinng), f(a)~ Z Cp6n=

(1)

n=—00

icm
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i niech ¢ bedzie catks nieoznaczong funkeji f,

o@)=y+ [f)ar.

zg

Funkeja ¢ na ogét nie jest funkejg okresowa, gdyz réznica

z+2m
ple+2m)—p@) = [ f)d = ff @)a
z
moze byé rézna od zera. Calka ¢ spelnia jedynie réwnanie

(2)

tzn. przyrost funkeji ¢ na dowolnym przedziale o dlugodei 27 ma war-
togé stalg.

Wzory na wspélezynniki Fouriera funkeji j moga byé zapisane obe-
cnie w nastepujacy sposéb:

@(x+27) —p(x) = na, = const,

at2r
3) =" | eosnodp@) (n=0,1,2,..),
1) b :z—LJTﬁsinn;r@(r) (n=1,2,..)
n = St Bk BLLLV 8
la-k_zw
(5) == j eMap(e)  (m=0, +1, +£2,..).

Przyjmiemy obecnie nastepujges definicje. Niech ¢ bedzie dowolng
funkeja o wahaniu skoriezonym, okreglong na prostej R, spelniajaca
warunek (2). Szeregiem Fouriera-Stieltjesa funkeji ¢ nazywamy szereg

/2 + Z (@ cOS L -+ by sinna) ,

(6)
n=1
tzn. szereg
(1) 2 cneine,
=0

gdzie liczby ayn, b, e, (nazywane wspdlezynnikami Fouriera- Stielijesa
funkeji ¢) sg zdefiniowane wzorami (3), (4), (5). % warunku (2) wynika
natychmiast, ze calki po prawej stronie wzoréw (3), (4), (5) nie zalezg
od liczby @ oraz ze wspélezynnik g, zdefiniowany wzorem (3) pokrywa
sig ze wspélezynnikiem a, wystepujacym we wzorze (2). Liczby ay, by, ¢,
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spelniajg réwniez réwnania (10), (11), (14) z § 2. Z definicji wspélezyn-
czynnikéw Fouriera-Stieltjesa wynika natychmiast, ze

® <D, <D, i<,

gdzie V= 43(a,a+2x) jest wahaniem bezwazglednym funkeji ¢ w do-
wolnym przedziale domknietym o dlugosci 2.

Z rozwazath przeprowadzonych na wstepie niniejszego paragrafu wy-
nika, ze jefli funkeja ¢ jest calka nieoznaezons funkeji 7, to szereg Fou-
riera-Stieltjesa funkeji ¢ jest identyczny z szeregiem Fouriera funkeji f.

4.1. Jeieli ¢ jest funkeja o wahaniu skotczonym, spelniajacq wa-
runek (2), a szeregi (6) i (7) sq szeregamdi Fouriera- Stieltjesa funkeji @, to
dla dowolnej liczby e R

(9) Wl= c-{-aw/Z—i—Z(%" sinnw—l;—"eosnm) =

n=1

oo
"y
=e+en S -2 gina
g s in !

N=-—00

gdzie ¢ jest odpowiednio dobrang stalq. Jeieli @ jest funkcjq ciagla, to sze-
regi (9) sa jednostajnie zbiesne.

Symbol 3 oznacza sume wszystkich skladnikéw dla, — oo < 2 < oo
z pominigciem skladnika odpowiadajacego liczbie n = 0.

Twierdzenie 4.1 orzeka, ze funkcja @ jest (pomijajac punkty nie-
cigglodel) wyznaczona przez swoj szereg Fouriera - Stieltjesa jednoznacznie
z dokladnodels do stalej. Wiekszej dokladnodei nie mosma oczekiwad,
bo zaréwno dodanie stalej do funkeji @, jak 1 zmiana wartodci funkeji
W pojedynezych punktach, nie zmienia wartogei wspblezynnikéw Fou-
riera - Stieltjesa funkeji ¢.

Zauwazmy jeszeze, ze szeregi (9) powstaja z szeregbw (8), (7) przez
formalne scalkowanie wyraz za wyrazem.

Aby udowodnié (9), zauwazmy najpierw, ze z warunku (2) wynika,
ze funkeja

p(@) = p(2) —agz[2

jest ﬁ.mkej'ae okresowy o wahaniu skoficzonym. Niech af, b, beds Wwspol-
czynnikami Fouriera funkeji okresowej y. Z twierdzenia 3.2 wynika, ze
dla kaidego ze R

et tele—) 8 plet)—p-) & T
T e =PRI % N cosma t Bysinna),
n=1
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przy tym ostatni szereg jest zbiezny jednostajnie, jedli funkeja ¢ (a wiee
takze funkeja yp) jest ciagla.

Z definicji wspdlezynnikéw Fouriera funkeji y otrzymujemy przez .
catkowanie przez czesei dla n=1,2, ...

ERE

ap =

2:-: 1 2n .
J () cosnedr = —;f%gdw(w) =
0 0

1  sinaz by
=“;0f wo @)=y
i analogicznie b, = an/n. Z powyzszych réwnofei wynika bezposrednio
pierwsza z réwnosei (9). Druga z réwnosei (9) wynika z pierwszej, gdyz
n-te sumy czedciowe obydwu szeregdw sa identyczne.

Jezeli ¢ jest catkg nieoznaczona pewnej funkeji fsf,.m, to szereg
Fouriera-Stieltjesa funkeji ¢ jest identyczny z szeregiem Fouriera (1)
funkeji f (por. uwagi na poeczatku §4). Z twierdzenia 4.1 wynika, ze
w tym przypadku

o0 o
=ct B2y 3 (o gy b )z- Y s
(10) @(r)=c+ 5 + 2\ sinnr neosnm e+ Cox+ it
ne

n=—00

dla x ¢ R, przy tym szeregl po prawej stronie (10) sa jednostajnie zbiezne.
W rezultacie,

=H{B—a)+ 2 (—_(sinnﬂ—sin-na)—ﬁ(cos nf—cos na)) =
fn=1
s I
=f922dx+21 (ancosnz + by, sin nx) de
a n=1 a

i analogicznie

© 4
(12) ff(a;)da;: > [ euemn=o.

a n=—0o0 a
Zatem :
4.2. Aby obliczyé calke funkeji fiign w przedziale a; B, wystarczy
scatkowad w nim wyraz po wyrazie jej szereq Fouriera.
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Podstawiajae w (10) # = 0 i odejmujac od (10) otrzymang w ten
8pos6b réwnogé, otrzymujemy nastepujaca tozsamosd: :

0o\ . b
¢(-’7ﬁ)=¢(0)+%+2(ﬁsmnw+Z(l—cosnm) =

- ‘ " n gine_
— g0 +o+ D, P2(ene—1).
N==—00
Stad przez zrézniczkowanie
4.3. Dla dowolnej funkcji f e Lo, o rozwinigciu (1)

_ dfayr 3 (a,n . bat ) _
(13) f(x) —-%(7-}-21 %smnm-i-%(l cosnz)l) =
—
g z
_a " Cn ; _d ( it )
_%(eam—}- 2 i—ﬁ(e"x—l)) = c,,afe dt
prowie wszedzie w K.

n=-—00 n

Szeregi wystepujace w tych réwnosciach sq zbiesne jednostajnic na
catej prostej R.

Z twierdzenia 4.3 wynika bezposrednio, ze

4.4, Jezeli funkeje f, g e Lz majq ten sam szereg Fouriera, to sq réwno-
waine (ten. f=g w preestreend 1.

Kazda funkeja fEEgﬁ jest wiec wyznaczona jednoznacznie przez
swéj szereg Fouriers, chociaz — jak zobaczymy w nastepnym paragrafie —
nie zawsze jest jego sumg.

ek

CWICZENIA. 1. Wapdtezynnikamsi Fouriera-Stieltjesa przeliczalnie addytywnej,
skonezonej funkeji zbioru », okreélonej na ciele B(G) podzbioréw horelowskich prze-

dzistu G = 0; 2, nazywamy liczby

a"=%fmsﬂxdv(a:) (n=0,1,2,.),
g
1r.

bn=;fsm7udu(x) (n=1,2,..),

cnzz—lnfe_imdv(m) =0, %1, +2,.).

Udowodnié, e funkeja » jost jednoznacznie wyznaczona przez swoje wspélezyn-
niki Fouriera-Stieltjesa a, 15, (lub przez €.
2. Znaleté ogélng postaé fumkeji f T, , dla ktérych

jrf=1.

icm
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(Wsk.: Skorzystaé z jednoznacznodci rozwiniecia na szereg Fouriera oraz z twier-
dzenia 2.1.)

3. Dla danej funkeji ¢ ‘fm znaleZé wszystkie funkeje fsfm speln iajace réw-
nodé fxg =0.

(Wsk.: Scharakteryzowaé funkeje f o tej wlasnodei za pomoesy ich wsp btezynni-
kéw Fouriera c,, korzystajac z twierdzenia 2.1.)

4. Znalezé wszystkie wartofei wiasne 1 i funkeje wlasne f réwnania calkowego
jednorodnego

am
fl@) =4 [ gla—bftidt=0 (O<z< )
L]

(tzn. wszystkie pary 1, f spebniajace to réwnanie). O funkejach f i g zakladamy jedynie
ich calkowalno$é w 0; 2.

(Wsk.: Rozwinaé f i g na szereg Fouriera.)

5. Méwimy, ze funkcja @ o wahanin skohczonym Jjest znormalizowana, jezeli

?(z) = 3 (p(x+) +(v—)) dla kazdego z.

Zbiér ¥, wezystkich znormalizowanych funkeji o wahaniu skoficzonym, okre-

dlonyeh na proste] R i spelniajacych warunek (2), jest przestrzenia Banacha, jeshi
jako norme |gf, funkeji p e ¥, przyjaé wahanie bezwzgledne funkeji ¢ w przedsiale
0; 2 (lub — co na jedno wychodzi —w dowolnym przedziale a; a-+2x). Dwie funkeje
@,, ¢, € ¥, Uwazamy za réwne w przestrzeni ¥V, wtedy i tylko wtedy, gdy réinia sie
o stala. Przestrzeri Banacha ¥, jest pierScieniem unormowanym przemiennym, jefli
jako iloczyn dwu funkeji g,y e ¥V, Przyjaé funkcje ¢ o p zdefiniowans wzorem

a+2m

poy@) = [ plz—tdpt)y da xR

(calka ta nie zalezy od liezby a).

(Wsk.: Dowody przeprowadza sie w taki sam sposéb jak w rozdziale XII, §3, E
i w rozdziale XII, §9, E.)

6. Zbiér wszystkich znormalizowanych funkeji okresowych o wahaniu skoriczo-
nym (funkeje réinigee sie o stala utozsamiamy) stanowi podpiericien liniowy pier-
cienia V,_.

7. Jedli {e;} i {¢]} sa wspélezynnikami Fouriera - Stieltjesa funkeji ¢, PV,
(w postaci (5)), to wspélezynniki {¢,} Fouriera- Stieltjesa funkeji p=p, o ¢, wyrazaja
sie wzorami

¢, =2mele) (n=0, +£1, +2, e)e

(Wsk.: Dowdd jest taki sam, jak dowéd twierdzenia 2.1. Skorzystaé z rozdziatu X1,
10.2, (5).)

8. Jesli {¢,} jest ciagiem wspélezynnikéw Fouriera - Stieltjesa funkeji ¥,
(W postaci (5)) i g(r) = p(—=), to {2n]e,[?} jest ciagiem wspélezynnikéw Fouriera-Stiel-
tjesa (W postaci (5)) funkeji ¢ e .

9. Niech g e¥,_, §(x) =@(—2) oraz y = p e 3. Wowezas

PO+ —9(0-) = Ylp(@+)—pz—)p,
xr

i
|
i
i
H
{
:
:
i
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gdzie sumowanie rozeiaga sie na wazystkie punkty nieciaglogei funkeji @, polozone
w przedziale @; @ + 2.

10. Niech {c,} bedzie ciagiem wspélezynnikéw Fouriera - Stieltjesa (w postaci (5))
funkeji y e ¥, Dla dowolnego ciggu {m,} liczb eatkowitych

m,th—x
lim L Z o; = (0+)—p(0-)-
ﬂ—?OQ ’=‘7ﬁn

(Wsk.: Skorzystaé z rozdziatu XI, 8.1 (e).)

11. Niech {c,} bedzie ciagiem wapélezynnikéw Fouriera-Stieltjesa (w postaci (5))
funkeji ¢ ¢ ¥, Dla dowolnego ciagu {m,} liezb calkowitych

mn—«n—l
tim 2% 2 e l’—Z lp(e+)—p (-2,
nso0 T j=my,

sumowanie po prawej stronie rozciaga sie na wazystkie punkty nieciaglodei funkeji g,
potozone w przedziale @;a -+ 2.

(Wsk.: Skorzystaé z éwiczen 9 i 10.)

§ 5. Twierdzenia o rozbieinoéci. Liczbe

2

1 (s %
° -7

2“3111 n+4)t

(por. § 2, (18)) nazywamy n-ta sialg Lebesgue’a. Wykazemy, ze

(2) lim d, = oo,
n—+oo
dokladniej, ze
' 4
@) logn  =*°
Mamy

gdzie

%!(93111@/9) t)\sm (n+3) tldt

jest ciagiem ograniczonym:

icm

§

Nastepnie

gdzie

flsm(n+2)t]dt f‘ e [sin(n +$)7]
__/ ] y

’

Ty =

ni(nt+§)

5. Twierdzenia o rozbieinosci

dt 41y,
=1 (kD)D)

sin(n+1 T
LM,K f 1,
nnl(n+d)

jest ciagiem zbieznym do zera.

Przez podstawienie Y=

knl(n+3)

E=1)z/(n+3)

(n+3)t/r—k+1 otrzymujemy

- 1
sin (n -+ 1)¢ © sinmy
sk

W rezultacie, oznaczajac

otrzymujemy

Zatem

9

= ™
Z = Y[ STy . [ sin(n 1)t
ﬁyn‘:—rn-—‘/_lj dy+rn<J L_.(—t—}_—’)_’dts
0

4

f

n
sinw
<ot ¥ [ D7y
tmnd

N n
sinny . 1
“ = 2 %
i Y v.olom k’
=1

k

k— (I'yTr"":cT Vu— + .

4

2 9 2
FEt L e <dpy < ety L2
Yn e A \Trc+ﬁ2/"—1 T _‘_rrn".“rn,

skad, poniewaz lim 2%

Niech B C C(0; 2x) oznacza zhidr tych funkeji ciaglych 7 na od-

cinku 0 2m, ze [(0) = f(2x). Wyrazenie

()

gdzie geL(0; 2x) jest funkejonalem liniowym na C(0; 2n) z normg

n-clOgn

Vn— . .
n_mb;; = 1, wynika bezpogrednio (3).

i) = [ i@y,

7]

2x

= Jlg@|as =gl

187
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(por. rozdziat XII, 6.3 i uwagi na konen § 6, rozdziail XII). Tym sa-
mym F jest funkejonatem liniowym na podprzestrzeni H. Wyka?emy,
s norms funkcjonatu F|E jest réwniez liczba [gfh. Istotnie, z jednej
strony

17l <lghlfle da feE,
a wiec
®) I7IE] <lgl.-
7 drugiej strony, dla danej liczby &> 0 istnieje funkeja fo € C(0; 2m)
taka, e [flc=1 oraz IF(f)] = |gh(1—e/2). Modytikujac odpowiednio
funkeje f, w dostatecznie malym przedziale przylegtym do jednego
z punktéw 0, 2n mozemy otrzymaé funkeje f.e E taka, ze |flo=1
i [F(f)—F(fo)l < 3elgl.. Stad ’

lF(fl)] = ng‘h(l— &),

a wiee [P|B] = |gl(1— &), co wraz z (5) dowodzi, ze lgl, jest normg funk-
cjonatu F|B.

Wyrazenie (4) moze byé réwniez interpretowane jako funkecjonat
liniowy na C,,. Poniewaz przestrzenie C,. i I s3 réwnowazne, normg
funkejonatu F na Cp. jest réwniez liczba

[ lg(@)|dz.

Uwage powyzszy wykorzystamy przy dowodzie nastepujgcego twier-
dzenia.

5.1. Zbir funkeji fe Ca takich, Ze w pewnym ustalonym punkcie
@€ R ciag liczbowy {su(f; ®o)} jest ogramiczony, jest pierwszej kategorit
w Cop.

Przy ustalonym z, n-ta suma czefciowa

2m

salf; @o) = | 1(8)0u(mo—1)

0

(por. § 2, (19)), rozpatrywana jako funkcja zmiennej f e Gy, jest funkcjo-
natem linjowym o normie

[ Pale—0)] @ = [ [0a(t)|d = dn .

Poniewaz ciag norm nie jest ograniczony (por. (2)), wiec z twier-
dzenia Banacha-Steinhausa (rozdziat XII, 4.9) zbidr [f: sup|sa(f; #)| < o]
n .

jest pierwszej kategorii w Co,.

“icm
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5.9, Istnieje funkcja okresowa ciqgla, kidrej szereg Fouriera jest roz-
biezny w pewnym wieprzeliczalnym zbiorze drugiej kategorii gestym ma pros-
tej R1).

Niech {z,} bedzie ciggiem zawierajacym wszystkie liczby wymierne.
Na mocy 5.1 zbiory

Zp=1f: Supisn(f; xm)J< 0] CCy, (m=1,2,..)

sg plerwszej kategorii w Cor. Tym samym zbidr Z = Z,+Z,+... jest
pierwszej kategorii w C,.. Poniewaz przestrzen C,: jest zupela, wiec
z twierdzenia Baire'a (rozdziat IT, 6.1) wynika istnienie funkeji f, e Cor—Z.
Funkeja f, ma zgdane wiasnodei. Istotnie, zbiér liczb rzeezywistych

A =[x Slip[sn(foi z)| = oo]

zawiera wszystkie liezby wymierne, jest wiec gesty. Z twierdzenia 1.3
z rozdzialu IV wynika, ze A jest zbiorem G;. Zbiér R—A jest wiee zbio-
rem F, brzegowym, a wiec zbiorem pierwszej kategorii (por. rozdziat II,
8.4). Z twierdzenia Baire’a wynika, ze A jest zbiorem drugiej kategorii.

5.3. Istnieje funkcja f,€ L., kidrej szereg Fouriera nie jest zbieiny
w przestrzeni Ls. .

Dokladniej: .

Zbior wszystkich funkcji fe Ls., kiorych szereg Fouriera jesi zbieiny
w przestrzeni Ls., jest pierwszej kategorii w Ls..

Przypominamy, ze na mocy twierdzen 2.3 i 4.4 jezeli zzereg Fouriera
funkeji f € L, jest zbiezny w przestrzeni L,., to sumg jego jest funkeja f.

Aby udowodnié twierdzenie 5.3 zauwazmy, Ze operacja T,, Pprzy-
porzgdkowujaca kazdej funkeji feLs. n-ta sume czedciowa jej szeregu

Fouriera:
2

Tu(f) ) = salf; @) = [ Dulz—t)f (1)t ,

jest Liniowa i odwzorowuje L, w Ls.. Z twierdzenia 5.11, rozdziat XIIT
(interpretujac funkeje f e Lo, jako funkeje nalezgce do L(0; 2x)) wynika,
ze normsy operacji T, jest liczba

= b
supess [ |Da(w—1)|d = supess [ [ba(t)|dt = da.
° o<z<w §

o<

1) Pierwszy przyklad funkeji ciaglej o rozbieiznym szeregu zostal podany przez
du Bois Reymonda [1]. )

Zastosowana w dowodzie twierdzenia 5.2 metoda zageszczania punktéw rozbie-
noécel pochodzi od Orlicza [4].

Banach i Steinhaus [1] podali przykiad funkeji feL, , ktérej szereg Fouriera
jest rozbiezny wazedzie z wyjatkiem calkowitych wielokrotnosei 2r.
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Poniewaz ciag norm {|T.|} nie jest ograniczony (por. (2)), wiec
z twierdzenia Banacha-Steinhausa 4.7 z rozdziatu XII wynika, ze zbiér
[f: sup|Tw(f)]; < ool (a wiee tym bardziej zbiér funkeji f € Ly, dla ktérych

ci@g“Tn(f) =8, jest zbiezny), jest pierwszej kategorii w L,..

Zwracamy uwage, ze — jak juz wspominaliSmy o tym wrozdziale XIIT,
§ 5, A — istniejy funkeje f e Ly,, ktérych szereg Fouriera jest wszedzie
rozbieiny !). Zagadnienie, czy istnieje funkeja ciggla okresowa o wsze-
dzie rozbieinym szeregu Fouriera, jest dotad nierozwigzane.

Nie wiadomo takze, czy istnieja funkeje okresowe ciagle, ktérych
szereg Fouriera jest rozbiezny w zbiorze miary dodatniej. Réwniez za-
gadnienie zbieinofei prawie wszedzie szeregéw Fouriera funkeji fe L.
jest otwarte.

Mozna wykazad®), ze istniejy funkeje okresowe ciagle f takie, ze
kazdy podeiag ciagu {s,(f; #)} sum czedciowych jest rozbiezny co naj-
mniej w jednym punkeie. Z drugiej strony, dowodzi sie 3), ze kazda funkeja
okresowa ciagla jest sumg dwu funkeji f,, f, okresowych ciagtych takich,
Ze ciggi sum ezeciowych {s,(f;; )}, {su(fo; )} zawieraja podeiagi zbiezne
jednostajnie.

Dla kazdej funkeji fe Cp i dowolnie matej liczby ¢ >0 istnieje
funkeja f, e Gy, taka, ze zbi6r [2: (Al®) 5 f(#))- (0 < @ < 2m)] ma miare <&
i szereg Fouriera funkeji #, jest jednostajnie zbiezny ¢4). Podobnie kazda
funkeje f e L. mozna zmodyfikowaé w zbiorze miary dowolnie malej
tak, by jej szereg Fouriera stal sie jednostajnie zbiezny %).

Z twierdzenia 5.3 wynika, ze dla dowolnej funkeji f e Ly, calka

[ lsalts @) —f (@)} do

na ogét nie dazy do zera, gdy m—>oco. Natomiast prawda jest ®), ze dla
dowolnej dodatniej liczby a <1 i dowolnej funkeji feL,,

2r
(6) ,“Mf; o) —f(#)|°de—0, gdy n—oo.
1]

. Z (6) wymka, ze dla dowolnej funkeji f ¢ Lo, ciag {su(f; )} sum cze-
feiowyeh jej szeregu Fouriera jest zbiezny wedlug miary do funkeji f

) 1y Ko¥mogor-oﬁ [4]. Marcinkiewicz [2] udowodnil, 76 istnieje funkeja f e L, o pra-
wie wazedzie rozbieznym szeregu Fouriera taka, ze limsup |s,(f; ©)] < oo prawie ;;z@dzie.
1) Menchott [6]. i
?) Menchoff [6] i [8].
4) Menchoff [5].
%) Menchoff [5] i [8].
) Kolmogoroff {3].
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w przedziale 0; 2n (dowdd jest taki sam jak dowdd twierdzenia 2.5, roz-
dzial XII). Zatem ciag sum czefciowych szeregu Fouriera kazdej funkeji
fe 1., zawiera podciag zbiezny prawie wszedzie do f (dla funkeji fe Iz por.
silniejsze twierdzenie 8.7).

GWICZENTA. 1. Niech T,,(f) oznacza n-ta sume czeSciows szeregu Fouriera funkeji
f € L, . Sprawdzi¢, ze

T.(H] 4
meup “1"(2'1”< =i, da feIf (I<p< o).

)
2. Zbiér funkeji feL, takich, ze limsup“s“(j; z)]dz = oo dla kazdego prze-
n>00 a

dziatu a; B, jest drugiej kategorii w przestrzeni L, (twierdzenie Banacha-Steinhausa !)).
(Wsk.: Z twierdzenia 5.3 wynika, Ze istnieje funkeja f,eL,  taka, ze

2w
Yimsup [ |8y(fa3 2| dor = oo.
P
Zatem albo
T T
]imsupf[s_(f; xz)|dx =o0, albo l'unsupf]s”(fl; z)de = oco.
n—o0Q 0 700 ”
Przypuiémy, ze pierwsza réwnosé jest prawdziwa. Woéwezas takie
ZZT
limsup [ |s,(f,; 2){dz = oo,
n—00
gdzie fiz) = fi(x+=). Kontynuujgc opisane postepowanie wykazujemy, ze dla do-
wolnych liczb naturalnych j i m (1< j<C 2™) istnieje funkeja f ¢ L, taka, ze
' jna™
limsup | ls,(f;#)|de = oo.
P Gz
Zastosowaé zasade zageszezania osobliwosei — rozdziat XII, § 4, éwiczenie 2.)

§ 6. Twierdzenie Fejéra. Nastepujgca uwaga z teorii eiggéw liczbo-
wych stanowi podstawe dalszych rozwazan w niniejszym paragrafie:

1) jezeli lims, = s, to lim So TSt e

T 8.
n->o00 n—+o0 "~ 1

ﬁ—%—:;ﬁ jest zbiezny do liezby s, to mé-
wimy, ze ciag {s,} jest limitowalny metodq Srednich arytmetycanych (lub:
metody pierwszych srednich) do liezby s. Kazdy ciag zbiezny (o wyra-
zach skofczonych) jest wiee limitowalny metods érednich arytmetyez-

Jezeli cigg o, =

1) Banach i Steinhaus [2].
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nych do swojej granicy. Twierdzenie odwrotne nie jest prawdziwe: istniejs
ciagi rozbiezne limitowalne metoda $rednich arytmetycznych, na przy-
klad ciag s, = (—1)" jest rozbiezny, a odpowiadajacy mu cigg srednich

141
= 1)
uwazaé wiee za pewne uogélnienie pojecia granicy ciagu {s,}, a limito-
walnosé metodg $rednich arytmetyeznych — za nogélnienie pojecia zbiez-
nosei.

W dalszym ciagu jako {s,} bedziemy przyjmowaé ciag {s.(f; #)} sum
czedciowych szeregu Fouriera pewnej funkeji okresowej f. W paragrafie
poprzednim. stwierdziliSmy, ze z reguly ciag {s,(f; z)} nie jest zbieiny
do f(x). W paragrafie niniejszym wykazemy, ze — dla réznych rodzajéw
zbieinosei — ciag {sn(f; )} jest zawsze limitowalny metods pierwszych
§rednich do funkeji, f(z)

Przyjmujemy nastepujace oznaczenia:

solf; @) +8(f; @)+ .-+ salf; &

jest zbiezny do zera. Granice ciggu frednich {o,} mozna

(2) on(@) = on(f; x) = ]
Dot} +Dy(t) . +0u{t) 1 3 sin(k+4)t
B) )= ,,H,Tl T D) & gmsm(i2)

kO] o

L [smernl)
:2ﬁ(n+1) sin (72)

Funkeje =f, nazywamy n-tym jedrem Fejéra. Poniewaz

$a(f; ) = [ * Dyf2) )
wiee

L= sin(n-l—l)%la
@ el =) = gy [ fle—t\ gy ) @

Podstawiajac we wzorze (4) f = 1 otrzymujemy (poniewaz o,(1; z) = 1)

N

: P (sin(n-l—l)%
@ D)) \ ) 4

tan. [fufi=1 dla n=0,1,2,... Z (4) i (5) wynika, ze

. t\?
pCee J a1 ’J‘”(W) .

(6) onlf; €)—f(2) =

“icm

§ 6. Twierdzenie Fejéra 193

6.1 (Twierdzenie Fejéra 1)). Dla kasdej funkeji okresowej ciaglej f € Con
ciag {oa(f; ©)} jest zbwzny jednostajnie do f ma prostej R (ten. jest zbiedny
do f w preestrzens Cz,‘ ).

Interpretujmy on(f; ) jako operacje liniows T, ktéra kazdej funkeji

1 € €. przyporzadkowuje funkeje on(f; ) nalezgeq réwnies do Cor. 7 (4)
i (5) wynika, Ze

(7 [ TaH e < Ifl:-1flé = [7lo-
T, jest wige operacja liniowa o normie |[7,] <1 (mosna wykazad,
ze dokladnie |7,]=1), przy tym
0, gdy n < ||,
dla j(z) = ei*= w(f5 2) = ;
®) a fla)=e  onf; ) (1_%11,7{I - eike, gay > 1.

Zatem na zbiorze liniowo gestym (por. 3.6), zlozonym z funkeji
(9) ¢ (=0, +1, +2,...),

ciag operacji linjowych 7', o normach wspdlnie ograniczonych jest zbie-
zny. Na podstawie twierdzenia 4.6 z rozdzialu XII ciag operacji {T,}
jest zbiesny w calej przestrzeni Ce. do pewnej operacji liniowej 7.
Z (8) wynika, ze TI'(f)=f dla kazdej funkeji postaci (9). Poniewaz
funkeje (9) tworzg zbibr liniowo gesty, wiee 7'(f) = f dla kazdej funkcp
e Con (por. rozdzial XTI, 4.2), tzn.

On=Tuo(f)~f w Cox, c.b.d. o.

Twierdzenie 6.1 jest szezegblnym przypadkiem nastepujgcego ogdl-
niejszego twierdzenia.

6.2. Jezeli funkcja feLo, jest ciggla w kasdym punkeie pewnego
2bioru domkmigtego A Ca; a2z, to

on(f; 2)~F(®) jednostajnie na ebiorze A.

Wystarczy rozpatrzyé przypadek, gdy A C0; 2=. Niech bedzie
dowolng liczbg dodatnig i niech 6 > 0 bedzie takg liczba, ze (por. roz-
dzial ITI, 4.1)

fle—t)—fl@))<e dia wedilt]<s

1) Fejér [1]. . -
Funkcje rzeczywiste IT 13
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Niech |f(z)| <M dla zeA. Jezeli xe A, to z (6) i () wyni-
ka, ze

1 2
2n-6 sin(fn—l-l)E
lonlf; w)—f($)|=ﬁ(—,};q”f (f@—1)—f(@) ("sm(t/z) )"”
s

sm(n+1)2
S n+l) f( s(72) )d“L

2n—3 21:—6

1 [f(@)]
+§-»(_7z+1)sin2(6/2)6f o0&+ 5 Tysmara2) J <

2n—3 2n—8

i .1 |1 ()|
ga;{ f"(t)dt+ﬂ(—7»+l)sin2(6/2)_{ VH@=1d+ oy smaa) <

N 1

<t raya (5 Mk )< 26

dla n dostatecznie duzych, co dowodzi jednostajnej zbiesnogci
na 4.
Z twierdzenia 6.2 wynika, ze

6.3. W kasdym punkeie © ciqglosei funmkeji e Lox

Lim oy(f; @) = f()

Stad oraz z (1) woioskujemy, ze

6.4, Jesoli funkeja f e Lo, jest ciagle w punkcie x 1 jej seereg Fouriera
jest 2bietny w tym punkeie, 1o jest 2biedny do liczby f(w).

Dowéd nastepujacego twierdzenia jest taki sam jak dowéd twier-
dzenia 6.1.

6.5. Dla kasdej funkeji fe L2, (1 P < oo) ciag funkeji ouf; x) jest
2biesmy do funkeji f w preesirzeni L2..

. Oszacowanie (7) trzeba obecnie zastapié przez nierdwnogé
TNl <[fle-17lp = Il »

wynikajacs z twierdzenia Younga, rozdzial XII, 8.3 (gdze ¢=1
ir=yp)

-
@
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6.6. (Twierdzenie Lebesgue’al)). .Dla dowolnej funkeji fefz,, ciqg
{on(f; @)} jest abiesmy prawie wszedeie do f(x).

Wystarczy udowodnié, ze
(10) onalf; @) —f(2) >0

w kazdym punkeie Lebesgue’a funkeji f (por. rozdziat X, 5.14), tzn. w kaz-
dym punkcie z, w ktérym
lim 2 =0,
v Y
gdzie

” .
= [lf@—t)—f(a)]dt.

Wyprowadzimy przedtem pewne pomocnicze oszacowania. Poniewasz

| sinx 2

et B .
’ » (\l‘i“(ﬁf dla m;éo,

wiee

jsin'n% 4n

| <
| Z m dla ts£0.
2

41 i
sng]>35
wiee
1
‘hm')ba an
Jsm(t/2)<2+n]tj dla 0 <]t <9,

Niech ¢ bedzie dowolng liczby ‘dodatnia i niech &> 0 bedzie taks
liczba, ze d < min(dy, =), oraz

@(t)]
9. an o<py<s

Stosujac powyzsze oszacowania i cafkujae nastepnie przez czefei
otrzymujemy

1) Lebesgue [1].
13*


Yakuza


XIV. Szeregi Fouriera

196
. i\ 2
1 d sm’"'g at| <
o [ (fo—t)~1(a) <
n‘”af(f( ) sin;
8
1 32 , 1 -
< flf<””t>*f(”)lmd‘=;ﬁf"”“) @Fap ™=
= J Y
32n (¢(3) 2nt

='—T(T'm+nf£§i'm”)<

o0
32n é 29 _
(“(2+ms)2 +e f )=
32né

16
= (o o)<

dla n dostatecznie duzych, n >n,. Analogieznie dowodzi sie, ze

; 9 2
igin J(f(wmt)_f(w)) (S:lf // )dt1<68
dla » > n,. Nastepnie .
s . one
o | He—0—1(o) (S | <
| T e T
1 @
g | VOOl g | %<
1 1
<m(§ﬁfﬂ1+lﬂm)l)<e

dla » dostatecznie duzych, n > n,. Zatem dla % > max(n;, n,) (por. (6))
—5

-
loncslfy o) —1@)| = | 5 [ (o) ~1(o) (Sorihy) | <

< 6g+6este=13¢,

co koticzy dowéd wlasnosei (10).
6.7. Jeseli szereg Fouriera funkeji f e Lo, jest zbiesny w kasdym punkeie
pewnego zbioru A, to jest zbiezny do f(z) w prawie kaidym punkeie zbioru A.
Twierdzenie 6.7 bezpofrednio wynika z (1) i twierdzenia 6.6.

icm
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CWICZENIA. 1. Jezeli granice f(wo+) i f(w—) istnieja, to 0, (f; %) -
- 3(f (o) +Flao—))

2, Jezeli funkeja f jest ograniczona, to funkeje o,(f; %) sa wspblnie ograniczone,
Ponadto

fa@) < liminfoy(f; @) < limsup o, (f; 2) < ful)
00 7n-+00

gdzie funkeje f; i f; 8a zdefiniowane jak w éwiczeniu 1, rozdziat III, § 5.

3. Sumami de la Vallée Poussinal) funkeji okresowej f nazywamy wyrazenia

Tn(a;) _ Sn(ﬂ?) + 8, +1($)”+ .+ ,,,_l(x) (n=1,2, Y

Sprawdzié, ze sumy z,(z) posiadaja te same whasnosei, co érednie o,(z), tzn. twier-
dzenia 6.1-6.3, 8.5 i 6.6 pozostaja prawdziwe, jedli zastapié o,(x) przez ,(x). Ponadto,
jesli f jest wielomianem trygonometryeznym stopnia < m, t0 7,(z) = f(x) (srednie g,(x)
nie maja tej wiasnosei).

Znalesé jadro, tzn. funkeje g(b(m)+... +

e (@), sum de la Vallée Poussina.
(Wsk.: Wyrazié 7,(») przez o,(z).)
4, Wyrazenie

.- 2n
(2n T 2x

i

(o) = o f f(®)cosm

nazywa sig calkq osobliwg de la Vallée Poussina. Sprawdzié, e ,(w) jest wielomianem
trygonometrycznym stopnia <Cn oraz Ze wielomiany v,(x) speliajs twierdzenia ana-
logiczne do 6.1-6.3, 6.5, 6.6.
S, Jedli » nie jest catkowita wielokrotnofeig liczby =, to ciag sum czeSciowych
szeregu trygonometryeznego
1/2 + cosw + cos 2z + ...
jest limitowalny metods pierwszych érednich do zera, a ciag sum czeciowych szeregu
sinw + 8in 22 + ...
jest limitowalny metoda pierwszych &rednich do }ctg 3.
6. Jezeli ciag o,(x) frednich arytmetycznych sum eczeSciowych s,(») pewnego
szeregu trygonometryeznego jest zbieiny jednostajnie, to szereg ten jest szeregiem
Fouriera pewnej funkeji okresowej ciaglej.

§ 7. Absolutna zbieino$¢ szeregéw trygonometryczmych. Jezeli

laolf2+ 3 (an] +]B4)) < 00,

1
n=1
to szereg trygonometryczny
2) o2+ Z(a,,cosm:+b,.ainnm)
n=1

jest zbiezny bezwzglednie w kazdym punkcie z. Na odwrét,

1) De la Vallée Poussin [2], str. 34.
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7.1 (Twierdzenie Fuzina-Denjoy 1)). Jezeli szereg (2) jest zbieiny bee-
weglednie w pewnym 2biorze A miary dodatniej, fo szereg (1) jest zbieiny.
Wystarezy rozwazyé przypadek, gdy wspélezynniki a,, b, 53 rze-

czywiste.
Niech

0y, COSND + by SINNE = 7, CO8 (NT + 2y,) ,
gdzie ’
Yo = V“i""‘ bi H
a @, jest odpowiednio dobrang liczha rzeczywisty. Z zalozenia funkcja
g(x) = Z'rn[eos(mn—f—wn)]
n=1

jest skoficzona dla « < A. Istnieje wiee zbiér 4,C A miary doda.tnlej
i Hezba skoriczona M taka, ze

go)< M dla wed,.

Z twierdzenia o calkowaniu szeregéw o wyrazach nieujemnych (roz-
dziat VII, 3.3) wynika, ze

(3) Zrn f]eos (2 -+ 20) ]dm—f g(@)do < M|A4,*
n=1 D
Poniewaz

lcos (nz + a4)| > cos(n@ + @) = § (1 +cos(2naw+2ay)) = -
= §(1-cos2nx- cos 2z, —sin2nx- sin2x,,) ,
wigo
f[cos(nm-}—a‘,.)]dm > 3|4, + $cos 2z, fcos 2 dw — }sin 22, fsin 2nwds .
AD ) AO AO

Ostatnie dwie calki dazg do zera na podstawie twierdzenia 2.4 (gdzie
jako f trzeba przyjaé funkeje charakterystycznae zhioru 4,). Zatem
dla »n >mn,

f [€0s (e + wp) | diw = 1| 4o}
‘40

Stad oraz z (3) wynika, ze Z Tn < 00, ¢o implikuje bezposrednio

n=1

wlasnodé (1).

1) Lusin [2], Denjoy [1].
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GWICZENIA. 1. Przyjmijmy te same oznaczenia, co w dowodzie twierdzenia 7.1.

Jezeli 7, +7y+... = oo, to zbiér punktéw, w ktérych g(z)< oo, jest zbiorem F_
pierwszej kategorii.

Inaczej méwige: jezeli szereg trygonometryczny (2) jest zbiesny bezwzglednie
w zbiorze drugiej kategorii, to zachodzi nieréwnofé (1)?).

(Wsk,: Skorzystaé z rozdziatu IV, 1.3 i rozdziatu II, 8.4.)

2. Jezeli funkecja f € L, o rozwinigeiu (2) jest parzystai a,>0dlan=0,1,2,..,
t0 @+ 8yt ... < oo (a wieo feC).

(Wek.: Sprawdzié, 7e ao/2+a,+ ...+, << 20,(0).)

3. Jezeli dla pewnego ciagu x, ¢ R i pewnego ciagu rosnacego liczb naturalnych {m,}

limcos(m,w+2,) =0 dla xed,
100
to |4] =0,
(Wsk.: Skorzystaé z twierdzenia 2.5 (i) i tozsamofci
f dz =2 f cos(my, x + w,) dew +- sin 2, f sin 2m,, x de — cosf2w, f 08 211y, x div.)
4 4 4 4

4. Jezeli dla pewnych ciagéw liczbowych {a,}, {b,} jest
a,cosng + by, sinnz— 0

na pewnym zbjorze A miary dodatniej, to a,—0 i b,—0.

Zatem, jedli jaki§ szereg trygonometryczny jest zbieiny w zbiorze miary dodatniej,
to jego wepblezynnild dazg do zera (twierdzenie Lebesgue’a-Cantora).

(Wsk.: Skorzystaé z éwiczenia 3.)

Uwaga. Zbiesno§é do zera wspélezynnikéw jest warunkiem konjecznym, lecz
nie wystarczajacym zbiefnosci szeregu trygonometrycznego na zbiorze miary dodat-
niej. Istnieja szeregi trygonometryczne o wspélezynnikach dazaeyeh do zera, rozbiesne
w kazdym punkeie #).

Mozna nawet podaé prayklad takiego szeregu trygonometryeznego o wspblezyn-
nikach dazacych do zera, ze zaden podeiag ciagu sum czefciowych nie jest zbieiny
prawie wszedzie do granicy skohczonej ?).

Zauwazmy jeszcze, ze dla dowolnej funkeji okresowej, mierzalnej, prawie wsze-
dzie skoficzonej, istnieje szereg trygonometryczny, zbiesny do niej prawie wszedzie %).

§ 8. Funkcje o kwadracie calkowalnym, Ciagi

1) 1/2, cosz, sinz, cos2z, sin2wz, ...
oraz
(2) e, k=0, 41, £2, ...

tworza uklady ortogonalne nieunormowane w przedziale 0; 2m. Przez
ich normalizacje otrzymujemy uklady ortogonalne unormowane

1 cosz sinz cos2z sin2z
(3) e =7 =
| & Vr

———y g e

1Vor’ V& V=
1) Lusin [I].

%) Lusin [3], Stecznik [1], Steinhaus [1], Menchoff [9].
) Menchoff [7].

4) Menchoff [4] i [8].
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oraz
1) l_eikw, E=0, +1, +2, ...
V2=
Jezeli
() @) ~8o/2+ D (6008 1@+ bysinng)
n=1

oraz

* .

1 COSNE sinny

6 z)r~ay —==+ —=F =
(®) oy o A(an ),
to
(7) a0=]/%°ao OraZ @y =17an, fu=VrEh, dla n=1,2,

Analogicznie, jezeli

®) f@)~ D) eqein=
oraz

ginx
) f(w>~n=2_m b 1
to
(10) Yn =17 ?;on .

Poniewaz uklady (3), (4) sa liniowo geste w I3, = 1%(0; 2x), wieo
z réwnosei (7), (10) oraz z twierdzen rozdziaty XTII, § 4, otrzymujemy
natychmiast nastepujgce twierdzenia.

8.1.N Seereg Fouriera dowolnej funkeji fefﬁ,, jest zbiedny do f w prze-
strzent L.

8.2 (Réwnofé Parsevala). Dla dowolnej junkeji feli, o roswinie-
ciu (), (8)

a+2n

J it@pde==(afiz+ 3 (anpripm) 25 3 el

a

8.3, Jeseli 1, g e 12 oraz

2 Cn €2~ f (@) ~ay[2 + 2 (@nCO8RE + b, sinng) ,

R=—00 n=1
D: o0
Y reerg(o)agl2+ ) (acosna + bysinng)
n=-—0ca

m=1

icm
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to
a—t—Zrz o0 oo
J 105G = (ayag2 + 3 (ntn+5,50) =22 Y o7
a n=1 n=-—o0

8.4. Na to, by szereq

/2 + 2 (@n COSNE + by Sin D) (lub 2 cnef"-“)

n=1 n=-00

byt szeregiem Fouriera pewnej fumkeji fezg,,, potrzeba i wystarcza, by

[aol/2+ Z (lanl+(5af) <00 ( X foalt < 00) .

N=—00
Udowodnimy obecnie, ze

8.5. Jeseli f,ge L2,

o)~ Y enene,  glay~ Y dhome,

n=~00 N=—00
to
0
H@)g(m)~ D ciem=,
N=a00
gdzie
o
(11) =D 6a_nch.
k=—00

Z 8.4 wynika natychmiast, ze szereg (11) jest bezwzglednie zbiezny.
Aby udowodnié 8.5, przyjmijmy

Tul@) = f(z) e,

Poniewaz

fl@)~ D) aruets,

[k=—c0

k=—o0

wige z twierdzenia 8.3 (gdzie f trzeba zastapié przez g, zaf g przez f)

2m

2 L
1 1 P
=g f H@)g (@) o=tmadn = of s@E@da= Y e,
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8.6 (Twierdzenie o calkowaniu wyraz za wyrazem szeregu Fouriera).
Jeseli e Ly jest funkejg o rozwinigoiu (5), (8), to
ff(w)dw: f%‘ldw+2 f(ancosnm—l-bnsinnm)dm: 2 fc,,emdw
A4 4 n=1 4 n=—00 4

dla dowolmego zbioru mierzalnego A, zawartego w preedziale P o dtugosei 2.

Oznaczmy
1 dla

0 dla

rved,

g($)={ zeP—A

i rozszerzmy funkeje g z zachowaniem okresowosei na caly prosty. Po-
niewas wspétezynnikami Fouriera funkeji g sg liezby

1 1 .
al, =g!_ cosnwdw, bp= = sinnzdz
™ i P
1
ol = e—inzdr y
2r J
A4

twierdzenie 8.6 wynika bezposrednio z wzoru (11) na cj.

7 twierdzenia 8.1 oraz 2.5 z rozdzialu XII (por. takze rozdzial XIII,
6.1) wynika, ze szereg Fouriera dowolnej funkeji jeli jest zbiemny
wedlug miary do funkeji j w przedziale 0; 2w, zawiera wige podeiag
{3mg{f; ®)} ciagu sum ezedeiowych, zbiezny prawie wszedzie do f(x). Na-
stepujace twierdzenie orzeka, ze ciag wskainikéw {m,} moze byé do-
brany w sposéb uniwersalny, niezaleznie od rozwazanej funkeji f.

8.7 (Twierdzenie Kolmogorowa?)). Niech {m,} bedzie ciagiem liczb
naturalnych takim, ée

12) Mipt1

Zx>1,

gdzie » nie zalezy od n. Dla dowolnej funkeji fgfg,, ciqg {sm,(f; @)} jest
zbieiny prawie wszedzie do f(x).

Zat6zmy, ze szereg (5) jest rozwinieciem funkeji f. Na moey 8.4
szeregi

oo Mapiy oo My,
af2+ D D (meoskwtbsinks), D D (agcosks+ bisinks)
n=0 Je=my, 1 n=1 k=g, +1 .

{gdzie m,=0) 85 odpowiednio szeregami Fouriera pewnych funkeji
91y g2 Lzz, Przy ezym
f=0+¢.
1) Kolmogoroff [2].

icm
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Poniewaz wspélezynniki Fouriera funkeji g, o numerach %, gdzie
Man—1 < & < Mgn, 89 réwne zeru, wiee

(Mon—Mon_1) Sm,, (915 &) = (Man— Man_1) 8, (g ) =
= Sy 1 +1(915 B) F e+ Sy (15 @) =
= (Man+1) Oy, (G15 %) — (Man_y +1) Oy (015 T)
Smgy_, (915 @) = Smga(1; @) =

Men+1
Man — Meon—1

Meon—1 + 1

Om, (913 T) —
945 2) Mag— Men—1

Omy,_ (15 @) =

Mon_1+1

=0my,(h; ®)+ Mam — Mg

(Umz,,(gﬁ m)“”mm_l(yli w)) .
Poniewaz ou(g;; 2)—gi(x) prawie wszedzie (por. 6.6), a ciag

_ 1+1/mey 4 2
Man—Man—1  ManfMapy 1 —1 ~ %—1

jest ciggiem ograniczonym, wiec

Mon—1+1

nhinmsm,,(gﬁ x) =f;hﬂlo'9m,,,(91§ ) =}L_1’i Smyy_y(915 @) = gi(®)
prawie wszedzie. Analogicznie dowodzi sie, ze
L s (905 @) = go()
Nn—00
prawie wszedzie. W rezultacie,
L s, (1; @) = Lim (Smath5 )+ 8m, (23 @) = g2(®) + gul) = f ()
prawie wszedzie.
CWICZENIA. 1. Szereg Fouriera sp

bezwzglednie i jednostajnie.
2. Wykorzystaé twierdzenia 8.2 i 8.3 do obliczenia sum szeregéw

2 (a’f‘n‘)” Z n’(4nl=— TN

n=1 =1

lotu f+g dwu funkeji f,g efin jest zbieiny

00

Y" 1 1

;;1 (4”1_1)1’ g(a'-—n')”

(Wsk.: Skorzystaé z éwiczenia 4, § 3.)

3. Udowodni¢, ze pierécief. 1(C) ciag
éwiezenie 1) posiada dzielniki zera. 1)

(Wsk.: Rozwazyé ciagi wspélezynnikéw Fouriera ¢, dwu dos
parzystych funkeji f,g,
g(z) = max (0, —cosx).)

6w dwustronnych (por. rozdziat XII, §9,

) z tatecznie regularnych
ktéryeh iloczyn réwna sie zeru, ‘np. f(z) = max(0, cosz),

1y Zelazko [1].
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§ 9. Dystrybucje okresowe, Twierdzenie 8.4 podaje nam prosty wa-
runek konieczny i dostateczny na to, by dany ciag liczbowy byt ciagiem
wspdlezynnikéw Fouriera funkeji okresowej o kwadracie catkowalnym.
Nasuwa sie pytanie, czy istniejg analogiczne kryteria na to, by dany
cigg liczbowy byl ciggiem wspélezynnikéw Fouriera funkeji nalezgeej do
jakiej§ innej z rozpatrywanych przez nas przestrzeni funkeyjnych, np. by
byt ciagiem wspélezynnikéw Fouriera funkeji okresowej cigglej lub cal-
kowalnej. Poruszone zagadnienie jest bardzo trudne, a uzyskane rezul-
taty maja charakter fragmentaryczny. Réwnie proste jak w przypadku
przestrzeni L. rozwiazanie postawionego zagadnienia otrzymujemy
w przypadku funkeji okresowych mnieskolriezenie wiele razy rézniczko-
walnyeh (por. § 2, éwiczenie 12) oraz w jeszeze jednym, dotychczas nie
rozpatrywanym przez nas przypadku, mianowicie w przypadku dystry-
bucji okresowych, stanowigcych uogdlnienie funkeji okresowyeh feL,..

Dla dowolnej funkeji f, okreflonej na &, niech f oznacza funkeje

f(@) =f(@+2n).

Ogoélniej, dla dowolnej dystrybueji 0 = {k, f} e D(R) (por. rozdziat X,
§ 10) niech

Tak zdefiniowana dystrybueja § nie zalezy od sposobu przedstawie-
nia, dystrybucji 6 w postaci pary {k,f}. Istotnie, jesli {%k, f} = {m, g},
gdzie m >k, to gm0 —f=we Wy, gdzie Wy oznacza, tak jak w roz-
dziale X, § 10, zbiér wielomianéw stopnia <k. W rezultacie, im-9 —F =
= ibe Wy, co dowodzi, ze {k,f}={m,§}.

Méwimy, ze dystrybucja 6 e¢D(R) jest okresowa (o okresie 2x),
jezeli

=3.

Zbiér dystrybueji okresowyeh oznaczamy symbolem Ds,.
W szczegblnodei, kazda funkeja fe Gy, jest dystrybucja okresows.
Ogélniej, kazda funkeja felLs, jest dystrybucja okresowa. Istotnie,

f=1{,g} gizie g(z)= Df f(t)dt. Poniewaz §(x)= g(»)-+const, wiee

g =§5tm f={1,g=1{1,§}=1.

Suma i rézmica dystrybucji okresowych jest dystrybuecja okresows.
Tloczyn dystrybucji okresowej przez staly jest dystrybucja okresows.
Roéwniez iloczyn dystrybucii okresowej przez nieskodczenie wiele razy
rézniezkowalng funkeje okresows jest dystrybueja okresows. Pochodna
dystrybucji okresowe]j jest takze dystrybueja okresows. Natomiast cal-
ka npieoznaczona 8, dysirybucji okresowej 6 nie zawsze jest dystry-

" £
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bucja okresows (gdyz np. catka z funkeji stalej réznej od zera nie
jest okresowa). Poniewasz
(50—90)' =80 =06-6=0 s

wiee 6,— 0, jest dystrybucja stata. W przypadku gdy 0 jest funkejg,
stata 8,— 6, jest catka funkeji 6 na dowolnym przedziale o dlugosei 2.
Przez analogie dla dowolnej dystrybucii 0 e D, staty 8,— 6,, gdzie 6, jest
catkg nieoznaczong dystrybucji 6, bedziemy oznaczaé symbolem

2

fe.

L]

Pojecie zbieznodei ciggu dystrybucji w D,. definiujemy tak samo
jak w D(&R). Przestrzen D, jest wiec domknietym podzbiorem liniowym
przestrzeni D(R).

Jezeli 6,—~6 w D(R), to takze

@y f‘0“~>- ] .

Mamy bowiem 6, = {k,fn}, 0= {k,f}, gdzie f,->F niemal jedno-
stajnie na R, a %k jest liezbg naturalng. Dystrybucm pierwotna dla 6,
jest {E—1,f}, & dla 6 jest {k—1, f}. Poniewaz f,—f i f,—f niemal ie-
dnosba]me, wiec

2r 2z
[ =1, 7~ =1, i} > =1, B— k=1, 1 = [ 6w Dy.
0 0

Niech s, i ¢, oznaczajg dystrybucje (nieskorniczenie wiele razy réz-
niczkowalne funkcje) sinnz (n=1,2,...) i cosnz (n= 0,1,2,..).

9.1 Twierdzenie Schwartzal) (i). Jeseli szereg dystrybucji okresowych

(2) 024 D (Antn+ bysy)

n=1

jest zbiezny w Do do pewnej dystrybucii 6 e Do, to

3) ——(ec,,, (m=0,1,2,..),

u.L

() bm:%f b5 (m=1,2,..).
"6

1) Schwartz [2], str. 81. Por. takie Mikusifski i Sikorski [1], str. 47.
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) (i@)‘Na odwrdt, jezeli Liczby am i by, 8a zdefiniowane wzorami (3) i (4),
gdzie 6 jest pewnaq dystrybucje okresowa, to szereg (2) jest 2biesny w Dy do 6.

) (iii) Na to, by szereg (2) byt zbiedny w Doy, potrzeba ¢ wystarcza, by
istniate taka liczba naturalna k, se ‘

(5) lima,/n* =0 ¢ lmb,/n*=0.
n—+00 N0
Wzory (3) i (4) sg analogonami wzoréw (5) i (6) z § 2.
Uogblniajge wprowadzong w § 2 definicje, bedziemy méwili, ze sze-
reg (2) o wspélezynnikach danych wzorami (3) i (4) jest szeregiem Fouriera
dystrybucji okresowej 6, a wspélezynniki (3) i (4) bedziemy nazywali
wspdlezynnikams Fowriera dystrybucji okresowej 6.

- Twie_rdzenia, 9.1 (i), (ii) orzekaja, Ze — przy zbieznodei w przestrzeni
D.E,, — Pojecie zbiesnego szeregu trygonometryeznego pokrywa sie z poje-
ciem szeregu Fouriera. Twierdzenie 9.1 (iii) podaje prosty warunek dosta-
teezn.y i konieezny na to, by dany szereg trygonometryczny byl szérdgiem
Fouriera pewnej dystrybucji okresowej. ‘

Niech s, oznacza n-tg sume czesciows szeregu (2).
Dowdd twierdzenia 9.1 (i) jest taki sam jak dowéd twierdzenia 2.3.
Zalézmy, ze s,—~§ W Dy.. Dla n > m jest
2

17 "
a’m::;‘J Snlm y bm=
0

| .
0

Poniewaz s,,c,,..—>6cm W Dy 1 8p8pm—>0m W Dy, dla n—>oc0 (por. rozdziat X,
§10, (16)), wiec na mocy (1)

(6) 1

2n 2 2r 2r
éf&nc’n—> of Ot 1 f SpnSm—> f Osm dla  m->o0,
(1] 0

cO wraz z (6) Elowodzi prawdziwodei wzoréw (3) i (4).
Dowéd twierdzenia 9.1 (ii) oprzemy na nastepujacej uwadze:

2
A) Jedli 6, e Ds,; i uf 6, =10, to 8, jest pochodng pewnej dystrybucji
o
0 € Ds,, takiej, ze [ 6,=0.
o

Istotnie, niech 6, bedzie calks nieoznaczons dystrybueji 6,. Poniewaz
R 2m
00— 6,= [ 6,=0,
[

dystrybucja 6, jest okresowa. Dystrybucja 6, = Bo—gizf"@a posiada
zadane wiasnodel. o

icm
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Aby ndowodnié 9.1 (ii) wystarczy ndowodnié, ze kazda dystrybucja
6 € D, jest suma Ppewnego Szeregu trygonometryeznego (2), -zbieinego:
w Ds,. Istotnie, z 9.1 (i) wynika patychmiast, ze szereg ten jest szere-
giem Fouriera dystrybueji 6, co dowodzi, ze szereg Fouriera dystrybueji
okresowej 0 jest zbiezny do 6.

Niech 8 ¢ Dy, i niech 6; = 0—a,/2, gdzie @, dane jest wzorem (3).
Dystrybucje 6, mozemy przedstawié w postaci 6, = {47, f}, gdzie f jest

2mn
funkcja o ciaglej pochodnej. Poniewas [ 6, = 0, wiec stosujae 4r-krotnie
; :

lemat A stwierdzamy, ze 0, jest 4r-krotng pochodng pewnej dystrybucji
okresowej 0,. Poniewaz 8,47 = 6, = f*°, wiec dystrybucja 6, rézoi sie
od funkeji f o wielomian stopnia <4r, jest wiee funkejg okresowa o cig-
glej pochodnej. Zatem szereg Fouriera

-]

2

=1

(7) %‘-’ + (0n €08 NZ + Br5inne)
funkeji 8, jest zbiezny jednostajnie do 6, a wige tym bardziej jest zbiezny
do 6, W Ds,. Z rozdziatu X, 10.3, wynika, Ze szereg

LA

(ann*tn+ Bn*Sn) ,

3
=

otrzymany z szeregu (7) przez 4r-krotne zrézniczkowanie wyraz za wy-
razem, jest zbiezny w Dy, do dystrybucji 689 = 6, = 0 —a,/2. Zatem
szereg

o

W2+ Y (ann47y+ BuSn)

n=1

(8)

jest zbiezny w Do, do 0, co kodezy dowéd 9.1 (ii).

Zarazem wynika stad koniecznogé warunkéw (5). Istotnie, zatbzmy,
7e szereg (2) jest zbieimy do dystrybueji 0. Niech Oy, Oy tny Br MAaja-
takie samo znaczenie jak w dowodzie 9.1 (ii). Z (8) i 9.1 (i) wynika, ze-

2 2r .
an=%n4'=j];f05n, bnzﬁnn4r=%f05n- °
0 0

Poniewaz szereg (7) jest szeregiem Fouriera funkeji cigglej, wiec na
mocy 2.5 (i)
a,—>0 i

skad wynika (5) dla k= 4r.

Bn—0,
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Udowodnimy obecnie dostatecznodé warunkéw (5). Niech r bedzie
taky liczby naturalng, ze 4r>%+42. Z (5) wynika, ze szereg trygono-
metryczny .

{9) 2 (% cosne -+ % sinm:)

=1
jest zbiezny bezwzglednie i jednostajnie do pewnej funkeji f € Cy,. Tym
samym jest zbiezny do f w Dg.. Z rozdziahi X, 10.3, wynika, ze szereg

otrzymany przez 4r-krotnie zrézniczkowanie szeregu (9) WYTaz Za wy-
razem, tzn. szereg )

D (nta+Ba5)
=1
jest zbiezny w D, do dystrybueji 6 = {47, f}. Szereg (2) jest wige zbiezny
do dystrybucji 64 a,/2. .
Pow%j podaliSmy definicje dystrybucji okresowyeh rzeczywistych.
W analogiczny sposéb definiujemy zespolone dystrybucje okresowe (por.

rozdziat X, § 10, éwiczenie 5). Twierdzenie 9.1 pozostaje nadal praw-
dziwe.

CWIOZENIA. 1. -szm to, by dystrybucja 6 ¢D, byla okresowa, potrzeba i wy-
stam.cza, })y dla pewnej liczby ecatkowitej nieujemnej % zachodzils réwnodé  — &, 1}
gdzie f jest suma funkeji okresowej i wielomianu stopnia <Ck.

. R . 2n
2. Jezeli 6 = {k, f,-+w}, gdzie f, jest funkejg okresows i ffa(w)da:= 0, a w jest
‘wielomignem ) ’
w(x) =% m"+...+ck_.
to I 0= Co-
o

o 3.&,Jetie]i 0eD,. i ¢ jest funkeja okresows nieskofiezenie wiele razy réimicz-

o 21

f¢'9=—fq70'.
0

o

gowy:il 'Sp:'s.wdzié, 7@ twierdzenie 2.2 jest réwnies prawdziwe dla dystrybucji okre-
5. Znale#é szereg Fouriera dystrybucji okresowe;j ]
. e 1 J» bedacej pochodna dystrybu-
cyjng funkeji E(z/2r), gdzie B{(x) oznacza najwiekeza liczbe catkowita <z. T
: §“10. Uogélnienia. Powrécimy obecnie do teorii szeregébw Fouriera
funkeji okresowych. )

] .Ze Wz_gledéw tra,dycyjm‘mh operowaliémy dotychezas wspélezynni-
kami Fouriera ay, by, ¢, zdefiniowanymi wzorami (8), (6), (15), §2.‘Bar-
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dziej symetryczng postaé réznych wzoréw mozna ofrzymaé operujge wy-
lacznie funkejami em® i wspotezynnikami

— 1
1) n =V 2mtn = Tom

‘o
27

2n

f frye-meds  (n=0, 1, £2,..)

0

oraz zastepujac sumy nieskoficzone przez calki. W tym celu bgdzie'my
rozpatrywaé zbiér C liezb catkowitych jako grupe z miarg niezmien-
niczg 1, (por. koncowe uwagi w § 8, rozdziat X1II), zdefiniowang wzorem

To(4) = ilogé elementéw zbiorn 4 CC.

Literg, G bedziemy oznaczaé, podobnie jak w § 1, przedziat 0;. 2w,
interpretowany jako grupa liezb rzeczywistych modulo catkowite wielo-
krotnodei Hezby 2w, z miara niezmiennicza .

Kazda funkeja fe L( G) = L.. wyznacza pewna funkeje F, okreslong
na € wzorem

1 —izy
@) F(y) = T’T?EJ fl@) == dly(a).

Funkeje F nazywaé bedziemy transjormatq funkeji f. Funkeja F jest
to po prostu ciag wspélezynnikéw (1). Szereg Fouriera funkeji f mozna
obecnie zapisa¢ w postaci

1 o ,
Tz D Fwe,
Y=—00
tzn. w postaci ealki
1 .
3) = [Ewea.
c

Zasadniczy problem sprowadza sie wiee do pytania, kiedy zachodzi
r6wnosé

= -
(4) fla) == éf F(y)d=vdly(y),

dualna do réwnosei (2).
Gdybyémy interpretowali catke [ we wzorach (3), (4) jako catke
S
wladciwa, zdefiniowana w rozdziale VII, § 9, to réwnosé (4) odpmiria-
dalaby bezwzglednej zbieznodci szeregu Fouriera funkeji f do fm]kcp. fs
co — jak wynika z § 7 — ma miejsce przy dosé ograniezajacych zaloze-

Funkeje rzeezywiste IT 14
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niach o funkeji /. Aby uzyskaé wigksza ogénosé rozwazan trzeba catke (3)
uwazaé jako pewnego rodzaju catke niewlageiwa, mianowicie jako gra-
nicg, gdy n->co, ciggu calek (n-tych sum czedciowych szeregu Fouriers
funkeji f)
) sulo) == [ F@)emay),

V2= &

gdzie
Co=[-n,—n+1,—n+2,.,-1,0,1,..,n—2,n—1,n].

Oczywidcie mozna tu rozpatrywaé réine typy zbieznogel ciagu funkeyj-
nego {s,}, otrzymujagc w rezultacie rézne pojecia calki niewladeiwej (3).

Konieczno$é rozpatrywania catki (3) jako pewnego typu calki nie-
wiageiwe] powodowana jest tym, ze zbiér C ma miare I, nieskoriczons.
Poniewaz l(G) < oo, trudnodé tego rodzaju nie wystepuje przy calee (2),
ktoéra jest zawsze catky wladciwg.

Mozna réwniez postawié problem dualny do wyzej posta,wmne%p
dana jest pewna funkeja F(y) na grupie C taka, Ze — przy pewnej ustat
lonej definicji calki niewladciwej — catka (3) istnieje. Definiujemy funk-
cje f przy pomocy wzoru (4) i pytamy sie teraz, ezy zachodzi réwnodé (2).

Na przykiad, gdybyémy cafke niewlasciwg (3) definiowali jako gra-
nice ,wszedzie“ ciagu catek (5), problem ten moznaby wystowié w na-
stepujacy sposéb: Szereg trygonometryezny o wspélezynnikach F(y) jest
zbiezny do pewnej funkeji (calkowalnej) f,

-1 oy L ;
fla)= m%‘ﬁ'mw e cf F(y)eovdly(y) .

Czy liezby F(y) sa wowezas wspolezynnikami Fouriera funkeji f (w sen-
sie definicji (1))%

Jak nadmieniliémy juz w § 2 (str 169), mozna udowodnié, ze od-
powiedZ na to pytanie jest pozytywna. Gdyby$my jednak w definicji
calki niewladciwe]j (3) zbieznosé wszedzie zastapili przez zbieznosé prawie
wszgdzie, odpowiedZ bylaby negatywna.

Z twierdzen § 8 wynika, Ze najprostszy jest przypadek funkeji o kwa-
dracie catkowalnym. Operacja T,

F=1(),

przyporza;dkowujsgea funke]1 f iej m'a,nsforma,tq, odwzorowuje przestrzen

g, 1) na przestrzen Lﬁ(C' l,) — wigeej nawet: ustala ona réwnowas-
noéé tych przestrzeni (por. 8.2 i 8.4). Twierdzenia 8.2 , 8.3, 2.1, 8.5 mo-
zna obecnie przepisaé¢ w nastepujacej postaci
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(6) [l = 1 Fle
(7) Gp=F D,
1 —_ .
(8) ET(f*g)-F G,
(9) T(fg) = W Fx@,

gdzie F = T(f), G = T(g) sa transformatami funkecji f,g e TG, ).

W przypadku innych klas funkeji i w przypadku innej definicji
catki niewladciwej (3) (tzn. innego rodzaju zbieznosdei ciagu funkcyjnego
{8a(2)}) uzyskaliémy jedynie pewne fragmentaryczne rezultaty.

Zauwazmy, Ze wzér (13), § 4, moiemy obecnie zapisaé w postaci

(20) fa) == i f ( J P(y) o)

W przeprowadzonych rozwazaniach korzystaliémy wielokrotnie z wielu
specjalnych wlasnodei funkeji sinnz, cosnz, ez, Wszystkie te wiasnosei
mogg byé wyprowadzone z jednej zasadniczej réwnosci

ellety) — gizgty |

W istocie wiee korzystalismy z fakbtu, ze funkcja e#v przy ustalo-
nym 9 e C jest charakterem grupy G, a przy ustalonym z — jest cha-
rakterem grupy C. Przypominamy?!), ze charakierem jakiej§ grupy H
nazywamy funkeje zespolong h, okreflona na tej grupie, taka, zZe

[h@) =1 1 h(z+y)="h(z)h{y)

Blizsza analiza wykazuje, ze uczyniona wyzej uwaga trafia w sedno
rzeczy. Dokladniej:

Zalésmy, ze H i H, 83 grupami abelowymi z miarami niezmienni-
czymi odpowiednio p iy, 1 ze k(z,y) jest funkeja okreflong na produkeie
H x H, taks, ze przy ustalonym y jest ona charakterem grupy H, a przy
ustalonym z — charakterem grupy H,, przy tym wszystkie charaktery
mierzalne grupy H sa postaci k(z, y), ¥ = const, a wszystkie mierzalne

1) Czytelnik, nie znajacy omawianych tu pojeé algebraicznych, moze 0pn§cié
ten ustep, ktérego znajomosé nie jest konieczna przy dalszym czytaniu,

12*
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charaktery grupy H, sa postaci h(z, y), & = const (ponadto h musi spel-
niaé pewne warunki mierzalnogei, ktéryeh nie bedziemy tu dokladnie
formutowaé). Analogonami wzoréw (2) i (4) sa teraz wzory

(11) Fy)=c¢ [ f(2)h(z, y)dulz),
H

(12) j(@) = o[ F@)h(z, y)dumly),
H,y

gdzie ¢ jest odpowiednio dobranym czynnikiem normujgcym w rodzaju
czynnika 1/} 2= we wzorach (2) i (4). Z poprzednich rozwazai wiemy
juz, ze calki (11), (12) nalezy interpretowaé jako pewnego rodzaju calki
niewlaseiwe.

Gléwny problem brzmi teraz tak: dana jest funkecja f, wzér (11)
definiuje jej transformate F. Kiedy zachodzi wzér (12)?

Okazuje sie, ze przy pewnych zalozeniach o H i H; pewna czesé
dotychezasowyeh rozwazan uogélnia sie, zwlaszeza przypadek funkeji
o kwadracie catkowalnym. Dokladne omdwienie tego rodzaju uogdlnien
nalezy do teorii grup topologicznych i wykracza poza ramy tej ksigzkit).
W nastepnym rozdziale zajmiemy sie jedynie przypadkiem H = H; = R
i hi{z,y) = e*¥ z miara Lebesgue’a jako miarg niezmienniczy. Zwracamy
uwage czytelnika na pelng analogie wynikéw uzyskanych w rozdziale XV
7 wynikami uzyskanymi w niniejszym rozdziale.

GWICZENIE. Sprawdzi¢, ze wzory (2), (4), (6)-(9) przyjmuja nastepujaca, prost-
szg, postad, gdy miary I, i I, zastapié wszedzie (réwniez w definicji splotu) przez miary
A=},L%Lih=—12=_zn=

™

Fy) = gj faye ™ d(z), f@) = [ P d(y),
[

Ifl. = iFls G D=F. &,
T(fxg) =F-G, T(fg)=FxG.

1} Por. np. Weil [1], Loomis [1].

icm

ROZDZIAL XV

CALKI FOURIERA

§ 1. Transformaty Fouriera. W rozdziale niniejszym wszystkie funkeje
okredlone s3 na prostej K lub pélprostej 0; co. Przez miare i mierzal-
noéé rozumiemy zawsze miare Lebesgue'a T i mierzalno$é wzgledem tej
miary, o ile inne zatozenia nie zostaly wyraznie wypowiedziane.

Transformate Fouriera funkeji zespolonej mierzalnej f, okreflonej
na R, nazywamy funkeje

& F) =i/i?7—» [1@yemis.

Piszemy wowezas
(2) F=T().

Spragiona transformatq Fouriera funkeji zespolonej mierzalnej F,
okredlonej na R, nazywamy funkeje

(3) f(as)=;,‘12:ﬁ“j;1ﬂ(y)ewdy-
Piszemy wéwezas
#) f=1T%F).
Przyjmujac
g(@) = f(—a)
stwierdzamy, ze
Tf) = T(9)-

Zatem badanie transformat sprzezonych mozna zawszé sprowadzié
do badania transformat (1).

(16wny problemat, ktérym bedziemy zajmowaé sie w niniejszym
rozdziale, polega na wyznaczeniu warunkéw na to, aby réwnoéé (2) im-
plikowata réwnosé (4), tzn. by zachodzila réwnosé

(8) f=TT(f).
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