ROZDZIAY XIII

PRZESTRZEN HILBERTA. SZEREGI ORTOGONALNE

§ 1. Przestrzenie typu H. Prezestrzenia rzeczywista (zespolong ) typu H*
nazywamy przestrzer liniowa rzeczywistg (zespolona) H, w ktérej kazdej
parze elementéw u, v « H przyporzadkowana zostata jednoznacznie skoni-
czona liczba rzeczywista (zespolona), oznaczana symbolem (u, v), nazy-
wana iloczynem skalarnym elementéw u, v, spehiajaca nastepujace wa-
runki
L) (u,0)=0,w),

) (au,v):a(u,ﬁ),
Bs)  (uy 2, 0) = (g, ) + (s, v},

(i) (v, w) >0 dla kazdego elementu e H, przy tym (u,u) =0,
wtedy i tylko wtedy, gdy % = 0.

W (i) @ oznacza dowolng skondezona liczbe rzeczywista (zespolong).
Przypominamy, ze zZ oznacza liczbe zespolong sprzezong do danej
liezby 2.

Z (L) i (i) wynika, ze
1 (u, w) =a(u, v),

gdyz (u, av) = (av, w) = a(v, ) = a(v, w) = a(u, v).
Z (i) i (i;) wynika, ze
{2) (uy v+ ) = (u, v) + (4, v5)

gdyz (u,v,+ 1) = (v + 7, u) = (v, U) + Wz, w) = (vy, %) + (02, ) = (u, v) +
+(u, v). -
Oczywiscie w przypadku przestrzeni rzeczywistych réwnania (iy)
i (1) maja postad
(ir) (u‘: 'U) = (77: '“) ’
(1) (u, w) = a(u, v),
gdyz wszystkie liczby, wystepujace w tych réwnodciach, sa rzeczywiste.
Dla dowolnego # ¢ H przyjmijmy

®3) I =V, v).
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1.1. Dla dowolnych u,veH
4) [, )] < -] .

W przypadku przestrzeni rzeczywistej nierdwnodé (4) zapisuje sie
czesto w postaci réwnowaznej

4) (u, ) <[l -] -

Nieréwnogé (4) nosi nazwe nierdwnoéci Schwarza lub Schwarza- Bu-
niakowskiego, gdyz jest ona uogdlnieniem nieréwnosei (7), rozdziat X11T, § 2.
Dla dowolnych liczb %, ae R

(te*u—+v, teu+v) >0
na mocy (i,)1). Stosujae (i;)-(i,), (1) i (2) otrzymujemy
B, u)+1(ee(u, v) + e(u, v)) + (v, 2) 2 0.

Obierzmy liczbe a tak, aby e®(u, ) = |(u, v)|. Otrzymujemy

1l

o) | o+ 2w, 9)] + ol > 0

dla dowolnego fe R. Wyréznik tréjmianu (5) zmiennej rzeczywistej ¢
musi wiee byé niedodatni, tzn.
s ) < [ 5

skad bezpodrednio wynika (4).

W przypadku przestrzeni rzeczywistej powyzszy dowdéd sie uprasz-
cza, gdyz zbyteczne jest wprowadzanie czynnika e

Przestrzern H typu H* jest przestrzenia unormowana z norma [uf,
zdefiniowans wzorem (3). Jedynie warnnek (n,) (por. rozdziat XII, § 1)
wymaga sprawdzenia. Z (4) wynika, ze

o+ =+, ud-0) = (u, W) +(u, )+, D+, 9) <
< bl 20w, 9| + ol < [l + 2] - ol 4ol = (o] -+ [o])?
co implikuje wilasnodé (n,):
fie o] < [l +fo] -

Méwimy, ze przestrzen H typu H* jest preestrzeniq typu H,
jezeli jest ona przestrzenia Banacha przy normie (3), tzn. jezéli jest
przestrzenia rzeczywista (zespolong), unormowana, zupelng. Przestrzer

1) { oznacza stale }—1. Jak wiadomo, ¢ = coss +isinz.
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typu H, ofrodkowa i nieskoficzenie wymiarowa, nosi nazwe preestreens
Hilberta ).

P.rzykla,dy. A) Przestrzeri enklidesowa R* jest rzeczywista prze-
strzenig typu H przy zwyklej definicji iloczynu skalarnego elementéw
&= {8, sy ey &6}y Y= {11y Moy wony M}

13
@9 ZZ &n;
=1

Podobnie przestrzen R* wszystkich k-wyrazowych ciggéw 2=
= {&, &y ey Ekl liczb zespolonych (tzn. produkt kartezjanski % egzem-
plarzy zbioru R liczb zespolonych) jest przestrzenis zespolong typu H
przy nastepujacej definicji iloczynu skalarnego elementow z= {&, &, ..., Exty
Y ={m, My ey M}

k
(6) @ 9) =D &7;.
j=1

Przes.trzen R* z iloczynem skalarnym (6) nosi nazwe k-wymiarowej
preestrzens unitarnej.

Zaréwno w przypadku przestrzeni K%, jak i przestrzeni Fok

uwu=l/21:£112 dla z={&, .., &}.

B) Przestrzeri C (przestrzet C) jest przestrzeniy rzeczywisty (zespo-
long) typu H*, lecz nie typu H, przy nastepujacej definicji iloezynu
skalarnego )

(f,y)=0ff(w)g(w)clm da f,g¢C (09 =[ /(@)g@do dla f,geT).

Norma [f], zdefiniowana wzorem (3), jest rézna od normy [jfje (por.

rozdziat XII, § 3):
1
I = ]/] [fPde < flc.
1]

(:J) Przestrzen LY X, u) (przestrzeri fE(X , 4)) jest przestrzeniy rze-
ezywisty (zespolona) typu H przy nastepujacej definicji iloczynu

') Materiat z teorii przestrzeni Hilberta, zawarty w tej ksiazce, zostal dobrany
p.od ]factem widzenia teorii szeregéw ortogonalnych. Czytelnika, pragnacego zapoznaé
sie blizej z teoria przestrzeni Hilberta, odsylamy do dziet specjalnych, np. do ksiazek:
Stone [1], Achijezer i Glazman [1], Halmos [2], von Neumann [2].

icm

§ 1. Przestrzenie typu H - 109

skalarnego

(f’g) :)‘szgd‘u dla f,geLg(X,,u),
((f,g)=g"fgdu dla f,geBX, ).

Norma ||f], zdefiniowana wzorem (3), jest identyczna z normg 1Y
zdefiniowana w rozdziale XII, § 2 (por. takze § 12).

Jezeli miara u jest orodkowa, to (por. rozdzial XTI, 2.8) przestrze-
nie L¥X, u), fﬁ(X , ) sa przestrzeniami Hilberta, o ile tylko sg nie-
skoliczenie wymiarowe. W szezegélnosei przestrzenie L?, TF, LY R), fz(,%)
sg przestrzeniami Hilberta.

D) Przestrzen I (lm‘l) jest rzeczywista (zespolona) przestrzenia Hil-
berta. Iloczynem skalarnym dwu elementdw u = {an}, v = {fn} W mysl
definicji (7) jest liczba

((u,v):jan—ﬂ,, dla u,veﬁ) ,

=1

(8): (s @)= D, nfn Al u, v el
n=1 .
przy tym
V-
f ==} X lomt.
n=1

W dalszym ciagu (az do konca § 3) litera H oznaczaé bedzie stale
pewng nieskoticzenie wymiarows przestrzen typu H, ktéra moze byé
bads rzeczywista, bad# zespolona. W pierwszym przypadku wszystkie
rozwazane wspolezynniki liezbowe s liczhami rzeczywistymi skoniezo-
nymi, w drugim — liczbami zespolonymi. Oczywiscie w przypadku rze-
czywistym zamiast Z, |22 .. mozemy pisaé zawsze z,#* itp. W przy-
padku rzeezywistym mozemy zawsze przestawié czynniki %, v iloczynu
gkalarnego (u,v). W przypadku zespolonym kolejnosé czynnikéw jest
istotna i nie moze byé zmieniana. Przez ,liczbe® bedziemy zawsze To-
zumieé w przypadku rzeezywistym — dowolng skorezong liezbe rzeezy-
wista, a w przypadku zespolenym — dowolng liczbe zespolona. Przez
zbieinodé bedziemy rozumieli zawsze zbieznosé wedlug normy ||, zde-
finiowanej wzorem (3).

1.2. Przy ustalonym elemencie v e H wyrazenie
(9) F(u) = (u,7)

jest funkcjonatem liniowym w H oraz

V] = [l -
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_Lim'owoéé i nierévynoéé |7 < o] wynikaja natychmiast z niergw-
nosci Schwarza (4). Poniewaz |F (v)| = |0]|2, wiee zachodzi réwnogé 1) = |lo]f
(por. rozdziat XII, str. 30). .

MOZn?J udowodnié, ze — na odwrét — kazdy funkejonat liniowy na
przestrzeni H jest postaci (9) (por. éwiczenie 6).

.Z twierdzenia 1.2 (por. takze (i,)) oraz z twierdzenia 10.6, rozdziat XIT
wynika natychmiast, ze ’

o
1.3. Jezeli Zlun jest szeregiem zbiesnym w preestrzent H, to dla do-
P
wolnego w e H

(10) (Sumu)z m(un"”')a
(11) (w, Y w) = > ).

o0
Jezeli 21u" jest szeregiem bezwarunkowo zbiesnym, to szeregi liczbowe
P
po prawej stronie (10) i (11) sq bezwzglednie zbieine.
CWICZENIA. 1. Uzupetnienie (por. rozdziat IV, § 5, éwiczenie 4 i rozdzial XII,

§ 1, éwiczenie 1) przestrzeni typu H* jest przestrzenia typu H,
2. W dowolnej przestrzeni typu H*

e+ + fu—ollt = 2 (Jul* + o)) .

) Uwaga. Powyzsza réwnofé charakteryzuje) przestrzenie typu H*. Jeli bo-
wiem norma || | w pewnej przestrzeni unormowane; (rzeczywistej lub zespolonej) spelnia
te réwnofé, to mozna w tej przestrzeni zdefiniowad iloczyn skalarny (u, v) tak, zeby
norma spelniata réwnoss (3). ’

o 3. Niech H, bgdzie podzbiorem liniowym domlnigtym przestrzeni H typu H
i niech %, ¢ H. Istnieje wéwezas dokladnie jeden element v, ¢ H, taki, ze

fso—2ol = @(uy, Hy) = inf fu,—u) .
veHg

(Wek.: Niech w,¢H,, ”]j_fga[[“o“‘”n" = o(uo, H,). Poniewas [lu,— (v, + w2l <
< (g =, + g —2, )72, mecm,ijfxm lwo—(v,, +2,)/2] =p(u,, H,). Podstawiajac w =y,
v=1,—2, W rownoici z éwiczenia 2 stwierdzamy, Zeml,;lgoif v,— v, = 0, wige v, —0, e Hy

oraz [ug—vel| = o (u,, Hy). Jednoznacznosé elementu v, wynika z faktu, z j

e : 0 g , Ze — jak udo-
wodnilismy przed chwily — kazdy ciag v, ¢ Hy o wiasnofei lim Juy~v,|| = p(u,, Hy)
jest zbieiny.) e

Uwaga. Element v, nazywam: ‘
strzen H,. o RAZyWamy reutem ortogonalnym elementu w, na podprze-

*) Por. np. von Neumann [2], str. 9-12.

lean

§ 1. Przestrzenie typu H 111
4. Jezeli v, jest rzutem ortogonalnym elementu u, ¢« H na podprzestrzen liniows
H, cH, to

(Ug—7, ¥) =0  dla kazdego v eH,.

(Wak.: Jezeli a = (uo—v;, v,) # 0 dla pewnego v, e H,, to dla elementu v = v, 4

a
s ¥ € Hy, mam
TR ar

a
— 2= - 2
leeg— ] [0 —vol ol
co przeczy definicji rzutu v,.)
5. Dla dowolne] podprzestrzeni liniowej domknietej H, c H zbiér
H =[u: [T, 0 =0
veHy
jest podprzestrzenia liniowa domknieta, a kasdy element u ¢« H mozna przedstawié
w dokladnie jeden sposéb w postaci sumy u = v,+v,, gdzie voeH, i v, ¢ H,.

(Wsk.: Przyja¢ v, = rzut ortogonalny elementu u oraz v, = u—1)

Uwaga. Podprzestrzen H, nazywa sie dopelnieniem ortogonalnym podprze-
strzeni H,.

6. Niech F bedzie linjowym funkcjonatem na H, nieréwnym tozsamodciowo zern.
Jefli elennent v, # 0 naleiy do dopelienia ortogonalnego podprzestrzeni [u: F(u) = 0]
; F (o)
iv="-=""uw,, to

Tooe ™
(%) F(u) = (u, v)

dla wueH.

(Wsk.: Zauwasyé, ze funkcjonal ten przyjmuje wartoié zero na elemencie w =
= F(u)v,—F (vo)u, a wiee (w, o) =0.)
7. Jezeli u,—>u stabo w H i fu,|—]ul, to u,~>u wedlug normy.
(Wsk.: Skorzysta¢ z uwagi, ze kaidy funkejonal liniowy jest postaci (x).)
Uwaga. Analogiezne twierdzenie jest prawdziwe dla przestrzeni L*(X, ), gdzie
l<p<< ool
8. Wyznacznik
Qs uy) (U, ) oo (g ) |
» %) (s, e (U,
G (ttas gy oy un) - (s, 1) (s, Us) ( s ’uﬂ):

i

| (U ) (%5 W) oe (2, 2,) |

nazywa sie wyenacenikiem Grama elementdéw u,, uy, ..., u, ¢ H.
Udowodnié, Ze elementy uy, U, ..., %, 53 liniowo niezalezne, wtedy i tylko wtedy,
gdy G (uy, tas vons %) 7 0.
9. Niech H, = lin[u;, %s, ..., u,] (por. rozdzial XII, § 1, str. 9). Jezeli elementy
Uy, Ug, «es U, 83 liniowo niezalezne, to
G (2, gy Uss oes Uy)

e = -
0 (g, Ho)? = G (g, Uz, ory tiy) .

1) Radon [1]. Por. takie Banach [5], str. 159.
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10. Dla dowolnego zbioru J = 0 niech I¥(J) (T“(J )) oznacza zbiér wszystkich funk-
cji f rzeczywistych (zespolonych), okrelonych na J, takich ze

W=/ S6k< e

Oczywifeie warunek ten implikuje, ze zbiér [f: f(j) # 0] jest co najwyzej prze-
liczalny. N )

Wykazaé, ze IB(J) (B(J)) jest rzeczywista (zespolona) prrestrzenia typu H,
przy nastepujacej definicji iloczynu skalarnego:

=3 1ie0 .
jeJ
Uwaga. W przypadku gdy J jest zbiorem liczb naturalnych, przestrzeh I(J)
('l\ﬂj(J )) jest identyczna z przestrzenia I ﬁ{*).

11. Przestrze IXX, p) jest skoficzenie wymiarowa, wtedy i tylko wtedy, gdy
przestrzenn X jest sumg skohezonej liczby atoméw miary u.

§ 2. Uklady ortogonalne. Niech H bedzie przestrzenia typu H (rze-
czywista lub zespolona). ) )

. Nadladujac terminologie geometrii analitycznej, méwimy, ze ele-
menty u,v eH s3 ortogonalne, jezeli (u,v) = 0. W szezegblnosdei ele-
ment zerowy jest ortogonalny do kazdego elementu przestrzeni H. Za-
uwazmy, ze na moey (i) réwnosé (u,v) = 0 jest réwnowazna réwnosei
@, u)y=0. .

Méwimy, ze ciag {v,} elementéw przestrzeni H jest ukladem orto-
gonalnym, jezel
!: 0, gdy

) 1#0, gdy

7 ostatniego warunku wynika, ze wszystkie wyrazy v, ukladu orto-
gonalnego sg rézne od elementu zerowego.

Méwimy, ze ciag {v,} elementéw przestrzeni H jest ukiadem ortogo-
nalnym unormowanym (lub: ukladem ortonormalnym), jezeli

0,
1,

nFEm,
(®a; %) n=m.

gdy
gdy

n#Em,

(2) (O V) = {

n=1m.

Ostatni z Wa,rﬁnkéw orzeka, ze kazdy element v, ukladu ortogonal-
nego UNOrmowanego ma norme réwng jednosei:
lloal = 1.
Wszystkie wyrazy ukladu ortogonalnego sg rézne od siebie, gdyz
dla n#=m
an _'Dmllz = (Vn—Vm; Oy — V) = (" D) — ('Uny 'Dm)—‘(”my ©n) + O, V) =
= (Vny On) + (Vs m) > 0.
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W szezegblnosei, jezeli {v,} jest ukladem ortogonalnym unormowa-
nym, to
(3) lon—vul =12 dla nztm.

Przykladem ukladu ortogonalnego unormowanego w przestrzeni Hil-
berta I jest ciag elementéw

e =1{1,0,0,0, e}y
(4) e=1{0,1,0,0,..},
e;={0,0, 1,0,..3,

Inne interesujgce przyklady ukladéw ortogonalnych i ortogonalnych
unormowanych zostana podane w § 5.

Jezeli {v,} jest ukladem ortogonalnym unormowanym, to dla do-
wolnego ciggu liczb g, Gy eey O,

| Slarm* = Dlat.

F=

(5)

Istotnie,

n n n
H 2
| 2w = (Y ey, D ) =
=1 j=1 m=1

n
Z (asv5, a;vy) +2 (a5%5; Gnty) =
f=1 i*m

n n
= Zaﬁj(l’n v5) 'i'Z ;G (v, V) = Z fa;]2
j=1 i=m i=1
na mocy (2).
Niech {r,} bedzie ukladem ortogonalnym. Podstawowym zagadnie-
niem niniejszego paragrafu jest pytanie, kiedy dany (lub: kazdy) element
% € H mozna przedstawié w postaci sumy

(=]
U = 2 nVn y
n=1

gdzie a, s3 odpowiednio dobranymi wspélezynnikami liczbowymi.
Zatézmy najpierw, ze réwnodé (6) ma miejsce. Z twierdzenia 1.3
oraz z (1) wynika, ze

(6)

oo
(u, vp) = (Z U Tny Tm)A=
=1

@ (Bny Om) = amom[?.

n=1

Jezeli wiee pewien element ueH da sie przedstawié w postaci
sumy (6), to rozwiniecie to jest jedyne, bo wspdlezynniki a, sg wyzna-
Funkcje rzeczywiste IT 8


Yakuza


114 XIII. Przestrzen Hilberta — Szeregi ortogonalne

czone przez réwnosei

(7) %:(_HQ dla n=1,2,..

W szezegllnym przypadku, gdy uklad {v,} jest unormowany, mamy
(8) an = (%, vs) .

Wspélezynniki o, 54 na ogét zespolone, gdy H jest przestrzenis ze-
spolong, sy za$ zawsze rzeczywiste, gdy H jest przestrzenis rzeczywista.

Dla dowolnego elementu % e H i dowolnego ukladu ortogonalnego
{vn} liezby @y, zdefiniowane wzorem (6), nazywamy wspdtceynnikami roz-
winigeia elementu w wzgledem ukladu {v,}, a szereg

(9) Z nn

nazyway rozwinigciem elementu w wzgledem (lub: wedlug) ukladu {v,},
nie przesgdzajac na razie sprawy czy szereg (9) jest zbiezny i ezy jego
sumg jest element w. Jedli uklad ortogonalny {v,} jest unormowany, to
wspdlezynniki rozwiniecia elementu % wzgledem ukladu {v,} dane sg
prostszym wzorem (8).

Zdanie, orzekajace, ze szereg (9) jest rozwinieciem elementu u wzgle-
dem ukladu ortogonalnego {v,}, tzn. ze liczby ‘e, sa wspélezynnikami
rozwinigeia elementu w wzgledem {v,}, zapisujemy krétko w postaci
Wzoru

(10) u~2 apv, lub 2 A Vp~U .
n=1 n=1

Wzory (10) nalezy traktowaé — przynajmniej na razie — jako inny,
czysto formalny sposéb zapisania réwnodei (7) (ub (8) — w przypadku
ukladu unormowanego) dla n=1,2, ..

Nasze podstawowe zagadnienie mozemy obecnie sformulowaé w na-
stepujacy sposéb:

A) Ozy rozwinigeie elementu ueH wzgledem ukladu ortogonal-
nego {v,} jest szeregiem zhieznym?

B) Czy element « jest sumg swego rozwiniecia?

Jezeli {n,} jest ukladem ortogonalnym, to ciag {v,/|va]} jest ukla-
dem ortogonalnym unormowanym. Powyisze przejscie od ukladu orto-
gonalnego {v,} do ortogonalnego unormowanego {v,/[v,)]} nazywa sie
normowaniem ukladu {v,}. Poniewaz kazdy uklad ortogonalny mozna za
pomocy normowania zamienié na ukiad ortogonalny unormowany, w dal-
szym ciggu bedziemy rozwazaé wylacznie uklady ortogonalne unormo-
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wane celem uproszezenia sformulowan wzoréw i twierdzen. Tego rodzaju

zwezenie rozwazal jest nieistotne, je§li bowiem dla pewnego ukladu
o« e

ortogonalnego u~ 3, a,v,, to takze u~ > (ayfou) ﬁl .
n=1 n=1 nj

W dalszym ciggu § 2 oraz §3 {v,} oznacza zawsze pewien uklad
ortogonalny unormowany.

Podanie odpowiedzi na pytania A i B poprzedzimy wyprowadze-
niem nastepujacych ezterech réwnosei, gdzie ay, a, ..., @y 53 dowolnymi
liczbami, {a,} za$ jest ciagiem wspélezynnikéw rozwiniecia elementu u
wzgledem {v,}:

(11) (u—Za,-v,-,v,,,):O dla m=1,2,..,n;
J=1
(12) (u— D a5, > tmtn) =0;
=1 m=1
(13) fu— 3 ayo | = fule— 3 [asP5
j=1 =1
(1) =Yy == Yl + Y oy —af
=1 j=1 j=1

Przyjmijmy oznaczenia

n n

Al

Ug = “—2 @ty U= 2 (aj—aj)v;.
j=1 F=1

Poniewaz

n
(o5 m) = (u, ’Um)*‘Z 0i(Dj, V) = Op— = 0
-1

na podstawie (2) i (8), réwnosé (11) jest prawdziwa. Réwnosé (12) wy-
nika bezpodrednio z (11) (por. wzér (2), § 1).

Z (12) wynika, ze (ug, %)= 0. Stad (u;, uy) = (4g, %) = 0. W re-
zultacie

a3 ayey = e 6 = Gt
“u‘“__,“i'vi}l = g+t = (o + 21, %y + ) =

= lugl? 4 Jugl? + Qe 100) + (g, %) = g+ Z laj—asf?

8%
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na podstawie (5). Z drugiej strony,

fleeolP = ('”'07 M—Zn: az‘”i) = (thg, )~ (’Mo, 2 aﬂ?i) = (itg, %)
=1

J=1
na podstawie (12), wiec

n

e = (=3 ayvi, ) = (e )= 3 as(vs, ) = = ) |ayfe

j=1 J=1

(por. (8) i (i), co korezy dowdd tozsamosei (13) i (14).
Sens geometryezny réwnofei (14) jest nastepujacy: jezeli ustalimy
liezbe m i bedziemy rozwalaé wszelkie kombinacje liniowe

n
ul=20’1v7’7

=1

(15)

to odlegtosé [u—u'| jest najmniejsza wtedy i tylko wtedy, gdy a;= q;
dla j=1,2,..,n Tak wiee sposréd wszelkich kombinacji liniowych
typu (15) najlepiej przybliza element u n-ta suma czefciowa rozwiniecia
elementu « wzgledem ukladu {v,}.

2.1 (Twierdzenie Riesza-Tischera). (i) Na fo, by szereg

o0
Z A Vn y
n=1

gdzie {@,} jest dowolnym ciggiem liczbowym, byt zbietny w H, potrzeba
1 wystarcza, aby

(16)

(17)

(i) Jezeli spetniony jest warunek (17), to szereg (16) jest bezwarun-
kowo zbiesny i jest rozwinigciem swojej sumy.
2.2. Jezeli dla dowolnego elementu w e H

o
Ur~ 2 Oply,

n=1
to
(18) 2 Lol < [ufe.

n=1
Inacze] méwige, dla dowolnego u < H
(19) D15 )< e
n=1

icm
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Nieréwnosei (18) i (19) nosza nazwe nierdwnosci Bessla.

Dowéd twierdzenia 2.1 (i) oprzemy na réwnosei (5). Szereg (16) jest
zbiezny, wtedy i tylko wtedy, gdy spelia warunek Cauchy’ego (por.
rozdzial XTI, 10.1), tzn. dla dowolnej liezby & > 0 istnieje liczba natu-
ralna m, taka, ze dla n > m >m,

”am-!-l Um+1+ An+2Vm 2 + e -+ a‘n’un” < ]/;
Na moey (5) nier6wno$é ta jest réwnowazna nieréwnosei
|@mt1 2 F (el + . lanf* < e.

Zatem szereg (16) spelnia warunek Cauchy’ego, wtedy i tylko wtedy,
gdy szereg |a;[*+ [a,+ |as2+... spehia warunek Cauchy’ego, tzn. spel-
niony jest warunek (17).

Poniewaz zbieznosé szeregu (17) nie zalezy od uporzadkowania jego
wyrazéw, wiee z 2.1 (i) wynika natychmiast, ze jesli szereg (16), jest
zbieiny, to jest zbiezny bezwarunkowo.

Uwaga, ze szereg (16) jest rozwinieciem swej sumy, zostala przez nas
udowodniona wezeniej przy wyprowadzanin wzoréw (7)1 (8).

Nieréwnosé Bessla wynika natychmiast z (13). Istotnie, dla do-
wolnej liczby =

n
1le \ﬁ“ i
L 'V,1 j94*=0,
iz

skad dla n—oco otrzymujemy nierdwnosé (18).
Z twierdzen 2.1 i 2.2 wynika natychmiast pozytywna odpowiedz na
Pytanie A:

2.3. Roxwinigcie dowolnego elementu u jest szeregiem bezwarunkowo
zbietnym w H.

OdpowiedZ na pytanie B nie zawsze jest pozytywna. Na przyklad,
jezell H= 1 i jezeli jako uklad {v,} przyjmiemy ciag (por. (4))

€23 €3y €44 ..uy

to wszystkie wspélezynniki rozwiniecia elementu e, # 0 wzgledem tego
ukladu sa réwne zeru. Suma rozwiniecia jest wige element zerowy. Za-
tem e, nie jest sumg swego rozwiniecia.

Zauwazmy, ze

oo
2.4, Jedeli ur~ 3 ayvy =g, 0 (u—u,, t)=0dlan=1,2,,,
n=1

Istotnie, (u—uqg, tm) = (4, Tm)~ 3 t(tn; ¥m) = dp—atm = 0 na pod-
n=1
stawie (8) i twierdzenia ].3.
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Nastepujace dwa twierdzenia dajg pelna odpowieds na pytanie B.

[e=]
2.5. Niech w eH, u~ Zlan'nn. Nastgpujace cetery warunks sq réwno-
n= N
wWazne:

=]
i) u= Zlanvn w H;
=

(@) = 3ty

(iii) » nalety do domknigeia zbioru lin[v,, v,, ..] wszystkich skoriczo-
nych kombinacji liniowych elementéw vy, v,, ...;

o
(iv) dla dowolnego elementu w' e H o rozwinigein w'~ > o0, zachodzi

Iy =1
réwnoéé "

%R

(u,uw)= an;;z .

n=1

[

R6éwnosé (ii) nosi nazwe réwnosci Parsevala.

. . . - - ' 7
Jezeli warunek (i) jest spelniony, tzn. jezeli h'm[lu-— Do v,-“ = 0,
n—>00 f=1

n

to z (13) wynika, ze 7}1% 121 |2 = [[ul?, a wiec warunek (ii) jest spelniony.

Na odwrét, jezeli warunek (ii) jest spelniony, to z (13) wynika, ze

n

w=1m } a;v;, tzn. zachodzi warunek (i).

N-00 F=1

J eie}i warunek (i) jest spelniony, to speliony jest takze warunek (iii),
gdyz u jest granica clagu sum czastkowych swego rozwiniecia, naleza-
cych do lin[v,, v,,...].

Na odwrdt, jezeli (iii) jest spelniony, to dla dowolnego ¢ > 0 istnieje

l'iezba naturalna n i liczby a4, as, ..., a,, takie, ze lewa strona réwnosei (14)
jest mniejsza od & Tym samym

bl = Xt <o,

¢o wraz z nieréwnoseis Bessla dowodzi warunku (if).

szeh warunek (iv) jest spelniony, to speliony jest takze waru-
nek (ii). Wystarezy w tym celu przyjaé o' = u.

Jezeli warunek (i) zachodzi, to spelniony jest takze warunek (iv).

oo

Istotnie, przyjmujae 4"’ = Z'la,’,v,, (por. 2.3) otrzymujemy na podstawie
—

24113

»
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oo =]
() W) = (thy W =)+ (2 07 = D tm, 0 =)+ ontm, 0) =
n=1 n=1
0 o0
—— Rl —
= aala ) = 3 oniia
n=1 n=1

o0
gdy? u''~ > ayv, na mocy 2.1 (ii).
n=1
7 udowodnionych powyzej implikacji wynika natychmiast réwno-
waznodé wszystkich warunkdéw (i), (i), (iif), (iv).

. oo o0
2.6. Nostepujace warunki (gdeie w~ ) anty i '~ ayvs) sq réw-
n=1 n=1
nowaine:

(i) %= o0y w H dla kaidego elementu u < H;
=1

(i) [fulp = 2 laa* dla kaidego elementu w e H;
n=1

(ili) 2bidr [vy, Da, Vs, ...] jest liniowo gesty w H;
{iv) dla dowolnych elementéw u,w' eH

@y w) = > omah;
n=1

(v) jeseli (4o, ) =0 dla n=1,2,..., to u,=0.

Warunek (v) mozna by inaczej sformulowaé w nastepujacej postaci:

(v') jezeli dla dowolnych elementdw u, uw' e H on = ap dla n=1,2, ..,
to u=u'.

Rownowaznodé czterech pierwszyeh warunkéw wynika z twierdze-
nia 2.4.

Jezeli warunek (i) jest spelmiony, to takze warunek (v) jest spel-
niony. Aby przekonaé sie o tym, wystarezy zastapié w (i) u przez u,.

Jezeli warunek (v) jest spelniony, to warunek (i) takze jest spel-
niony. Istotnie, niech (por. 2.3)

o0
Uy = Zanun .
=1

Element u, = #—u, spelnia zalozenia warunku (v) (por. 2.4), za-
tem 2, = 0.

GWICZENIA. 1. Sprawdzié, ze wazystkie twierdzenia § 2 sa prawdsziwe réwniez
dla dowolnych ulkladéw ortogonalnych unormowanyeh {ul};; (gdzie J # 0 jest pe-
wnym zbiorem skoficzonym, przeliczalnym lub nieprzeliczalnym), tzn. rodzin elemen-
t6w przestrzeni H typu H spehniajacych warunki

0, gdy j#7s
(u ) = [ A
PTL gy =1
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Rozwinieciem elementu w ¢ H wzgledem ukladu ortogonalnego unormowanego
{u;};¢; nazywamy wyrazenie
(*) 2 1G) Uy 5
jed

gdzie f(j) = (u, u). Poniewaz nieréwnoé¢é Bessla jest réwnies prawdziwa:
2GS Jul* < o
jed

(tzn. f e B(J) lub feﬁ(J) — por. § 1, éwiczenie 10), wiee w sumie () jest co najwyzej
przeliczalnie wiele skladnikéw réznych od zera. Szereg utworzony w dowolny sposéb
ze skladnikéw sumy (x) réznych od zera jest pray tym zbieiny bezwarunkowo. Zatem
suma (*) jest dobrze okreslonym elementem przestrzeni H, ktéry réwna sig elementowi u,

gdy welin[u) ;. Na odwrét, dowolny szereg (x) jest zbieiny (i zarazem hezwarun-
kowo zbieiny), wtedy i tylko wtedy, gdy %]f(j)j"< oo (tzn. fel}(J) lub f e F(J)), ijest
je
wtedy rozwinigeiem ortogonalnym swojej sumy. .
Uwaga. Mozna wykazaé, ze w kazdej przestrzeni typu H istnieje liniowo gesty
uklad ortogonalny unormowany.

2. Niech {r;};.; bedzie dowolnym ukladem ortogonalnym w przestrzeni H typu H.
Kazdy element w ¢ H mozna przedstawié w postaci w — Uy + uy, gdzie u, jest sumgy
rozwiniecia elementu u, a u, jest elementem ortogonalnym do wszystkich elementow vy

3. Rodzina {f;};.; funkeji

. 0, gdy j#j,
jj(? )= [ ° L,
lL gy =7,
okreslonych na zbiorze J # 0 (na ogél nieprzeliczalnym) jest ukladem ortogonalnym
unormowanym W przestrzeni J) (lub F(J )), liniowo gestym w tej przestrzeni.

4. Kaidy ciag, tworzacy uklad ortogonalny unormowany, jest stabo zbiezny do
elementu zerowego.

5. Dla dowolnego ukladu ortogonalnego unormowanego {v,} oznaczmy

Wy = YR+ 1) (0,4, — 0,) = —=—t7L

}/ n(n+1
Udowodnié, ze?)

(@) {w,} jest ukladem ortogonalnym UNOTMOWAanym ;
(8)  lin[ey, vy, ..] =Tin[w,, w,, ...1,
oo

1) —U = T——l____——‘w .
Eyntar1y
1) Banach [1].
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(Wsk.: () otrzymuje sig przez przeliczenie. Jedli u jest elementem ortogonalnym
o0

do wszystkich w,, u~ Zaﬁv”, 0 @y, = (@1 +da+..+a,)/n, & Wiee a; = ay = ..., co
n=1

daje a, =0 dla n =1, 2, ... Element » jest wiec orfogonalny do wszystkich v, co

dowodzi, %e lin[v, v, ...] Clin[w,, w,, ...]. Inkluzja odwrotna wynika z tego, ze
w, €lin[v;, v, ...]. Whasnosé (y) wynika z (B) oraz z 2.5.)

§ 3. Ortogonalizacja Schmidta. Réwnowazno$é przestrzeni Hilberta.
Twierdzenie 2.6 (por. warunek (iii)) nasuwa pytanie, kiedy w nieskoricze-
nie wymiarowej przestrzeni H typu H istnieje przeliczalny uklad orto-
gonalny, unormowany, liniowo gesty w H. Jezeli uklad taki isfm‘eje,
to przestrzel H jest ofrodkowa (por. rozdzial X1I, 1.2), tzn. jest przestrze-
nig Hilberta. Ofrodkowosé przestrzeni H jest wieec warunkiem koniecz-
nym. Wykazemy obecnie, ze warunek ten jest takze dostateczny.

Podamy w tym celu pewien sposéb konstrukeji ukladéw ortogonal-
nych unormowanych, noszacy nazwe metody ortogonalizacji Schmidta.

3.1. Niech {u,} bedzie ciqgiem liniowo niezaleinych elementéw prze-
strzeni H typu H. Istnieje uklad ortogonalny wnormowany {v,} taki, e

1) linfu,, tgy ooy 4] =1in[0y, U3, ..., 2a] dla n=1,2,..

Definicja ciagu {v,} jest indukeyjna. Przyjmijmy v, = u,/|u] i za-
16zmy, ze okreflilismy juz elementy v,, ..., Un—1, tak ze

(2) lin[ay, tey ooy Unwa] = L2y, Vay ooy Tai],
1, gdy j=m<n,
3 s =
) (15 om) {0, gdy j<m<n.
Niech
n—1
v = ““_;\; ajry, gdzie a;=(up,vy) dla j=1,2,..,n—1.

=1

Z latwodcig sprawdzamy, ze
(4) ,v)=0 dla j=1,2,..,n-1.

Poniewaz na mocy (2) kazdy element »; (1 <j < n) mozna przed-
stawi¢ w postaci kombinacji liniowej elementéw uy, s, ..., Uny, Wwiec
v jest kombinacja liniowg elementéw 4y, Uy ..., Uy, DPrzy tym wspol-
czynnik przy u, jest réwny 1. Z liniowej niezaleznosei elementéw
Uy, Usy ..vy Uy Wynika, Ze v 7% 0. Niech

_ {1, gdy j=m<n,
() (5, om) = 10, gy j<m<n.
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n—1
Poniewas v, € in[u,, g, ..., Uy] OTaZ POIEWAZ Uy = D a;v; -+ |v[v, €
=1
e lin[vy, vy, ..., vn), Wiee zachodzi réwnodé (1), co wraz z (5) dowodz,
7e zdefiniowany indukeyjnie ciag {v.} spelnia warunki twierdzenia 3.1.

3.2. W kazdej preestrzeni Hilberta H isinieje lintowo gesty przeliczalny
uklad ortogonalny unormowany.

Niech D == [w;, Wy, ...] bedzie przeliczalnym gestym podzbiorem.
Niech m, bedzie najmniejszg liczbg taka, ze Wy, 7 0. Przez indukeje — niech
M1 bedzie najmniejszg liczbg naturaing taka, ze element wpm, ., nie jest

. kombinaeja liniows elementow Wm, ; Wiy s -+ ) Wi, - ClAg Uy = W, (n=1,2,...)
jest ciagiem elementéw liniowo niezaleznych oraz
L0y, tyy oy Un] = HD[00 5 Wingy oy Wi, ] = L [201, 205, ..., W, |
dla n=1,2,.. W rezultacie
D Clin[w,, wy, ...] = lin[uy, 4g, ...] .

Ciag {u,} jest nieskoriezony, gdyz przestrzen H nie jest skonczenie
wymiarowa.

7 twierdzenia 3.1 wnioskujemy, ze istnieje uklad ortogonalny unor-
mowany {v,} taki, ze

ln[uy, %y, vy Up] = 001, Vg, ey va]  dla 2=1,2,..
W konsekwencji
D Clinw, sy ...] = Lin[vy, 95, .7,

co dowodzi, ze uklad {v,} jest liniowo gesty w H.

Zgodnie z ogélng definicja z rozdzialu XTI, § 1, méwimy, ze dwie
przestrzenie rzeczywiste (zespolone) H i H' typu H* sg rdwnowaine,
jezeli istnieje operacja liniowa rzeczywista (zespolona) T, odwzorowujaca
H na H', zachowujgca norme, tzn.

©) |7 =lu] dla  weH.
Operacja T zachowuje wowezas réwniez iloczyn skalarny, tzn.
{7) (T'(u), T(v))=(u,v) dla dowolnych u,veH.
Istotnie, z (6) wynika, ze dla dowolnych u,v e H

17w 4-0)p = fu-+-of2,
tzn.

1T+ (T (), T@)+(T (o), T@)+ 1T O = [ulp + @, v) + (@, v+ o -
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W rezultacie,

(8) (T'(u), T@)+(T(u), T(v)) = (u, ) +(u, ).

Jedli H 1 H' sy przestrzeniami rzeczywistymi, réwnogé (8) implikuje
bezposrednio réwnodéé (7).

Jedli H i H' sa przestrzeniami zespolonymi, to réwnosé (8) orzeka,
7e czefei rzeczywiste liezb (T'(w), T(v)) i (u,v) s3 réwne. Podstawia-
jac w (8) za u element iu ofrzymujemy

WL (w), T(@)+U(T W), T(0) = i(n, ©)+i(u, v),

skad wynika, ze czedei urojone liezb (T'(u), T'(v)) i (1, v) 59 sobie réwne.
Uwaga ta koliczy dowd6d réwnosei (7).

Z drugiej strony, warunek (7) pocigga za sobg warunek (6) (wystar-
czy przyjaé w tym celu v = u). Widzimy wiee, ze w definicji réwno-
waznosci przestrzeni typu H* mozna warunek (6) zastapié przez (7).

3.3. Dowolna rzeczywista (zespolona) prrestrzer, Hilberta H jest réwno-
wasna proesivzeni B (preesirzeni 1),

Dokladniej:

Niech {v,} bedzie ukladem ortogonalnym, unormowanym, liniowo ge-
stym w H. Odwzorowanie T przyporzadkowujqce kazdemu elementowt u ¢ H
ciag {an} jego wspdlczynnikéw rozwinigeia wzgledem {v,} odwzorowuje H
na BB (na B ) i ma wlasnodé (6).

Wiasnosé (6) wynika z twierdzenia 2.6 (ii). Z twierdzenia Riesza-
Fischera 2.1 wynika, ze T odwzorowuje H na I* (na B).

7 twierdzenia 3.3 wynika, 7e badanie wlasnosei dowolnych prze-
strzeni Hilberta mozna sprowadzié do badania wlasnosei przestrzeni I i B
Mowa tu jednak jedynie o wlasnodciach, ktére nie dotycza struktury
elementoéw przestrzeni i moga byé sformutowane jedynie przy pomocy
dodawania, mnozenia przez liczbe i mnozenia skalarnego elementéw.

7 twierdzenia 3.3 wynika bezposrednio, ze

3.4. Wezystkie preesirzenie Hilberta sq rownowaine.

CWICZENIA. 1. Wyrazy ciagn {v,} sa okredlone przez warunki twierdzenia 3.1

7z dokladnoseia do czynnika liczbowego o module 1 (a wiee — W przypadku przestrzeni
rzeczywistej — z dokladnodeis do zmaku).

2. Jezeli miary g i v sa oérodkowe i zadna z przestrzeni X, T nie jest suma skod-
czonej liczby atoméw, to przestrzenie LP(X, u) oraz LYY, s3 homeomorficzne,
1< p,g< oo

(Wsk.: Skorzystaé z twierdzenia 3.3 oraz z rozdziatu XII, § 2, éwiezenie 17.)

3. Jezeli {;};, jest (skonczonym, przeliczalnym lub nieprzeliczalnym) ukladem
ortogonaluym unormowanym, liniowo gestym w przestrzeni rzeczywistej (zespolonej) H
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typu H, to odwzorowanie T przyporzadkowujace kazdemu elementowi u ¢ H funkeje 7:
) =@,u) da jeJ
ustala réwnowazno$é przestrzeni H 2z przestrzenia I2(J) ('ﬁ(J ).

Uwaga. Zatem kaida przestrzen rzeczywista (zespolona) H typu H jest réwno-
‘Wwaina pewnej przestrzeni I3(J) (ﬁ(J)) (por. uwage przy éwiczeniu 10, § 2). Moc zbioru J
jest przy tym wyznaczona jednoznacznie przez H. Moina bowiem udowodni¢, ze
jesli {u);, 1 {9;};¢5 52 ukladami ortogonalnymi unormowanymi, liniowo gestymi w H,
to zbiory J i J” sa réwnej moey.

§ 4. Szeregi ortogonalme w przestrzeniach funkcyjnych. Zastosujemy
obecnie do przestrzeni funkeyjnych wyniki vzyskane w poprzednich para-
grafach. Podobnie jak poprzednio, bedziemy rozwazadé réwnoczesnie przy-
padek zespolony i rzeczywisty, Wszystkie twierdzenia i definicje bedziemy
formulowaé dla funkeji i przestrzeni zegpolonych. Amnalogiczne twier-
dzenia i definicje dla funkeji i przestrzeni rzeczywistych otrzymuje sie,
opuszezajac wszedzie znaczek ,,~“ nad symbolem przestrzeni funkeyjnej
i znak ,—*“ nad liezbami i funkejami. Zamiast |22 mozemy wtedy oczy-
wiseie pisad 22 Stowo ,liczba® oznaczaé bedzie tak jak w poprzednich
paragrafach liezbe zespolons w przypadku zespolonym, a rzeczywists
skoftezona — w przypadkun rzeczywistym. .

Niech X bedzie przestrzenia z miarg 4, okreflona na przeliczalnie
addytywnym ciele M. W przypadku gdy calkowanie bedzie sie odby-
walo wzgledem miary u, bedziemy opuszezaé symbol dy pod znakiem
eakki.

Tloczynem skalarnym dwu funkeji mierzalnych f, g, okredlonych na X,
nazywamy liczbe f fg. Hoezyn skalarny funkeji 7, g jest okredlony, wtedy
i tylko wtedy, gd§ 17 jest funkcja catkowalng. Méwimy, ze funkcje mie-
rzalne f, g sa ortogonalne, jezeli [ f= 0. Definicje powyzisze sa uogél-
nieniem definicji z §1 C, gd.zieXstWierdzi]iém‘y, Ze przy powyzszej de-
finicji floezynu skalarnego przestrzen fz(X s 4) jest przestrzeniy typu H,
a w przypadku gdy p jest miara osrodkows i f2(X , #) nie jest skon-
czenie wymiarowa, jest przestrzenia Hilberta.

Zgodnie z definicjs z §2 ciag funkeji gn e I X y 4) jest ukladem
ortogonalnym, jezeli .

(1) [lgp>0 i [ =0 da n£m.
x x

Cigg funkecji g,,efg(X » 1) Jest ukiadem ortogonalnym UROTMOWANY T
(lub: ortonormalnym), jezeli

@) fgn§m={1’ gdy n=m,
X

0, gdy ns#m.

icm
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Przez normowanie kazdy uklad ortogonalny {g,} mozna zamienié
na uklad ortogonalny unormowany {g./|gn}s}. Z tej przyezyny w dal-
szym ciggu bedziemy prawie wylgcznie méwié o ukladach ortogonalnych
unormowanych. )
Szeregiem ortogonalnym nazywamy kazdy szereg postaci

(3) Z nfn ,

n=1
gdzie {a,} jest dowolnym ciggiem liczbowym, a {g,} — ukladem ortog(?-
nalnym funkeji o kwadracie calkowalnym na X. Szereg (3) nazywa sie
rozwinigeiem ortogonalnym (lab krétko: rozwinieciem) pewnej funkeji
mierzalnej f, okreslonej na X, wzgledem ukladu {g,}, jezeli

ey,

19n
(4) an ==

dla
[ g2
X

n=1,2,..

W przypadku gdy {g.} jest ukladem ortogonalnym unormowanym,
wzér (4) przybiera prostszg postaé

(5) an=[fga dla n=1,2,..
X

W przypadku gdy fefg(_X , #), definicja rozwiniecia ortogona}nf}g"o
pokrywa sie z definicja wprowadzong w § 2 (wzory (7) i (8)). D~efmm!a,
powyisza jest jednak ogélniejsza od definicji z § 2, gdyz stosu]efny .335
nie tylko w przypadku funkeji o kwadracie catkowalnym, lecz réwniez
dla dowolnych funkeji mierzalnyeh f, dla ktérych wszystkie liczby (4) sa
skonczone.

Jezeli szereg (1) jest rozwinieciem funkeji mierzalnej f wzgledem
ukladu g,, piszemy wowezas

(8) fe D angn
Tub
(7) @)~ Y angnle)

a ciag liczbowy {a,} nazywamy ciagiem wspdlczynnikéw rozwin“igcz’a f‘unk-
¢ji f wezgledem {g,}. Podobnie jak w § 2, wzory (6) i (7) uwazamy jedy-
nie za inny sposéb zapisania réwnosei (4) (lub (5) — w przypadku ukiadu

ortogonalnego unormowanego).
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Pojecie szeregu ortogonalnego jest ogélniejsze niz pojecie rozwinigeia
ortogonalnego funkeji, gdyz nie kazdy szereg ortogonalny jest rozwinie-
ciem pewnej funkeji. W dalszym ciagu ograniczymy sie jednak do roz-
patrywania rozwinieé ortogonalnyeh funkeji mierzalnych. Ze wzgledu na
mozliwo§é normalizacji ukladu ograniczymy si¢ réwniez do ukiadéw orto-
gonalnych unormowanych.

W dalszym ciagu {g,} oznacza stale pewien uklad ortogonalny unor-
mowany, gnel¥X,p) dla n=1,2, ..

Podobnie jak w § 2, formulujemy gléwne zagadnienie teorii rozwi-
nieé ortogonalnych funkeji w postaci dwu pytan:

A) Ozy szereg po prawej stronie wzoru (6) jest zbieiny.

B) Czy funkeja f jest sumag tego szeregu.

Postawienie powyzszyeh pytan wymaga wyjagnienia, co rozumiemy
przez zbieznogé szeregu funkeyjnego. Ogélna definicja zbieznogei szeregu
jest mastepujaca: szereg funkeyjny fi+fat... jest zbiezny, gdy ciag
{fi+fat .+ Ta} sum ezefciowych jest zbieiny. Zaleznie od tego, jaki
ustalimy rodzaj zbieznodei ciagu funkeyjnego, otrzymujemy analogiczny
rodzaj zbiezmofci szeregu funkeyjnego. Mozna wiec moéwié, ze szereg
fu+fat ... jest zbiezny wszedzie, prawie wszedzie, wedlug miary, jedno-
sta]me, w przestrzeni LP(X, u) itd. ’

Powracajae do gléwnego zagadnienia, stwierdzamy, ze postawione
dwa pytania nalezy sformulowaé dla kazdego rodzaju zbieznosei oddziel-
nie. Na przyklad, jezeli f,gneL7(X, p) (n=1,2,..), to mozma sie
pytaé, ezy szereg po prawej stronie (6) ]est zbiezny w X, ) i czy
jest zbiezny do f w L” (X, u), nastepnie mozna si¢ pytad, czy jest zbiezny
wszedzie, prawie wszedzie, wedlug miary itd. i czy f jest jego suma.

W przypadku gdy feL"(X , ») 1 gdy rozpatrywans zbiezmoscia jest
zbiesnodé przecietna w kwadracie, tzn. wedtug normy | |, peina odpo-
wied# podaja twierdzenia udowodnione w § 2, ktére moina obecnie wy-
stowié w nastepujacej postaci.

0
4.1 (Twierdzenie Riesza-Fischera). (i) Swzereg ortogonalny D tnn
n=1

jest zbiesmy do pewnej funkeji f, e TX X, ) wedbug normy | o, wiedy i tylko
wtedy, gdy

®) Dt < 00

N=1

(ii) Jezeli spelniony fjest warunek (8), to szereg (3) jest zbietny bez-
warunkowo wedtug normy | |» © jest rozwinieciem swojej sumy fo X, ).

icm
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4.2, Jeseli fNZa,.gn i felXX,p), to

8

9) fuz— f ez Dl

n=

(nierdwnos$é Bessla).

-

©0

127

Rozwiniecie Y, angn jest wiec szeregiem zbieinym wedlug normy | I
=1 .

do pewnej funkcji fo erf.ﬁ‘(X , ). Funkcja f—f, jest ortogonalna do wszysi-

kich funkeji gn (n=1,2,...).
Natomiast r6wnos$é f= f, nie zawsze zachodzi.

oo
4.3. Niech feIAX, n), f~ 2 angn. Nasigpujace warunki sq réwno-
n=1

waine:

(i) Szereg > angn jest zbiesny do f wedtug normy | Iy
n=1

i) Jfp=2 |anl2 (rdwnosé Parsevala).
X n=1
(iii) Dla kaidego &> 0 isinieje ciag liczb @y, a,,
n
=2 a;‘!]iizd!‘ <e.
X =1

(iv) Dla dowolnej funkeji g eIxX
chodzi réwnoéé
~ ks —
[15=2 anba-
X n=1

4.4, Nastepujace warunki, gdzie

f"’zangny gNZﬁnQn;
n=1 n=1

sa réwnowaine:

ey Oy taki, Ze

=
u) o rozwinieciv g~ D Bngn 2a-
=1

(i) Dla katdej fumkcji fefz(X , u) rozwinigeie funkeji f wagledem

ukladu {gn} jest #bietne do | wedlug normy | |o.
(ii) Dla kaidej funkeji felxX, w), f|f| 2 loaf
n=1

(iii) Ciag {gn} jest liniowo gesty w LE(X , 1)
(iv) Dla dowolnych funkeji f, gel¥X, p)
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(v) + Jezeli funkeja f e L2(X y ) jest ortogonalna do wszystkich funkeji g,
(n=1,2,..), to f =0 prawie wszedzic. )

Warunek (v) mozna takze sformulowad w nastepujacej postaei:

(v') Jeseli funkeje | i g maja identycane rozwinigeia wegledem g,, to
f=g prawie wszedzie.

Warunek (v') stwierdza, ze kazda funkeja f jest jednoznacznie (tzn.
z dokladnodeia do funkeji réwnowasznych) wyznaczona, przez swoje roz-
winiecie.

Postugujae sie terminologis, wprowadzong w rozdziale XII, § 6, mozna
warunek (v) sformulowaé jeszeze w nastepujacy sposéb:

(v") Ciag {ga} jest pelny w preestreeni x ) 1)
Z twierdzen 3.2, 3.3 oraz z rozdziatu XII, 2.8, wynika, ze

4.5. Jeteli miara u jest o$rodkowa, a przestrzer, EE(X ) M) jest. nieskos-
czenie wymiarowa, to przestraer, LY X, #) zawiera uklad ortogonalny, unor-
mowany, liniowo gesty, jest wiee réwnowaina preestrzeni I,

Wreszeie z §2 (13) i (14) bezposrednio wynika nastepujace twier-
dzenie o najlepszej aproksymacji.

o
4.6. Niech fefZ(X, )y f~ > angn. Dia dowolnych liczb ay, ay, ..., ay
n=1 f .

n n
| T
!!f—z 4G, <,’gf—2afyf
i=1 j=1

prey tym znak réwnosei jest osiagamy, wtedy & tylko wtedy, gdy a; = o; dla
j=1,2,..,n :

W przypadku gdy rozwazamy inny rodzaj zbiezno$ci niz zbieinogé
wedhig normy | |,, sytuacja staje sie bardziej skomplikowana. Wyczer-
pujace wyjasnienie obecnego stanu wiedzy o innych rodzajach zbieinosei
szeregéw ortogonalnyeh wykracza poza ramy tej ksigzki. W nastepnych
paragrafach podamy jedynie kilka przykiadéw podstawowych ukladéw
ortogonalnyeh w L oraz kilka uwag o zbieznosci prawie wszedziel).

Czasem pojecie ortogonalnogci funkeji i ukladu ortogonalnego hywa
wprowadzane w postaci pozornie ogélniejszej od postaci rozwazanej przez
nas dotychezas. Ustala sie mianowicie pewng funkeje ¢ nieujemny skon-
czony i mowi sig, ze dwie funkcje mierzalne f, g sa ortogonalne, jezeli

(10) f fapdu=0.
o x

9’

1) Czytelnika, pragnacego poznaé giebiej teorie szeregéw ortogonalnych, odsylamy
do dziet specjalnych, przede wszystkim do monografii Kacamarza i Steinhausa [21.
Por. takie Tricomi [1].
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Nastepnie bada si¢ szeregi postaci

(11) D Gugn,
n=1
gdzie
_ 0 jezei m£m
(12) fgngmqﬁdﬂ:{ » e ’
x 1, jezei n=m
oraz
(13) = [ fGapdu.
X

Cigg funkcji {g,} o wlasnodei (12) nazywa sie wtedy réwniez ukla-
dem ortogonalnym unormowanym, a szereg (11) — szeregiem ortogonal-
nym, przy tym jezeli spelnione sg wzory (13) — rozwinieciem ortogo-
nalnym funkeji f. Role przestrzeni fﬁ(X » #) 0dgrywa obecnie przestrzer
L wszystkich funkeji mierzalnych f takich, ze

= [ Ifitpdp < co.
‘Whprowadzajac zamiast miary # miare v zdefiniowans wzorem
v(d)= [ gpiu
A

sprawdzamy z latwoseig (por. rozdziat VIL, 5.1), 7e réwnoéé (10) moze
byé obecnie zapisana w postaci

[ rav=o,
x
a réwnos$é (13) w postaci

a,,=!fg?f\lv.

Zatem uklad {g,} ortogonalny w sensie definicji (12) jest ortogo-
palny w zwykiym sensie, jezeli zamiast miary u przyjaé miare ». Pojecie
ortogonalnodei dwu funkeji i rozwiniecia, ortogonalnego funkeji, zdefinio-
wane wzorami (10), (11)-(13), pokrywa sie wtedy ze zwyklym pojeciem
ortogonalnosei funkeji i rozwiniecia ortogonalnego, a przestrzer f: jest
réwnowaszna przestrzeni L3(X , ¥).

Inny, jeszeze prostszy sposéb sprowadzenia pojecia ortogonalno-
dei (10) i ukiadu ortogonalnego (12) do zwyklych definicji ortogonalnogei
1 ukiadu ortogonalnego polega na systematycznym mnozeniu wszystkich
Funkcje rzeczywiste IT 9
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rozwazanyeh funkeji przez )g. Istotnie, jezeli funkeje f i g spelniajg
réwnosé (10), to funkeje

T=1Ve i j=gvo

sg ortogonalne (wzgledem miary u) w zwyklym sensie, tzn.
[ 7§ au=0.
X
Podobnie, jezeli uklad {g,} spelnia warunki (12), to uklad

n=gVe (n=1,2,..)
spetnia warunki '
A T 0! gdy n 3& m 3y

[ Gnfimn =
x 1, gdy n=m,

tzn. jest ortogonalny i unormowany w zwyktym sensie.
CWICZENIA. 1. Podzbiér A przestrzeni ﬁ(X, u) jest pelny w przestrzeni LY. 10,
wiedy i tylko wtedy, gdy jest liniowo gesty.

2. Jezell miara u jest odrodkowa, to kasdy zbiér pelny 4 c L¥X, u) zawiera
podzbiér pelny co najwyzej przeliczalny.
3. Niech {g,} bedzie ukladem ortogonalnym unormowanym w przestrzeni Tﬁ(X s 1)y
a {h,} — ukladem ortogonalnym unormowanym W przestrzeni 'zﬂ(Y, v). Wowezas
funkecje
) 9@ hy(y)  @eX, ye¥, m,m=1,2,..)
tworzg ukiad ortogonalny unormowany w przestrzeni LH(X x ¥, #¥ 7). Uklad ten
jest liniowo gesty, gdy uklady {9,} i {h,} sa liniowo geste.
4. Jezeli g, eiq(x su) (n=1,2,...) jest ukladem ortogonalnym UROTMOWanym
<
i szereg Y a,9, jest zbieiny wedlug normy | [, do pewnej funkeji jeIrx, ) (p+
h=1
+1/g=1), to a,= [fg, dla n=1,2, ...
X
5. Jezeli {g,} jest ukladem ortogonalnym unermowanym w przestrzeni ZL’(X )

~ (o]
i funkeja f e L X, p) nalezy do domkniecia zbioru linfg,, ga, ...] oraz fe Za“g", to
n=1

o0
f,f’d,u = Z ad .
X n=1

6. Sformutowaé analogony twierdzef, podanych w § 4, dla nieprzeliczalnych
ukladéw ortogonalnyeh funkeji.

7. n-tym jgdrem ukladu ortogonalnego unormowanego g, s'fﬁ(X » ) Dazywamy
funkeje
Tl §) = Gu(@) gy} + 9a(*) 9a(y) + .. + g, (%) 9,(u)»
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okredlong na produkeie X x X. Sprawdzié, ze n-ta suma czesciowa s, rozwiniecia funk-
cji f wzgledem ukladu {g,} wyraza sie wzorem

sy = [ 7,0, )i dniy) .
X

§ 5. Przyklady ukladéw ortogonalnych. Wszystkie ukiady ortogonalne,
rozwazane w niniejszym paragrafie, skladaja sie z funkeji rzeczywistych.

Jesli {g,} jest ukladem ortogonalnym funkeji rzeczywistych, f, i f, sa
funkejami rzeczywistymi, a f=f, +1if, — funkeja zespolong oraz

(1) leZaugnv fa""ngngn’
n=1 n=1

to

@) f~ Y (on+ i) gu -

n=1

Zbieznosé szeregu (2) jest réwnowazna (dla rezpatrywanych zbiez-
nosel) réwnoczesnej zbiezmogei szeregéw (1). Zatem w przypadku rzeczy-
wistych ukladéw ortogonalnych wystarezy ograniczyé sie do rozpatry-
wania rzeczywistych przestrzeni funkeyjnych.

W paragrafie niniejszym bedziemy wiec mowié wylacznie o funk-
cjach rzeczywistych. Przy omawianiu przykladéw A, B, C, D przez
miare i mierzalnosé rozumiemy zawsze miare Lebesgue’a I, i mierzalnodé
wzgledem tej miary.

A) Uklad trygonometryezny. Najstarszym ze znanych ukladéw
ortogonalnych unormowanych jest uklad trygonometryczny w prze-
dziale 0; 2=

(3) e

Bardziej szezegélowo oméwimy wlasnosei tego ukladn w rozdziale XIV.
Stosunkowo prosto mozna wykazaé (por. rozdziat XIV, 5.2), ze istnieje
funkeja ciagla okresowa, o okresie 2x, ktérej rozwinieeie wzgledem
ukladu (3) jest rozbiezne w nieprzeliczalnym gestym podzbiorze prze-
dzialu 05 2z. Zagadnienie, czy istnieje funkeja ciagla o okresie 2z, ktérej
rozwiniecie wzgledem ukladu trygonometryeznego (3) jest rozbiezne
w prawie kazdym punkcie, jest dotychezas nierozwiazane. Wiadomo 1),
ze istnieje funkeja fe L(0;2w), ktérej rozwiniecie wzgledem ukladu (3)
jest rozbiezne w kazdym punkeie przedzialu 0; 2r. Zagadnienie, czy
rozwinigcie dowolnej funkeji f e L*(0; 2x) wzgledem ukladu (3) jest pra-
wie wszedzie zbiezne do f, jest takze nierozwiazane.

') Kolmogoroff [1], [4].
g*
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Powyzsze wzmianki dowodza, ze problem zbieinosci prawie wszedzie
szeregu ortogonalnego jest znacznie trudniejszy od zagadnienia zbieznogei
wedtug normy | [,-

B) Uktad Haaral). Niech dla j=1,2,..,2" (n=0,1,2,..)
1L, gdy  (-1)2" <e<(2j-1)2"7,
hng@) ={ -1, gdy (2j-1)2"" <@<j2",
0 dla pozostalych x z przedziatu 0; 1
oraz hno(0) =1, hy;(0)=0 dla j>0. Cigg
{17 ho,u hl,l; hq,z, hz,ly h2.27 hz,s; h2,47 hs,u }
jest ukladem ortogonalnym nieunormowanym. Dzielac funkeje tego ciagu

przez ich normy | [, otrzymujemy uklad ortogonalny unormowany {k,}

funkeji okre§lonyeh w przedziale 0; 1, nazywany wkiasdem Haara.
Mamy wiee

hy(2) = da o0<o<gl,

hyf) = 1 dla 0<x<1/2,

ATl dla 12<2<1,
V2 dla 0<z<<1/4,

—V2 dla  1/4<z<1j2,
0 dla pozostalych z,

2 dla 12 <z <3/4,
2 dla 3S/4<w<1,
0 dla pozostalych z,
2 dla 0<x<1)8,

2 dla 18 <x<1/4,
0 dla pozostalych z,

2 dla 14<z<3/8,
2 dla 3B<z<12,
0 dla pozostalych z,

Definicja indukeyjna ukladu Haara jest wiee nastepujaca.
Niech &, =1 i niech p, oznacza podziat odcinka 0; 1, zlozony jedynie
7 samego odcinka 0; 1. Zalézmy, ze zdefiniowana zostala juz funkeja h,

1) Haar [1].
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i podziat p, odcinka 0; 1 na n przedszialéw rozlacznych P, Pi, ..., P,.
Niech P;ep, 0znacza przedzial podziatu p,, ktéry lezy najbardziej na
lewo spofréd wszystkich przedzialéw P, ep, o najwieksze] dlugosdei.
Dzielimy przedzial P; na dwie polowy: lewa P’ i prawg P’/, zaliczajge
punkt podzialu do P’ (co zreszty nie ma wiekszego znaczenia), i ozna-
czamy
Prns1= [Piy Pay oey -Pi-h Pl; P”: P1+17 weey Pal
oraz
a da zeP,
Bpiriz)={—a dla zeP”,
0 dla pozostatyeh z,

gdzie @ jest liczba dodatnia taka, ze

1

) ‘ T hsepde =apy =1,
0
tzn. przyjmujemy
1
(5) R a = = -
e ViPsl

Ortogonalno§é ukladu h, wynika z nwagi, ze hyh, = 0 lub ch, dla
m << n, gdzie ¢ jest staly, oraz
1

[hm)dz=0 dla

[

n>1.

Z (4) wynika, ze uklad Haara jest ortogonalny unormowany.
Zauwazmy, ze kazda funkcja schodkowa g, stala na kazdym z przedzia-
16w Py, P,, ..., P, € pp, jest kombinacjg liniowg funkeji hy, Ry, ..., by, tzn.

Inaczej méwige: jezeli a;, oznacza wartodé funkeji h, na prze-
dziale P;, a b; — warto§é funkeji g na przedziale P;, to istnieja liczby
&1y ey bn takie, ze

n
(6) Dtimin=b; dla j=1,2,.,n.
m=1

Wystarczy w tym celu wykazaé, ze wyznacznik
dy, = det(a;,m)

ukladu réwnad (6) jést rézny od zera.
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. Dla n =.1, d, = 1. Zalézmy, #e d, = 0. Z indukeyjnej definicji funk-
¢ji hniy wynika, ze v
' d11y oy -Qupy 0
Q2,15 veny gy 0

. Qpyr = Bj1y  eeey Ui, a| = +2ad, # 0,

an,l? seey afn,ny 0

gdzie j i ¢ majg to samo znaczenie, ¢o w indukeyjnej definicji h,,.,.

5.1.. Rozw.im@cie dowolnej funkeji catkowalnej feL wedtug ukladu
Haara jest zbieine prawie wszedzie do funkeji f.

Niech
(=]
(‘) f‘NZanhn
n=1
oraz
7}1
(8) 8 = Z a;jh;
j=1

Ustalmy na chwile liczbe naturalng #. Z definicji

1 n
o= [f@)h@)de = ) an; [j(@)dz,
0 m=1 Py
gﬁzie Pn =[Py, 1?2, -y Puly & @y 0znacza, jak poprzednio, wartosd funk-
¢ji k; na przedziale P,. Liczby dn,; 82 niezaleine od funkeji 7. Jezeli

wige geL jest funkcja taks, ze

9 . Pfg(w)dxa ff(x)dm dla m=1,2,.,n,
' i Py,

to n-ta suf;na czesciowa rozwiniecia funkeji g jest identyczna z n-ta
sm?rz? ezgéc.lowad $n rozwinigeia funkeji f. Warunek (9) jest w szezegol-
noscl spelniony przez funkeje g zdefiniowans wzorem

(10) g(w)={?1,;l ff(t)dt dla zeP, (m=1,2,..,n).
Py, "

Zatem n-ta suma ezefciowa s, rozwiniecia funkeji f (por. (8)) jest
zarazem n-ta Sumg eczeSeiows rozwinieeia funkeji schodkowej g. Na
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mocy poprzednio dowiedzionej uwagi funkeja g jest kombinacjg liniowa
funkeji hy:
g= P
F=1
Poniewaz ge L2, wiee z twierdzenia 4.6 o najlepszej aproksymacji
(gdzie f trzeba zastapic¢ przez g)
n
' i i
lg—sale < Hg—j_zafbn;g =0,
=1
skad wynika, ze g(z) = s.(z) prawie wszedzie. Poniewaz funkcje g i sn
sa stale w tych samych przedzialach P, P, ..., Py, wiec s,(z) = g(x)
dla kazdego z, tzn. (por. (10))

11) s,&m):iﬁl} [ fyat= i’g—’ dla  wePp (m=1,2,..,1),
i m‘_};” Lo
gdzie
plx) = [ [yt
L i 0

Prawie w kazdym punkecie x € 0; 1 jest ¢'(x) = f{z) (por. rozdzial X,
5.4). Przechodzac w (11) do granicy, gdy »--co, otrzymujemy, ze

sulX)—>¢'(x) = [ (x)

5.2. Jedli f e LP (1 < p < 00), to rozwiniecie funkeji f wzgledem ukladu
Haara jest zbiezne do f w preestrzeni LP.

Niech T, bedzie operacja przyporzadkowujaca dowolnej funkeji
fel” jej n-ta sume czesciows s, = Ty(f) rozwinigela wzgledem ukladn
Haara. Poniewaz $, jest funkeja ograniczong, T, odwzorowuje I? w L?.
Addytywnoéé operaeji T, jest oczywista. Z wzorn (11) wynika, ze

(3 [i@a | 12a) " <

prawie wszedzie, ¢. b. d. o.

n

ST ()l = sl = ( V

P va!‘,‘P-m »
) (Z TPmla”—‘(Pf i) < (; [era)” =it

poniewaz "
Y T o VTR ip | 1-1/p
| f(x)ide = | Jlo)-1ode < ’ [f(x) d.r) APy
z nieréwnosei Holdera (rozdzial XII, 2.1; por. takze rozdziat XIT, 2.11,
(16)). Operacja T, jest wiec liniowa o normie <1 (podstawiajac za f
funkcje réwna tozsamosciowo 1 stwierdzamy, ze |Ty|=1).
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Jefli f jest funkeja mierzalng ograniczong, to To(f)—~f w L? dla
n—»co. Istotnie, jezeli |f| < M, to z (11) wynika, ze takze |s,| = [ To(f)| < M.
wige |s,—f[" < (2M)°. Poniewaz s,~>f prawie wszedzie na mocy 5.1,
wige (por. rozdziat VII, 3.6) ’

N—+00

lim J\sn(w)~f(w)\”dx=fm1sn(w)_f@)]w=o,

tzn. 8, = Ty(f)—>f w L.

Poniewas ciag norm {|T.[} jest ograniczony i poniewasz ciag {T,}
operacji linjowych jest zbiezny na gestym (por. rozdziat XII, 2.10) pod-
zbiorze przestrzeni L?, zlozonym z funkeji mierzalnych ograniczonyech,
wige na mocy rozdzialu XII, 4.6, ciag {T,} jest zbiezny na L” do pewnej
operacji liniowej T':

[Tn(f) =T (F)lp—>0.

Jezeli f jest funkejs ograniczona, to, jak zauwasylismy powyzej,
T(fy={. Zatem, wobec gestofei podzbioru funkeji ograniczonyeh,
T(fy=1 dla kazdego feL®, a wiec

sp—f W LP dla kazdego fel® c.b.d. o.

Ukdad Haara jest pelny w L (a wiee tym bardziej w L” i w C, gdyz
CCL i IPCL, 1 <p < oo). Istotnie, jezeli funkcja calkowalna f jest
ortogonalna do kazdej funkeji hy, n=1,2, .., to rozwiniecie funkeji f
wzgledem h, jest tozsamodciowo réwne. zeru. Stad oraz z 5.1 (lub 5.2)
wynika, ze f= 0 prawie wszedzie.

Ulkdad Haara jest liniowo gesty w LP (1 < p < oo), co natychmiast
wynika z uwagi, ze kazda funkeja stata na przedzialach podziatu Pn jest
kombinacja liniows funkeji hy, hy, ..., by, oraz ze zbiér funkeji statych
na przedzialach podzialéw p, (n = 1,2, ...) jest gesty w L” (dowdd osta-
tniej uwagi jest podobny do dowodu twierdzenia 2.10 (i) z rozdziatu XIT
i twierdzenia 4.6 z rozdziatu XI).

5.3. Rorzwinigcie dowolnej fumkeji ciaglej fe C wedtug ukladu Haara
jest zbietne jednostajnie do funkeji f.

Z wzoru (11) oraz z twierdzenia o wartosci fredniej wynika, ze
(12) (@) = f(bne) dla  zeP,, gdzie Enz€Prm.

Niech dla danej liczby &> 0 liczba & >0 bedzie taka, ze nieréw-
n.oéé ]mA— &| < & pociaga za sobg |f(2)—f(£)| < e. Niech ny bedzie takg
liczba, 26 A (Pp) = |Pm| < 8 dla Py e pn i n>n,. W rezultacie na mocy (12)

|suf®)~f(x)] <& dla  m>mn, i dowolnego e 0; 1, c. b. d. o.

iom
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C) Uklad Franklina?). Funkeje nkiadu Haara sg nieciagle. Mozna
jednak podaé przykiad ukiadu ortogonalnego unormowanego funkeji cig-
glych, dla ktérego twierdzenie 5.3 pozostanie nadal prawdziwe.

Niech a, oznacza n-ty wyraz ciagu

{0, 1, 1/2, 1/4, 3/4, 1/8, 3/8, 5/8, 7/8, 1/16, 3/16, ...}
i niech
@) =1, filml== da 0<s<I,
a3 dla n>2
0 dla 0<z<ay,

f"(x)={a:—~a,. dla ae.<z<I1.

Mozna z latwodeia sprawdzié, ze {f,} jest ciagiem funkeji ciaglyeh,
liniowo niezaleznych. Ortogonalizujgc ciag {fn} metoda Schmidta (3.1)
otrzymujemy uklad ortogomalny {g,}, o ktérym mozna dowiegé ), ze
rozwiniecie dowolnej funkeji fe C wzgledem tego ukiadu jest zbiezne
jednostajnie do f. Uklad {g,} nosi nazwe ukladu Franklina.

D) Uktad Rademachera?). Uklad ten tworzg funkcje {r,}, okre-

§lone w przedziale 0; 1 nastepujacymi wzorami:

k—1 k
[ 1 dla o r<< E )
gdy k jest liczbg nieparzystsg,
(13) m(0)=1, m(x)=
a E—1 k
—1 & on <r<g 9_71, 3
l gdy & jest liczba parzysts,
gdzie k= 1,2, ...,2" (i =1,2,..). Zatem w celu skonstruowania n-tej

funkeji Rademachera r, dzielimy przedzial 0; 1 na 2" réwnych czesei
i w otrzymanych przedzialach kladziemy r,(x) na przemian réwne 1i —1.
Pomijajge przeliczalna mnogoéé punktéw postaci @ = /2" otrzymujemy
(14) Tp(x) = signsin2™z dla 0<<xr<1.
Z definicji bezposrednio wynika, ze {r,} jest ukladem ortogonalnym
UNOrmowanym.

Uklad Rademachera nie jest liniowo gesty ani pelny w zadnej z prze-
strzeni C, L? (1 < p < oo), odgrywa jednak dosyé duzsy role jako §rodek
dowodowy w réznych zagadnieniach (por. np. twierdzenie 6.5). Uklad

- Rademachera $cisle wigze sie z ukiadem Haara, mianowicie

= 1
(15) n= —=== (her-141+ her-132+ .o + Iy},
yort

1) Franklin [1].
) Rademacher [1].
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gdyz nawias po prawej stronie wzoru (15) zawiera wszystkie funkcje
Haara h; takie, ze dlugo$é przedzialu [x: hy(z) £ 0] wynosi 1/2"7", zad

W przedzlia,le [@: hy(z) # 0] funkeja hy; przyjmuje wartofei - 1/’2"‘1, Do-
niewaz [Rjde = 1.

0
Nasgtepujace podstawowe twierdzenia (5.4-5.8) o ukladzie Rademachera
udowodnimy przy upraszezajacym zatozeniu, ze wspoélezynniki a, 8g rze-
czywiste. Twierdzenia te sa jednak prawdziwe réwniez w przypadku

wspblezynnikéw a,, zespolonych. W przypadku twierdzen 5.4 1 5.5 mozna
o0

sie o tym przekonaé rozkladajae szereg Za,, ¥, na cze$é rzeczywisty
n=1

i urojong. Przeprowadzenie niewielkich koniecznych modyfikacji w do-
wodzie twierdzenia 5.6 w przypadku wspélezynnikéw zespolonych pozo-
stawiamy czytelnikowi. W przypadku zespolonym w twierdzeniach 3.7
i 5.8 trzeba zastapié LP i L2 przez L7 i 19

I~
5.4 (Twierdzenie Rademachera). Jezeli Z]anlz < oo, to szereg
n=1

)

(16) Z A tn(ir)

n=1 M
jest zbiesny prawie wszedzie w preedziale 0; 1.
Wryrazajac funkcje 7, przez funkeje Haara h, mozemy szereg (16)
napisaé w postaci
oo

17 2]75::_—; (hantg -+ oon - hgn) .

n=1

Otwierajac nawiasy po prawej stronie (17) i porzadkujge wyrazy
wedlug numerdéw funkeji h, otrzymujemy szereg ortogonalny

oo

{18) 2 anhns
n=1
przy tym
oo [ ca
2 — N
Z]ani?_—_‘z%. onl = Elan[~< S5
“ n=1

n=1 n=1

7 twierdzenia Riesza-Fischera 4.1 wynika, Ze szereg (18) jest roz-
winieciem pewnej funkeji f ¢ L? C L wedtug uldadu {h,}. Z twierdzenia 5.1
wynika, ze szereg (18) jest prawie wszedzie zbiezny do f. Poniewaz ciag
sum czgstkowych szeregu (16), tzn. szeregu (17), jest podciggiem ciagu

iom
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sum czastkowych szeregu (18), wnioskujemy stad, ze szereg (16) jest
prawie wszedzie zbiezny do f(z). .
Odwrécenie twierdzenia 5.4 jest réwniez prawdziwe:

o0
5.5 (Twierdzenie Kolmogorowa). Jeseli Y |ay= oo, to szereg (16)
n=1
jest rozbieiny prawie wszedzie w przedziale 0; 1.

Przypusémy, ze szereg (16) jest zbiezny do funkeji skonczonej na
pewnym zbiorze 4 miary dodatniej. Z twierdzenia Jegorowa (rozdziat VI,
6.1) wynika, ze na pewnym zbiorze F C A o mierze dodatniej ciag {s.}
sum czesciowyeh szeregu (16) jest zbiezny jednostajnie. Istnieje wiee
liczba naturalna =, taka, zZe :

[sm(#)—salx) <1 dla m>n>n,izelF.

Zatem
. n
19) 1P = [ |sule) —sa@)pde = [F| Y a5+2 Y aya [ rz)nda)de
F F=n+1 n<j<km F

dla, m.> 9> mye Zdefinieji funkeji Rademachera wynika bezposrednio,

“ze iloczyny

(20) ri{eyrde) (<)

tworzg uklad ortogonalny unormowany. Liczby [ r;(x)rir)de sa wspol-
F
czynnikami rozwiniecia funkeji charakterystycznej yr wzgledem ukladu

(20). Szereg kwadratéow tych wspélezynnikéw jest zbiezny (por. 4.2),
a wiec istnieje taka liczba u > iy, ze

Z (f ’i(wrk(r)dm)2< %‘— dla

n<j<ksm F

m>un.

Stosujge nieréwnosé Cauchy'ego dla m > n otrzymujemy

f
i

i !
D s [ oo <

n<j<k<m

<] /

Stad oraz z (19) wynika, ze dla m > n

F
S [rterraT ) S <2 S

n<j<k<m F nLf<k<m j=n+1
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a wiee
o
2 lasp <3,
j=n+1

©o
co dowodzi zbieznodei szeregu 2|a,-|2.

Ortogonalnodé funkeji (20) jest szezegblnym przypadkiem nastepu-
jacej wiasnosei ukladu Rademachera: jezeli n,,mny,...,m; sa réznymi
liczbami naturalnymi, a o, @, ..., a5 sa liczbami catkowitymi nieujem-
nymi, to

1,  gdy wszystkie liczby ay, ..., oz

1
@y [ @)@ .. .r;;(m)dw=l s3 parzyste,
0 0 w przeciwnym przypadku.

Wiasnoéé (21) wynika bezposrednio z uwagi, ze

() = { 1, gdy a jest liczba parzysta,
n' - . . .
ro(®), gdy a jest liczbg nieparzysta,

oraz z uwagi, ze
1
frﬂl(ac)rnx(a;). o P (m)dE =10,
0

gdy liczby naturalne n,, ..., n; sg rézne od siebie.
5.6 (Nier6wno§¢ Chinczyna)?). Jezeli 1 <p < oo, to

e | Sar <517/ e

i=1
dla dowolnego ciagu liczb {a,, ..., a,}. .

n
Niech ¢ =.Z a;r;. Niech m bedzie taks liczby naturalna, ze
i=1

(23) 2m—2 <p < 2m.

Rozwijajac potege g(x)*™ wedtug wzoru Newtona i catkujac w prze-
dziale 0; 1 otrzymujemy na mocy (21)

m o (‘) ' 2] a2
(Iglem)® déf glaymde _2 (28,) l(f)ﬁ:;zl CTAY aiﬁl' a. ..udﬁﬁn,

1) Kechintchine [1].

icm
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gdzie sumowanie rozciaga si¢ na wszelkie ciagi liezb calkowitych nie-
ujemnych By, By .., B takie, 26 m = f;+fy+ ...+ fn. Poniewaz

(2m)! < mm m!
CRTEEN BB " BlBalBal
oraz
r! 2, 2, 9 m
,ﬁ;ﬂ_—_—'ﬁ”'l g GO = ),
! Bsl B
wiee

lglsm <V -Vait...+az.

(23) wynika, ze |jgly < |glsm (por. rozdziat XII, 2.11, (16)) im < pf2+1,

co wraz z poprzednio udowodniong nierdwnoscig daje oszacowanie (22),

Nastepujgee twierdzenie jest wzmocnieniemn twierdzenia Radema-
chera 5.4.

5.7. Jeseli Z |anf2 < oo, to szereg 2 Gy jest zbiesny prawie wszedeie

P < oo) do pewnej funkeji,
nalezqeej do wszystkich przestrzeni L¥ (1 g p < o). Ponadio

I S I p - . (nierdwno$é Paleya-
24) Il Za’"r"i%pg l/ g t1 ]/2 lanf* -Zygmunda ) ).
n=1 n=1

Istotnie, z twierdzenia Rademachera 5.4 wynika, ze szereg (16) jest
zbiezny prawie wszedzie do pewnej funkeji f. Szereg (16) spelnia takze
warunek Cauchy’ego w przestrzeni LP, gdyz na mocy (22)

[\4:

1
I
I
i

I
B

amﬁ <}/ +1-]/__§ﬂ:l“1.2 (nzm).

7

Szereg (16) jest wiec zbiezny w L” do pewnej funkeji fpe L”. Funkeje
f 17, sa prawie wszedzie réwne, gdyz pewien podciag ciagu sum czedcio-
wych szeregu (16) jest prawie wszedzie zbiezny do f, (por. rozdziat XTI,
2.5). Zatem Y aprn=7F w L”.
n=1
Nieréwnodé (24) wynika bezposrednio z (22) przez przejscie do gra-
nicy dla n— oo, gdyz norma ||, jest funkeja ciagly na LP (por. roz-
dzial XIT, 1.1).

1} Paley i Zygmund [1}. Por. takze Orliez [8].
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5.8. Jezeli feL? (1< q<00), fm anr, to
n=1

(25) 1/21% l/Zq——.?’: Ifle  (nierdwnodé Kacemarza) 1).

n=1

Niech 1/p +1/q = 1. Z nieréwnosei Holdera i z nieréwnoscei Chinezyna
wynika, ze

kid n
i r Z"']‘ri ﬂ)d‘l’}< va} ,{[ I, <
i =

<5 |/ xR

Wyrazajac p przez ¢, dzielge przez l/ 2, a; i przechodzae do gra-
nicy dla #—oo, otrzyniujemy (25).

E) Wielomiany ortogonalne. Niech ZC R bedzie przedzialem
ograniczonym lub nieograniczonym i niech » bedzie miarg, okreflong na
pewnym przeliczalnie addytywnym ciele 9 podzbioréw zbioru Z, taks, ze
(26) miara v nie jest skoncentrowana na zbiorze skoriezonym (tzn. nie

istnieje zbiér skoticzony A,e M taki, ze »(Z—4,) = 0),

(27) funkeje filr)=1, fuplz)=a (n=1,2, ...), okre§lone na Z, sg
calkowalne na Z wzgledem miary ».

Warunek (27) jest w szezeg6lnodei spelniony, gdy Z jest przedzialem
ograniczonym, v jest miara skofezong i B(Z)C M.
Z (26) wynika, ze funkcje fy, f, fo, ... 8 liniowo niezalezne w 1*(Z,»).
Gdyby bowiem
Ghitaft . Fefa=0 w INZ ) y
to réwnodé
G+ G+ 0+ ... F el = 0

zachodzilaby prawie wszedzie w Z, a wiee w pewnym zbiorze nieskon-
czonym, co jest mozliwe tylko w przypadku ¢, — G = .= ¢, =0, gdyz
kazdy niezerowy wielomian posiada skonezong liezbe plermastkéw
Ortogonaliznjae cigg {f,} metoda Schmidta (twierdzenie 3.1) otrzy-
mujemy uklad {g,} ortogonalny unormowany (wzgledem miary »), tzn,

{gng dy = { L gly n=m,
z " 0, gdy mn#m.

1} Kaezmarz i Steinhaus [1].

icm
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Z 3.1, (1) wynika, ze g, jest wielomianem stopnia n-—1. )

Specjalizujge miare » i przedzial Z otrzymujemy w ten ﬁp(‘)séb rézne-
uklady wielomianéw ortogonalnych!). W zastosowaniach 'nagmekszag role
odgrywa przypadek, gdv miara ».jest bezwzglednie ciagla wzgledem
miary Lebesgue’a l, tzn. »(4) = fq; Ydr, gdzie ¢ jest funkeja nieujemnsy,

catkowalng na Z wzgledem I, (por. uwagi na koncu § 4). Tak na przyklad

" przyjmujac

Z="1;1, ¢=1
otrzymujemy uklad

2 1
grle) = )/ 5Tl (020),

. 1 a n N
Vooy=1 1 Tylx)= P d.r"(zh_l) dla  n>0.

gdzie

Wielomiany V, noszg nazwe wielomiandw Legendre’a.

Przyjmujae
— 1
Z=-—1;1 oraz T) = —==
3 o(2) Vi
otrzymujemy uklad
on
froale) == Wala) (> 0).

gdzie Wyx)=11dla n>0

. 1
Walr) = on—i

— 73“_ (r" (H‘) 1 — ‘L‘z)‘( }‘[;n—4(1__‘r2)2__"_)_

Wielomiany W, nosza nazwe wielomiandw Crebyszewa.
Przyjmujge
Z=R i o)==
otrzymujemy ukiad

Gni(®) = —==——==Hy(x) (n2=0),
1 2%y
gdzie
. n x% a" gy
Hyx)=1 i Hylx)=(—1)"¢ Frid dla »>0.

1y Blizsze informacje o wielomianach ortogonalnych znajdzie czytelnik w dzielach
specjalnyeh, przede wszystkim o monorgafii Szegs [1]. Por. takze Tricomi [13.
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Wielomiany H, noszg nazwe wiclomiandw Hermite'a.

Zaznaczyé naleiy, ze w przypadku gdy Z jest przedziatem do-
mknietym, a » — miarg skofczona, wielomiany ortogonalne {g,} nigdy
nie posiadaja wiasnodei przystugujacej ukladowi Franklina. Mianowicie
dla kazdej miary skonczonej » isthieje funkeja ciagla fe C(Z), kto-
rej rozwinigeie ortogonalne wzgledem {gn} jest rozbiezne w pewnym
punkeie 1),

CWICZENIA. 1. Udowodnié, ze jadra ukladu Haara (por. § 4, éwiczenie 7)
Tal®s §) = By(@) By (9) + 2@ By(y) + o + B () B ()

1
&3 nieujemne oraz [ =, (x, y)dy = 1.
0

2. Ukiad Haara mozna skonstruowaé oczywiscie nie tylko dla przedzialu 0; 1,

lecz takie dla dowolnego przedziatu P c K. Niech, przy ustalonym m = 0, +1, £+2, ...,

{hyy} Dbedzie ukladem Haara dla przedziatn m; m + 1. Rozazerzmy funkeje by, DA
cala prosta R, prayjmujac h, () = 0 dla v ¢é m;m+ 1. Ciag
{hy s 1 BogsByys by b hyos R

0.1° 0.3°

3

=1,1* To2? T11° —1,2° 12 T21’ h—s.l""}

jest ukladem ortogonalnym unormowanym, okreslonym na prostej R. Udowodnié,
ze uklad ten posiada te same wlasnofei co uklad Haara {h,} na odcinku 0; I.

3. Niech [w;, w,, ..] bedzie podzbiorem przeliczalnym, gestym przedziatu 0; 1,
przy tym w, =0, w, =11 w, #* w, dla n #m. Niech f,(z) = 1, f,(z) = x, a dla n> 2
niech f, bedzie funkeja ciagla, liniows w kazdym z przedzialéw, na ktére przedziat 0; 1
zostal podzielony przez punkty Wys Wys wees Wy, PrZY tym fo(w) = 0dlaj= 1,2, ..,n—1

1 fw,)=1. Cigg funkeji {f,}; okreslonych w przedziale 0; 1, posiada nastepujace
‘whasnogei:

o0
(w) Jezeli szereg ¢,f, jest zbieimy jednostajnie do funkeji feC, to dla n=
n=1
=1,2,..
(*} } clfl(wﬂ) + e fyw,) + ..+ 6, f(w,) = flw,) .
Z&ten} ciag wspdlezynnikéw liczbowyeh {e,} jest jednoznacznie WYZNnaczony przez
funkeje f, a n:'ta. suma czefeiowa (n> 1) szeregu jest funkeja ciagly, liniowa w kaz-
dym z przedzialéw, na kiére punkty w,, o, ..., w, podzielity praedziat 0; 1, prayjmu.
jaca w tych punkiach te same wartoici, co funkeja 1.
(B) Na odwrét, jezeli wspélezynniki liczbowe ¢, zdefiniowaé tak, by zachodzily
(=}

wzory (s} dla n=1,2,..., gdzie f ¢ C jest dana funkeja ciagla, to szereg o,f, jest
jednostajnie zbietny do f. o
Zatem kazda funkeja e C daje ;iq przedstawié w dokladnie jeden 8poséb jako
suma jednostajnie zbieinego szeregu Y ¢ f,.
A=1

Uwaga. Ciag {7} I}OSi nazwe bazy Schaudera ®). Ogélniej: bazq przestrzeni
Banacha E nazywamy ciag {u,} elementéw tej prrzestrzeni taki, ze kazdy ele-

1) Nikolajew [1].

?) Schauder [1].

icm
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oo
ment u ¢ E daje si¢ dokladnie w jeden sposéb przedstawié jako suma s:'.ere,c;u;‘:1 €%,
zbieinego w E wedtug normy. Oczywiscie kazda przestrzen Banacha, posiadajaca baze,
jest ofrodkows. Zagadnienie, ezy kaida odrodkowa przestrzen Banacha posiada baze,
jest dotychezas nierozstrzygniete.

4. Jeseli w éwiczeniu 3 jako {wr,} przyjmiemy ciag podany w przykladzie C,
to ortogonalizujac baze Schaudera {f,} otrzymujemy ponownie uklad ortogonalny
Franklina.

5. Tloezyny ) N

rilr,. -...-r’.ﬂ, (71<y’<...<7n, n=1,2,..)
funkeji Rademachera r, tworza wraz z funkeja 7, = 1 uklad orfogonalny unormowany,
tzw. uklad Walsha ). Dokladniej, n-ig funkeja ukladu Walsha (n> 1) nazywamy
funkeje

O =Tp ey Ty " Ty s

%,
gdzie 0k, < k, < ...< k,, jest takim ciagiem liezb calkowitych, ze n—1=2"4

+2%4...+2". Pierwssq funkejs o, ukiadu Walsha jest funkeja rowna tozsamosciowo
jednokei w przedziale 0; 1.
Udowodnié, ze:
(=) Funkeje O
h L

10
M=l

s , sss @ o, 88 kombinacjami liniowymi funkeji Haara
Tiy” Tamolig b

oty h,m i na odwrét (m=10,1,..).

(B) 2™-ta suma czefciowa rozwinigeia funkeji fe L wzgledem ukladu Walsha
réwna sie 2™-tej sumie czedciowej rozwiniecia funkeji f wzgledem ukladu Haara.
(v) Dla dowolnej funkeji fe¢L o rozwiniecin

o0
fe~ Z a, o,
=1
mamy prawie wszedzie

Ya,o @) =f@).

M

(3) Uklad Walsha jest pelny i liniowo gesty we wszystkich przestrzeniach L?
(1< p< oo).

6. Jezeli funkcja f ¢ L jest ortogonalna do kazdej funkeji g ortogonalnej do wszyst-
kich funkeji r, (n =1, 2, ...) oraz

=
j"'z ATy s
n=1

oo oo N .
to ¥ a} < co oraz f{x) = 3 a,r,(r) prawie wazedzie,

Py n=1

M

1) Walsh [11.
Funkcje rzeczywiste II 10


Yakuza


146 XIIL. Przestrzeni Hilberta — Szeregi ortogonalne
[

(Wsk.: n-ta suma czeSclowa szeregu X a,r, Téwna sie 2. szej sumie czefciowe]
n=1

rozwinigeia funkeji f wzgledem ukladu Walsha, a wiee takze wzgledem uktadu Haara —
por. éwiczenie 5 (B). Skorzystaé z twierdzea 5.1 i 5.5.)

Uwaga. Mozna udowodnié, ze jedli funkeja f jest ponadto ograniczona, to
-
2 |a,] < co. Na odwrét, mosna wykazaé, ze dla dowolnego ciagu liczh rzeczywistych
n=1
- .
{a,}, jesli Z'a.;< oo (jefli a,—0), to istnieje funkeja feC (funkeja f € L) taka, ze
n=1

o0

szereg a,7, jest rozwinigciem funkeji f1).
n=1

7. Dla kazdej liezby p (1< p<< oo) istnieje stala a, taka, ze

V3 a<al S,

dla dowolnego ciagu liczb {ay, ..., a,}.

(Wek.: W przypadku p > 1 jest to bezpoéredni wniosek z twierdzenia 5.8. W przy-
padku p =1 zastosowaé nieréwnos¢ Holdera z wykladnikami 3/2 i 3 do tozsamogei

(-‘/ = 2"‘ “i'i) :

g=1

n 1
Sa=[lg@)*|g()|"de
j=1 0

a nastepnie nier6wno&é Chinczyna podobnie jak w dowodzie twierdzenia 5.8.)

oo
8. Jezeli szereg Ef» jest zbiezny bezwarunkowo w LP(X, u) (I<p< o0), to
n=1

oo
ciag norm | YT i+ .42l jest ograniczony i szereg Y fol@)? jest prawie wezedzie
ghieiny ). b ) .
(Wsk.: Z éwiczenia 6, § 10, rozdziat XII, wynika, ze istnieje stala << co taka, ze
» N
g ifE f,(z)r,(t}}”du {x) < a. W nieréwnoéci podanej w éwiczeniu 7 podstawié a, = f,(x)
=1
i scatkowaé wzgledem z. Po prawej stronie zmienié kolejnodé catkowania.)
[--]
9. Jeili szereg Y'f, jest bezwarunkowo zbieiny w ILX(X, ), to i’o < oo

=1

(Wsk.: Podstawié p = 2 w éwiczeniu 8.)
Uwaga. Mozna udowodnié¢ ?), ze — ogélniej — bezwarunkowa zbieznoéé szeregu

n=1

o0
3§, w IP(X, u) pociaga za soba nieréwnoss
n=1

o0
D<o gy 1<p<e,

n=3

*) Kaczmarz i Steinhans [1]. Por. takie Banach [4].
%) Orlicz [5].

3) Orlicz [5 i [6].

icm
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oraz

o0
D di<eo, gdy 2<p<oo.

n=1

10. Na to, by szereg Eaﬂrﬂ(w) byl zbieiny dla kazdego punktu z (02 1),

n=1

potrzeba i wystarcza, by ¥|a,| < oo?).
n=1

§ 6. ZbieinoS¢ prawie wszedzie szeregéw ortogonalnych. Niech u be-
dzie miara, okre§long na przeliczalnie addytywnym ciele It pewnej prze-
strzeni X.

Podobnie jak w § 4, rozwazaé bedziemy funkeje o wartofciach ze-
spolonyeh i przestrzeii zespolong fE(X , u). Aby otrzymadé analogiczne
twierdzenia o funkejach rzeczywistych i przestrzeni LXX, u), wystarczy
wszedzie opuseié znak ~ i ogramiczyé sie do ciagéw {a,} wspdlezynni-

- kéw rzeczywistych.

{9} oznacza stale pewien — na ogél zespolony — uklad ortogonalny
wnermowany, okréflony na X.
Z twierdzenia 4.1 (i} natychmiast wynika, ze {por. rozdziat XII, 2.5)

6.1. Jezeli -
&) D laa? < oo,
to szereg ortogonalny " . ’
@) > tag

n=1

(tan. ciag sum czgSciowych s, = 1§, + Gags+ ... +Angn) jest zbieiny wedlug
miary u do funkeji f « LY X, u), kidra jest suma seeregu (2) wedtug normy | J.
Istnieje wige ciag rosnqgey liczb naturalnych {my} taki, ze su (@) —f(z)
praswie wszedzie.

W rezultacie

6.2, Jeseli spelniony jest warunek (1) i szereg

(3) _2 G u(T)

n=1

jest zbieiny w kaidym punkcie x pewnego zbioru mierzalnego A, to

E angn(x) = f(x) dla prawie kazdego x e A ,

n=1

gdzie | oznacza sumg szeregu (2) wedtug normy | |-

1) Kaczmarz i Steinhaus [I].
' 10+
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Mozna natomiast podaé przyklady ciagéw {a,}, spelniajacych waru-
nek (1), i ukladéw ortogonalnych unormowanych g, e L? takich, ze sze-
reg (3) jest rozbieiny prawie wszedziel).

Mozna udowodnié ?), ze dla kaidego ukladu ortogonalnego unormo-
wanego {g,} istnieje ciag rosngcy liczb naturaluych {m,} taki, ze dla
kazdego szeregu (1) podciag {sm,} ciagu {s,} sum cze$ciowych szeregu (2)
jest zbiesmy prawie wszedzie %). Dla réznych ukltadéw ortogonalnych {g,}
takie uniwersalne ciagi {m,} moga byé rézne. Na przyklad dla ukladu
Haara wystarezy przyjad m, = n (por. 5.1). Dla ukladu trygonometrycz-
nego wystarezy przyjaé m, = 2" (por. rozdzial XIV, 8.7). Zastepujae
warunek (1) przez pewne warunki silniejsze, mozna znalefé cigg uni-
wersalny {m,} dobry dla wszystkich ukladéw ortogonalnych. Na przyklad

6.3. Jeseli

4) 2 lan[tlogn < oo

i JelXX, p) jest sumq szeregu (2) wedtug normy | |,, to ciag

s(@) = D a;9,(0)

j=1
jest zbieiny prawie wszedzie do f(x)4).
Zalbzmy, ze warunek (4) jest speliony. Niech

F—oft

ba= D |agft =Xf [f—sup.

7 definicji =
D b= Ll [+ [0u) -+ 20106+ ] 00 B (0] o gl o <
n=0
<log,2- e, +log,3- @t 4 ... = }J{a,ﬁlog2 n =

n

1
. Zi%’zlogn <
=iy i co.
log2 &

1) Menchoff [2].

*) Marcinkiewicz [1].

?) Twierdzenie to nie jest prawdziwe, jeseli zalozenie (1), tzn. zalozenie, ze {a,}
sq wspélezynnikami rozwinigeis pewnej funkeji o kwadracie catkowalnym, zastaep,i‘é
zalozeniem, e {a,} sa Wspblezynnikami rozwiniecia pewnej funkeji catkowalnej w p-tej
potedze, p = 2. Por. Orliez [7]. R

4} Por. Rademacher [1], Kaczmarz [2].

iom
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W rezultacie (por. rozdzal VII, 3.4) lim |f(z)—s,.(x)? =0 prawie
N—00

wazedzie, tzn. sa(x)—f(x) prawie wszedzie.

Zastepujac warunek (1) przez pewien warunek silniejszy od (4) mo-
zemy zapewnié zbieznosé prawie wszedzie szeregu ortogonalnego (3)
(por. twierdzenie 6.5). Dowdéd tej uwagi poprzedzimy nastepujacym
oszacowaniem:

8.41). Jesli hy, ..., by e LN X, p) oraz

=0, gdy

— nFEm,

n=m,

to dla dowolnego ciagu liczb zespolonych ¢y, ..., ¢

¥ k

’ | V < Bl iy < 'Iogﬁlfi “v 2
(6) f {max Deatte) | i) < (585 _}‘c
oraz
1 E 21 2k 2 £
. 2 2log 2k v
7 f( e;hiz )d g( - e
(M J lsg}ggktg ihi() || dp(2) < (g5 ) f:l il

Niech m bedzie taks liczba naturalng, ze 2™ < k < 2™ Z definicji

log2k
<2
®) " log2
Przyjmijmy ¢; = 0 dla k < j < 2™ oraz k; = 0 dla k < j < 2™ Funkeje
ki (j=1,...,2™) nadal speliajg warunki ().
Podzielmy przedzial 0; 2™ na 2’ przedzialow rozlgcznyeh prawo-
stronnie domknietych o dugosei 2™’
Pjayey P (j=1,2,..,m).
Niech
Pim = Z gy,

2€F;,
gdzie g przebiega oczywidcie tylko liczby naturalne. Niech

m o

p(@) =m > Nlgialz)p.
j=1 n=1

1) Rademacher [1], Orlicz [2]. Por. takze Kaczmarz [2].
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Z (5) wynika, ze

m

[o@ap@ =m ) ,Z‘ [ @sal@) Pl (@)
X =1 n=1X
m m o
mzzq;w lhaft <m 37 3 Zrcw
j=1n=1ge j=1 n=1 ge
m k
m§§10412~m22110ﬁ=m321612
Zatem na mocy (8)
log 2k
9) qu(m)dﬂ (ﬁ)ggg) Zi%l*

Przedzial 0; & (gdzie %' jest liczba naturalna, &’
przedstawié jako sume pewnych przedzialéw

Pyn,+Ping+ oo+ P,

glziel <ji<fp<...<je<m(l<s
mozna przedstawié w postaci

< k< 2™) mozna

< m). Wynika to z faktu, ze liczbe %’

B=2mhy g™y omt (1< <y <<y <m).

Poniewaz
X 8
2 ojh; = Zq)%"a’

wige z nieréwnosei Cauchy’ego dla ciagéw skoniczonych (por. rozdziat XIT,

§2, (25))
¥ 8
1£0fhi}<v/5-]/m<ﬁ.

Stad dla 1 <%

§ 224

iycyhjl ylcihn’r ylcy V&

Funkeje pod znakiem calki we wzorach (6) i (7) sa wiee nie wieksze
od ¢ i 4p. Btad oraz z (9) wynika (6) i (7).

6.5 (Twierdzenie Miediszowa-Rademachera). Jeseli

<k <k

2, larlogn)? < oo

n=1

(10)

iom
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i funkcja f € iﬁ(X 5 4) jest sumq szeregu (2) wedtug normy | Jy, to szereg (2)
jest zbieiny do f prawie wszedzie.
Niech
Sp= max |8,—8m|,
2m<n<2m+1

gdzie s, oznacza n-ta sume czeSciows szeregu (3). Przyjmujge w twier-
dzeniu 6.4 k= 2™, h; = gamy;, ¢; = aomy; otrzymujemy z nieréwnosei (6)
nastepujace oszacowanie

sm+l
e log 2™* s 3 3
JE G ) 2 | < log2)™* > asPllog2i)*.
X f=omi1 j=ami1
Zatem
D' [ 82 < (log2)™ S‘mn (log2j)®
m=1X
na moey (10). Stad wynika (por. rozd_zml VII, 3.4), ze
(11) lim Sy(z) = 0
N M0

dla prawie kazdego punktu z e X. Poniewaz warunek (10) pociaga wa-
runek (4), wiec prawie wszedzie

(12) Sm(z)—f(x) dla

na podstawie twierdzenia 6.3. W kazdym punkcie z, w ktérym zachodzi
{11) i (12), szereg (3) jest zbiezny. Istotnie, jedi #n—oco i m—»co, przy

m—>oo

tym 2™ <n < 2™ to
$2(2) —89m () 0,
gdyz wartosé bezwzgledna tej réznicy jest <<Spn(x). W rezultacie
8n(€) = (3n(2) — 8am () + Sem(@) >f(x), e b.d.o.

Dla specjalnyeh ukladéw ortogonalnyech warunek (10) w twier-
dzeniu 6.5 moze byé oslabiony. Np. dla ukladu Haara moze byé w ogéle
pominiety, dla ukladu trygonometrycznego moze byé zastgpiony sltab-
szym warunkiem (4)1). Mozna jednak wykazaé, ze dla dowolnych ukla-
déw ortogonalnych unormowanych zalozenie (10) nie moze byé zastg-
pione ?) zadnym innym slabszym warunkiem tego typu, dokladniej mé-
wige: warunkiem postaci

Zlanlgwn < oo,

gdzie {w,} jest monotonicznym ciggiem liczhowym i w,/(logn)*~0.

1) Kolmogoroff i Seliverstoff [1], [2].
?) Menchoff [1], [3]. Por. takie Kaczmarz [3].
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Zastepujae warnnek (1) pewnymi ‘warunkami silniejszymi od (10)
mozemy otrzymaé nie tylko zbieznogé prawie wszedzie szeregu (3), lecz
nawet bezwarunkows zbieznogé prawie wszedzie.

Méwimy, ze szereg funkeyjny

() + faola) + ...

jest beawarunkowo zbicsmy prawie wszedeie, jezeli jest zbiezny przy do-
wolnym uporzadkowaniu skladnikéw PO pominigciu zbioru miary zero,
zaleznego na ogél od uporzagdkowania wyrazéw szeregu. Suma szeregu
bezwarunkowo zbieznego prawie wszedzie nie zalezy (z dokladnoscig do
funkeji réwnowaznych) od uporzadkowania jego skiadnikéw. Dowéd og-
tatnie] uwagi jest taki sam jak dowéd twierdzenia 10.4, rozdzial XTII1),

6.6 (Twierdzenie Orlicza 2)). Niech {wy} bedzie takim niemalejacym
ciggiem liczb dodatwich, e istnieje ciag rosmacy {n,} liceb naturaln

ych
o wlasnodci
]
(13) < oo
m—1 w"m
oraz
(14) lognms, < elogn, (m=1, 2,3,..),
gdzie ¢ >1 jest pewng stalg. Jeseli
(15) 2]a,,[z':,vn(logn)2 < oo,
- n=1 . ‘
o szereg angn{) jest bexwarunkowo 2hiedny prawie wszedeie.
n=1
Niech z(n) bedzie dowolnym jednojednoznacznym odwzorowaniem

zbioru liczb naturalnych na siebie. Udowodnimy
dzie szeregu

{16) Z et Jot(2) -

n=1

zbieznodé prawie wsze-

Przy chwilowo ustalonym m niech

by by, ey hkm (km=‘nm+1—'ﬂm)
bedzie ciagiem utworzonym z funkeji

Ingi1s ooy Gngyyy

1) Orliez [11.
) Orlicz [2].
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wypi iej jnofei, w jakiej wystepuja w ciagn {g.m} (tzn.
ypisanych w takiej kolejnofci, w ja ) p ciag

w szeregu (16)). Niech ¢, ..., ¢n 0znaczajy WSpOIOZyIlILIkl. liczbowe przy
funkejach hy, ..., by, W szeregu (16) (liczby ¢y, ..., n 83 Wiec pewng per-

mutacjy Hezb tn_y15 vy oy ) 2 twierdzenia 6.4, (7), wynika, ze funkcja
an Su(@)= max | Yehy(@)]

1<Kk <k, g
spelnia nieréwnosé | o _—
. 210g2km)22 2 (2log2k,\? |anl?
Sz du(s <(——— il = \"om5— nl
:J (x)dp(z) Tog2 & 7 log2 ! e

Zatem na mocy (14) .

(18) [ Sntepaute) < (P55 X jont.
X

- P)
10g = n=ny,+1

Bezposrednio z definicji funkeji S,, wynika, ze dla n' <n”
19 .. . b2 awmsm@)] < Su@),

e
Py <) Mgy

gdyz wyrazenie po lewej stronie nieréwmnodei (19) jest jedna‘ z liezb
w;‘,:stepuja‘vcych pod znakiem ,max“ po prawej strople r.ownoécl (17).
Z (18) oraz z monotonicznodei ciagu {w,} wynika, ze
Tmt1

W, ’”Sm($)zdy(r)<( 20 )g Z |20, (log 2n)2 .
%

10g2 n=nm+1
Zatem
oo oo
2¢ \? 5 !
Z J‘wﬂmSm(x)”dy(x)<<m) leu,l?wn(logEn) < oo
m=1 n=

na mocey (15). Szereg -
(20) Z‘wnms,,.(m)*
m=1

jest wiee prawie wszedzie zbiezny (por. rozdzial VII, 3.4). ) o
Wykazemy, ze szereg (16) jest zbiezny w kaz'dym. pu.n]‘;exe‘ x zbiez-
nosci szeregu (20). Istotnie, dla dowolnej liczby & > 0 istnieje liczba na-
turalna m, taka, ze (por. (13))
3 . &2
(21) » 2 Wy, Spl@)? < ~—5— 1—— .

m=ig

Z
w1 Wng
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Niech n, bedzie takg liczbg naturalng, ze

T(n) >, dla >0,

Stosujac nieréwno$é Cauchy’ego dla ciagéw nieskorczonych (por.

rozdzial X1I, § 2, (24)) mamy dla #' > n’ > n, na mocy (19) i (21)

Lol
i
| 2 ) G () l < Zl 2 a,(n)g,(n)(a:)‘ <
! n=n’ m=m, n'<n<n’’
o0

g <t M)y 1y

o

oo
2,
—< g,
Wa,, E

m=1my

S) <]/ D) Smla) v,
m=m,

co dowodzi zbieznodel szeregu (16) w punkcie a.
Innego rodzaju wzmocnieniem warunku (1) niz warunki (4), (10),
(15) jest warunek (22) w nastepujacym twierdzeniu.

6.7 (Twierdzenie Mieszowa 1)). Jesels

0

(22) Dlaaf~ < oo
n=1
o
dla pewnej dodainiej liczby e <2, to szereg D angn jest bezwarunkowo
n=1
zbieiny prawie wszedzie. .
Dowéd twierdzenia 6.7 opiera sie na nastepujacym lemacie z teorii
cigpéw liczbowych: Jezeli {a,} jest ciggiem nierosngcym liczb nieujem-

nych i } ay < oo, to na,—0. Istotnie, dla n > mn, jest
n=1

o0
2 a; < 6/2 )
f=n+1
a wiee
2n
2nay, <2 Z a<e
j=n+1
OTaz
2n4+1
@+ Doz =200+t <2 D) g <o
f=n+41

1) Menchoff [3].

@
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Dokonujgc ewentualnie odpowiedniej permutacji zbioru liezb natu-
ralnych mozemy zakladaé, ze

|| = [as] > ...

Z (22) wynika, ze n]a./"*—0. Zatem -

[@af? <n~2@-a  dla dostatecznie duzych n.

Przyjmujac n, = 22" oraz w, = (loglogn)t+s dla n > 1 stwierdzamy,
ze spelnione s zalozenia twierdzenia 6.6. Szereg (3) jest wiec bezwarun-
kowo zbiezny.

Tdowodnimy obecnie twierdzenie, ktére orzeka, ze w pewnym sensie
zbiezno$é prawie wszedzie rozwiniecia funkeji o kwadracie catkowalnym
jest zjawiskiem powszechnym. Twierdzenie to zarazem zilustruje nam
praktyezng uzytecznosé ukiadu ortogonalnego Rademachera {r,}, ktory

w sposéb analogiczny do nizej opisanego bywa réwniei stosowany do
wielu innyeh zagadnier.

_Niech >'|@f2 < co. Rozwasmy szereg ortogonalny
n=1
(23) D, atalt)gn(e)
n=1

gdzie ¢ jest pewna ustalong liczby z przedsziatu 0; 1. Poniewas
AnTnll) = L ag,

szereg (23) rézni sie od szeregu (3) jedynie zmiang znakéw na przeciwne
niektérych wyrazéw szeregu.
Jezeli dany jest cigg nieskoriczony liczb

(24) %= {1, %, ...},

gdzie u, =1 albo —1, taki, ze liczha —1 wystepuje _W_nim nieskos-
czony ilosé razy, to istnieje dokladnie jedna liczba i e 0;1 taka, ze

(25) up=rp(t) dla n=1,2,..
‘Wiystarczy w tym celu przyjaé

o0 -
t= v__’f gdzie y, = {07 gdy =1,
e 1, gdy sm=-—1.

Poniewaz ilod¢ wyjatkowych ciagéw =x, dla ktérych nie istnieje
liczba t spelniajgca réwnosel (25), jest co najwyzej przeliczalna, mosna
powiedzieé, ze z pominieciem zbioru przeliczalnego uklad Rademachera
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ust@la odpowied.nioéé wzajemnie jednoznaczng miedzy liczbami fe 0:; 1
a ciggami typu (24), tzn. wszelkimi mozliwymi zmianami znakéw, ’

6.8. Jezeli ngllan|2<oo, to dla prawie Lkazdego ustalonego te0;1
szereg (23) jest zbiegny prawie wseedzie u 1).

) Dla..p.rostoty zalézmy, Ze miara pu jest pélskoRczona. Zalozenie to
nie zmniejsza ogélnofei rozwazah, gdyz wladeiwie zamiast calej prze-
strzeni X, mozna by ograniezyé si¢ tylko do zbior 5

. 3 il :
miary pélskoriczonej. "é: [0 dnle) = 01

Niech 4 C X% 0;1 oznacza zbiér tych 5 ‘ 6rych
punktéw {z,t}, dla ktérych

szereg (23) jest rozbiezny. Zbhi6ér A jest mierzalny (wzgled ’ i 4
duktowej uX,l), bo ¥ (wegledem miary pro-

© o0 oo

A= :
g m]:[ g L 1} |OmtaPomsa(8) I a(@) + s+ s P al) Gons2(@) | 3 1/7].
Obliezymy obecnie miare produktows i j
. - e uXly zbioru 4 poshy §i
twierdzeniem Fubiniego (dokladniej: twierdzeniem 4.1 z rozdzia}iu]“rftgﬂl)e

pxh(A) = [ LA du(e),
X
gdzie zgodnie ze znakowaniem 2z rozdziatn VIIT
A=t {®,1} ed].
Przy ustalonym z e X zbiér 4, jest. zbiorem tych ¢, dla ktérych

szereg (23) jest rozbiezny. Interpretujmy szereg (23) prazy ustalonym 2

jako szereg ortogonalny wzgledem ukladu Rademachera 6 i
kach a,g.(z). Poniewaz ° wepdiezyank

Xf 2 1 ga) P () = Z Xf lanP| ga(@) Pdu(2) = D |anft < 0o,

n=1
n=1

wiee (por. rozdziat VII, 3.4)

(26) Dltagn@Pt<oco dla seX—0,
n=1
gdzie 0 C X jest pewnym zbiorem miar zeli wi
. * ) Y u zero. Jezeli wiec e X —(
to z therdzema. 5.4 wynika, ze L(4;)=|4.]=0. e ’
W rezultacie ux,L(4)=0. Z drugiej strony,
1

(@7 0= ux,h(4) = [ m(Ayas,

[}

1) Paley i Zygmund {1].
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gdzie Af=[: {z,?}eA], tzn. At jest — przy ustalonym t — zbiorem
takich x, ze szereg (23) jest rozbiezny. Funkeja podcatkowa w calee (27)
jest nieujemna, a wiec u(AH) =0 dla prawie kazdego te0;1, c.b.d.o.
Jedli liminf [|g,/2 > 0 dla kazdego zbioru A miary dodatniej, to
n—-oo 4
o

prawdziwe jest réwniez odwrdcenie twierdzenia 6.8: jeSli 3 |an= oo,
- n=1

to dla prawie kazdego ¢ szereg 3 @ n(t) gulx) jest rozbiezny prawie wsze-
n=1

dzie p 1). Dowéd tego twierdzenia opiera si¢ na 5.5.

GWICZENTIA. 1. Niech. {g,} bedzie ultadem ortogonalnym, unormowanym, ‘wspbl-
o0

nie egraniczonym, g, ¢ LX, u), u(X)< oo. Jezeli szereg ortogonalny > a,g, jest
n=1

zhiesny prawie wazedzie, to a,—0.

(Wsk.: Z twierdzenia Jegorowa (rozdzial VI, 6.1) wynika, Ze a,g,(x)—>0 jedno-
stajnie na zbiorze 4, u(X—4)< e. Zatem aj i) g2dpu—0. Poniewas i g‘:‘dp.> 1—eM2,

i 4

gdzie |g,l<< M, wiee a,~0.)

2. Jezeli {g,} jest ukiadem ortogonalnym, wnormowanym, wspélnie ograniczonym,
g, <INX, w), tog fg,du—0 dla kazdej funkeji feL(X, p) (bwierdzenie Mercera).

(Wsk.: Prayblizyé funkeje f dowolnie blisko (wedtug normy | J,) funkeja nalezaca
do L*X, p) i zastosowaé twierdzenie Riesza-Fischera.)

3. Jezeli g, e L3(X, p) (n=1,2,.) jest mkiadem ortogonalnym, unormowanyig,
wapélnie ograniczonym i u(X) < oo, to limsup|g,(x)| > 0 na pewnym zbiorze miary.

B—>00
00
dodatniej. Zatem ¥ g,(r)* = co na pewnym zbiorze miary dodatniej.
f=1

(Wsk.: W przeciwnym przypadku byloby lim fgn(z)ﬂdﬂ(x) =0.)
700 X
Uwaga. Moina udowodnié, ze jefli {g,} jest ukladem ortogonalnym, unormo-
)
wanym, linjowo gestym w LX, u), to X gp(2)t = o0 prawie wszedzie ®).
fn=1
4. Jezeli dla pewnej liczby a>0
* oo
2 ]aul’nu< o0,
n==1
to szereg (2) jest zbieiny prawie wizedzie (kryterinm Hobsona)?).

1) Paley i Zygmund [1].

%) Orliez [2]. Por. takie Kaezmarz 1 Steinhaus [2], str. 150.

3) Hobson [2] (przypadek a = } zostal wezesniej udowodniony przez- Weyla [1]).
Jest to jedno z najwezesniejszych twierdzed o rhiesnosci prawie wazedzie. Réwno-

o
czeénie z Hobsonem Plancherel [2] ndowodnil, se nieréwnosé 2 la,jt(logn) < co im-
A=1

plikuje zbiesnod¢ szeregu (2). Kilka lat potem Rademacher i Miefiszow znaleli nieza-
lesnie od siebie ogdlniejsze kryterium (10). Por. Rademacher [1] i Menchoff [1].
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5. Jezeli a> 1/2, to szereg
0
Zsinnm
n=1 na

jest bezwarunkowo prawie wszedaie zbieiny.
(Wsk.: Zastosowaé kryterium (22).)
6. Zatozenia (13) i (14) o ciaggu niemalejacym liczb dodatnich {w,} w twierdze-

niu 6.6 Orlicza sa 16 7 j i T
relnog ¢ 4 TOWnowazne nastepujacemu warunkowi: dla pewnej liczby natu-

oo
7. Je:‘ael:i,é1 lag |V g+ 10014+ (@ F oo < 00, to szereg (2) jest zhiezny
prawie wszedzie (kryterium Kaczmarza) ).
(Wsk.: Niech b, = |un+1|’+|a”+5]’+ «.» Funkcje
Ta= =801~ (F=8,0 = a,0,((f—s,, )+ (f— &),

gdzie f i 5, maja to samo znaczenie co w twierdzeniu 6.1,

Sl <o) (VE, +VE, ).
X

spelniajg nieréwnosé

(=]

\? 3 3 . . .
Szere,gr"%1 1, jest wiec prawie wazedzie zbiezny — por. rozdzial VII, 3.4. Zatem Sp—=1
prawie wazedzie.)

8. Dla dowolnego ukladu ortogonalnego unormowanego {9,} ciag

0,(x) = ;1; (9:(2) + 92(2) + .49, (=)

jest zbieiny prawie wazedzie do zera 2),
(Wek.: Prayjmujac w éwiczenin 5, §2, v, =g, mamy

hd 00
_ 1
% —é;yn(n—i-l) “a zg(”n+1“an) w IXX, p),

g@e {w,} jest ukladem ortogonalnym,

terium (10) wynika, 7e ostatnie dwa sz

9(@) ~gs{x) > —gn(x) prawie wazedzie.)
9. Dla prawie kazdej liczby Tzeczywiste]

zdef.iniowanym W cytowanym éwiczeniu. Z kry-
eregi 83 zbiezne prawie wszedzie do —g,. Zatem

00
13
z=) (a,=0 lub 1
fn=1

R3S

%) Kaczmarz [1] i [2].
*) Banach [1].

&
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z przedzialu 0; 1 granica lim % (o, +a;+ ... +a,) istnieje i réwna sig 1/2 (twierdzenie
N0

Borela 1)).
(Wsk,: Zastosowaé éwiczenie 8 do ukladu Rademachera.)
10. Dla dowolnego ciagu nieskoficzonego {ma} réznych liczb naturalnych

eosmy & + ... -+ COBM, T sinm, %+ ...+ sinm, »
- 0 i —_——
”n n

prawie wszedzie *).

(Wsk.: Skorzystaé z éwiczenia 8.)

11. Niech g, eIL* (n=1,2,..) bedzie ukladem ortogonalnym unormowanym
funkeji ciagtych, liniowo gestym w C. Niech 7,(z, y) oznacza n-te jadro tego ukladu
(por. § 4, éwiczenie 7), tzn.

T, (%5 Y) = Qo) §a(¥) F oo + G(@) G, (Y) -

(x) Na to. by rozwiniecie ortogonalne dowolnej funkeji f ¢ C bylo zbiezne w punk-
cie x,, potrzeba i wystarcza, by

sup S 1rzes My < oo

(B) Na to, by rozwiniecie ortogonalne dowolnej funkeji f ¢ C bylo zbieime jedno-
stajnie do f, potrzeba i wystarcza 3), by

1
supsup f |Tal®, M)Ay < oo
" x g

(Wsk.: Aby otrzymaé (x) naleizy interpretowaé wartofé n-tej sumy czedciowej
w punkcie z, jako funkcjonal liniowy na przestrzeni C i zastosowaé twierdzenia 4.2,
4.6 i 4.7 z rozdzialu XII.

Interpretujac n-ta sume czedciowa jako operacje liniowa, odwzorowujaca C w C,
otrzymujemy (B) przy pomocy tych samych twierdzeh z rozdzialu XII.)

12. Niech £ bedzie dowolna liczba dodatnia, a {g,} — ukiadem ortogonalnym
unormowanym w przestrzeni L*(X, u). Dla prawie kazdego =

e
= n (Iog“)l'}'t
oraz
"
5 gz
Hm 3= =04,
a0 (logn)! ¢
1) Borel [1].
%) Banach [1].
3) Steinhaus [4].
4) Kaczmarz {2]. -
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(Wsk.: Pierwsza czgéé wynika z rozdziatu VII, 3.4. Druga cze$é wynika z pierw-

szej oraz z nastepujacego twierdzenia Kroneckeral) o szeregach liczbowych: Jezeli
o0

szereg a, jest zbiezny, a {f,} jest ciagiem niemalejacym, B,—co, to (2,8, +af, +
n=1
++0,8,)/8,0.)

13. Niech & bedzie dowolna liczba dodatnia i niech 7,(z, y) bedzie n-tym jadrem
ukladu ortogonalnego unormowanego g, e L*(X, p). Jefli u(X)<< oo, to dla prawie
kazdego »

Sz, plauty
lim e =0 7).
w0 Vallogn)+

(Wsk.: Skorzystaé z éwiczenia 12 i zastosowaé nieréwnoéé Schwarza- Buniakow-
skiego.)

14. Dla kazdej liczby naturalnej # niech X, oznacza zbiér zlozony z liezb 11 —1
z miarg g, zdefiniowana wzorami

A1) = p([—1]) = 1/2.

Niech X = X, XX, X o 1 gt = gy % aX -~ (pOr. rozdzial VIII, § 3).

Twierdzenia 5.5 i 5.6 mozna inaczej sformulowaé w nastepujacy sposéb:
no

Jezeh 2 la,;‘< oo, to dla prawie kazdego ciagu u = {£,} ¢ X szereg

ecl
jest zbiesny. Jeseli - Y la,|* =oo, to dla prawie kazdego ciagu w ¢ X szereg ten jest
n=1

rozbiezny. (Termin: ,prawie wszedzie“ odnosi sie tu do miary produktowej u.)
15. Dla dowolnej liezby naturalnej n niech Z, oznacza okrag jednostkowy (tzn.
zhbiér liezb zespolonych ¢, 0<C i< 27) z miarg #x, zdefiniowang wzorem

) = 51;: Ll (“ed) 0<i<2m)] da  AB(Z),
gdzie [; oznacza, jak zawsze, jednowymiarows miare Lebesgue’a. Niech Z = Z, X Z, X ...
OTAZ % = #; ¥ 2 X o -~ ’ b

Tdowodnié nastepujace uogélnienie twierdzenia podanego w éwiczeniu 14:

Jezeli S’ la |*< o0, to dla prawie wszystkich clagéw u = {£,} ¢ Z szereg

o
jest zbieiny. Jezeli I |aglt = oo, to szereg ten jest rozbieiny dla prawie wazystkich
- n=1
clagdw u ¢ Z (termin ,prawie wszedzie odnosi sig tu do miary produktowe]j x)3).
1) Enopp [1], str. 127.

*) Kaczmarz [2].
3) Steinhaus [5].
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(Wsk.: Przyjmijmy oznaczenia z éwiczenia 14. Interpretujemy zbiér Z, jako pro-
dukt Z,=X,x¥,, gdzie ¥, =[¢* 0<t< =], utossamiajac pare {£,n} X, x¥,
z liczba &y ¢ Z, . Wiedy x, = u, X 7, gize )
v (4) = }_ L(lt: (fed)- (0<<t< m)])

da A eB(T,).

Oznaczajac Y= Yix¥aXwo OTaz v=wYX ¥, mamy Z=XXY i z=puxs.

oo
Jezeli 3 la,]* < oo, to dla kazdego ustalonego ciagu {n,} <Y szereg
n=1

0
2 ‘Ennna’n

n=1

(*)

jest zbiezny dla prawie kazdego ciagu {£,} ¢ X, na podstawie éwiczenia 14. Stosujao
twierdzenie Fubiniego stwierdzamy, e zbiér tych par clgbw {&,} 4,1} e XXX,
dla. ktérych szereg () jest zbiezny, ma miare 1.)

16. Udowodnié nastepujace uogélnienie twierdzenia 6.8:

Niech {f,} bedzie cizgiem funkeji mierzalnych takim, e prawie ‘wszedzie

o

2, ;f (@) < co. Wéwozas dla pmwm kasdej hczby te0;1 szereg 2 7, (8)f,(z) jest

pra.me Wszedm.e rbiezny.

Funkcje rzeczywiste IT

11
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