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ROZDZIAL XII

PRZESTRZENIE FUNKCYJNE

§ 1. Przestrzenie liniowe. W wielu zagadnieniach teorii funkeji rze-
czywistych jest mowa o wlasnosciach funkeji, nalezgeych do pewnego
ustalonego zbioru funkeji E, ktory jest liniowy, tzn. spelnia nastepujace
dwa warunki:

(a) jesli f, g <E, to takze f4g<E,

(b). jesli feE i aeR, to takze af ¢E.

Zbior E rozwaza sie czesto jako pewng przestrzern metryezna, przy
tym odleglodé o définiuje sie w ten sposéb, ze najpierw kazdej funkeji
f ¢ E przyporzadkowuje sie pewna liczbe rzeczywists nieujemng |[f],
zwang jej normq, nastepnie przyjmuje sie

(1) olf,g)=1lf—dl-

Tak na przyklad w rozdziale IV badaliSmy przestrzen C(X) funkeji
rzeczywistych, cigglyeh, ograniezonych i przestrzern M (X) funkeji ogra-
niczonych, ktére oczywifcie spelmiajg warunki (a), (b). Okazalo sie przy
tym, ze zmetryzowanie tych przestrzeni posiada istotny sens, gdyz rzu-
cito ono pewne S$wiatlo na pojecie zbieznosei jednostajnej.

W rozdziale VII méwilismy o funkcjach catkowalnych w pewnym
zbiorze A wzgledem pewnej miary w. Zbiér L(4, p) tych funkeji spemia
réwniez warunki (a), (b). Blizsza analiza wykazuje, ze jest celowe zme-
tryzowanie tego zbioru za pomocg wzoru (1), przyjmujac jako norme
funkeji feL(A, u) liczbe

Ik = [ 1fldp.
A

Zbieznogé ciggu funkeji wedlug metryki wyznaczonej przez t¢ norme
nie pokrywa si¢ z zadnym z rozwazanych przez nas dotychezas typéw
zbieznosci ciagéw funkeyjnych.

Podobnie mozna wykazaé (por. §2), ze zbiér L¥A4,p) funkeji f
takich, ze

[ Pau < oo,
4
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spelnia warunki (a), (b). Przyjmujac jako normg liczbe

=/ [ o

otrzymujemy przestrzenn metryczng, ktérej wiasnogei metryczne sg bar-
dzo podobne do wlasnosei przestrzeni euklidesowej. Zbieznodd ciggu
funkeji wedlug metryki wyznaczonej przez te norme réwniez nie po-
krywa si¢ z zadnym z rozwazanych dotycheczas typ6éw zbieznosei ciggéw
funkeyjnych. Wprowadzenie tego mowego pojecia zbieinofci okazalo sie,
jak zobaczymy pézniej (rozdziat XIII i XTIV), bardzo istotne dla teorii
szeregbw Fouriera i1 — ogblniej — szeregéw ortogonalnych.

Aby uchwyeié ogélny charakter opisanego wyzej postepowania, po-
legajacego na rozwazaniu pewnych zbioréw funkeji rzeczywistych o wia-
snoseiach (a), (b) jako przestrzeni metrycznych, a wiee na pewnej geo-
metryzacji zagadnien teorii funkeji- rzeezywistych, wprowadzimy pojecie
przestrzeni liniowej i przestrzeni Banacha oraz udowodnimy kilka twier-
dzend o tych przestrzeniach. .

Przestrzeniq liniowq nazywamy zbiér E elementéw (ktére oznaczad
bedziemy najezedciej literami w,v), w ktérym zdefiniowane sg dwa
dzialania:

dodawanie dwu elementéw przestrzeni E, przyporzadkowujgce kaz-
dej parze u,v eE pewien element u-+v e E, nazywany ich sumg,

mnozenie elementéw przestrzeni E przez liczby rzeczywiste skon-
czone, przyporzadkowujgce kazde] parze ae R, w < E pewien element
au e E, zwany ilpczynem liezby o i elementu « (oznaczany takze sym-
bolem - u)1). : .

Dziatania te musza przy tym spelniaé nastepujace warunki (gdzie
Uy Uy, U eE, a,beR): ,

(W1) W% =+ u, (przemiennosé dodawania),

(Wa) g+ (Ua+ %) = (g + %) + 4, (Racznodéd dodawania),

(ws) Jefli wtuy=u+tu,, t0 u =wu, (jednoznacznosé odejmo-

wania), :

(Wa)  a(uy+up) = au; + au, (rozdzielnogé mnozenia wzgledem doda-

wania elementéw)

(w5)  (a+b)u=aut+by (rozdzielnosé mnozenia wzgledem doda-
wania liezb),

(W) a(bu) = (ad)u (lacznogé mnozenia),

(W) lu=wu.

Mnozenie elementéw przez oo nie jest w ogéle zdefiniowane.

. 1 .
1) Zamiast 2 ¥ piszemy takie g (0= aeRR).
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Podstawiajac w (w;) @ = 11 b = 0 i korzystajac z (w,) otrzymujemy
w=1u+0u.

Stad na mocey (wy) 1 (wy)
(u+'u)+0fu=u+('u+01))‘~_~u—|—v=(u+0u)+v=(u+v)+0u.

Stosujac (w,) do réwnosei (u+v)+0v = (u+v)+0u wnioskujemy,
26 Ou = Ov dla dowolnych u, v ¢ E. Element Ou oznaczamy symbolem 0,
podobnie jak liczbe zero i zbiér pusty, gdyz.spelnia on analogiczne
réwnanie

%u+0=u dla dowolnego u<¢E.

Znakowanie to nie prowadzi do nieporozumien, gdyz zawsze z tekstu
latwo bedzie mozna odczytad, w jakim sensie uzyliSmy tu symbol 0.

Element (—1)u oznaczaé bedziemy symbolem —u. Zamiast v +(—u)
bedziemy pisad :

v—u.
Z (wg) i (ws) wynika, ze element ug=v—u jest jedynym elementem
speliajagcym réwnanie
Uty =7.

Czytelnik znajgey teorie grup z latwoseia sprawdzi, Ze zbiér E
z dzialaniem u 4+ jest grupa.

Przykladem przestrzeni liniowej jest zbiér wektoréw swobodnych
(lub — co na jedno wychodzi — zbiér punktéw) przestrzeni euklideso-
wej Rt Dziatania dodawania v, mnozenia aw i odejmowania v—u
w dowolnej przestrzeni liniowej E podlegaja wlasciwie tym samym pra-
wom, co analogiczne dziatania na wektorach przestrzeni K¥. Dokladne
sprawdzenie tego faktu pozostawiamy czytelnikowi.

Innym przykladem przestrzeni liniowej jest dowolny zbiér funkeji,
okre§lonyech na tym samym zbiorze A4, speimiajacy warunki (a), (b);
dodawanie i mnozenie przez liczbe jest przy tym zdefiniowane w zwykty
sposéb. W szezegblnosei, C(X), M(X), L(4, u) i (jak wykazemy poz-
niej) LA, u) sg przestrzeniami liniowymi.

Przestrzen liniowa E nazywaé bedziemy przestrzeniq unormowang
(ub preestrzeniq typu B*), jesli kazdemu ‘elementowi u ¢ E przyporzad-
kowana zostata jednoznacznie skofiezona liczba rzeczywista nienjemna el
z zachowaniem nastepujacych warunkéw:

(1) Ju] =0 wtedy i tylko wtedy, gdy u =0,

(09)  Jutol <ol +[of » '

(ng)  [au] =a|-Juf.

W szczegolnosei (dla ¢ = —1)

=l = fu] -
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Liczbe |lu] nazywamy normg elementu ue¢E (dokladniej: normg
jednorodna, gdyz w niektérych zagadnieniach, o ktérych tu nie bedziemy
méwili, rozwazane sa normy niejednorodne, tj. nie speimiajace wa-

runku (ng)).
Normy elementéw w réinych przestrzeniach unormowanych ozna-
czaé bedziemy na ogél tym samym symbolem ||, o ile nie bedzie to

prowadzié do nieporozumie. W przeciwnym przypadku bedziemy od-
rézniaé normy dopisujac znaczki u dotu, np. [ulg itp.

Przestrzen unormowang E rozwazaé bedziemy zawsze jako prze-
strzen metryczng, przyjmujac jako odleglo$é punktéw u,veE liczbe

e —a] -

Tak okreslona odleglogé spelnia warunki (my)-(m;) z § 1, rozdziat II,
gdyz
Ju—2v] = 0 wtedy 1 tylko wtedy, gdy u—v =0 (por. (n,)), tzn. u =0,
fu—v] =]—(v—w)| = [v—u|, na mocy (n,),

Tty — ] = (s — 5) + (g —4e)| < s — s + 45 — e, ma moCy (ny) .

Jezeli u,—u w przestrzeni E, tzn. jezeli |u,—ul—0 (por. rozdziat II,
§ 2), to bedziemy réwniez méwié, ze ciag {u,} jest z2biedny do u wedtug
normy || |. Terminologia taka jest nieraz konieczna, bo w przestrzeniach
unormowanych opréez powyzszej zbieznosei rozwaza sie niekiedy takze
inne rodzaje zbieznodei (por. § 12B)).

1.1. Je§li up—>u ¢ v,—>0, 10 Up+Vp—>u+0. JeSli Up—>u i ap—a, to
AU~ a. JESU Up—>u, 10 tokie |u.]—|u].

Inaczej moéwiae, funkcje w+v, u—v, au oraz |u| sq ciggle.

Twierdzenie 1.1 wynika naftychmiast z nastepujacych nieréwnodei:

Wt 90) — (0 £ 0)] < ot — 2] + o — ],
Jtn e — @t} = J@n(tty,— ) + (@ — @) 1] < [ @] - Jon — ] + |an—al-[ul ,
ol ol | < Ju—n] .

Ostatnia nier6wnosé dowodzi, ze norma, rozwazana jako funkeja
na E, spelnia warunek Lipschitza ze staly 1.

Oczywidcie u,—0 wtedy i tylko wtedy, gdy |jua]|—=0, oraz w,-—>u
wtedy i tylko wtedy, gdy w,—u—0.

Przestrzedl unormowana E nazywa sie przesirzeniq Banacha (lub
przesirzeniq typu B), jesl jest przestrzenis metryczng zupelng, tzn. jedli
warunek

[t — ] =0 dla

Ny M—>00

implikuje istnienie elementu u ¢ E takiego, ze u,—»u (por. rozdzial 11, § 6).
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Przykladami przestrzeni Banacha sg: przestrzenn euklidesowa R*

(z normy |z] = V&E+E+...+ &, gdzie jak zwykle o= {&, &, ..., &),
przestrzen C(X) funkeji rzeczywistych ciggtych i ograniczonych oraz prze-
strzelt M (X) funkcji ograniczonych (por. rozdziat IV, twierdzenia 5.115.2).
‘W szezegélnodei przestrzenie C, ¢, m (por. rozdzial IV, § 5 i 6) sg prze-
strzeniami Banacha. Inne przyklady zostana podane w §§ 2 i 3, gdze
udowodnimy réwniez, ze L(4, u) i L¥ A, u) s3 przestrzeniami Banacha.

Podzbiér E, przestrzeni liniowej E nazywa sie liniowy, jesi u+v e E,
i au ¢ E, dla dowolnych u,v ¢ E, i a ¢ R, tzn. jesli E, jest przestrzeniag
liniowy przy tych samych dziataniach jak w E. Podzbiér liniowy prze-
strzeni unormowanej jest réwniez przestrzenia unormowana (przy tej
samej normie). Podzbiér liniowy E, przestrzeni Banacha E jest prze-
strzenig Banacha wtedy i tylko wtedy, gdy jest zbiorem domknietym w E.

Kombinacja liniowq elementéw w,, ..., U, pewnej przestrzeni linio-
wej E nazywamy kazdy element postaci

m
(2) U= Ayt + o o+ G Uy = Eajuj,
. j=1
gdzie ay, ..., @y e R. Jedli wszystkie liczby ay, ..., 6, 53 wymierne, kombi-
nacja liniowa (2) nazywa sie wymierna. Niech A C E. Zbiér wszystkich
kombinacji liniowyeh (2), gdzie u, ..., %n € 4, oznaczaé bedziemy sym-
bolem lin(A). Z definieji wynika, ze lin(A) jest najmniejszym podzbiorem
liniowym przestrzeni E, zawierajacym zbiér A.

Méwimy, ze podzbiér A przestrzeni unormowanej E jest liniowo
gestyt) w E, jesli zbiér lin(4) jest gesty w E (tzn. lin(4) = E). Na przykiad
z twierdzenia Weierstrassa (por. rozdzial IV, 6.1) wynika, ze zbiér 4
funkeji 2 (0 <2 <1, n=0,1,2,..) jest liniowo gesty w przestrzeni
Banacha C.

1.2. Jesli przestrzest unormowana E zawiera podebidr przeliczalny D
lindowo gesty, to jest oSrodkowa.

Mianowicie zbiér wszystkich kombinaecji wymiernych elementéw na-
lezgcych do D jest zbiorem przeliczalnym, gestym w E.

Méwimy, ze elementy wu, ..., %n, Przestrzeni liniowej E sa liniowo
zalesne, jesli istniejy liezby ay, ..., @m, z ktérych co najmniej jedna jest
rézna od zera, takie, ze

(3) @y Uy + Qo Uyt oo+ QUi = 0.

1) Termin ,liniowo gesty” wprowadzamy tutaj jako bardziej sugestywny, zamiast
dotychezas uzywanego terminu ,zamkniety” (por. np. Kaczmarz i Steinhaus [2]) Iub
podstawowy” (por. Banach [5], [6]).
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Elementy g, Us, ..., m ¢ E 53 Wwige liniowo niezaleine, jesli réw-
nodé (3) pociaga za s0ba réWNosé gy = gy = ... =ty = 0.

Jedli dla kazdej liczby naturalnej m elementy ty, ..., %n 88 liniowo
niezalezne, to méwimy, ze cigg nieskofezony {u.} jest ciqgiem elementow
liniowo niezaleinych.

Przestrzeti liniowa E jest skosiczenie wymiarowa, jezeli istnieje ciag
skoniczony {uy; ..., Un} taki, ze E=lin[u, ..., un]. Odrzucajac ewen-
tualnie pewne elementy w; mozemy zakladaé, ze elementy uy, ..., Um S&
liniowo niezalezne. W tym przypadku kazdy element % ¢ E mozna jedno-
znacznie przedstawié w postaci kombinacji liniowej (2).

Przestrzert linjowa E - jest nieskorozenie - wymiarowa, jezeli zawiera
ciag nieskoriczony elementéw liniowo . niezaleznych..

Dwie przestrzenie unormowane E i E; sg réwnowaine, ]ezeh 1s1:me]e
odwzorowanie T przestrzeni E na przestrzen E, takie, zel)

(4) T(u-+2)= T(au) = aT (u) ,v

(8) 17 (u

T(u)+T(v),
) = luf -

Dwie przestrzenie unormowane sa izomorficzne, jezeli istnieje homeo-
morfizm 7T, odwzorowujacy E na E,, spelniajacy warunek (4).

Oczywiscie w zagadnieniach, gdzie nie interesuje nas natura elemen-
tow przestrzeni E i E,, lecz jedynie ich wlasnodei, zdefiniowane przy
pomocy dziatania dodawania, mnozenia i pojecia normy, mozemy zawsze
identyfikowaé dwie przestrzenie réwnowazne E i E; (utozsamiajac ele-
menty % i T'(x)). Analogiczna uwaga dotyczy pojecia izomorfizmu w od-
niesieniu do wlasnogei, ktére moga byé zdefiniowane przy poniocy dzia-
lania dodawania, mnozenia oraz topologii plzestrzem (tj. pojecia zbiez-
nogei).

Badanie przestrzeni unormowanych i innych typéw przestrzeni linio-
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wych, stopologizowanych w pewien sposéb, jest przedmiotem odrebnej’

teorii matematycznej, zwanej analizg funkejonalng 2).

CWICZENIA. 1. Uzupelnienie (por. rozdziat IV, § 5, éwiczenie 4) E' przestrzeni
unormowanej E jest przestrzenia Banacha, przy - tym dzialania w E’ sa ciaglym roz-
szerzeniem dziatah w E.

*) Drugi z warunkéw (4) jest whasciwie zbyteczny, bo wynika z pozostakych —
por. twierdzenie 4.1. Warunki (4), (5) mosna zastapi¢ przez warunki: 7(0) = 0, ||7'(u)—
—T(v)] = [u—2|. Por. Mazur i Ulam [1] lub Banach [6], str. 166.

*) Ksiaika niniejsza zawiera zaledwie niewielki fragment analizy funkejonalnej.
Czytelnika interesujacego sig blizej ta dziedzing odsylamy do dziet specjalnyeh, np. Ba-
nach [5], [6], Hille [1] lub Lusternik i Sobolew [1]. Twérea analizy funkejonalnej jest

Banach, kidry w pracach [2], [3] (por. takze Banach i Steinhaus [2]) udowodnit pod-
stawowe twierdzenia teorii.
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2. Jezeli |u|| speknia jedynie warunek (ng) i Ju|> 0, |0 = 0, to funkeja g, zdefi-
niowana wzorem (1), jest pseudometryks.

3. Podzbiér A przestrzeni linjowej E nazywa sie wypukly, jezeli fu,+ (1—t)u, ¢ 4
dla ug, uy e 41 0<EL L.

Udowodnié, ze najmniejszym zhiorem wypuklym, zawierajacym dany zbiér B cE,
jest zbiér wazystkich elementéw apto+ayui+...40,%,, gdzie uy, 4, ..., %, € B, lczby
Ggs Gys oors @, B2 DieUjemne i ao+a;+..+a, =1

Uwaga. Najmniejszy zbiér wypukty, zawierajacy podzbiér B c E, oznaczad be-
dziemy symbolem conv(B).

4. Domkniecie podzbioru wypuklego przestrzeni unormowanej jest zbiorem wy-

puklym. Zbiér conv(B) jest na,;]mme]szym domknigtym zbiorem wypuklym, zawiera-
jacym zbiér B.

5. Jezeli podzbiér B przestrzeni unormowanej E jest calkowicie ograniczony, to
zbiér conv(B) jest takie calkowicie ograniczony.

Jeseli E jest przestrzenia Banacha i zbiér B jest zwarty w E, to zbiér conv(B)
jest zwarty ).

6. Zbiér funkeji spelniajacych warunek Holdera rzedu a ze stals M jest podzbio-
rem wypuktym przestrzeni C(X). Zbiér funkeji speliajacych warunek Holdera rzedu a
jest podzbiorem liniowym przestrzeni C(X).

§ 2. Przestrzen funkcji calkowalnych w p-tej potedze. Niech u hedzie
miarg okreflona na pewnym przeliczalnie addytywnym ciele I pod-
zbioréw przestrzeni X. Wazystkie funkcje rozwazane w niniejszym para-
grafie 53 okreslone na X i mierzalne g, o ile nie zostaly wyraZnie przyjete
inne zaloZenia.

2.1 (Nieréwnogei Holdera)?). Niech 1< p < oo, 1< g < oo, 1/p+
+1/g=1. Dla dowolnych funkcji mierzalnych f i g

W [itglan < ([ 1irae)™( [ 191 au)™
X X Py

Jesli wige funkcje |f°
catkowalnag oraz

i |g|* sa catlowalne, to iloczyn fg jest tez funkejaq

t i 1p 1/g
(@) | [ toau! < ( [ 1rran)™( [ 1grau)™.
X X X
Zauwazmy najpierw, ze dla ¢ >0
1 1
3 filr L 45
(3) 2Ty
Istotnie, funkcja L
1 .
) == t+= —fip
@(t) PR

1) Mazur [2].
%) Holder [1]. Réine dowody nierdwnosei Holdera i Minkowskiego (por. str. 13)
oraz ich uogélnienia znajdzie czytelnik w ksiaice Hardy - Littlewood - Pélya [1].
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iom
jest malejaca w przedziale 0;1 i rosngea w przedziale 1 ;00 (czego dowodzi
sig, badajac znak pochodnej ¢') oraz ¢(1)= 0. W rezultacie g(¢j > 0
dla ¢ > 0.

Zastepujge w (3) ¢ przez afb i mnozac obydwie strony nieréwnogei
przez b otrzymujemy
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4) allpb1/4<%a+§b dla ¢>=0ib>0.
Jesli jedna z ecalek
(5) [iiran, [ lgfau
x X

jest rowna zeru, to iloczyn fg jest funkeja réwna zeru prawie wszedzie
(bo jedna z funkeji f, g jest prawie wszedzie réwna zeru — por. rozdziat VII,
2.17) i nieréwnodé (1) jest prawdziwa. Jedli jedna z calek (5) jest nie-
skoficzona, to nierdwnosé (1) jest réwniez speliona.

Zalbimy, ze obydwie calki (5) sg skoriczone i dodatnie i Przyjmijmy

_ i) lg9(a)]*
filx) i_”flpd/“, [ﬁg]“d,u .

Podstawiajac w (4) f,(x) zamiast @ oraz ¢i(z) zamiast b i calkujac
otrzymujemy

Jlfglau
(7P dul™( [ 1gFauy™

gldyz catki z funkeji £, i g, s3 réwne jednodei.

Nieréwnodé (1) jest wiec ndowodniona. Nieréwnosd (2) wynika bez-
posrednio z (1) (por. rozdziat VII, 2.12).

W przypadku gdy p = ¢ =2, nieréwnodci Holders N0§zg nazwe
nierownoder Schwarza- Buniakowskiego 1) i mogy byé zapisane w sposéb
nastepujacy:

g s </ Tray/ T,

@) ol <Vj(ff25;e-]/fgzd,¢.
X

) Nieréwnodé (6) mozna udowodnié w znacznie prostszy sposéb niz
mero?vnoéc (1). Wystarezy rozpatrzyé przypadek, gdy catki PO prawej
stronie (6) sa skoficzone. Poniewaz |fg| < 3 +¢%), wige catka po lewej

gilz) =

1f 1f 1.1
<= d — duy = — —=1
Py fi ,u+qX pip=2+o=1,

') Buniakowski [1], Schwarz [1].
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stronie (6) jest takie skonczona. Dla dowolnej liezby rzeczywistej ¢
o [ a2t [ 11 ldut [ g*au= [ @lf|+1g)Pdp >0,
x x x X

g, wiee fréjmian po lewej stronie powyzszej nieréwnosei ma wyréznik
niedodatni, tzn. zachodzi nieréwnosé (6). ‘ . ]

2.2 (Nieréwno$é Minkowskiego)?). Jesli 1<p < oo ¢ funkeje |f|
i |gl sa catkowalne, to funkeja [f+g[P jest takze catkowalna oraz

(8) (f1f+gPau)” <(2{ 1f|”dn)””+g lgPdu)™.

Przypadek p =1 jest oczywisty. e
Niech p> 11 ¢ bedzie taka liczba, ze 1/p+1/g=1, tan. ¢=1p, (p;l).
Poniewaz [f+g” < 2" max (|f["|g]") < 2°(fPP+ |¢["); wiee funkeja [f+ gl jest
catkowalna. Postugujae si¢ nieréwnoscia Holdera otrzymujemy }

Ilf+9l”d,u Qg(!fl—}— L"D‘V%-gl””ld# _
— [P et [lgl -+ oP ™ an <

p-q z |
< (g iﬂpdﬂ)llp(; [+ g1 ap) + (1[ iyl"dﬂ)ﬂpg If+g/" )" =

= ((J1rpan™+ (1970} (J1r+opan)™.

Dzielae poczatkowy i kotcowy czlon powyzszego -lancucha nierdw-
nosei przez ([ |f+ g[pdy)”q otrzymujemy nieré6wnos$é (8).

X 3
Zouwazmy, ze nieréwno$é (8) jest tez prawdziwa dla dowolnych

funkeji mierzalnych nieujemnych. ) '
Dla dowolnej funkeji mierzalnej f wprowadzimy oznaczenie

(9) Iflo = U Pad)” da 1<p<oo
oraz supess|f(z)|, gdy u(X) >0,
) == \ 0" gy X =0.

Symbol supessg(wx) oznacza tzw. istotny kres gdrny funkeji mierzalnej g
na zbiorze miezrezglnym A (u(4)>0), tzn. kres dolny liczb a ?akich, ze
,u([:v: (wed)-(g(x) > a)]) =0 (detinicja istotnego Teresu dolnego mmfeejsg(m)
jest analogiczna).

1) Minkowski [1].
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Zauwazmy, ze takie

supessg(x) = mf sup g(z),

zed B zed—B
gdzie B przebiega wszystkie podzbiory zbioru A miary u zero. Istnieje
przy tym zbiér B, miary u zero taki, ze

supessg(z) = sup g¢(z)
zed zed—By

(wystarczy mianowicie przyjaé B, = [@: (v € 4)-(g(z) > a,)], gizie @y =
= supessg(a:)) .

Momae jeszeze inaczej, istotny kres. supessg( ) jest to k'res dolny
liezb supg,(r), gdzie ¢, przebiega zbiér wszystlnch funkeji réwnowaznych
xed

funkeji g. Zawsze istnieje funkeja g, réwnowazna funkeji g taka, ze
supessg(x) = sup g,(x) -
xeAd zed . . .
Nieréwnodei Holdera (2) 1 Minkowskiego (8) mozemy obecnie zapisaé
w nastepujacej postaci

w

fgdm flo-lgle  (1<p,g< oo, 1p+1lg=1),

S T—

(12) F+ab <lflo+lglp (1 <p<oo).

Przypadek, gdy p =11 ¢ = oo, oraz przypadek, gdy p=occ i g=1
w nieréwnofei (11), wymaga wladciwie oddzielnego dowodu (ktéry po-
zostawiamy czytelnikowi), gdyz nie wynika bezpogrednio z 2.1. Podobnie
trzeba dodatkowo udowodnié nieréwnodé (12), gdy P = oo (0 réwniez
pozostawiamy czytelnikowi). -

Nieréwnogé Holdera nogélnia sie réwniez na przypadek trzech funkeji
(i — ogélniej — n funkeji):

2.3. Jedli 1p+1jg+1/r=1 (1<p,q,7 < o), to

(13) [ fandu | < [ lighldn <Ifl,-igle- Il
X p.¢

Niech 15 =1jp+1j¢- Z (1) wynika, ze
Jitahian <ligl- .

Wystarczy wykazaé wige, ze
lrgl <iflo-lol, -

icm

§ 2. Przestrzen funkeji catkowalnyeh w p-tej potedze 15

Jesli s = oo, to takie p=oco i g= oo i nierdwnosé powyzsza jest
prawdziwva. Jefli 1< s < oo, t0 8/p+s/¢=1, wiec z nieréwnosei Hol-
dera (1) (gdzie p i q trzeba zastapid przez pls i g/s)

o . 1/s

Iale = { [ 1119 au)" <

pg

“lflsnp/s lg1las) lls =[flo-lgle, e b.do.

Dla 1 <p < oo niech L7(X, p) oznacza zbiér wszystkich funkeji f
mierzalnyeh u, okrelonych (prawie wszedzie) na X, takich ze ||f], < oo.
W przypadku gdy 1< p < oo, L”(X, u) jest wiec zbiorem wazystkich
funkeji f catkowalnych w p-tej potedze (tzn. takich, ze [ff' jest funkejg
catkowalng). L™(X,u) jest zbiorem wszystkich funkeji mierzalnych,
réwnowaznych funkejom ograniczonym. Funkecje réwnowazne, nalezace
do L*(X, u), 1 < p < oo, bedziemy zawsze identyfikowad,

Z nier6wnosei Minkowskiego (12) wynika, ze przestrzen L?(X, u)
jest przestrzenia liniowsa, oraz ze norma || |, spelnia warunek (n,) z §1.
Warunek (n;) jest réwniez spelmiony, gdyz funkecje réwne zernu prawie
wszedzie utozsamiamy z funkejg réwng tozsamodeiowo zeru. Poniewaz
warunek (n,} jest takze spelniony, przestrzed I”(X, u) z norms | | jest
wiec przestrzenia unormowans (1 < p < o). Udowodnimy obecnie, e
LP(X, u) jest przestrzenia zupelng, tzn.

24. LA(X

Dowéd w przypadku p = oo jest analogmzny do dowodu twierdze-
nia 3.2 z rozdziatu IV, gdyz zbieinosé f,—f wedlug normy | |« jest
zbieznoscia jednostajng ciagu {f,} do funkeji f na zbiorze X —A4, gdzie
A jest odpowiednio dobranym zbiorem miary zero.

W przypadku gdy 1< p < oo, dowéd oprzemy na nastepujacej nie-
réwnosci (gdzie 7 >0 i feL(X, u)):

X, p) jest preestrzewin Banacha (1 <p < o).

(14) alle: |f(@)] > l,, ()

Istotnie, jesli B = [z: |f(2)]

Ul = [1iPap = [17Pdp > P u(B).
X B

=1n], to

Zalozmy, ze ciag {f»} spelia warunek Cauchy’ego w przestrzeni
LP(X, p), tzn. dla kazdej liezby &> 0 istnieje liczba n, taka, ze

fa—fmlo <& dla

Podstawiajage w (14) za f funkcje f,—f, wnioskujemy, ze ciag {f.}
spelnia réwniez warunek Cauchy’ego wedilug miary (por. rozdziat VI,

N, M > Ty,

ek gy
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§ 7), zawiera wige podeiag {f-,} zbiezny prawie wszedzie do pewnej funk-
¢ji f (por. rozdzial VI, 7.6). Poniewaz

f[frn*fm]pd,u <& dla n,m>mn,
X

wiee przechodzac do granicy, gdy n-—>co przy ustalonym m > n, i sto-
sujge lemat Fatou (rozdziat VII, 3.5), otrzymujemy

[1i—fnl? du <limint [ |f, —fufPdp <& dla m>mn,.
X n—-0 x

Stad wynika, ze funkeja f = (f—fm)+fn e LUX, u) 0122 |[f—fulls < &
dla m > n,, tzn. fo—f w przestrzeni L*(X, u), co konezy dowédd zupel-
nosei tej przestrzeni.

Podstawiajac w nieréwnosei (14) f, —f zamiast f otrzymujemy twier-
dzenie

2.5. Jesli f,—F w przestrzeni LP(X, u) (ten. wedlug normy | |»), to
takie f,—f wedlug miary u, a wige cigy {f»} zawiera podciqg zbiedny pra-
wie wszedzie do | (1 <p < o0).

Twierdzenie odwrotne bez dodatkowych zalozen nie jest prawdziwe
(por. ¢éwiczenie 14).

2.6. (1) Jesli g, fn e P(X, ) (1<P < 00), [fu]<g dla n=1,2,3..
@ fa—>f prowie wszedzie (lub: wedbug miary u),to feLP(X, u) 4 fo—f wedlug
normy | |lp (ton. w praesirzeni L*(X, u)).

(ii) Jesli {f,} jest ciggiem monotonicenym funkeji nalezqeych do L(X, u)
(1< p<oo) oraz fu—~feLP(X, u) prawie wszedzie, to takée f,—~f wedlug
normy | Jp.

Dowéd (i). Poniewaz |[fl<g prawie wszedzie, wiec feL”(X, pu).
Poniewaz |f —fu[” < (29)° prawie wszedzie, wiee (por. rozdziat VIT, 3.6 1 3.7)

i [ fPdu= [Tl —fPau=0, tmn. sy,

Dowéd (ii). Ciag {|fa—/[’} jest nierosnacym ciagiem funkeji catkowal-
nych, zbieznym prawie wszedzie do zera, zatem (por. rozdziat VII, 3.2)

tim [ |fo—fPdp= [ Tim |fu—jPdu=0.
"’"’°°X X n—+00

2.7. Zbidr funkcji charakterystycanych zbioréw mierzalnych o mierze
skotezonej jest liniowo gesty w preestrzens LP(X Y i) (1<p<oo).

§ 2. Przestrzen funkeji calkowalnych w p-tej potedze 17

Niech &> 0 i feLP(X, u). Ozedé nieujemna f° funkeji f jest granicg
ciggu niemalejacego funkeji prostych. Ciag ten jest zarazem zbieiny do f°
wedlug normy | |, (por. 2.6). Istnieje wiee funkeja prosta g, e I*(X, u)
taka, e |f°—gp < &/2. Analogicznie stwierdzamy istnienie funkeji prostej
g» e LP(X, ) takie], %e |f,— g, < e/2. Funkeja g = g,—g, jest Kombi-
nacja liniowg funkeji charakterystycznych zbioréw mierzalnych o mierze
skonczonej oraz

1=l = 10" =)= (o =99l <1 g+ Ifo—gabo < &
co kotezy dowdd twierdzenia 2.7 (por. rozdzial II, 4.3).

2.8. Jesli 1 < p < oo © miara u jest o§rodkowa, to przestrzen LP(X, u)
jest tez oérodkowa.

Z zalozenia istnieje przeliczalna klasa & podzbioréw mierzalnych
(o mierze skoficzonej) przestrzeni X taka, ze dla kazdego zbioru A4 ¢ I
o mierze skoriczonej i dla dowolnej liczby 5> 0 istnieje zbiér Be& taki,
ze p(4A—B)+ u(B—A) <7 (por. rozdzial VI, § 9), tzn.

(15) lora—zale <nt?.

Wystarezy wykazad (por. 1.2), Ze zbiér funkeji charakterystycznych yg,
gdzie B ¢ &, jest liniowo gesty w przestrzeni LP(X, ), tzn. ze zbiér kom-
binacji linjowych funkeji charakterystyeznych yp (B e &) jest gesty w tej
przestrzeni. Ze wzgledu na twierdzenie 2.7 (por. rozdziat II, 4.2) wy-
starczy wykazaé, ze zbiér kombinacji liniowych funkeji charakterystyca-
nych zbioréw nalezagecych do & jest gesty w zbiorze kombinacji liniowych
funkeji charakterystycznych dowolnyeh zbioréw mierzalnych o mierze
skoriczonej. To za$§ wynika latwo z (15). Istotnie, jesi ¢> 0 i

mn
f=2a7'ZA,-7 a;€R, a7 0, u(d;)<oo dla j=1,..,m,
=1
to funkeja
m
.
g= 2, @;XB; »

j=1

gdzie BjeR i x4, —15lo < &'la;lm, spelnia nierdwnodé

V=gl < X laszy—azml = Yol lzy—rnls < e,

co dowodzi gestofci zbioru kombinacji lintowych funkeji yg, B e & (por.
rozdziat I, 4.3).

Jedli X jest podzbiorem przestrzeni euklidesowej R*, X € 8; i u jest
miarg Lebesgue’a I zredukowang do. zbioru X, to zamiast L°(X, | X)

Funkcje rzeczywiste IT ;B ;’.} g 2
WS
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piszemy po prostu LP(X). Jesli X = 0;1, to zamiast L?(0;1) piszemy L?.
Zatem LP (1 < p < oo) jest przestrzenig funkeji calkowalnych w p-tej
potedze, okreglonych na odeinku 0;1, a L™ jest przestrzenig funkeji
mierzalnych w sensie Lebesgue’a na tym odeinku, réwnowaznych funk-
cjom ograniczonym.

W przypadku p =1 piszemy L(X, u), L(X), L zamiast LYX, u),
LY X), L. Przestrzen L™ bywa réwniez oznaczana symbolem M.

2.9. Preesirzei LP(X), w szczegdlnosei preestrzens LP, jest osrodkowa
(1<p<oo).

Twierdzenie 2.9 wynika bezposrednio z twierdzenia 2.8 i z ofrodko-
woscl miary Lebesgue’a (por. rozdzial VI, 9.5).

2.10. (i) Dla dowolnego ograniczonego lub nieograniczonego przedziatu
ZC R =bior wszystkich funkeji schodkowych feLP(Z) jest gesty w LP(Z)
(1<p< o).

(ii) Dla  dowolnego przedziatu domkniglego Z C R 2bidr wseystkich
funkeji ciagtych, okreslonych w Z, jest gesty w praestrzeni L*(Z), 1 < p < oo.

Zbidr funkeji an, gdeie n=0,1,2, ... (x € Z), jest liniowo gesty w pree-
strzeni E¥(Z), 1< p < oo (inaczej mowiqe, 2bidr wszysthich wielomiandw,
rozwaianych jako funkeje na preedziale Z, jest gesty w L¥(Z)).

Twierdzenie, ze zbiér funkeji schodkowych jest gesty w L(Z), jest
szezegblnym przypadkiem twierdzenia 4.6 z rozdziala XI. Dowéd gestodei
zbioru funkeji schodkowych w przestrzeni I”(Z), gdzie 1 < p < oo, jest
podobny do dowodu przypadku p = 1, tzn. do dowodu twierdzenia 4.6
z rozdzialu XTI (por. takze dowéd twierdzenia 2.7).

Aby udowodnié, ze zbiér funkeji ciaglyeh jest gesty w przestrzeni
L"(Z), wystarczy wykazaé (por. rozdzial II, twierdzenie 4.2), ze zbiér
funkeji ciaglych jest gesty w zbiorze funkeji schodkowych, tzn. ze dla
dowolnej funkeji schodkowej 7 i dowolnej liezby &> 0 istnieje funkecja
ciggla ¢ taka, ze [f—g, < e (por. rozdziat II, 4.3). Niech

C=0y <L <...<Ty=0Db

bedzie podzialem przedziatn Z = ;b takim, ze w kazdym z przedzialéw
#;-1;%; funkeja f jest stala. Dla lezby 5> 0 mniejszej od polowy dlu-
gofel najmniejszego z przedzialéw %j-1;2; niech g bedzie funkejy zdefi-
niowang w nastepujacy sposéb:
g(x)=f(z), gdy G E< B~y
ub s+ <z <y—n (=2, .., m~1), lub @y +n <2 <b,
g(x) jest funkejy liniows, w preedziatach z;—7;a; 41, (j= 1, weym—1).

iom

§ 2. Przestrzeni funkeji calkowalnych w p-tej potedze 19
Oznaczajac M = sup [f(x)]| z latwodcia stwierdzamy, ze
z€Z

lf—glo < {(m—1)2p (230" .

Stad wynika, ze dla dostatecznie malej liczby 5 > 0 jest |f—g, < 2,
co nalezalo dowiesé.

Aby udowodni¢ koiicowa czgsé twierdzenia 2.10 wystarczy okazaé
(por. rozdzial II, 4.2), Ze zbiér wielomianéw jest gesty w zbiorze funkeji
ciaglych (obydwa zbiory rozpatrywane jako podzbiory przestrzeni me-
trycanej L°(Z)), tzn. ze dla dowolnej liczby &> 0 i dowolnej funkeji
ciaglej j istnieje wielomian ¢ taki, ze |f—gl, < e. Z twierdzenia Weier-
Strassa (por. rozdzial IV, 6.1 i uwagi na str. 152) wynika, ze dla dowolnej
liczby 5 > 0 istnieje wielomian g taki, ze |f(z)— ()] <n dla z e Z. Stad
[f—=gle <(P1Z1)Vp = 51Z3p < ¢, 0 ile tylko 5 jest dostatecznie maly
liezbg.

211 Jesli p(X)< oo 2 1<p <p' < 00, to

(16) 17l < [fllor (X w22
oraz
(17) L™(X, p) CL*(X, p) CLY(X, p)CL(X, p) .

W sxezegdlnosei,
(18) L*CLP CLIPCL dla 1<p<p < oo

Nieréwnod¢ (16) wynika z nieréwnosci Héldera, gdzie f trzeba za-
stapié przez |f¥, g — przez funkcje réwng tozsamosciowo jednosei, p —
p17e7 P'ip, & ¢ — przez p'/(p'—p). Inkluzje (17) wynikajg bezpogrednio

(16).

W przypadku gdy u(X)= oo, inkluzje (17) sa falszywe.

Inkluzje (17) maja charakter czysto mnogosciowy. Jeshi p < p’, t
zbieznogé wedlug normy | |, ciggn funkeji naleaa:cvch do przestlzem
(X, #) jest inna niz zbieznosé wedlug normy | [,. Dokladniej:

2.12. Jesli p(X)<< oo, 1Kp<p Koo i ciag f,ek? (I, u) jest
ehieiny wedtug normy | [ do funkeji f e (X, p), o takie f,—f wedtug
noriny || [p-

Twierdzenie odwrotne (w przypadku p < p‘) nie jest na ogét praw-
dziwe (por. éwiczenie 15). :

Twierdzenie 2.12 wynika wprost z nierdwnodci (16), gdzie j trzeba
zastapié przez f,—f.

Jesli X' = &N, tzn. X jest zbiorem liczb naturalnych, i p=1, jest
miarg zdefiniowang w rozdziale VII, § 9 (tzn. [(4) = ilog¢ elementéw
zbioru 4 C&N), to zamiast L*(SN,1,) piszemy . Zamiast I piszemy L

T T
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Elementami przestrzeni I (1 <p < o0) 53 wiec ciggi nieskoriczone
liczb rzeczywistych u = {o,} takie, ze

oty = (X len’) " <0

W szezegélnosel, elementami przestrzeni I sa ciagl niegkonezone
%= {a,} takie, zZe

20 XTI. Przestrzenie funkeyjne

), = ;w <oo.

Elementami przestrzeni I sg wszystkie ciggi ograniczone % = {a,} z normaf
Ju] = sup jan|, tzn. I°=m zgodnie z oznaczeniami wprowadzonyml

w rozdziale IV, § b, A). .
7 twierdzenia 2.4 wynika, ze I’ (1 < p < oo) jest przestrzenia Banacha.
7 twierdzenia 2.9 wynika, ze
9.13. Preestrzets P (1< p < oo) jest oSrodkowa. Dokladniej, zbior
elementdéw
e, =1{1,0,0,0,..},
e=1{0,1,0,0,..},
e;=1{0,0,1,0,..},
jest liniowo gesty w I’
Przeprowadzenie szczegblowego dowodu pozostawiamy czytelnikowi.
Nieréwnoscei Holdera i Minkowskiego ‘dla ciagéw maja postaé na-

stepujgea:
(19) Zn[a,.ﬂnl < (Zi%l”)w (X161 wp+1g=1,1<p,e< ),
(20) (i’laﬁﬁnl”)up <(Dlal)”+ (D 18P)" 1<p< o).

pros n=1 =1

7 (19) i (20) natychmiast wynikaja nastepujace nierdwnosei Holdera
i Minkowskiego dla ciggéw skofczonych

@) Yot < Dlal)? (160 Wp+1g=1,1<p,a<),

n=1 =1 =1

e (3 Jomt-Bal?) " <(}Z’|an1”)””+ ( M6 @1 <p <o)

fl=l n=1 n=1

§ 2. Przestrzefi funkeji calkowalnych w p-tej potedze 21

) Przyjmujae p = 2 w nieréwnofciach Holdera (19) i (21) otrzymu-
jemy nastepujace nierdwnosei Cauchy’ego

(23) gl%ﬂdgl/ZI%PI/ j’ﬁnlgy

(24) PAEYARS Zmlaﬂlz-l/ o,

w -przypadku gdy fn=1 dla n=1,..,m, otrzymujemy z (24)
nastepujace oszacowanie

&
G
a
7
i
i

(25) D] < Yl <vm Y Ylaale. |
n=1 n=1 n=1 g

} CWICZENIA. 1 Niech feL(X, p), geL%X, ), 1/p+1jg=1. W nieréwnoei
Holdera (1) zachodzi znak réwnoéei wiedy i tylko wtedy, gdy pomijajac zbiér miary ‘
2610 stostfnfsk fuj?kcji Il 1 |g]° jest staly, tzn. jeseli istnieja liczby ¢, ¢, nieréwne zern :
réwnoczesnie takie, ze ¢f(x)]” = ¢|g(2)|? dla prawie kazdego .

2. Niech 4 i v beda pélskoficzonymi miarami, okreflonymi iedni
. - ] ) y ymi odpowiednio na prze-
hczﬂll?le addytywnych cialach podzbioréw przestrzeni X i Y, i niech f(z,y) bzdzie
funkeja, okreéllonq na X x ¥, mierzalng wzgledem miary produktowej u ¥ ».
TUdowodnié nastepujgce uogélnienie nieréwnobei Minkowskiego ’ i
, :
(J (S 1w vidwPaa®< [ ([iienPaepeasy

X ¥ ¥ X
da 1< p< oco.

Sformulowaq analogiczna nieréwnosé dla p = oo.
3. Dla dowolnego ciagu podwéjnego O, 1 1<p< 0

(22 eanll "< 2 (X il

4. Jezeli miary u iv sa okreflone na tym samym H : .
. . ym przeliczalnie add;
zbioréw i v p, to LP(X, p) c LP(X, v). ytywnym ciele

5. Jezeli pu(X)< oo, to

Moo =tm [ff, dla feL™(X,p).
D00
6 Oéro.d_kowoéé miary g jest nie tylko warunkiem dostatecznym (por. 2.8), lecz
réwniez koniecznym na to, by przestrzeh I?(X, ) byla osrodkowa (I<p< o).
7. Dla f, g e INX, p)

I3+ lghz — ( xf fgduf' =% xf {Z @ g —~1@g@) dp@ duty) .

8. Jeteli f e L7 (X, p), g« L*"(X, p) oraz 1/p1jp"< 1 p i
° : s 1), s p , to I*(X, p), gd:
llp — VgL, = fg e L7( ‘ ), gdzie
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9, Jezeli feLP(0;00) (1<<p< oo) jest funkeja jednostajnie ciagly, to f(z)-0
dla z-oco.

10. Calka nieoznaczona ¢ funkeji feI? (1< p< oo) spelnia warunek Héldera
rzedu 1—1/p. Dokladniej,

im 2t e ~ ) -
£a0 ] ]1*1’10
11. Funkeja (i ( * "logz(.r”)) ! nalezy do L?, lecz nie nalezy do L' dlar>p (1 < p<oo).
12. Funkeja (.r”’( +[log;r]) * nalezy do LP(0;co), lecz nie nalezy do L7(0;co)
dla r#p (I<p< )
13, Jezeli 1< p<p'<< ooy to P ol i Jul, <[, .
14, Niech
1 ‘_fD dla z =01 dla lln<< 21,
fnf) = ln dlad<z<l/n.

Ciag {f,} jest zbiezny wszedzie i wedtug miary do zera, lecz nie jest zbiesny do
zera. w zadnej przestrzeni LP (1< p < oo).

15, Niech )
{a'?llogn+1) dla 0<<a<<l/n,

falr = {o dla 1n<r<l.

Ciag {f,} jest zhiezny do zera w przestrzeni LP, lecz nie jest zbieiny w zadnej
przestrzeni L', p’ > p.

16. Jegeli f,f, «L(X, ), f,>0 dla n=1,2,.., f,~»f prawie wszedsie oraz
If"d/;»j’fd,u, to f,—j w przestrzeni L(X, u).
x

(Wak Zauwazyé, ze ezefel niedodatnie réinic f—f, tworza ciag ograniczony
funkeja f> 0.)

17. Funkeja T
T(j) = signf-|f|*?

jest homeomorfizmem, odwzorowujgeym przestrzen L(X, u) na przeshzen L*(X, u)
A<p< o0) ).
{Wsk.: Skorzystaé z nieréwnosdci

|signa- [a]” —signb- |b"" | < 2]a—b] ,
lsigna- |a]? —signd- (b"] < pla—bl (ol + b))

18. Jedi f jest funkejs calkowalng w p-tej potedze, to dla prawie kazdego m,

zaJ_!

lim ¢ f ) —f (P dr = 0.
(Wsk.: Por. rozdzial X, twierdzenie 5.14 i ¢wiczenie 12 z §5.)

1) Mazur [1].

iom
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19. Niech f e I (X X ¥, ux,v), gdzie 1<<p< oo, a u i v s3 miarami w przestrze-

niach X i ¥. Dla dowolnej liczby s> 0 istnieja funkeje proste g, ..., G« LP(X, p)

i by, ey by, « IP(T,v) takie, ze funkeja fyo(z,y) = 12) by (Y) 4ot () By () spelnia
nieréwnosé [f —fol, < e

20. Niech f bedzie ustalong funkeja mierzalng. Funkeja g(p) = !p, okre§lona

na zbiorze [p: [f], < oo], jest ciagla.

§ 3. Inne przyklady przestrzeni Banacha. Przyklady A), B), C) po-
dane ponizej byly juz rozpatrywane przez nas w rozdziale IV. Dlatego
podajemy tutaj tylko kilka uzupelniajgeych uwag i oznaczen.

A) Przestrzed M(X) wszystkich funkeji rzeczywistych, ograniczo-
nych, okreflonych na pewnym zbiorze X s 0 z normg

1] = Ilar = sup [f (@)}
TeX
Jesi X jest zbiorem skorczonym, k-elementowym

X =[ay, Gy -y 0z],

to przestrzen M (X) jest izomorfiezna (lecz — w przypadku k > 1 — nie-
réwnowazna) z przestrzenia euklidesowa R*. Odwzorowanie 7, realizu-
jace izomorfizm, jest zdefiniowane wzorem

T(h) = {H{a), H{as), .., flaz)} dla f e M(X)

W tym przypadku przestrzei M(X) jest ofrodkowa.
Jesli X jest zbiorem przeliczalnym,

X=[a,a,..] (Gazzan da ns=m),

to przestrzen M(X) jest réwnowaszna przestrzeni m wszystkich ciggéw
ograniczonych. Przeksztalcenie realizujgce réwnowaznosé dane jest
wzorem

T = {fla), flas), .}  dla  feM(X).

W tym przypadku M(X) nie jest przestrzeniy ofrodkows (por. roz-
dzial IV, § 5, A). Ogélniej, jesli X jest zbiorem nieskorezonym, to M(X)
nie jest przestrzenig osrodkows, gdyz zbidr wszystkich funkeji charakte-
rystyeznych podzbiorédw zbiorn X jest nieprzeliczalny oraz

=1 dla A#B, 4,BCX.

B) Przestrzend C(X) funkeji ciaglych ograniezonyeh, okreglonych na
pewnej przestrzeni metryeznej X (w szczegélnodei przestrzedn C funkeji
ciaglych na odeinku 0;1) z norms

17l = lfle = Il

= sup |f(z)] .
zeX
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C) Przestrzen ¢ ciggéw zbieznych oraz przestrzen ¢, ciggéw zbiez-
nych do zera z normg

& = [e = sup e
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(= {a}) .

Obydwie przestrzenie sg podprzestrzeniami domknigtymi prze-
strzeni m wszystkich ciggéw ograniczonych (% tg sama definicja normy (1)).
Jak zauwazyli§my w rozdziale IV, § 5, B), przestrzed ¢ jest réwnowazna
przestrzeni C(N), gdzie Ne = N +[co] jest zbiorem liezb naturalnych,
powiekszonym o liczbe oo.

Przestrzen ¢ jest ofrodkowa. Dokladniej, zbiér elementéw

e=1{1,1,1,1,1, ..},
e ={1,0,0,0,0,..},
(2) e,={0,1,0,0,0,..},
e;=1{0,0,1,0,0,..},
jest liniowo gesty w e. Przestrzed ¢,, jako podzbiér domkniety prze-
strzeni metrycznej osrodkowej ¢, jest takze ofrodkowa (por. rozdzial 11, 9.4),
dokladniej — zbidr [ey, e, ey, ...] jest liniowo gesty w .
D) Przestrzeti W (M) wszystkich przeliczalnie addytywnych funkeji

zbioru », okreflonych na pewnym ustalonym przeliczalnie addytywnym
ciele I podzbioréw przestrzeni X z normg

] = »(X),

gdzie (por. rozdziat VI, § 10) +*(A4) oznacza wahanie bezwzgledne funkeji »
na zbiorze A e M. '

Liniowos$é . przestrzeni W (M) i spelnianie warunkéw (n;) i (ng) przez
norme |»] jest oczywista. Aby udowodnié warunek (n,), zalézmy, ze
v, v W (M) i » =9, 49, Poniewaz

v= (0 =) + (05 —3) = (oF +97) — (o7 +97),
zatem (por. rozdzial VI, 10.3) »* <»f 497, v~ <7 495, a wiee »* =
=97+ <ol 95 . W szezegblnosel [y = »*(X) < W(X) 4+ 93(X) = o] +|wa)-
Aby wykazaé zupelosé przestrzeni W(9M) zatozmy, ze ciag {v,} ele-

mentéw tej przestrzeni spelnia warunek Cauchy’ego. Dla dowolnego
zbioru A4 <M :

19n(4) ~3m(4)] = (= 3m) (4)] < (3 —3m)*(4) < [ 3]

. Zatem ciag {v,(4)} takze spelnia warunek Cauchy’ego, jest wiec
zbiezny do pewnej liezby skoniezonej »(4). Z rozdziatu VI, 10.7 wynika,
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ze v(A) jest przeliczalnie addytywns funkejg zbiorn A « M. Niech & >0
bedzie dowolng liczbg. Dla n,m wiekszych od odpowiednio dobranej
liczby n, jest

[a(A) —2m(A)] < Jon—2a]) <o

Przechodzac do granicy, gdy m—co, otrzymujemy

|(m—»)(4)] = [m(d)—v(d)]<e dla  n>n,,
a wiee
rn—2] = (3 —2)*(X) <2 dla 0> Ng ,
skad wynika, ze [v,—#]>0. Zupemosé przestrzeni W (M) jest wiee udo-
wodniona.

W przypadku gdy X =0;1, a M jest ciatem wszystkich podzbio-
réw borelowskich odeinka 0;1, piszemy krétko: W zamiast W(B(0;1)).
W jest wiec przestrzenig wszystkich przeliczalnie addytywnych skonczo-
nych funkeji zbioru, okreslonych na ciele podzbioréw borelowskich od-
cinka 0;1.

Niech W, oznacza podprzestrzen przestrzeni W zlozony z prazeli-
czalnie addytywnych funkeji zbiorn » bezwzglednie cigglych wzgledem
miary Lebesgue’a I, tzn. spelmiajgeych warunek

7(4)=0 da |4]=0.

Przestrzett W, jest réwnowasna przestrzeni L. Réwnowaznodé ustals
odwzorowanie T, przyporzadkownjace kazdej funkeji f ¢ L funkeje » = T(f)
zdefiniowans wzorem

»(d) = [f(z)de
A

(por. rozdziat VII, 4.2). Poniewaz L jest przestrzenia zupels, wige W,
jest takze przestrzenig zupems.

Ogoblniej, jesli u jest miars pélskoriczong, okreslong na M, to prze-
strzefi L(X, u) jest réwnowazna z podzbiorem przestrzeni w(m), zio-
zonym z funkeji v bezwzglednie ciaglych wzgledem miary .

E) Przestrzeri V(Z) wszystkich funkeji ¢ o wahaniu ograniczonym,
okreflonych w pewnym przedziale (ograniczonym lub nieograniczonym)
ZC®R, z norms

ol = lply = lo(@)| +45(2)

gdzie a jest lewym koticem przedziatu Z. W przypadku gdy a¢ Z, przez
¢(a) rozumieé nalezy lim ¢(m).
T—>a+
Liniowosé przestrzeni ¥(Z) i spelnianie warunkéw (n,)-(ng) przez
norme | Jr wynika z rozdzialu IX, § 3, wzory (5), (6), (8).


Yakuza


Aby udowodnié zupelodé przestrzeni V(Z), zalézmy, ze ciag {pa}

spelnia warunek Cauchy’ego wedlug normy | [v. Poniewaz dla dowol-
nego punktu zeZ

(@)~ gnl@)| <[ a(@) — (@) +]{2(2) — (2] — (pa(2) — Pm(@)| < lgn =]
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ciag {pa(r)} spelmia warunek Cauchy’ego, jest wiec zbiezny do pewnej
liczby skoticzonej ¢(x). )

Niech &> 0 bedzie dowolng liczbg. Dla #, m wiekszych od odpo-
wiednio dobranej liczby n, jest

p < e,

:n_M(Z) < H‘Pn — @
Przechodzae do granicy dla m—oco otrzymujemy (por. rozdzial IX, 5.7)

45 -Z)<e  dla n>n,.
Poniewaz

ign(@)—pla)l <& dla

wiee Jo,—lv < 26 dla n > n,, co dowodz, Ze |g,—gly—0. Zupelnodé
przestrzeni ¥ (Z) jest wiee wykazana.

Zhiér V(%) funkeji ¢ € ¥ (Z) lewostronnie cigglych wewnatrz prze-
dzialu Z (o koricach a,d) i takich, ze

"> Mg,

p(e)=0, w przypadku gdy aeZ,
pla+)=0,
jest réwnowazny przestrzeni W(®B(Z)). Réwnowaznosé ustala odwzoro-
wanie ¢ = T'(y), przyporzadkujace funkeji » e W(.‘B (Z)) jej dystrybuante
@ e Vy(Z) (por. rozdzial X1, § 2, wzor (6) oraz twierdzenia 2.4, 2.53 2.6).

W szezegblnosci, Vo R) jest przestrzeniag wszystkich lewostronnie cig-
ghych funkeji ¢ o wahaniu ograniczonym, okrelonych na linii prostej R,
takich, ze lim g¢(z)= 0, z norma

Z—>—00

lely = 43(R) -

W przypadku gdy Z = 0;1, piszemy ¥ i ¥ zamiast ¥ (0;1) i V4(0;1).
Przestrzed ¥, jest wiec réwnowazna przestrzeni W.

w przypadku gdy a¢ Z,

CWICZENIA. 1. Niech », ¢ W(@) dla n=1, 2, ... i niech

oo
1 w¥(4)
= ¥ —. Mm.
B = 3= Sy A 4em
=1 {(M7H

Z twierdzenia Radona-Nikodyma wynika istnienie funkeji f, takiej, ze

v(d) = [fdu dla AdeW.
4
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Wykazaé, ze ciag {,} spelnia warunek Cauchy’ego w przestrzeni W) wtedy
i tylko wtedy, gdy eciag {f,} spelnia warunek Cauchy’ego w przestrzeni L (X, u).

Uwaga. Korzystajac z powyzszej whsnosei mozna w prosty sposéb wydeduko-
waé zupeinosé przestrzeni W () z zupelnoiei przestrzeni L (X, ).

2. Dla kazdej osobliwej, ciaglej funkeji f eV i dla dowolnej liezby &> 0 istnieje
funkeja ciagla osobliwa g « ¥ taka, ze |[f—gll, < ¢ i suma wszystkich przedzialéw sta-
tofei funkeji ¢ ma miare Lebesgue’a 1.

3. Zbiér wszystkich funkeji ciaglych ¢ e V(Z) (ciagtych w danym punkeie x, € Z,
ciaglych jednostronnie w punkeie z, ¢ Z) jest domkniety w przestrzeni V(Z).

4. Przestrzen wszystkich addytywnych funkeji przedzialu @ o wahaniu ograni-
ezonym, okreslonych w pewnym podzbiorze Z c K%, z norma

’ [o] = 2%2)
jest przestrzenia Banacha.

5. Tloczyn kartezjanski skofiezonej liezby przestrzeni unormowanych E,, E,, ..., E,
jest przestrzeniy unormowana przy kazdej z nastepujacych norm:

i T
Hu(] = 111&X(4111~1?:EIY huzwgy aeesy Hu,,.l’Em) 5

fluf = I!"IIEI + H“z“gz'!‘ et E"m”l;'m .

]l = ¥ [l + Tually, + -+ T, T -

gdzie u= {, Uy, ..., u,}. Wszystkie te normy sgq réwnowasne, tzn. zbieznoss wedlug
jednej normy implikuje zbiezno&é wedluig obu pozostalych norm.

Jezeli Ey, E,, ..., E,, sa przestrzeniami Banacha, to E, XE,x..xE, jest prze-
strzenia Banacha przy kazdej z wyzej wymienionych norm.

6. Przestrzeil C(Q) funkeji f, o ciaglej %-tej pochodnej, okreslonych w przedziale
domknigtym @ = a;b cR, z norms

Wi, = W@+ 1@ & [ ta)] + sup] D]

jest przestrzeniy Banacha. izomorficzng z produktem C(Q) xR .

7. Zbibér wszystkich v e W ceysto atomowyeh (tzn. réwnyeh identyeznie zeru
poza pewnym zbiorem przeliczalnym) jest podzbiorem liniowym domknietym prze-
strzeni W.

Zbior wszystkich » « W osobliwych wzgledem miary Lebesgue'a jest podzbiorem
liniowym domknietym przestrzeni W.

8. Niech Cy(0;o0) (niech Cy0;oo)) oznacza podprzestrzeh przestrzeni Banacha
€(0;00) zlozony z funkeji f takich, e granica limf(z) istuieje i jest skofezona (istnieje
=00
i réwna sig zeru). Zbiér funkeji €™ (1 =0, 1, 2, ...) jest liniowo gesty w Cy(0; oo).
Zbiér funkeji €™ (n =1, 2, ...) jest liniowo gesty w Cy(0; on).
(Wsk.: Zastosowa¢ podstawienie » = —logt (0< t< 1) i twierdzenie 6.1 Weier-
strassa z rozdzialu IV.)

§ 4. Operacje i funkcjonaly liniowe. Funkcje okredlone na pewnej
przestrzeni liniowej E o wartodelach w przestrzeni liniowej E, nazywamy
zwykle operacjemi. Funkeje rzeczywiste skonczone okreslone na pewnej
przestrzeni liniowej E nazywamy zwykle funkcjonatami. Pojecie funkejo-
natu jest szezegélnym przypadkiem pojecia operacii.
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iom
Niech E i E, beds przestrzeniami liniowymi unormowanymi i niech

T bedzie operacja, odwzorowujaca E w E;. Méwimy, ze operacja I’ jest
addytywna, jesli
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(1) T{u+v)=T(u)+T(v) dla dowolnych u,veE.

Warnnek (1) implikuje, ze 7'(0) =0, gdyz T(0)= T(0)+T(0).
Méwimy, ze operacja T jest lindowa, jesli jest addytywna i ciagla.
W szezegélnodei, funkcjonat 7' okreglony na przestrzeni unormo-
wanej E jest addytywny, jedli spelnia warunek (1), a jest liniowy, jesli
jest addytywny i ciagly.
Przyklady. A) Niech E = M(X) i niech z,e¢X. Funkejonatl

T(Hh="Ffa) da feM(X)

jest liniowy, gdyz warunek f,->f w M(X) implikuje fn(z,)~>f(2,).
B) Niech E =M(X) i niech 0+ X,C X, E, = M(X,). Operacja
T(f) = f1X,
jest liniowa. .
C) Niech E = L. Funkcjonat

1
T(f)=[{@)do - dla feL

jest liniowy.
D) Niech E = E, = C. Operacja T przyporzadkowunjsea funkeji fe C
funkeje g = T'(f) zdefiniowang wzorem

jest liniowa.
E) Niech E=L"(X, p), E = LP(X, u), glzie 1 < p < p'ip(X) < oo.
Operacja T, odwzorowujaca L”(X, u) w L*(X, u), okreflona wzorem
T(h=f da feI”(X,p)
jest liniowa (por. 2.12).
Tnne przykiady funkejonaléw i operacji beda podane w §§51i6.

4.1. Operacja (funkcjonal) liniowa T jest jednorodna, ten.
2) T(auy=aT(u) dla aeR.
W szczegdlnode,
T(—u)=—T(w).
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Istotnie, z (1) wynika, ze
(3) T(nu) = nT(u)

dla n=1, 2, ... Poniewaz T(—nu)+T(nu)= T(0)=0, wiec T(—nw)=
= —=T(nu), tzn. wzor (3) jest prawdziwy dla n=0, 41, +2, ...

Podstawiajac w (3) za % elemegt %u qtrzymujemy mT (;11- u) = T'(u),
tzn.
T(%u) =L pgw.
Stad oraz z (3) wynika, ze
T(%u) = %T(u) dla m=1,2,..1 n=0, 41,12, ...,

tzn. x6wnosé (2) jest prawdziwa dla dowolnej liczby @ wymiernej.

Niech teraz a bedzie dowolng liczbg rzeczywists skohczong i niech
{a.} bedzie ciggiem liczb wymiernych, zbiesznym do a. Poniewaz a,u->au
(por. 1.1), wiec

T(au) =Im T (a,u) = lima, T (4) = (lima,) T(u) = aT(w), ec.b.d.o.
NnN—>00 R-+00 n—00
Zauwazmy, ze na to, by operacja (funkecjonal) addytywna T byla
liniowa, wystarcza, zeby byla ciagla w jednym punkecie u,. Istotnie,
Jesl up—1, 50 Uy — 2+ Ug— g, Wiee T () —T(w) + T (tho) = T (th,— %+ Ug) ~
=T (uy), co dowodzi, ze T{u,)—T(u).

4.2. Jesli T1 1 T, sq operacjami (funkcjonatami) liniowyms odwgoro-
wujacymi Ew Ey (w R) i To(u) = To(u) dla u € D, gdzie D jest podebiorem
liniowo gestym przesirzeni E, to T, = T,.

W szczegdlnodei,. jesli T jest operacjq liniowq odwzorowujaca E w E
t T(w)=u dla kaidego elementu u pewnego zbiorw liniowo gestego pree-
strezent E, fo T(u) =wu dla kaidego u e E.

Niech w ¢ E. Z zalozenia wynika istnienie ciggu u,—>w, u, ¢lin(D).
Z addytywnodei i jednorodmodei operacji T, T, wynika, ze Ty(ts)=
= Ty(u,). Stad

Ty(u) = B T'y(un) = Hm Ty(un) = To(u) .
n—>00 n->0

4.3. Operacja (funkcjonal) addytywna T, okreslona na preestrzeni
unormowanej E, jest liniowa wiedy i tylko wiedy, gdy isinieje skonczona
liczba rzeczywista M taka, #e

(4) IT(w)) < Mu} dla kasdego uecE.
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Inaczej movwiac: operacje addytywna T jest liniowes wiedy 1 tylk(?
wiedy, gdy spetnia warunek Lipschitza, gdyz (4) mozna zapisaé w postaci
(5) 1T () —T ()] < Mlluy—us|  dla wg, us e E.

Przypusémy, ze operacja I jest -ciggla (a wiec takze jednorodna)
oraz ze warunek (4) nie jest spelniony. Zatem dla kazdej liezby natu-
ralnej n istnieje element wu, e E (u, 7% 0) taki, ze

17 () > nlunl] -

Niech v, = —”1—] Uy, Poniewaz |v,] = 1jn, wige 7,-»0, natomiast
iy
| T (vl 1 [T (un)} > 1, co jest sprzeczne z zalozeniem cigglodei ope-

CERTY T

racjii T w purikcie 0. Warunek (4) jest wiec konieczny.

Na odwrdt, jesli warunek (4) jest spetniony i u,—0, to takze 7' (u,) 0.
Operacja T jest zatem ciagla w punkecie 0 < E, a wige jest liniowa.

Niech I bedzie operacja (funkcjonalem) liniows. Kres dolny lezb I
spelniajacych warunek (4) bedziemy oznaczali symbolem | 7| i nazywali
normq operacji (funkcjonatn) 7. Kres dolny ||T] liezb M, spelniajacych
warunek (4), réwniez spelnia warunek (4), tzn.

4.4, Dla dowolnej operacji (funkcjonalu) liniowe] T, okreslonej na
preesirzeni unormowanej E,

(6) 17(w)| <|T)-[u|  dla kasdego u e E.
Ponadio
(M |17 = sup | Z(u)] .
=<1

Istotnie, z (6) wynika, ze |7 2181111) IT(w)|. Z drugiej strony, dla
luf| <1

dowolnej liezby &> 0 istnieje element v taki, ze |T(v)] > (Tl=e)lpf -

Podstawiajac u =o/lo], mamy |[u] = 1 oraz |T(u)] > |T|—¢, co koticzy
dowéd réwnodei (7).

Zauwazmy, ze jesli liczba M spelnia warunek (4) i 17 (w)] = Mlu
dla, pewnego elementu u = 0, to M = [[7]. Podobnie, jesli liczba M spel-
nia warunek (4) oraz lim 7'(u,) = M lim lw,,| dla pewnego ciagu elementdw

N—00

n—+0

{ua} takiego, ze lim lu,| 54 0, to M =|T].

Z wzoru (7) wynika natychmiast, ze norma operacji i funkecjonaldw,
podanych w A), B), C), D), réwna sie jednogei. Norma operacji podanej
w przykladzie B réwna sie u(X)"""%%" (por. 2.11). We wszystkich tych
przykladach istnieje element % o normie 1 (mianowicie funkcja réwna
tozsamosciowo jednosei) taki, ze [T ()] = 7], tzn. kres gbrny we wzo-
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rze (7) jest osiagany w pewnym punkcie. Mozna jednak wykazaé (por.
§ B, éwiezenie 2), ze kres gérny po prawej stronie wzoru (7) nie zawsze jest
osiagany.

Zbiér wszystkich operacji liniowych 7 odwzorowujacych przestrzen
unormowang E w przestrzelt unormowana E, jest przestrzenig liniows
unormowang przy normie |T| oraz przy zwyklej definicji dzialaii:

T=1T1T,4+T, jest to operacja T(u)= To(u)+To(u) ,
T=aTl, Jjest to operacja T'(u)= aTy(u).
Jedynie warunek (n,) wymaga sprawdzenia. Jegli 7 = T, +1T,, to
7 ()l = I T3(w) + L) < | Tof)] + | To(w)] <
ST 1] -l = (1T + ) ]
skad wynika [T, + T, = [T < [T,/ + T,

Elementem zerowym przestrzeni liniowej wszystkich operacji linio-
wych odwzorowujacych E w E; jest przeksztalcenie odwzorowujgce caly
przestrzed E na element zerowy przestrzeni E;.

W szezegbélnosei (przypadek E, = R), zbiér wszystkich funkejonaléw
liniowych, okre§lonych na przestrzeni unormowanej .E, jest przestrzenis
liniows unormowang (przy podanej powyzej definicji normy funkejo-
natu). Przestrzen te nazywamy preestrzeniq sprzefong do E i oznaezamy
symbolem E*.

4.5. Niech E bedzie przestrzeniq unormowanq. Prrestrzef wszystkich
operacji liniowych, przeksstaleajacych przestrzes, E w peuwnaq przestrzes
Banacha E,, jest prrestrzeniq Banacha. W szezegilnodei, przestrzen, sprze-
tona E* jest prrestrzeniq Banacha.

Istotnie, jesli cigg {7} spelnia warunek Cauchy’ego, tzn. |T,— Ty} -0,
gdy n, m—oo, to dla dowolnego u € E z nieréwnogei

HTn(u)—Tm(");,{ = ”(Tn‘Tm)(u” < ,[Tn‘“ Tmi:l}u”
wynika, ze cigg {T,(u)} spelnia warmnek Cauchy’ego, jest wiec zbiezny
do pewnego elementu T(u). Addytywnosd granicy T jest oczywista.
Niech &> 0 bedzie dowolng liczba. Dla n, m >y, gdzie n, jest odpo-
wiednio dobrana liezba, jest |T,—T,] <&, a wiec

IT() =T (00)) < I T0— T -Jt] < ]
Przechodzae do granicy, gdy m-»oo, otrzymujemy
ITu(w) =T ()] <elu]  dla  n>n,.
Operacja T,,~T jest wiec liniowa i [T,—T) <e dla # > nq. Ope-
racja T'= T, —(T,—T) jest wiee takze liniowa oraz [Tp—T) -0, tzn.
ciag {T,} jest zbiezny do T wediug normy w przestrzeni operacji liniowych.
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Zwracamy uwage, ze nalezy zawsze odrézniaé od siebie dwa rodzaje
zbieznodel ciagn operacji lub funkcjonaléw liniowych: zbieznodé w kaz-
dym punkecie (tzn. [Tn(u)—T(u)]—+0 dla kazdego u < E) oraz zbieinogé
wedlug normy w przestrzeni operacji (funkejonaléw) liniowych (tzn.
|Tp—T|—0). Drugi rodzaj zbieznodei pociaga za soba zawsze zbieznogé
w kazdym punkeie, gdyz

| Zn () =T (w)] = [(To—T)(w)} < "Tn_T" ”'“’“ ’
twierdzenie odwrotne nie jest na og6t prawdziwe (por. éwiczenie 3).

4.6. Niech {T,} bedzie ciagiem operacji limiowych, okreslonych w pree-
strzent unormowanej E, o wartodciach w preestrzeni Banacha Ey. Niech D bedzie
podzbiorem liniowo gestym preestrzeni E. Jesli ciag norm {|T,)]} jest ogra-
niczony (ten. |Tn]| < M < oo dla m=1,2,...) © jesli ciag {Tn(u)} jest zbie-
ény dla kaidego elementu we D, to cigg {Tn(w)} jest zhiesny dla kazdego
elementu w e E © granica T(u) = lm Ty(u) jest operacjq liniowg.

N—>00

Z warunku |T,] < M wynika, ze
[ Tt — Tn(us)]| = [Tty — )] < Tl - [t — ]} < Moy — ]

{Ts} jest wiee ciagiem funkeji jednakowo cigglych (por. rozdzial IV,
§9, A), zbieznym na gestym zbiorze A = lin(D). Stad oraz z twierdze-
nia 9.4, rozdziat IV, wynika, ze ciag {T,} jest zbiezny w kazdym punkeie
weE i jego granica T jest funkejy ciggly. Addytywnogé operacji 7' jest
oczywista. T jest wiec operacjg liniows.

4.7 (Twierdzenie Banacha-Steinhausa) ). Jesli {T,} jest ciqgiem
operacji lintowych (funkcjonatéw liniowych), okreslonych w. preestrzeni
Banacha E, takim, ze

(8) SUp [To(w)] < 0 dla  wed,
n E
gdzie A jest podzbiorem drugiej kategorii przestrzeni E, to
(9) sup [Ty < oo
n

W szezeg6lnogei (por. twierdzenie 6.1 Baire’a, rozdziat II),

Jesti cigg {| Tn(w)[} jest ogramiczony dla kazdego elementu w preestreeni
Banacha E, to ciag norm {|T,|} jest takse ograniczony.
o0

Niech F, = [u: [Jl(llTn(u)ﬂ <m)] dla m=1,2,.. Zbiory F,, sg do-

mkniete oraz A C 3 F,,. Poniewaz zbiér A nie jest pierwszej kategorii,
m=1

') Banach i Steinhaus [2].
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wige ¢o najmniej jeden ze zbioréw Fp, nie jest nigdziegesty. Istnieje wiec
liezba naturalna m, liczba rzeczywista + > 0 i punkt u, < E taki, ze kula
domknieta K (ug, r) = [u: |u—uy] < 7] zawiera sig w Fy, tzn.
[Ta(@f <m  dla w=1,2,.., jesl lw—ug <.
W szczegdlnosei
[Ta(ug)] <m dla n=1,2,..

Jedli Ju] <1, to |(ru Luy) —ug| <r, zatem | Ture+up)] <m, skad
wynika, ze
1Ta(rw)] < | Talrwe +ug)] -+ Talug)] < 2m.
W rezultacie

[To(w)] <2m/r  dla n=1,2,..1 ] <1,

tzn. |Tof </2mfr dla n=1, 2, ..., co kotiezy dowéd twierdzenia.

4.8. Granica ciggu zbieinego operacii (funkejonatéw ) liniowych, okre-
Slonych w przestrzeni Banacha,. jest operacjq (funkcjonatem) liniowq.

Zakozmy, ze | To(u) — T (u)] ~0 dla kazdego ¢ E. Poniewaz Hm | T (u)]=

=T ()] < oo, wiec z twierdzenia 4.7 wynika, ze ciag {|T.[} jest ogra-
niczony. Stad oraz z twierdzenia 4.6 (gdzie D = E) wynika liniowogé
operacji T.
4.9. Niech {Tn} bedzie ciqgiem operacji (funkcjonatéw ) lindowych okre-
slonych na preestrzeni Banacha E. Zbidr B = [u: sup | Ta(u)]l < oo] jest
n

albo pierwszej kategorii, albo identyczny 2 caly preesirzeniq E, w zaleinoei
od tego, czy sap|Ty| jest liczbq nieskonczona, czy skohezong.
n

Istotnie, jedli zbiér B jest drugiej kategorii, to z twierdzenia 4.7
wynika, ze ciag norm {|T,[} jest ograniczony. Poniewas | Ty(u)] < 7] - el
wiee ciag {|Ta(u)]} jest ograniczony dla dowolnego u c¢E, tzn. B=E.

Jedli B jest zbiorem pierwszej kategorii, to sup||Zyn| = oo, albowiem

n

zalozenie ograniczonosei ciagu norm implikuje, jak zauwazyliémy wyzej,
réwnodé B =E.

W przypadku gdy mowa jest o funkejonatach, we wszystkich powyz-
szych twierdzeniach zamiast |7(u)| nalezy pisaé |7(u)|.

CWICZENIA. 1. Operacja, ktéra kazdej funkeji ¢ e F(Z) przyporzadkowuje
przeliczalnie addytywna funkeje zbiorn Vo = fyt =l € W(%(Z)) (por. rozdzial XI,
§ 1), jest liniowa.

2. Niech, dla kazdej ustalonej liczhy naturalnej me, {Tp ) bedzie ciagiem ope-
racji liniowyeh, odwzorowujaeych przestrzeii Banacha E w przestrzeh unormowang E, .
Jezeli dla kazdej liczby naturalnej m istnieje punkt x,, < E taki, ze sup [T, (z )] = oo,

n

Funkeje rzeczywiste II 3

i e e e
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to istnieje taki punkt z,¢E, ze.
I [T, @)l = 0o dla m=1,2,3,..
n

Uwaga. Twierdzenie to nosi ﬁa.zwq dy zag i bliwodei 1),
3. Niech dla feC
TN =71/}, T(H=70).
Mamy T,(f)~T'(f) dla kazdego f ¢ C, jednakze normy |7, —T| nie dazg do zera
4. Niech {T,} bedzie ciagiem operacji liniowych, okre§lonych na przestrzeni Ba.
nacha E. Zbiér H, = [u: sup] T,(w)] < o] jest przestrzenia Banacha przy normie
n

bl = el + sup | T, ()] -

5. Niech u bedzie skoficzons miara, okre§long na przeliczalnie addytywnym
ciele 9 podzbioréw zbioru X, niech M, bedzie przeliczalnie addytywnym podeialem
clala 9 i niech g = p|M,. Dla dowolnej funkeji feL(X, u) niech

v(d)= [fdp dla A<M,
4

Funkeja », = v}, jest praeliczalnie addytywna skoficzony funkeja zbioru, okre-
§lona na M,. Z twierdzenia Radona-Nikodyma (4.2, rozdziat VII) wynika, ze istnieje
funkeja f, mierzalna M, taka, ze

vo(d) = [fodu, dla kazdego 4 M,
A4

(funkeja 7, moze byé rézna od f)-

Przeksztalcenie, przyporzadkowujace funkeji fe L(X, p) funkcje f, e L(X, u,),
jest liniowe o normie 1.

6. Niech T bedzie jednojednoznaczna operacja liniows, odwzorowujaca przestrzen
unormowana E na przestrzen unormowang E;. Operacja 72, odwzorowujaca E, na E,
jest addytywna i jednorodna. Operacja T jest liniowa whedy i tylko wtedy, gdy liczba

) a= inf |T(u)]
llufl=x
jest dodatnia. W tym praypadku 1T = 1/a.

Uwaga. Mozna udowodnié, ze w przypadku gdy E i E, sa przestrzenjiami Ba-
nacha oraz T(E) = E,, operacja T jest zawsze liniowa 2),

7. Niech E bedzie skoficzenie ‘Wymiarows przestrzeniy unormowang i niech
{t41 voe, w,} bedzie claggiem liniowo niezalesnych elementiow tej przestrzeni takim, se
E =lin[u,, ..., %,]. Operacja 7, przyporzadkowujaca punktowi z — & &y o, &) e RE
punkt E,ul—}—fzu,—l—...—]—fkuk ¢E jest liniowa i jednojec_luoznaczna.. Operacja T jest;
takze liniowa. Zatem przestrzenie R* i E 83 izomorficzne.

(Wek.: Liniowosé operacji 7-1 wynika z faktu, ze“in_f I17@)] > 0, gdyz ten kres

ef =1

dolny jes.t osiagany w pewnym punkeie @ € R, @] = 1. Por. éwiczenie 8.)
'8. %\hech E bedzie skoficzenie Wymiarows przestrzenia, unormowanginiech {u,, ..., u}
bedzie ciggiem liniowo niezaleznych elementéw tej przestrzeni, E = lin [Bs eers u,l. Kazdy
3

element u ¢ E jest wiee postaci u — 2o (o, ..., a, e R).
—_— F=1

) Banach i Steinhaus [2].

f) Twierdzenie to, bedace jednym z podstawowych twierdzen analizy funkejo-
nalnej, zostalo udowodnione Przez 8. Banacha. Por. Banach [5], str. 43,
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Funkejonal T li=1,..,k), przyporzadkowujacy elementowi u wspélezynnik [
jest liniowy.

(Wsk.: Tylu) =Fi(T‘1(u)J, gdzie T jest operacja zdefiniowana w Gwiczeniu 7,
a F; jest funkcjonalem liniowym, przyporzadkowujacym punktowi e R* jego j-ta
wspéhzedna.)

9. Operacja liniowa T, odwzorownjaca przestrzen unormowang E w przestrzen
unormowany E;, jest skosiezenie wymiarowa, jezeli przestrzen liniowa T(E) cE,
(tzn. przeciwdziedzina odwzorowania T) jest skoficzenie wymiarowa.

Jezeli Fy, ..., F, s funkejonalami liniowymi na E oraz w, ..., %, € Ey, to operacja

T'{u) = Fy(u)uy + ... + By ()

jest skonezenie wymiarowa. Udowodnié, ze — na odwrét — kasda skoficzenie wymia-
rowa operacja liniowa moze byé przedstawiona w tej postaci.
(Wsk.: Niech T(E) = lin[u,, ..., %], gdzie wuy, ..., u, — liniowo niezalesne. Funk-
cjonat F; jest superpozyeja operacji 7' i funkejonatu liniowego T;, ktéry elementowi
x

v = Eajuj « T(E) przyporzadkowuje liczbe a;. Por. éwriézenie 8.)
F=1

10. Operacja liniowa T, odwzorowujaca przestrzen unormowana E w przestrzen

unormowany E,, jest pelnociagla, jezeli dla dowolnego zbioru ograniczonego 4 c E

zbiér T(4) jest zwarty W przestrzeni E, (inaczej méwiac, jezeli dla dowolnego ciggn

elementéw %, <« E 0 normach wspélnie ograniczonych moina z ciagu T(u,) wyjaé pod-

wymiarowa jest pelnociagla.

Niech T, T, beds operacjami liniowymi, odwzorowujacymi przestrzeh unormo-
wana E w przestrzefi Banacha'E,. Wykazaé, ze jedli operacje T, sa pelociagle (w szcze~
g6lnodei, jesli operacje T, 53 skoficzenie wymiarowe) i |7, — T} o0, to operacja T’ jest
takze pelnociagla.

(Wsk.: Jesli 4 cE jest zbiorem ograniczonym, to zbiory T,(4) sa calkowicie
ograniczone. Aby wykazaé, e zbidr T(4) jest ealkowicie ograniczony, skorzystaé
np. z rozdziatu II, § 7, éwiczenie 6 lub 7.)

11. Niech z(w,y) bedzie funkeja rzeczywista ciagly, okreslona w prostokacie
aKr<<h a<y< B Operacja liniowa g9 = T(f), gdzie

#
9@ = [ 9wy,

a

odwzorowujaca C(a;b) w Cla;B), jest pemnociagla.

(Wsk.: Por. rozdzial IV, § 10, éwiczenie 1.)

12. Superpozycja dwu operacji linfowych jest Dpelnociagla, jesli jedna z tych ope-
racji jest pelnociagla.

13. Niech E bedzie Przestrzenia wszystkich ciagéw u — {a,}, ktérych wszystkie
wyrazy z wyjatkiem skoficzonej liezby sa réwne zeru, E jest przestrzenis liniowa wnor-
mowang, jesli jako norme w E przyjal norme | fi, z przestrzeni I’ Funkejonat

o
F)=3a, dla wu={q}eE
Nn=1
Jjest addytywny i jednorodny. Jegli p = 1, funkejonal F jest liniowy. Jezeli 1< p<C oo,
funkejonat F nie jest liniowy.

3%
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F(u)= 2 o (u={g} ¢E)
=1

jest zblesny dla kazdego u ¢E oraz [F,[ = =, Zatem |Fl>o0, gdy 1< p< oo
Uwaga. Przyklad ten wskazuje, ze zalozenie zupehodei przesirzeni E w twier-
dzenin Banacha- Steinhausa 4.7 jest istotne.

§ 5. Funkcjonaly liniowe i operacje calkowe w przestrzeni funkcji catko-
walnych w p-tej potedze. 'W paragrafie niniejszym u oznacza stale pe-
wng miare, okre§long na przeliczalnie addytywnym ciele Mt podzbioréw
pewnej przestrzeni X.

W sformulowanin wielu twierdzen bedziemy zakladad, ze miarva u
spelia nastepujacy warunek:

(s) Kazdy zbiér mierzalny miary nieskoriczonej zawiera podzbiér
miary skonezonej dodatniej.

Oczywiscie miara pélskoniczona (i skoriezona) spetnia zawsze warunek (s ).

5.1. Niech 1jp+1/g=1, 1<p,q< oo, i niech geL¥(X,u). Weor

(1) . P()= [fgdp dla  jeL(X, p)
X

definiuje funkejonat liniowy w przestrzeni LP(X, u), pray tym
@) 7l =lgle, gdy 1<g<eco.

Rdwnosé (2) jest prawdeiwa réwniez w preypadiu q = oo, jesli miara u
posiada wlasnodé (s). Bez tego zalozenia w praypadku ¢ = co prawdziwa
jest tylko nierdunosé |F| < |gleo .

Wystarezy rozwazyé przypadek, gdy funkeja ¢ nie jest réwno-
waina zeru.

Liniowosé funkcjonatu F, zdefiniowanego wzorem (1), oraz nieréw-
no$¢ |F| <Jgl, wynika natychmiast z nieréwnodei Holdera (por. § 2,
wzér (11) oraz twierdzenie 4.3).

Jefli 1<p<oo, to przyjmujac f(z)= [9(%)|7. sign g (z) mamy
0#fel?(X, u) oraz F(f) =|flp-lgl,, skad wynika réwnodé (2). Po-
dobnie w przypadku p = oo, g=1 przyjmujac f(»)= signg(z) mamy
0 feL™X, u) oraz F(f) = lg]:-Ifleo, co réwniez dowodzi réwnodei (2).
Zaloimy obecnie, ze p =1, g = oo, Zbir An=T[2: lg(z)| = |gle—1/n]
ma miare dodatnia, wiee na mocy (8) zawiera podzbidr mierzalny B,
o mierze dodatniej skofiezonej.

Funkeja f zdefiniowana wzorem

.
fn(lf) = m Slgng(m) dla @ €Bn,
0

dla  2ze¢X-B,
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nalezy do L(X, u), [ful; = 1 oraz F(f,) > lgleo—1/n dla dostatecznie du-
zych n, skad wynika, ze
lgle < sup [F(f)] = |F].
IFl<1

Rownosé (2) jest wiee prawdziwa takze i w tym przypadku. _

5.21). Niech p bedeic miara spelniajaca warunek (s), 1 < p < oo,
1/p+1/g= 1. Jesli g jest funkcja mierzalng, okreslong na X, i jesli dla
kaidej funkeji f e L°(X, ) calka

(3) ()= [fgau
X

istnieje © jest skohczona, to geLYX, u) i F jest funkejonatem liniowym.

W preypadku gdy p =oco (q= 1), zalotenie, 3¢ miara spelnia waru-
nek (8), jest zbedne.

Jesli p = oo, to przyjmujac f(r)=1 dla kazdego x ¢ X, wniosku-
jemy z (3), ze funkecja g jest catkowalna, tzn. g e L{X, p).

Zaléimy, ze 1 < p < oo.

A) Rozpatrzymy najpierw przypadek, gdy miara 4 jest pélskon-
czona, tzn. X jest sumg ciggu wstepujacego zbioréw mierzalnyeh {X,}
0 mierze skoriczonej. Niech

0, gdy reX-X,,
gnlx) = 1 g(x), gdy xzeX,i|g(x)<n,
nsigng(z), jeSi xeX, i [g(x)>n.

Poniewaz ¢, e LXX, u) dla =1, 2, ..., wiee wzér
Folf) = | fgudp  dla feL¥(X, p)
x

definiuje ciag funkejonaléw liniowych, okreslonyeh w przestrzeni L°(X, u)
(por. 5.1). Dla kazdego feL?(X, u) )

lim Fo(f) = lim | fgodp = [ flimg,du = [ jgdu = T(f),
Nn-—+00 n-;cox X 7o

poniewaz gn—g oraz [fgn| <|fgl e L(X, u) (por. rozdzial VII, 3.6). Stad
oraz z twierdzenia 4.8 i twierdzenia 4.7 Banacha-Steinhausa wynika,
ze F(f) jest funkcjonalem liniowym oraz ze (por. 5.1)
sup g, = sup | < co.
n
Z drugiej strony, ) n
lgle = Lim | gnf ,
N—00
skad
liglg < oo, c.b.d o

Y Riesz [2].
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B) Rozwazymy obecnie przypadek ogélniejszy, gdy miara # spelnia
jedynie warunek (s). )

Niech 4 ¢ M bedzie dowolnym zbiorem miary u potskoniczonej. Roz-
wazajae wezystkie funkcje, nalezace do LP(X, u), réwne zeru poza zbio-

rem 4, stwierdzamy, ze calka [ fgdu jest skoriczona dla dowolnej funkeji
4

feL?(4, u). Z poprzednio udowodnionej czedei twierdzenia 5.2 wynika,
ze gld e LY X, p), tzn. ‘

(4) [gldly< o dla kazdego zbioru 4 9N miary pélskonezone;.,

Tedli 4,C 4,, to
lgldale < lg|dsl, -

) Niech o oznacza kres gérny liczb lgldle, gdzie A e M jest zbiorem
miary u pélskodczonej, i niech 4, <M bedzie ciggiem zbioréw miary
pélskoriczonej takim, ze |g|d,],—a. Zhiér B — Ay +4,4... ma tez miare
potskoriczong oraz

"gJAn”q < ”g,B”q La,
skad dla n-+co wynika (por. wzér (4)), ze
a=g|Bl; < oo.

Rozwazmy najpierw przypadek, gdy 1<p, tzn. ¢ < co. W tym
przypadku wystarczy udowodnié, ze g(2) = 0 dla prawie kazdego z ¢ X —B,
gdyi stad bezposrednio wymika, ze lgle = g|Bl; < oo, tzn. ¢ L X, u).

Przypudémy, ze zbiér D = [z: (e X—B)-(g(x) 5 0)] ma miare do- *
datnig. Zatem dla pewnej liczby naturalnej m zbitr

Do = [a: (e X—B)-(|g(x)| >1/m)]
ﬁa n};iare dodatnig (bo D jest sumg zbioréw tej postaci, gdy m = 1, 2, ...)
iech C bedzie podzbiorem zbiorn Dy, 0 < u(C i 7 >
Ser i s #(0) < co. Poniewasz lg(z)| =
[loFan>o.
¢

Zbiér B+C ma miare pélskonczony, wiec

azllgIBwuq:(Bf jy[’-’+cffg|q)”“> (Bflgl“)”q= 191Blly = a.

Zalozenie, z i6 i i i wi
nodet o n.n;.e, e zbiér D ma miare dodatnia, prowadzi wiee do sprzecz-
Rozpatr i
e {g(m)z[p< azg-ln;y :;)egmli Przypadek p= 1,. ¢ = co. Wystarczy okazad,
o < prawie kazdego v ¢ X, gdys stad bezpogrednio wynika,
e figloo = stiligss 19(#)] < @ < o0, tzn. geL™(X, ).

iom
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Przypuéémy, ze zbiér [@: |g(#)] > o] ma miare dodatnia. Zatem dla
pewne] liezby naturalnej m zbiér D, = [#: |g(z)| > a+1/in] ma miare
dodatnig. Niech ¢ bedzie podzbiorem zbioru D,, 0 < u(C) < co. Ponie-
waz [g(#)] > a+1/m dla z e C, wiee .

@ < at1jm < supess g(z)| = g}0fe<

co daje sprzecznogé. A
5.3%). Jedeli 1 < p < oo, to kaddy funkcjonat liniowy F w przestrzeni
L*(X, u) ma postad
F(h=[lgdn dla  feI”(X,p),
x

gdzie ge LY (X, u) (1/p+1/g=1).

Twierdzenie powyisze jest prawdziwe réwnied w praypadku p =1,
jezeli miara u jest polskorczona. .

A) Udowodnimy najpierw twierdzenie 5.3 w przypadku 1 <p < oo
przy zalozeniu, Ze miara p jest pélskoriczona. Niech X = X, +X,+...
bedzie rozkladem przestrzeni X na sume zbioréw mierzalnych rozlacz-
nych o mierze skoriczonej.

Jedli {B,} jest ciagiem rozlacznych zbioréw mierzalnych i B =
= B1+B,+..., u(B) < oo, to cigg A8, + 8, + ...+ xB, jest zbiezny mono-
tonicznie do funkeji yp, a wiee jest takze zbiesny w przestrzeni LP(X, 5
(por. 2.6 (ii)). W rezultacie

() F(ys) = MmP (yn,+ ... + 15,) = 3 Flzz,).
n—>00 —1

Stad wynika, ze wzér
vm(B) = F(yg) dla zbioréw mierzalnych B zawartych w X,

definiuje przeliczalnie addytywng skonezons funkeje v, zbioru. Poniewaz
funkeja », jest bezwzglednie ciagla wzgledem miary u, wiec z twierdze-
nia Radona-Nikodyma (por. rozdziat VII, 4.2) wynika, ze istnieje funk-
¢ja gn, okreflona na X,,, taka, ze

(6) F(XB)=fgmdﬂ=fngmdy dla BCX,.
B Zn

Oznaczmy g(a) = gn(s) dla zeX,, m=1,2,.. Funkeja g jest
mierzalna i okredlona na calej przestrzeni X.

*) Przypadek p> 1 udowodnil Riesz [2]. Przypadek p = 2 udowodnil wezeéniej
Fréchet [1]. Przypadek p = 1 udowodnit Steinhaus [2]. .
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4 (6) 1 (3) wynika, ze dla dowolnego zbioru B miary skofezonej

f g dp = 2 fxBanlflM = EF(XBX") = F(yz),

X n=1X, Nl

(7) F(f)= | fgap

) X
dla dowolne]j funkeji charakterystycznej f zbioru miary skoricezonej. Stad
od razu wynika, ze wzér (7) jest réwniez prawdziwy, gdy f eL”(X, )
jest funkejg prostg.

Niech 4, = [#: g(z) > 0] i A, =[2: g(z) < 0].

Niech feL®X, u) bedzie funkejg niewjemng. Funkeja f jest graniecg
niemalejacego ciagu funkeji prostych f, e L°(X, u). Poniewas {fuya},
ity nyag), {—fuxag} sa niemalejacymi ciagami funkeji nieujem-
nyeh, zhieznymi odpowiednio do Fra, faasy T2a 9y ~Foany, oraz

(8) Flara) = [ fatad @, Flfara) = — [ (~f yag) du
X X

na podstawie wyzej uczynionej uwagi o funkejach prostych, wiee (por. 2.6
(ii) i rozdzial VTI, 3.1) dla n—>oo otrzymujemy

Plfra) = [fragdus  Fliza) = [ fragdu.
X p'q
W rezultacie

F(f) = Flfya) +F ) = [ fgd,
X

8AYZ ya, + x4, = 1. Zatem wzér (7) jest prawdziwy dla dowolnej nie-
wemnej funkeji feLP(X, u).

Stad wynika, ze réwnogé (7) zachodzi dla dowolnej funkeji f L*(X, u)
(przedstawiajae f jako réznice czesel nienjemne;j i niedodatniej). Z twier-
dzenia 5.2 wynika, ze gel(X, u).

B) Zalézmy obecnie, e u jest dowolng miarg i 1 < P < co. Przy-
padek-B) wydedukujemy z udowodnionego .juz przypadku A). Zalézmy,
28 F jest funkejonatem liniowym na I?(X s 14).

Niech 4 ¢} Dla dowolnej funkeji f e LP(A4 ) B) Oznaczmy

gdzie feLP(X, u) jest funkejg zdefiniowany wzorami

oo [H@) dla zea,
ﬂm)“{o dla pex—4.

iom
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Fy4 jest wiee funkcjonalem liniowym na L4, p) 0 normie |F,].

Jedli 4, BeM i ACB, to
(% 174 < |Fal.

Istotnie, jesli f jest elementem przestrzeni L’(4,4) o normie <1,
to funkcja

) _lf(m) dla  red,
h@) =, dla zeB—A4

jest elementem przestrzeni LP(B, u) o tej samej normie, przy tym
F.4(f) = Fp(f). Poniewaz [f], <1, wiee

[Fa(f)| = Fa(f)| < |Fs| -
Stad o
1F.4] = sup [F4(f)] < [ Fai.
W<t

Niech a bedzie kresem gornym liczb |F], gdzie 4 ¢ M jest dowol-
nym zbiorem miary u pélskoriczonej. Niech {d,} bedzie takim ciggiem
zbioréw miary u pélskoticzonej, ze |Fy|-»a. Zbiér B = A, +4,-.. ma
tez miare pélskoniezong. Z (9) wynika, ze 17.4,] <|Fz] < e, co daje réwnosé

(10) 125] = a.
Wykdzemy teraz, ze dla dowolnej funkeji f, e L(X, p)
(11)  jeSki fo(@) =0 dla zeB, to F(f,) =0.
Istotnie, zbiér € = [a: fy(2) 7= 0] ma miare péiskofezong (por. roz-

dzial VII, 2.18), te samg whasnogé ma zbiér B4-C. Z A) wynika, ze

(12) Fpiolf) = [fgdu  dla wezystkich feL"(B+C, ),
B+0O

gdzie g e LY{B+4C, u). Ponadto (por. 5.1)

(13)  |Ps) = o > |Fpof = g ! lglfau)"* = (B ofau+ | o a)™,

poniewaz zbiory B i € sg rozlgezne. Z (12) wynika) réwniez, ze
(14) Polf)= [fgau dla  jeIP(B, ),
B

co otrzymuje sie rozszerzajae dowolng funkeje f ¢ L”(B, u) na zbiér B0
za pomocyg wzoru: f(z) = 0 dla z e (. W rezultacie

( lg’ 91 du)" = | 7).
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Stad oraz z (13) wynika, ze g(2) = 0 dla prawie kazdego e (. Zatem
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F(fo) = Friolfo) = Bf fog du + Cf fogdu =0,

co konczy dowdd wiasnodei (11).

Niech geL?(B,u) bedzie funkcjg speiniajaca (14) (por. A)). Roz-
szerzmy funkeje g na caly przestrzer X przyjmujac g(2) = 0 dla @ ¢ X —B.
Dla dowolnej funkeji feLP(X, u) niech -

0 dla

rvelB,
oraz  folx) = {f(m) dla

reX—B.

fz) da

reB,
fl(m)z 0 dla,

weX-—-B
Poniewaz f=f;+/,, wieec na moecy (11) i (14)

F(f) = P(f) +F (fo) = F (f) = F5(f| B) =Bff.qd.u =2'£fgdm

e.b.d.o.

7 5.3 oraz 5.1 natychmiast wynika, ze

B4 Jesli 1< p <.oo, to preestrzen LP(X, p)* wseysthich funkcjona-

Ww Viniowych na LP(X, u) jest. réwnowaina przestrzens LYX, u), gdzie
1fp+1jg=1.

Uwaga powyssza jest prawdziwa réwniez w preypedku p =1 pray
zatozeniu, 2¢ miara u jest pdlskoriczona. )

Z B.1 (por. takze § 4, wzér (7)) wynika bezpodrednio nastepujaca
uwaga.

5.5. Niech 1/p +1/g = 1. Dla dowolnej funkeji g « LA{X, u) (1< g< c0)

(15) lofle = sup| ; foau .

S

Wedr (15) jest prawdeziwy réwnies w praypadku = oo, jeSli miara w
ma wlasnodé (3), w szczegdlnoser jezeli jest pdlskorhczona.
Przyjmujac w twierdzeniach 4.7 i 4.9 To(f) = [ fgdu dla feE =
x
= L*(X, p), otrzymujemy na mocy 5.1 nastepujace twierdzenie:

5.6. Niech 1/p+1jg=1 i niech ¢gpel%X,pn) dla n=1,2, ..
(1< g < oo). Jesli dla kazdego feL®(X, u)

sup) [ fonde] < oo,
% X

to takze
SUP gl < o0
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Jesli dla pewnej funkeji f,e LP(X, u)
Sup]ffo.andul = oo,
" X

to abidr tych funkeji f e L*(X, u), dla kidrych sup| [ Tondu| <oo, jest pierw-
n X

szej kategorii w preestrzent LP(X, u).

Twierdzenie powyssze pozostaje prawdeiwe réwniecs w praypadku ¢ = oo
pray zatozeniu, e u jest miarq pdlskonczona, lub — ogdlniej — miara spel-
niajace warunek (s).

W przypadkn gdy ¢=1 (p = oo) i u jest miarg skoticzong, zato-
zenia twierdzenia 5.4 mozna ostabié: zamiast wszystkich funkeji ogra-
niczonych f wystarczy rozwazaé jedynie funkeje charakterystyczne zbio-
réw mierzalnych. Mianowicie

5.7. Niech gneL(X,u) dla n=1,2, ..
dego zbloru mierzalnego A

y #(X) < co. Jesli dla kas-

s:p'fg%dy] < oo,
to ‘

(16) sup gnly = sup [ [gu]du < oo.
n n x
Przyjmijmy w twierdzenin 10.6 z rozdzialu VI
m(d) = f Indu  dla A eNt.
A

) 'Cia‘g {va} spelia wszystkie zatozenia twierdzenia 10.8 z rozdziav’hl VI,
istnieje wiec stala o taka, ze

Ugndu' <S¢ <oo dla dowolnego zbioru AeMin=1,2,..
A

.Podsta\viajac 78 A zbiory [#: gn(z) > 0] oraz [w: g(w) < 0], otrzy-
mujemy stad

lols = [ lgnldn <20 dla n=1,2,.., e b do.
X

) Przyjmujac w twierdzenin 5.4, ze X = zbiér liczb naturalnych N
1 u(4)=14(4) = ilogé elementéw zbiorn A C X, wnioskujemy, ze ogélna
postaé funkejonatu linjowego w przestrzeni I (1 < P < oo) jest

Flu)= Do dla  u={a}el,

n=1

gdzie {f,}el” (1/p41/g=1). Z twierdzenia 5.2 wynika, ze
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el
5.8. Jesli szereq D anPu jest ebietny dla kazdego ciagi w = {an} € I”,
n=1
tov={Ba}el’ (1<p< oo, ljp+1jg=1)").
Nastepujacy lemat bedzie uzyteczny przy dowodzie twierdzenia 5.10.

5.9. Niech {Ty,} bedezie ciggiem operacji linsowych, odwzorowujacych
pewng przestrzer, Banacha E w przestrzern IP(X, u) (1< p < oo) i niech
T bedzie operacjq addytywng, odwzorowujgeq przestreen E w LP(X, u).

Jesli dla kaddej funkeji geL%(X,pu) (1p+1jg=1) i dla lkasdego ele- -

mentu ueE
(17) lim [To(w)gdu = [ T(w)gdp,
MX X

to T jest operacja liniowq.
Twierdzente jest réwnies prawdeiwe w praypedku p = oo pray zalo-
2eniu, Ze m_iam u ma wlasnodé (8).
Z 5.6 1 (17) wynika, ze sup|ZTn(u)], < co dla kazdego elementu u ¢ E.
n
Stad oraz z twierdzenia Banacha-Steinhausa 4.7 wynika, ze supl|7,| =

=@ < co. Poniewaz dla geL%X, u)

| [ 2098 <ITulp -l <1l gle < ol
wiee dla n—>oo (por. (17))
JT@odd<aul bl @ gezix, .
W rezultacie (por. 5.5)

1T (W), = sup UT(u)gdyi <alu] dla kazdego u<E,
floll <1’y '
co dowodzi, ze T jest operacja liniows,.

Lemat 5.9 jest szczegélnym przypadkiem (por. 5.4) nastepujacego
ogélnego twierdzenia z analizy funkejonalnej: Niech {T,} bedzie ciggiem
operacji liniowych, odwzorowujacych przestrzen Banacha E w przestrzen
Banacha E, i niech T bedzie -operacja addytywna, odwzorowujacy E
w E;. Jedli dla kazdego funkejonatn ¢ ¢ EF i dla kazdego u ¢ E

o(Tu(w) —9(T (w)) ,
to T jest operacjg liniows.

1) Landan [1].

 iom
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Opréez miary u na ciele M podzbioréw przestrzeni X rozwaimy
jeszeze druga miare v, okreslong na przeliczalnie addytywnym ciele 9t
podzbioréw pewnej przestrzeni Y. ‘

5.10. Nieck 1jp+1/g=1, 1/p'+1jg’ =1, 1<p,p < oo i niech
miory u,v spetniaje warunek (s). Jesli z(x,y) jest funkeja rzeczywista,
okreslong na produkcie X X ¥, mierzalng M XN, takq, ze

18) [ lg@ (@, »)iw)|du(@)dv(y) < oo

XY
dla dowolnych funkeji feL¥(¥,v), geL4X, u),
to w20r

(19) T()=F gdzie fz)= (@, y)fW)drly) (weX, fel”(T,),
g

definiuje operacje liniowq T, odwzorowujqeq przestrzes, Lpl(Y, ¥) w prae-
strzeft LP(X, w), &, wzdr

(20) Tg)=§, gdete §(y)= [ g(a)v(z,y)du(z) (ye¥, gel(X, p)),
X

definiuje operacje liniowa T*, odwzorowwjgeq preestrzes, LY(X , 1) w prze-
strzett LY(Y, v).

Normy operacji T i T* sq réwne.

Operacje liniowe postaci (19) i (20) nazywamy catkowymi. Opera-
¢je T* nazywamy sprzesfong do operacji T, a operacje T — sprzezong
do operacji T*.

Zgodnie z poprzednio przyjetym znakowaniem symbol T(f)(x)
(T*(g)(y)) oznacza wartosé funkeji 7= T(f) (funkeji §= T*g)) w punk-
cie r ¢ X (y ¢ Y). Definicje (19) i (20) mozna wiee zapisaé krécej w po-
staci réwnosei

T(f) (@) = [ (@, Pi@) (),

Ig)(y) = | g(x)r(z, y)du(z) .

NR"’Q

Z twierdzenia Fubiniego wynika, #e warunek (18) implikuje nie-
réwnosé

J(hgdp < co.
b4
Poniewaz geLYX,p) jest tu dowolng funkejs, wiee z twierdze-

nia 5.2 (gdzie p trzeba zastapié przez q i na odwrét) wynika, ze T(f) e
e IP(X, u) dla dowolnej funkeji feL?(Y,»). T jest wiece istotnie od-
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wzorowaniem przestrzeni "(Y,») w przestrzen LP(X, u). W analogi-
czny spos,éb stwierdzamy, ze T* odwzorowuje przestrzed L?(X, u) W prze-
strzett LY(Y, »).

Addytywnosé operacji T i T* jest oczywista, wystarezy wiec wy-
kazaé ich ciggtodé. Wiadciwie wystarczy udowodnié jedynie ciaglodé jednej
7 nich. Istotnie, poniewaz dla dowolnyeh funkeji f e L7 Y,v), ge LYX, u)
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[ Thgin= [ [ g@)e(@, 1w ap@ v (y) = [ Tg)fdn,
X XxXF r

wige (por. 5.3 i §4, (7))

17 :”jsﬂzlg) 1[|T (Nlp = sup sup

JTthga] =

Ilpr<t lgllg<1 '3

= 8up su T* d | = T* — |
Hol[qé)l Hﬂl,pa%'l! (9)f v‘ |{§?1141<\)1” (g)“q, "T "

Zatem, liniowogé (tzn. skoriczonogé normy) jednej z operacji T, T* -
pociaga za soby liniowodé drugiej z nich i réwnosé norm.

W dowodzie ciaglosei rozpatrzymy kilka przypadkow. W przypadkn
A), 0), D), dowodzimy ciaglodei T, zag w przypadku B) — ei@gloéci T*.

A)1<p,p' <oo.

Zalozmy najpierw, se miary u i » sg pélskoriczone. Przestrzenn X
jest suma ciagu wstepujacego zbioréw mierzalnych {X,} o mierze skox-
czonej, a przestrzedi ¥ jest sumg ciggu wstepujacego {¥,} zbioréw mie-
rzalnyeh o mierze skoriezonej. Oznaczmy

7(5{77 Y); gdy weX,, ye¥, i !T(wa ?/)l <N,
nsignz(z, y), gdy 2eX,, ye¥, i [v(z, y)| > n,
0, gdy albo ¢ X,,, albo YyeéY,.

(@, Y) =

Niech T, bedzie operacjg addytywns,

odwzorowujaca L?(Y
w L’”(X,» ), zdefiniowans wzorem faca L7(X, )

(21) Tulf)(@) = [ walw, y)f (@) Ao (y) .
Y

Wykazemy, ze

(22) ITaDlo < np(Xn)iow (L)l .

Niech dla ustalonego zeX, 1, 0znacza tunkeje  7n,q(y)

Mamy = (@, y)-

fonaly <ny(Toyid qla 5 eXn 018z oy =0 dla gex— x,.
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Stad, stosujac nieréwnosé Holdera, otrzymujemy

1Tu(f)ls = (Xﬂyf T"’“(y)f(i‘/)d"(y)iipd,‘(w)\)ﬂp <

< (J Wl Fonal? @)™ < ([ (ilym (Fapo) ] =

= ”f”p"m’ (Yo (X, )ie

Z (22) wynika, ze operacje T, sa liniowe. Dla dowolnej funkeji

g eLqﬂf,;Q

lim an(f)!ld.“'—*]jm T 9@ i, ) (@) dp(z) av (y) =
00 | PR XXY

= [[e@r@ nfwan@ e = [T,
XXY b

gdyz t,~—>1 oraz |gr.f| < |gvf| e L(X X Y, pX,») (por. rozdzial VII, 3.6).
Stad oraz z twierdzenia 5.9 wynika, ze T jest operacjg liniowa?).
Obecnie uwolnimy sie od zalozenia, ze x i » sg miarami pélskonezo-
nymi. Aby udowodnié cigglodé operaeji T, wystarezy wykazaé, ze jesli
fa—sf w LP(X,»), to takze fo—f w LP(X, u). Zhiory ,
Ko=) [@: fulz) # 0] +[a: f(2) £ 0]C X

n=1
oraz

o0
To= Y [o: faly) # 01+ [y: fly) #0]C ¥
n=1
majg miary pélskoiiezone (por. rozdzial VII, 2.18). Funkeje f{X,,,f,,]Xo
dane sg za pomocy catki (19), gdzie ¥ nalezy zastapié przez Y,. Zastepujac
wiee X przez X,, a Y przez ¥, wnioskujemy z dotychezas udowodnionej
czefei twierdzenia, ze

FalXo—sf1 Xy w LX(Xy, p).

Poniewaz f(z) = folz) = 0 dla 2 ¢ X—X,, wiec takze f—7w LP(X, u).

B)l<p,p <co.

W tym przypadku 1 € gq,q < co. W ten sam sposéb, jak w przy-
padkn A) dowodzi sie, ze operacja T* jest liniowa (wystarczy w tym
celu w dowodzie A) zastapié wszedzie T przez T*, L*(X, p) przez (Y ,¥)
L7(X,») przez LYX, u) itp.).

1) Oszacowanie (22) jest prawdziwe réwniez w przypadku, gdy 1<<p, p" < oo,
Zatem dla miar u, v pélskoficzonych dow6d twierdzenia 5,10 kofiezy sig w tym miejscu.
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0) p=oco, p'=1.
Oznaczmy

(%, y) = {T(m’ v gdy Jr(m, 1 )f <0,

nsigne(z, y), gdy |r(a, Z/)! >N,
i zdefiniujmy operacjie 7, wzorem (21). Poniewaz
IZa$lke = supess| [ (o, )1 (4) v ()] < iy
€ b

operacje T, sg liniowe. Poniewaz dla dowolnych funkeji fe LYY, ),
g eINX, p)

lira 4 Tof)gdu =1lim [ [ g(@)alo, v)}(y)du(z)dv(y) =
7->00 3 nN—0 ¥y

= J[ s@r@, nimap@ay = [ 1(hgau,
X%V X

wige (por. 5.9) operacja T' jest liniowa.
D)p=1, 9= .

Przyjmujac we wzorze (18) jako f i g funkcje stale, réwne jednoééi "

stwierdzamy, ze Xf'lﬂt(x’ ¥)ldu(e)dy(y) < co. Stad dla feL®(Y, )
1Tl = ! | 1[ (2, 9)(y) v (y) | dp (@) <

<:xf(1[1r(w,y)l- ) () du (@) < [ I @, wlap@) i),
XxT

co dowodzi, ze T jest operacjy liniows, i koficzy dowéd 5.10.

W pewnych szezegdélnych przypadkach mozemy podadé proste wzory
ha normy operacji eatkowych 7 i T* oraz podaé konieczne i dostateczne
warunki na to, by tunkeja 7 spemiala zalozenie (18). Na przyklad

jé.ll. Niech miary uiv spetniajq warunek (s). Na to, by funkeja v (w,y)
okreslona na X XY 1 mierzalna Mx N, spelniata warunek

(23) Xf {, lg(@) (@, 9)1(y)|du (@)dv (y) < oo

dla dowolnych funkcji JeL™(X,»), geL(X
(24}

’

) 4); potrzeba | wystarcza, by
supess | jz(;
e Ff,r(m,yndv(yk oo
Liczba (24) jest wowezas normg, operacji T, zdefiniowanej wzorem (19),

oclm.:m:owujqc'ef LY, w L°(X, #)y oraz nmormg operaci; sprzgionej T*,
zdefiniowanej weorem (20), odwzorowujgeej L(X yu) w L(Y, 9)1),

') Podany w tekécie dowsd zakomunikowat mi (, Ryll.Nardzewski.
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Zamiast v(z,y) bedziemy takze pisad r,(y).
Jedli spelniona jest nieréwnosé (24), to dla feL¥(X,v)igeL(X, )

S @), v)iw) @) ay) =
¥

Xx

= [(l9@)| [ [ri@, 9)1@)|ds(9) du(z) <
pg ¥ »

< [{l9@)] [ 1e(@, 9)|ds () -[f]e) du(2) <

pq b

<lgl,- supessf [r(z, )|y () [fleo < 0.
zeX y

Zatem warunek (24) implikuje warunek (23).

Zalézmy obecnie, ze spelniony jest warunek (23). Wykazemy, ze
liczba (24) jest normg operacji liniowej T — stad wynika juz bezposre-
dnio jej skoliczonogé.

Kazdy ze zbioréw

Cy= [{.’D, y}: T(#,y) <a] H

gdzie a ¢ W (tzn. a jest liezbg wymierns), nalezy do ciala Dx, 9. Istnieja
wiee (por. rozdzial VIII, 1.53) co najwyzej przeliczalne klasy zbioréw
M, C i N,C R takie, ze C, nalezy do najmniejszego przeliczalnie ad-
dytywnego ciala podzbioréw przestrzeni X x Y, zawierajgcego wszystkie
zbiory AXY i X xB, gdzie 4 M, i B eN,. Niech RN, 1 N, oznaczaja
najmniejsze cialo i najmniejsze przeliczalnie addytywne cialo podzbioréw
przestrzeni Y, zawierajgce klase Zm N,. Cialo %, zawiera co najwyzej
ae€

przeliczalng ilo$é zbioréw (por. rozdzial I, 7.7 (ii)). Poniewaz C, ¢ Mx, I,
dla a ¢ W, funkeja 7 jest mierzalna Mx, N, . Zatem (por. rozdziat VIII, 1.4)
dla dowolnego ustalonego e X funkcja z(y) jednej zmiennej y jest
mierzalna 9€,.

Niech Q oznacza co najwyzej przeliczalny zbiér funkeji f, okreslo-
nych na Y, postaci

f=1m—182:

gdzie B, ByeR,. Oczywiseie

(25) [flo=11ub 0 dla feQ.
Wykazemy, ze dla dowolnej funkeji ¢ ¢ L(Y, ») mierzalnej %,
(26) gl = [ lgla» = sup| [ fgdv].
¥ 2’y

Funkeje rzeczywiste 1T _ 4
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Funkeja zbioru A(B) = [ gdy, okreflona dla B e 9, jest bezwzgle-
B .
dnie ciggla wzgledem miary »(B) = [ |g|dv, okredlonej réwniez tylko dia,
B .

B e %,. Funkeja 1 jest wiee ciggla na przestrzeni metrycznej %,(x) (por.
rozdziat VI, § 9 i twierdzenie 10.4) zbioréw mierzalnych N, z metryks
Wyznaczong przez miare x. Poniewaz 9%, jest gestym podzbiorem prze-
strzeni 9(x) (por. rozdziat VI, 9.4), wiec

f 9°dv = sup A(B) = sup A(B,) = sup fgmn dy,
¥ Bely B1eRy BreRy ¢

gdyz kres gérny funkeji claglej na jakimg zbiorze réwna, sig kresowi gér-
nemu na dowolnym podzbiorze gestym (por. rozdzial II1, § 7, éwiczenie 1).
Analogicznie . - .

fgodv = Sup— A(B) = sup —A(B,) = sup—F [gxggdv Y
¥ Bel Beely Baedly 3

W rezultacie

[l = [@av+ [g.av= sup [ 9(um—~zm)ay = sup [ gfan.
hid R ¢ feq

v 7 BuBe
Réwnosé (26) jest wiee udowodnions, W szezegélnosei
@) [ fldy=sup| [ (2, 9)f(w)av (o)

¥ te2 'y '

dla kazdego z e X takiego, ze 7, ¢ L(Y, ).

Zbior 4y = [2: 1, ¢ L(Y, »)] jest miary u zero. Istotnie, podstawiajac

we wzorze (19) za f funkeje stata, réwng jednosei, stwierdzamy, ze funk-
cja T'(f) jest ograniczons, Poza zbiorem miary zero, a wige 7 jest funkcjg,
catkowalng na Y dla prawie wszystkich z e X.

Dla dowolnej funkeji f € niech 4, oznacza zbiér miary zero taki, ze

st%‘?zssu ©(z, y)f(y)dv((l/)f Zusx}l_p‘(’g ©(z, y)f(y)dv(?/)f .

Zbiér 4 = A“+;‘§‘;A’ ma miare yu zero. Dla g ¢ Xy= X—4 funkeja
%(y) jest calkowalna na Y. Ponadto dia kazdej funkeji feQ

supess | [ 7@ 9ima) ~sup | [ @ niwww).
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Stad oraz z (27) i (25) wynika, ze

supess [ |z(z, y)|dv(y) <sup [ [v(a,y)|do(y) =
zeX zeXy 3

= sup sup| [ (s, 9) f(y)d(y)] =
TeXy feQ

== SUup sup
feQ zeXy

| [7(@, 9) f)dv ()] =
¥

= sup supess| [ =(z, ) (y)dv(y)| =
JeQ zeX 'y

=3up |7 (f)|e < sup |T(/) = 7] -
jeQ Moot
W rezultacie

. sup ess j [v(z, y)[dv(y) < |T) .
zeX §

Nier6wnoéé odwrotna jest réwmies prawdziwa, gdys z definicji (19) bez-
pofrednio wynika, 7e dla kazdego feL™(Y,»)

17 (1)l < supess [ [z(e, )|dv(y)-|fle -
zeX h'd

Twierdzenie 5.11 jest wiee prawdziwe.

Zauwazmy, ze twierdzenia 5.10 i 3.11 Dozostaja prawdziwe, jesli
(w przypadku miar g, » zupelnych) zamiast miary ux rozwazaé miare
zupesg uXy, a zamiast mierzalnogei Mx N funkeji v zakladaé mie-
Tzalnosé WX ;N (por. rozdziat VIII, § 2). Wynika to z faktu, ze funkeja
jest wtedy réwnowazna pewnej funkeji mierzalnej M xR, a przejscie
od funkeji z do funkeji réwnowaznej nie zmienia operacji T' i T*.

Zdefiniowane powyzej pojecie operacji sprzezonej T* do danej ope-
racji catkowej T jest szezegdlnym praypadkiem ogélniejszego pojecia
operacji sprzezonej do dowolnej operacji liniowej T, odwzorowujacej
pewny przestrzen unormowana E w przestrzen unormowansy E; (por.
twierdzenie 5.4). Mianowicie, dla dowolnego funkejonatu liniowego p e Ef
wzor

(28) p(@) =¢(T(®)) dla zcE
definiuje funkejonal liniowy v na przestrzeni E, tzn. pewien element
przestrzeni E*. Przeksztalcenie T*, przyporzgdkowujace jkazdemu {funk-

cjonatowi ¢ e Ef funkcjonat y = T*(p), zdefiniowany wzorem (28), jesg
4%
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operacja liniowa, odwzorowujaca Ef w E¥, nazywang operacjq sprzeiong
do 7. Mozna udowodnié?), ze zawsze

17 =17l

CWICZENIA. 1. Jezeli przestrzen {X} jest suma na ogél nieprzeliczalnej rodziny
{X,} zbioréw mierzalnych rozlacznych, o mierze pélskoficzonej dodatniej, i jezeli dla
kazdego zbioru mierzalnego A albo 4, albo X —4 zawiera sie w sumie przeliczalnej
mnogoéei zbioréw X, to miara u spelia warunek (s).

1
2. Niech F(f) = | zf(x)dx dla f e L. Nie istnieje funkeja f, e L 0 normie [Ifoli<< 1
]
taka, ze |F(f,)] =|F|.
3. Niech E bedsie dowolng przestrzeniag Banacha, ktérej elementami sg funkeje
mierzalne, okrelone w X, i ktéra spelnia nastepujacy warunek:
(2) jezeli kazda funkeja feE jest catkowalna na zhiorze 4 c X, to [ fdu jest

4
funkejonatermn liniowym na E.

Wykazaé, ze jeieli funkeja mierzalna g ma wiasnogé

[f9du|< co  dla kazdej funkeji f<E,
X

to F(f) =f]’gd,u jest funkcjonalem liniowym na E.
x

4. Pierwsza czeé¢ twierdzenia 5.6 moze byé uogélniona na przypadek nieprzeli-
czalnych zbioréw funkeji w nastepujacy sposéb:
Jezeli A ¢ LY(X, p) i dla kazdej funkeji f ¢ L2(X, u) (1/p+1/g =1, 1< g< oo) jest

sup | [ fgdu| < oo,
ged 'x

to takze
sup fgf, < oo
geA

5, W sformulowaniu pierwszej czelei twierdzenia 5.6 wystarczy zakladaé, ze

sup | i[ f9,du| < oo dla funkeji f nalesacych do pewnego podzbiorn drugiej kategorii
n
przestrzeni LP(X, u).

6. Twierdzenie 5.7 mozna uogélnié w nastepujacy sposéb: Niech » bedzie skon-
czong przeliczalnie addytywns funkejs zbioru, okreflona na przeliczalnie addytywnym
ciele M podzbioréw przestrzeni X. Jezeli sup ;fgﬂdv[ < oo dla kaidego zbioru 4 ¢ M,

n 4

to sup [lg,ldv* < oo,
» X

7. Bez zalozenia, ze miara x4 ma wiasnoéé (s), prawdziwe jest nastepujace uzu-
pelnienie twierdzenia 5.1:
Jedli g jest funkeja mierzalng i liczba

lgllx = supsupess|g ()| ,
4 zed

1} Por np. Banach [51, str. 124.
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gdzie -1 przebiega wszystkie zbiory mierzalne miary pélskonezonej (lub — co na jedno
wychodzi — miary skonczonej), jest skohczona, to

(%) Fi)y=[fgdu dla jeL(X,p)
X

jest funkcjonalem liniowym oraz [ F||=|gl.

Skoficzonoéé liezby |lgfl« jest réwniez warunkiem koniecznym na to, by [F(f)] < oo
dla kazdej funkeji jeL(X, u).

Uwaga. Powyzsze twierdzenie sugeruje, by zamiast prazestrzeni L™(X, u) zdefi-
niowanej W § 2 rozwazaé przestrzefi wszystkich funkeji mierzalnych g, dla ktérych
1gllx < co. Jako norme w tej przestrzeni nalezy oczywidcie przyjaé lgly. Po takiej mo-
dyfikacji pojeé w twierdzeniu 5.1 odpada koniecznosé osobmego omawiania prazy-
padku p = 1. Jednakie w twierdzeniu 5.3 nadal nie mozna zastapié nieréwnofei
1< p< oo nieréwnoscia 1<< p< oo, gdys w przypadku gdy miara u nie jest pél-
skonezona, nie kazdy funkcjonal liniowy na przestrzeni L(X, y) ma postad (+). Wy-
nika to z faktu, ze mozna podaé¢ przyklady miar » i u, v< g, okredlonych na tym samym
przeliczalnie addytywnym ciele zbioréw i majacych wilasnosé (s), dla ktérych twier-
dzenie Radona-Nikodyma nie jest prawdziwe, tzn. ze nie istnieje funkeja mierzalna h
taka, ze v(4)= [ hdu (por. odsytacz na str. 303, rozdz. VII). Funkejonal

A

F()= [fav dla jeL(X,n)
X

jest liniowy, nie daje sie jednak przedstawié w postaci (x).
8. Jezeli fo e LP(X, u) (1< p< oo), to istnieje taki funkcjonal liniowy F na
LY(X, p), 20
F)=Ifl, i IFI=1.

TUwaga. Twierdzenie to jest szezegblnym przypadkiem nastepujacego ogélnego
twierdzenia z analizy funkecjonalnej: jezeli u, jest elementem przestrzeni unormowa-
nej E, to istnieje taki funkecjonal F e E*, ze F{ug) = [u,] 1 [F]=112).

9. Niech u, »izxzbeda miarami, okredlonymi odpowiednio w przestrzeniach X,
¥ i Z, spelniajacymi warunek (s). Niech 1/p+1l/g=1 (I1<<p,g<<oo0) i niech
Te X XY, px,y)-

Udowodnié, ze:

(x) Wazér

P(f)(z) = yi (@Y @dE LU, )

definiuje operacje liniowa T, odwzorowujaca LYY¥,») w L*(X, u), przy tym
1T <=l -

() Jezeli 1< p < oo, to istnieje ciag {T,} operacji liniowych, skofiezenie wymia-
rowyeh, taki, ze |T,—T|—0; operacja T' jest wige pelnociagla (por. § 4, éwiczenie 10).

1) Por. np. Banach [5], str. 70.



Yakuza


54 XII. Przestrzenie funkeyjne

(v) Jefli 1< p< oo, to dla dowolnej operacji liniowej j
ji liniowej T, od i
IP(X, ) w LP(Z, %), superpozyeja P TeromRace)

L) = T(T(h) (LT, )
Jjest operacja catkows. Dokdadniej: istnieje funkeja 7, e LP(Zx ¥, ¥ v) taka, ze

Tz(f)(z)=yfrn(z,y)f(y)dv(w dla  feL¥Y,v) izeZ.

(Wsk.: Liniowos6 operacji T wynika z 5.10. Oszacowani
) : ; r : .10, anie normy || 7) otrzymuje
sig z twierdzenia 5.§ stosujac nieréwnosé Holdera w przestrzeni X X ¥. galéinfy z?e
p < co. Na podstawie § 2, éwiczenie 19, istnieje ciag funkeji '

Tal@ ) = 3 gyl@) hiy)
F=1

taki, ze g; < L7(X, p), h; e LP(X, v) oraz 7, —l,~0. Ciag operacji liniowych

T,(f) (@) = ; (@, ¥) fly) dv (y)

spelia warunki (B) twierdzenia. Niech éj = Ti(g;) i niech
1”»

Tl ¥) = 3 G2 hiy) .
j=1

Przy kazdym ustalonym y funkeja To, (2: y) zmie

g ! nnej 2 jest ob: i 1
zmiennej ¢ danym przez operacje T,. Zatem Ped ehrasem funkejl (o, v)

( zf [o(5 Y) =Ttz 9)P d (2 < Ty g %al@) §) — (@, 1) [P dpu ()2 .
Podnoszae obie strony do potegi p i catkujac ‘wzgledem Y otrzymujemy

Heon—Touly <N Tall -, — 7,

Ciag {r,,} jest wiec zbieiny w IXZXY, 2y )
warunki (y) twierdzenia.) i

10. Z j ini
: Kazda opera,c]a’ hmowa' {8,} = T({a,}), odwzorowujaca przestrzen P
(1< p' < o) W przestrzen I’ (1< p<< o), jest postaci '

do pewnej funkeji 7,, ktéra épehu‘a

o
By = 2 Comm  (W=1,2,..),
Mme==1

gdzie {8, u} jest ciagiem podwéjnym liczb rzéczywistych takim, ze wyrazenie

8

[\E:

R Vn O Oy

I

1 m:

Il

1

ma wartoéé skonezona dla dowolnych ciagéw {aﬂ}sl”' ifp)el 0 Jp--1/g =1)
. » = *
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11. Niech z, bedzie ustalonym elementem przestrzeni unormowanej E. Prze-
ksztalcenie ¥, przyporzadkowujace kazdemu funkcjonatowi F ¢ E* liczbe & (F) = F(,)
jest funkcjonalem liniowym na E*. Méwimy, ze przestrzen E jest refleksywna, jezeli
kazdy funkcjonal liniowy & na przestrzeni E* jest tej postaci.

Sprawdzié, ze przestrzenie LP(X, u) (1< p< o) sg refleksywne.

Uwaga. Mozna udowodnié, ze przestrzenie L, I, C, e, L%, m nie sa refleksywne.

§ 6. Funkcjonaly liniowe w przestrzeni funkcji ciaglych. W paragrafie
niniejszym |f| oznacza norme funkeji f € C, zdefiniowang w §3 B, a || —
norme 7przeliczalnie addytywnej funkeji zbiorn »eW, zdefiniowans
w §3 D).

6.1 (Twierdzenie Riesza)?!). Dla dowolnej preeliczalnie addytywnej,
skoniczonej funkeji zbioru v e W, okreSlonej na przeliczalnie addytywnym
ciele B(Z) podebioréw borelowskich przedziatu Z = 0;1, wedr

(1) F(f)=[fd» dla feC
' 0

definiuje funkejonat liniowy w przestrzeni C funkeji ciaglych na prze-
deiale 0;1, pray tym
(2) 7] = ] = »(2).

Na odwrdt, kaidy funkcjonal liniowy F, okreslony na preestrzeni C
ma postaé (1), gdzie v jest przeliczalnie addytywna skoticzona funkejq zbioru,
okreslong na B(Z).

Inaczej méwige:

Dla dowolnej funkcji ¢ o wahaniu skohczonym, okreslonej na Z, wzor

() F(f)=[jdp dla feC

definiuje funkcional liniowy na przestrzeni C. Jesli dla kasdego 3 e Z° == 0;1
liczba @ () zawiera sig migdey liczbami p(z—) i p(z+), 1o

Na odwrdt, kazdy funkcjonal liniowy F, ok'reéloﬁy w przesirzeni C,
jest postaci (1), gdeie @ jest funkecjq o wahaniu skonczonym; mozna przy
tym zakladad, e gV, .

Réwnowaznosé obu sformulowarr wynika z nastepujace] uwagi:
Jezeli F jest funkcjonalem postaci (1), to przyjmujac jako ¢ dystry-

1) Riesz [1].
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buante funkeji » stwierdzamy, ze F jest postaci (1), przy tym | =
= 4;(Z) = lglv (por. rozdziat XI, 2.5). Na odwrét, jesli funkejonal I
jest postaci (1'), to przyjmujae za » funkcje tht— i~ 2redukowang do B(2)
(gdzie o* i g~ s3 wahaniami gérnym i dolnym funkeji ¢) stwierdzamy,
ze funkcjonat F jest postaci (1). Jedli przy tym dla kazdego « ¢ Z liczba

@ (@) zawiera sie miedzy ¢(z—) i @(z+), to || = ¢*(Z) (por. rozdziat XI, .

§ 4, éwiczenie 3).

W rezultacie wystarczy udowodnié, ze kazdy funkejonal postaci (1)
jest liniowy i spelnia réwnodé (2) oraz ze na odwrét: kazdy funkcjonal
liniowy na C jest postaci (1).

Funkcjonat addytywny F, zdefiniowany wzorem (1), spelnia nie-
réwnosé ‘

O <bI- I

(por. rozdzial VII, §10, wzér (3) oraz rozdziat XI, 5.2), jest wiee li-
niowy oraz

1< bl

Z rozkiadu Hahna (rozdzial VI, 10.1) wynika istnienie zbioru 4 « B (Z) ‘

takiego, ze dla (e B(Z)

»(0)>0, jefli (CA,
v

=
(O)Y<0, jedli C€CZ-A,
tzn.

V¥ (C) = »(C) dla 0CA4,
#(0)=—»(C) dla CCZ—A.

Niech & bedzie dowolng liezbg dodatni. Niech K oznaeza najmniej-
sze ciato podzbioréw przedzialu Z, zawierajace wezystkie przedziaty prawo-
stronnie domknigte z;y, gdzie 0 < z < ¥ < 1. Poniewaz B(Z) jest naj-
mniejszym przeliczalnie addytywnym cialem, zawierajacym R, z twier-
dzenia 9.4, rozdzial VI (gdzie M trzeba zastapié przez B(Z), a u—
przez »*), wynika istnienie zbioru D e R, takiego, ze

WD—4)<e i WA-D) <.

Poniewaz zbiory D i Z—D sa sumami ciagéw wstepujacych figur
elementarnych, wige (por. rozdziat VI, 3.6, gdzie jako miare nalezy przy-
Jaé funkeje »*) wynika stad, ze istniejs figury elementarne R, CD,R,CZ—D
takie, ze

WD—-R)<e i v“((ZwD)—Rz) <e.
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Oznaczmy

1, gdy zeR,,

_
WoY=)_1, gty zeR,

i rozszerzmy funkeje f,(x) na calty przedzial Z w dowolny sposéb z za-
chowaniem cigglodei i warunku [fy(s)] < 1. Mamy

F(fn)szodv"r‘ ffod"‘+ f fody + f folly =
ARy

A—Ry (Z—A)Ry (Z—A)—1y

= AR)+ [ folv+ M {(Z—A)R)+ | fodv.

A—Ry {Z—A)-Rp
Poniewaz |fo(x)] <1 oraz

A-RC(A-D)+(D-R) i (4—4)-R,C(D-4)+(Z—D)—R),
wiee

| fodr| < (A-R)<2e, | [ fuly| <*((Z—4)-R)) <2e.
A—Ry (Z—A)—Ry

W rezultacie

F(fy) = (AR, — 26+ 7*{(Z —A) Ry) — 26 =
= v¥(Z) — v (A —Ry) —v*((Z —A) —Ry) — £ > v*(Z) —8e = [o]| —8e.

Poniewaz {f,l =1, wnioskujemy stad, ze |[F|]> [v]—8¢ co wobec
dowolnosei & > 0 konezy dowdéd réwnosel (2).

Zalézmy obecnie, ze F jest jakim$é funkejonalem liniowym, okreflo-
nym na C. Niech n bedzie dowolng, ale chwilowo ustalong, liczbg na-
turalng i niech

gi(z) = (?)mi(l—x)n—i (0<zx<l, j=0,1,..,n).

Poniewaz ¢; >0 i go+¢1+... + ¢ =1, wiee

I

Eigii’ <1

P

~
i
o

dla dowolnego ciggu liczb &= +1,0 (j=0,1, ..., n). Przyjmujae & =
= sign¥(g;), otrzymujemy

(3) Z [ (g:)] =§: e F(g5) =F(E 81‘9;‘) <[P 2 &ig;| <|F].
F=0 i=0 i=0 j=0
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Oznaczmy
0, gly =#=0,
F(go) gly O0<wz<lfn,

m

gy = D Flgp), gly mia<a<(m+ln (m=1,2,..,n-1),
7=0

l;F(gf>, gy o=1.
=1 .

Z (3) wynika, ze
{4) 45.(2) <||F].

Dla dowolnej funkeji f e C zachodzi réwnogé

f faga= > 1(Z)pten =70,

i=0

7 .
gdzie f,= ) f 1 g; jest n-tym wielomianem Bernsteina funkeji oT.
=0 \T P

rozdziat IV, § 6). Jedli n—oo, t0 f,—>f W przestrzeni C. Zatem F(f,)—
—P(f), ton.

1
F(f)=lim [ fag.
—+00 4

Z (4) wynika (por. rozdziat TX, twierdzenie 5.8 Helly’ego), ze z ciagu
{pa} moina wyjaé podciag zbieiny g —¢eV. W rezultacie (por. roz-
dziat X1, twierdzenie 8.3 Helly’ego)

1 1 .
B(f)=lim [ fdpm,= [fdp da  fec,

¢o konezy dowdd twierdzenia 6.1.
Z twierdzenia 6.1 wynika natychmiast twierdzenie

6.2. Preesirzern C* wszystkich funkejonatéw liniowych na C jest réw-
nowaina przesirzeni W i przestrzeni V.

Jako szczegblny przypadek twierdzenia 6.1 otrzymujemy
6.3. Dla dowolnej funkeji geL funkcjonat

(5) F(f=[{@)g@)ar (feC)

“
§ 6. Funkcjonaly liniowe w przestrzeni funkeji ciaglych - 59
jest lintowy ma preestrzeni C oraz
1
(6) 1El=[ s
]

Istotnie, F(f)= [fdp, gdzie p(z)= fzg(£)df (por. rozdzial Xi, 5.3).
0 0

Poniewaz funkeja ¢ jest ciagla, wiee na mocy (2')

. . 1
17} = 430, 1) = [ |g(a)|dw
0
(por. rozdziat XI, 5.8).
Jako zastosowanie twierdzenia 6.3 udowodnimy obecnie nastepujgce
6.4 (Twierdzenie Lercha)?). Jesli geL 7.

1
() [og@)dz=0 da n=0,1,2,..,
0

to g(z) =0 prawie edeie w preedziale 0;1.

Istotnie, funkcjonal P, zdefiniowany wzorem (5), znika na zbiorze
liniowo gestym, zlozonym z funkeji 1,z,2? .. (por. twierdzenie 6.1
Weierstrassa, rozdzial IV), a wige F(f)=0 dla kazdej funkeji feC
(por. 4.2). W rezultacie

[lg@lde=1F]=0, c.b.do.

1
Liczby a, = [ang(x)dr (gdzie g < L) nazywaja sie momentami funk-
0

¢ji g. Z twierdzenia 6.4 wynika, ze ciag {a,} wszystkich momentéw wy-
znacza funkcje g jednoznacznie.

Zalozenie (7) w twierdzeniu Lercha mozna znacznie osiabié — wy-
starczy np. zakladad, ze ré6wnodé (7) zachodzi dla pewnego ciagu réznych
liczb naturalnych, takiego ze szereg odwrotnosei tych liezb jest rozbiezny.
Zmane sg réwniez mogélnienia tego twierdzenia na przypadek niecalko-
witych poteg funkeji « 2).

Niech 2 i A beds zbiorami funkeji mierzalnych, okredlonych na
pewnej przestrzeni X z miarg u. MOowimy, ze zbiér A jest pelny wzgle-

1) Lerch [1].

%) Mintz [1]. Por. takze Kaczmarz i Steinhaus [2], str. 90. Inne twierdzenia o mo-
mentach udowodnil Mikusinski [4] oraz Mjkusinski i Ryll-Nardzewski [1]. Por. takze
Boas [1].
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dem zbioru (lub: w zbiorze) 2, jedli dla dowolnych funkeji fe Q21 yge 4
funkeja fg jest calkowalna na X oraz warunek

(8 ffgd,u =0 dla kazdej funkeji ge 4

nnphque, ze f=0 prawie wszedzie u.
7 twierdzenia Lercha wynika, ze (por. twierdzenie 2.11, wzbr (17))
6.5. Zbidr wsaystkich funkeji a» (0 <z <1, n=0,1,..) jest pelny
w praestrzeni IP (1< p < o0) oraz w praestrzent C.
Z twierdzem‘a 6.3 oraz z twierdzenia 4.7 Banacha-Steinhausa, gdzie

f f(@) gn(®)dz, wynika natychmiast, ze
6.6. Jesli gnel (n=1,2,..) © jesls

. 1
sup| [ 1@)gal@)do| < 0o dla kaidej funkeji f<C,
PR
to

1
sup f [gn(@)|dar < oo
%0

Wazystkie wyzej udowodnione twierdzenia pozostaja prawdziwe, gdy
zamiast przestrzeni C rozwazaé przestrzed C(Z), gdzie Z C R jest do-
wolnym przedzialem domknigtym ograniczonym. Oczywidcie W i ¥,
trzeba wtedy zastapié przez W(B(Z)) i ¥(Z).

Twierdzenie 6.1 (w pierwszym sformulowaniu) jest réwniei praw-
dziwe, jedli C zastapié przez C(X), gdzie X jest przestrzenia metryczng
zwarty, a W zastapid przez W (B (X)) . Dowéd pierwsze] czeci jest w przy-
padku ogdlnym taki sam, jak w przypadku przestrzeni C. Dowéd drugiej
czedel trzeba przeprowadzié inng metods ).

CWICZENIA. _1. Kazdy funkecjonal liniowy w przestrzeni Cy(R) funkeji f ¢ C(R)
(z ta samg norma jak w C(R)) takich, ze limf(z) = 0 = lim f(x), jest postaci
Z0O =00

F(f)= [fdv,
R

gdzie v eW(QS(“R)). Normg tego funkcjonatu jest liczba fj|.
Przestrzenn Gy (R)* jest wiee réwnowazna przestrzeni W(EB (5{)).

2. Ogdlna postaé¢ funkcjonatu liniowego F w trzeni i iagow
e g przestrzeni ¢ wezystkich ciggow
Fu)= Y a,,+flime, (u={g}ece),

n=1 00

) Kakutani [1]. Por. takze Radon [1] i Hewitt [1].

icm

§ 6. Funkejonaty liniowe w praestrzeni funkeji ciaglych 61

(=]
gdzie {f,} el i f «R. Norma tego funkejonatu jest liczba 3 |B,] +|f]. Ogblna postad
n=1
funkejonalu liniowego w przestrzeni ¢, ciagdw zhieznyeh do zera jest:

Fluy= Y a,f, (u={g}ecd,

n=1

)
gdzie {f,} «l. Normy tego funkejonalu jest liczba > 18,l < Zatem przestrzenie ¢*icf sa
n=1

réwnowaine przestrzeni l.
3. Ogélna postac funkojonatu liniowego F w przestrzeni C(@) funkeji o ciaglej
k-tej poehodne], okreflonych w przedziale domknietym Q=a;bcR, jest

F(f) = a,f (@) + (@) + o + 2 [5 @) + f 1® dg,

gdzie g jest funkeja o wahaniu skonezonym w Q.

(Wsk.: Skorzystaé z éwiezenia 6, § 3.)

4. Niech 9% bedzie przeliczalnie addytywnym cialem podzbioréw przestrzeni X.
Jedli f jest funkeja ograniczona mierzalna M, to

Fo)= [fdv dla »eW (W)
X

jest funkejonalem liniowym na W(R) o normie |F|| = sup|f{«)| -
zeX

5, Jezeli f jest ogramiezona funkeja Baire’a, okreélona w przedziale ograniczo-
nym lub nieograniezonym Z c R, to

Fp) = [ fdp
Z
jest funkejonalem liniowym na V(Z) oraz na V,(Z). Przy obydwu interpretacjach
[F] = supif ()] .
XeZ

6. Niech A cW. Jezeli dla kazdej funkeji feC

1
sup‘ {'fdv!< oo,
ved '
to
sup vl < oo
7, Jeseli ¢ jest funkeja o wahaniu skoficzonym i Ir"dzpv 0dlan=0,1,2...
to [2: @(x) # @(0)] jest co najwyzej praeliczalnym podzbmrem przedzialu otwartego 0;1.
8. Niech u bedzie dowolna miarg skonczona, okredlong na ciele podzbioréw bore-
lowskich przedziatu 0;1. Jezeli f ¢ C 1 fas“f(m)d,u(x —=0dlan=0,1,2, .., to f(x)=0
o
u. Jedli ponadto u (P)> 0 dla kazdego niepustego przedziatu P c0;1,

prawie wszedzie
to flx) = 0.

1
i



Yakuza


@
62 XII. Przestrzenie funkeyjne Im

1 1
9. Niech F(f)=[fdp, i F(f)=[fdp dla feC (p, PV n=1,2,..). Na to,
0 0
aby F.(f)>F(f) dla kasdego feC, potrzeba i wystarcza, aby sup”cp,ﬂ]jvo< oo,
n
(1) >p(1) oraz

c

, .
Jo@d—>[p@)ds  dla kazdej Liczby cc0;1.
0

)

(Wsk.: Koniecznogé dﬁ ostatnich warunkéw otrzymujemy przyjmujace f(w) = 1
lub f(x) = max(¢c—=, 0). Poniewaz funkcje tej postaci tworzs zbiér liniowo gesty w C,
dostatecznodé wynika bezposrednio z twierdzenia 4.6.)

10. Niech 7 (y) bedzie funkeja, okreflona dla 0<Cw,y<< 1 taka, ze T, eV, dla
kazdego 2 ¢0;1. Jeseli sup [7elly, < o0 i wyrazenia
xz

1), [rmdy  (ce0;1) ’

sy funkcjami ciagtymi w przedziale 0<C #< 1, to wzér

Tf)=9 gldie g(»)=[fy)dz,y),

definiuje operacjg liniows T, odwzorowujaca C w C.
Na odwrét, kazda operacja liniowa, odwzorowujaca C w C, jest tej postaci?).
(Wsk.: Ciaglo$é funkeji g wynika z éwiczenia 9. Liniowosé przeksztalcenia T do-
wodzi sig przez proste oszacowanie normy. Na odwrét, jesh T jest dowolng operacja,

liniowsa, odwzorowujaca C w C, to wartodé T'(f) (z) funkeji T'(f) w wstalonym punkeie z
jest funkejonatem liniowym na Drzestrzeni C, istnieje wiee funkeja =, € ¥, taka, ze

T(@ = [fy)dr,y) dla kazdej funkeji feC.)
]

Uwaga. Moma udowodnié, ze jedli przeksztalcenie,
#€0;1 element v, przestrzeni metrycznej

ciagla. Na odwrét, kaida operacja liniowa,
tej postaci. Innym warankiem koniecznym i d,
przeksstatoajaca C w C, byla pelnociagta,

Przyporzadkowujace liczbie
Vo, jest ciagle, to operacja T jest pemo-

pelnociagla, odwzorowujaca C w C, jest
ostatecznym na to, by operacja liniowa T,
jest, by byla postaci

1

T(f)(@) = [ <@, v)fw)dely) ,

1
gdzie g ¢ ¥, jest funkejy niemalejaca, [ |v(z, Yldp(¥)< oo dla kazdej wartokei z oraz
0

1
{ [ @, y— v (@0, P)|dp(y) >0, gdy >z, ).

%) Radon [2]. Por. takse Riesz i Nagy [1], str. 217-218,
*) Radon [2]. Por. takse Riesz i Nagy [1], str. 218219,

§ 6. Funkcjonaky liniowe w przestrzeni funkeji ciagiyeh 63

11. Normg operacji 7T, zdefiniowanej w éwiczeniu 10, jest liczba
sup fz,fly -
z

(Wsk.: W réwnosei

T = sup sup| [ f(y)dz, ()|
lifist & .

ié jnosé 6rnych.)
przestawié kolejnodé kreséw g . ’ '
12. Niech 7(x,%) bedszie funkeja rzeczywista ciagla, okreflons w kwadracie

0< x,y< 1. Norma operacji liniowej. T, odwzorowujacej C w C, zdefiniowanej wzorem
<%,
1
T = [t@ Niwdy (<C)
0
jest liczba

1
sup [ |z(z, y)dy -
LY

§7. Operacje dwuliniowe. Niech E,, E,, E, beda .pr'zesjﬁrzeniami Iim;—
wymi. Operacja T odwzorowujaca produkt kartezjanski E,XE, w E,
jest.rozdzielna, jesl

(1) Tty + thsy 0) = T (%, 0) + T {thg, V)
oraz
(2) Ty v4+25) = T(u, v) +T (%, 25)

dla dowolnych u, 4y, Uy € E;, 0,0, 02 €E,. 3 )
Z (1) i (2) wynika (przyjmujac o, = 4, =0 lub v, = v, =0), ze

(3) T(u,0)=0, T(0,0)=0.

62 7 iami rmowanymi. Opera-
Zalézmy, ze E,, E;, E, s przes.trzemaml. }mo 10War D
cja T, odwz(;rowujaca E, X E, w E,, jest dwuliniowa, jesli jest rozdzielna
i ciagla. ]

%‘%’%ﬁ T jest operacja dwuliniows, to przy ustalonym v,,e]i‘i ope
racja T'(u) =T (u, v,) jest liniowa. POdObI.li(? przy dowolmyrfl usti eo(ny::
uy ¢ B, operacja T"'(v) = T'(u,,v) jest tes liniowa. ‘smd wynika, por.
twierdzenie 4.1) ;

(4) T(au,v) = aT(u,v)=T(u,ar) dla aeR,

tzn. operacja dwuliniowa jest jednorodna ze wzgledu na ka,zd@. zmienng.

‘ Zgodnie z umowa z § 4, w przypadku gdy Eo—'-: R, zaml:j\,st »ope-
racja rozdzielna“ Ilub ,dwuliniowa“ méwimy funkejonal rozdzielny lub
dwuliniowy.
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7.1. Na to, by operacja rozdzielna T byta dwuliniowa, potrzeba i wy-
starcza, by istniote stala M < co taka, 2e

5) 1T(u, )] < Mlu|-Jo] dla dowolnych weE,, veE,.

Zatbzmy, ze warunek (5) jest spelniony. Ciaglodé operacji 7' wynika
z nastepujacego oszacowania )
17 (w, %) =T (g, oo <NT'(w,y ©) —T'(u, )| —f—uT(’M, D)~ T (Ug, v)| =
= | T (u, v =)+ T ( — g, o)l < I o] - o — + M [ ][] -
Na odwr6t, zalézmy, ze T' jest operacja dwuliniows. Réwnosei (4)

53 wiec speinione. Wykazemy, ze liczba

M= sup |T
<1, ||1vn<1 17w, o)}

jest skonezona. Przypudémy, ze tak nie jest. Istnieja wi iagi

ona. .  jest. I ja wiee ciggl u, € E,

oy € Ey takie, ze Ju,| <11 o) <1 dla n=1,2, ... oraz o
0 < an= [T (Up, Vn)f-+00.

‘ Poniewaz lnfV anll < 1/y @ i JoufV ta] < 1)) an, wiee ) an—0

i wfYan—0. Z drugiej strony (por. wzory (3) i (4)),

1 1 .
T“,*—:un—“vn_foolzg 1 1
“ ("’"’" "V ) 0= v

1
| =—|T(ua, v)| =1,
| O,
whrew zalozeniu cigglodci operacji 7.
Jezeli us£0sv, to [u/jujl =1 =/
) +#+ [l =1=w/lv|l, zatem T(u
skad wynika (por. wzér (‘L)), 7o il (el ol < 21y
1T (w, w)l < M ] o] .
Nierdwnosé ta jest takze spelniona,
gdyu =0lubv = r. Wzor
Zatem warunek (5) jest spelniony. B w0 o wadr ().

Kres dolny liezb M spehiaj
r ny licz f jacych warunek (5) nazywamy nor
operacji dwuliniowej 7 i oznaczamy symbolem 1. Zaterz’l e

7.2. Dla dowolnej operacji dwuliniowej T

(6) T (wy 2)| <20 -] - ol
przy tym
(7) 7] =

_ M= SRl ol

icm

§ 7. Operacje dwuliniowe 65

Na przykiad, jesli E,=E, =E,=C, to operacja

(8) T(fig)=f91
przyporzadkowujaca funkejom f, g ieh iloczyn, jest dwuliniowa, przy
tym |T]=1.

7 npieréwnosei Holdera wynika, ze operacja (8) jest réwniez dwu-
liniowa dla Ep = L(X, p), Ei=I"(X, u), By=L%X,p) (1<p,q< oo,
1/p+1/¢ = 1). Z nieréwnosei Holdera wynika réwniez (przy tych samych
zalozeniach o p 1 @), Ze

T(f, 9) = ‘g fgdu  (feIP(X, w), g<LYX, )

jest funkejonatem dwuliniowym. Z twierdzenia 5.1 wynika, ze w obu
przyktadach |Tf = 1.

Ogélniej, jesli E jest przestrzenia unormowana, todlaueEiF ¢ E*
wz06r

T(u, F) =F(u)

defininje. funkejonal dwuliniowy, okreslony na E XE* o normie 1.

Zanwazyliémy poprzednio; ze jesli T jest operacja dwuliniows (okre-
4lony na E, xE, o wartoéciach w E,), to dla mstalonych u,eEy, vpcE;
operacje
{9) To(w) = T(w,v0)y  Tig(v) = T (g, )

s liniowe. Przy pewnych dodatkowych zalozeniach uwaga ta daje sig
odwrécié. Mianowicie

7.3, Jedli jedna 2 unormowanych preestrzeni E,, E; jest przesirzeniq
Banacha (ten. jest zupelna) i T jest operacja, odwzorowujacq E;XE,

. w unormowany preestrzen E,, takq, Ze dla dowolnych ustalonych wu, € Ey

i v, € E, operacie (9) sq liniowe, to T jest operacjq dwuliniowq.

Rozdzielnodé operacji T wynika natychmiast z addytywnosei ope-
racji (9).

Zalésmy, e np. E, jest przestrzenia Banacha. Jesli #, By 1 Jua] <1
dla n=1,3,.., to

15 o) = 1Tty 0] = [ T()]| < ATl -Jad <151 5
a wiee sup | Ty (v)] < oo dla kazdego o <E;. Z twierdzenia 4.7 Banacha-
n
Steinhausa wynika, ze ciag norm [Ti ] jest ograniezony dla dowolnego
ciggu {u,} elementéw przestrzeni E, o normie <I. Whioskujemy stad,
ze istnieje liczba M < co taka, Ze
|Te) <M dla kazdego « eEy, Jlu] <1.

Funkcje rzeczywiste IL
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Jesli u 5 0, to element w, = u/|u| ma norme 1, a wige
1
T(— u v)
e ™

<ol | Zagl - ol < 32 -] -Jof
Nier6wnogé

IT (w, )] = Ju]-

= lull- 1 (wo, o) = - | T4 (0)] <

17w o)) < M -] - o]

jest réwniez speiniona, gdy %= 0. Stad oraz z twierdzenia 7.1 wynika,
ze T jest operacjg liniows. ’

CWICZENIA. 1. Niech Up=1/p"+1/p” (1< p, P << o). Tloezyn

Th9=tg (f<I”(X, p), 917X, w) :
jest operacja dwuliniows o mormie 1, odwzorowujacs pro P i
- ] ) produkt L* (X, I?
w przestrzen L(X, p) (por. § 2, éwiczenie ). (XL

2. Przyjmijmy znakowanie wprowadzone w twierdzeniu 5.10 - .
spelnia warunek (18), § 5, to wzér -10. Jedli funkeja v (z, )

F = ’
® {t 9 X[( I_fg(ac)r(ac,y)f(y)u‘wa)dv(y) dla  [eIP(T,v), g LT, p)

d.efiniuje' funkejonal dwuliniowy na produkeie LP'(Y, ) XLUX, u).
cjonain jest norma operacji T zdefiniowanej wzorem (19), § 5.

3. Niech E oznacza zbidr wezystkich funkeji =(x, y)
(I <p=p’' < o). Jako norme funkeji 7 « E prayjmijmy n
nego przez funkeje 7. Jezeli x(x, y) = [ 21(% 5 &) #(
strzeni Z, oraz . ?

[ (J:,z)”dm“!pdz< R " LE MU
Zf(‘! (2, 2)|P da) o zf(yfwz,y)] ) de < oo

dla pewnyeh u,» (Lfu-+1lp=1, 1< u, ¥ << o0), to Wzdr

Norma tego funk-

speliajacych warunek (18), § 5
orme funkcjonatu (), wyznaczo-
%, ¥)dA(z),. gdaie 4 jest miarg na prze-

F(o) = [ [ v, y)=(y, a)dpiz) dv (y)
definiuje funkcjonal liniowy na E Y.
4. Niech {T,} bedzie ciagiem operac

. i dwuliniowych, okreflonych na produkei
E, XE, przestrzeni Banacha, o wartodciach w Przestrzeni unormowanej E. ?eieli e

sup IT,w, )< oo dla kasdego uekE, ivek,,

to sup |Tf< oo.
n

§.8. Splet funkcji. Az do kodca dowodu twierdzenia
funkeje, rozwazane w tym paragrafie,
rzalne wzgledem miary Lebesgue’s L.
wzgledem miary 1,

8.5 wszystkie
sa okreglone na prostej K i mie-

Calkowanie odbywa sie réwniez

1) Lesanski [1].

icm

§ 8. Splot funkeji 67

Szezegélnie waznym przykiadem operacji dwuliniowe]j jest tzw. splot
funkeji. Splotem dwu funkeji f, g nazywamy funkecje, oznaczong symbo-
lem f+g, okreflons wzorem

0

(1) frg@) = [fe—tigmydt da zeR.

—00

Méwimy, ze splot fxg istnieje, jesli ealka po prawe]j stronie wzorn (1)
istnieje 1 jest skoriczona dla prawie wszystkich x ¢ K. Oczywiscie splot fxg
istnieje jedynie wtedy, gdy funkeje f i g speliaja pewne dodatkowe
warunki, zapewniajgce skofiezonodé catki po prawe]j stronie (1) dla prawie
wazystkich z ¢ R. Ustalenie kryteriéw istnienia . splotu i zbadanie jego
wlasnodei jest tematem niniejszego paragrafu.

Zauwazmy, ze dla dowolnych funkeji mierzalnyeh f,g funkcja
flz—t)g(f) dwu zmiennych a,t jest mierzalna plasko (tzn. wzgledem
miary ). Jezell splot fx¢ istnieje, to jest takze funkejg mierzalng. Dowéd
tych uwag przeprowadza sie, rozwazajac kolejno przypadki, gdy fi ¢ sa
funkejami charakterystyeznymi przedzialéw, figur elementarnych, zbio-
réw domknietych ograniezonych, zbieréw F,, zbioréw miary zero i wresz-
cie dowolnych zbioréw mierzalnych, nastepnie — gdy f i g sg funkcjami
prostymi, funkecjami mierzalnymi nieujemnymi i wreszcie — przez roz-
klad funkeji f 1 g na ezesé nienjemns i niedodatnia — dowolnymi funk-
cjami mierzalnymi.

8.1. (i) Splot fxg istnieje wiedy i tylko wiedy, gdy istnieje splot |flx|g|,
pray ezym |fxg| < [fix gl. Jedli istnieje splot fxg 1 |f;]| <|f] oraz |g,! < lgl,
to istnieje rduwnie: splot fixg,.

(ii) Operacja tworzenia splotu jest jednorodna, rozdzielna, przemienna
i lqcena, tzn.

(2) (af)xg = fr(ag) = a(f+g) dla  ackR,
(3) (fukfolkg = g Lfivg,  fe(grhge) = frgi 2 f54e s
(4) f*g = g+f,
(5 . (Fxg)xh = fx(g«h) .
Doktladniej:

Jesli istniejq sploty po prawej stronie rdwnoscei (3), to istniejq réwnied
sploty po lewej stronie i zachodzq rownodei (3). Jesli istnieje splot fxg, to
istnieje tez splot gsf i zachodzi réwnoéé (4). Jesli istnieje jeden ze splotow
[ lgl=lhl), ([fixlg)=h], to isinieje rownie: drugi i sploty, wystepujqoe
po obu stronach (5), oraz zachodzi rdwnosé (5).

5%
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7 (4) wynika, ze
(6) frg@y= [ fyg(w—t)at

Wzér (6) moze byé przyjety jako druga réwnowazna definicja
splotu fxg.

Ze wzgledu na lacznodé (5) zamiast (fxg)xh 1 fx(gxh) mozna pisaé
po prostu fxgxh.

Jedynie réwnofci (4) i (b) wymagaja dowodu.

Zastepujac we wzorze (1) zmienng calkowania ¢ przez xz—t otrzy-
mujemy réwnosé (6). Na mocy definicji (1) prawa strona réwnosci (6)
réwna sie g«f(x). Rownosé (4) jest wiec prawdziwa.

Réwnosé (5) udowodnimy najpierw w przypadku, gdy funkeje f, g, b
83 bieujemne, aby unikngé komplikacji zwigzanych z istnieniem calek.
Mamy

Fe(gxh) (= ff w—1) (gxh(2)

)

= [([ta—tgt—y)rway)at= [ [ fn—1)g0—9)n(y)dt) dy=

—00 —00 00 —00
oo o0

W = [ [ fe—tgt—ya)iway =

—00 —00

-

= (] fo—y—2)glrie) niy)dy =

= _f (feglz—y)) h(y) dy = (Fxg)xh(z)

stosujae twierdzenie Fubiniego oraz podstawienie z=t—y w jednej
z wewnetrznych calek.

Jesli funkeje f, g, h maja znaki dowolne i istnieje na prayklad splot
[fl+(lgl+|R]), to z réwnosei (7) dla funkeji |f|, |g], |k| wynika, ze dla kaz-
dego x z pominieciem zbioru miary zero

ff[f z—1)g(E—y)h(y)|dydi < oo.
RxR

Z twierdzenia Fubiniego wynika, ze réwniez w tym przypa.dku mo-
zng wykonad wszystkie przeksztalcenia (7) dla funkeji frg,h

ff —0( [ su—nrway)a=

§ 8. Splot funkeji 69
8.2, Jesli f, ge L(KR), to splot fxg ismiey'e, f*g e L{(KR) oraz
Ifgls <Wfll<- gl -

Jesli f >0 i g0, to [fegly=[f]:-lgl: -

Pierwsza czedé twierdzenia 8.2 mozna wystowié w sposéb naste-
pujacy:

Splot funkeji cathowalnych na prostej R jest operacjq dwuliniowq
(o normie 1), odwzorowujaea L(R) X L(R) w L(R).

Rozpatrzymy najpierw przypadek, gdy />0 i g > 0. Z twierdzenia
Fubiniego wynika, ze

8)  Ifrgli= ff*g(wdw J(Jm—t )dz)dx=

= f( ff(wﬂt)g(t)dw)dt=_f (g(t)“f f(m-—t)dm)dt=

©

fw (y(t)_ff(y)dy)w =(Jrway)( [ g @) = Ifl:-lols

stosujac podstawienie y = r—1.
W przypadku ogélnym, zastepujac w (8) f i g przez |f| 1 |g], otrzy-
mujemy

Poniewaz |feg| <|f}+lg], wiee [fsgl <IIfilglla= il lgls, eo kou-
czy dowéd twierdzenia 8.2.
Twierdzenie 8.2 jest szezegélnym przypadkiem nastepujacego ogdl-
niejszego twierdzenia.
3 (T'wierdzenie Younga). Jezeli f e I°(R), g «LY(R) ¢ 1jr=1/p+
+1/g—1>0 (1< p,q < oo), to splot fxg isinieje, fxg e L'(R) oraz

Iregle < o -lgle -
Splot jest wige operacjiq dwuliniowq odwzorowujaca LY(R) X LK)

w preestrzen, L'(R).

Dla ustalonego z ¢ R oznaczmy symbolem h, funkeje h(t) = f(z—1).
Mamy

el 1] = (Phal™" |91 el ™2 g2
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Z nieréwnosei 2.3 H(‘jlderai gdzie funkeje f, g, h trzeba zastapié od-
powiednio przez funkcje |h,[”"-|g|?", [ha| 72, Mg, & p, g, przez
: 1 1 ’ L
liczby 7, 171:’—_34;" _l/qh——l—;’ otrzymujt?my

felol @) = [ 1hal 1ol <URP™ 191 - Un s P, =

lp=1lr 1/g-1jr
o0

= (_{; H@=0 lg(t)(at)™ - (Ihalp) =" (Jglgy—=2".

_Ponit.awaz ey = |flp, wiee stad oraz z drugiej czegei twierdzenia 8.2
(gdzie f i g trzeba zastapié przez funkeje [1F 191° e L(R)) wynika, ze

Ut lall- < ([ (1—0p - Lo a) as)"" (i7" (glg=2"

= U11P= 191%™ - Ay ™" gl ~" =
= (1 Nlg ™ - () =" (gl =
= (7" (gl - U137 (gl = I11 -l -

W konsekwencji [f}x|g} ¢ L'(R). Poniewaz Ifeg| < |f]*] i
. : . < 9|, wige fxg e
L(R) 1 Ifegly <|1lgll- <Iflo-lgle e . . o.
Twmrdz?me 8.3 jest réwniez prawdziwe w przypadku, gdy 1/r =0,
tzn. r=ooi 1jp+1/g=1. W tym przypadku twierdzenie 8.3 mozna
udowodnié w moeniejszej postaci.

8.4. J_eéel?' ‘1/p:—]-1/q= 1 (1<p,g< o) i feL’(R), g <LYKR), to
splot fxg istnieje, jest funkcja ograniczong 4 jednostajnie ciggla na catej
prostej R oraz

[Fxgle = lirgles <I1lo-lgl, -

Zatem w tym praypadku splot jest operacjq dwuliniowq, odwzorowujqeq

LAR)XLAR) w C(R).

. Dowéd, twierdzenia 8.4 poprzedzimy dowodem lematu 8.5 i naste-
Pujgey definicjg.

Dla dowolnej funkeji 7¢LP(R) i dowolnego e R oznaczmy

(@ = ( [ 17+ 8~ @) ao) "= g1,

§ 8. Splot funkeji 71

gdzie f: oznacza funkeje powstaty z funkeji f przez przesuniecie o &, tzn.
fdw) =f(z+&).

Funkeje of nazywamy p-tym modutem calkowym cigglosei funkeji f
(w przypadku p = 1 — wprost catkowym. modulem cigglosei funkeji f).

8.5. Jezeli feLP(R) (1 <p < o), to o (£)—0, gdy £->0.

Twierdzenie 8.5 jest prawdziwe, gdy f jest funkejg charakterystyczng
przedziatu. W konsekwenecji jest takze prawdziwe, gdy f jest dowolng
funkeja schodkows.

Niech feLP(R) bedzie dowolng funkeja i niech & bedzie dowolng
liczbg dodatnig. Na moey twierdzenia 2.10 (i) istnieje funkeja schod-
kowa g e LP(R) taka, ze

[1—glp < /3.

Tym samym dla dowolnego &£e R
Ife—gele = f —glo < &/3.
Dla funkeji schodkowej ¢ istnieje liczba 6 > 0 taka, ze
0 (8) =lge—gho < /3 dla & <.
W rezultacie, dla |£] < &
(&) = lfe—1lo <We—gelo+19:— glo +lg— 1o < ¢,

co kotezy dowdd twierdzenia 8.5.

Przechodzac do dowodu twierdzenia 8.4 zalézmy, ze 1< p < oo,
1< g< oc. Z nieréwnodei (2.1) Holdera wynika istnienie i skoficzo-
no$é catki

frg@) = [ fa—t)gt)at
dla kazdego « oraz nierdwnosé
| [fxg(@)] < lhlp - lgle = |lo - Il »

gdzie, jak poprzednio, h.{t) = f{w —t). Nastepnie, stosujac ponownie nie-
réwnosé Holdera, stwierdzamy, ze

lfeg(@+ &) — 1 (2)| < [ [haselt) —halt)] - [9(0)| @t < ool -l =

= e —1lo-llgh = () gl
co dowodzi (por. 8.5) jednostajnej cigglodei funkeji fag.
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) w 'dowodach wszystkich powyzszych twierdzex (pomijajac badanie
cigglodei splot.u) ].zorzysta,liémy jedynie z nastepujacych trzech specjal-
nyeh wlasnodel zbioru &, po ktérym catkowaliémy, i miary Lebesgue’a 1
wzgledem ktérej catkowali§my: Y

1) zbiér liczb rzeczywistych R jest eru abelo
dodomate j grupg, wa ze wzgledu na
) 2) dla dow?lnego zbioru mierzalnego 4 C R funkeja g (x—t) dwa
lzmlelnnyclah @, t jest mierzalna plasko (tzn. wzgledem miary produktowej

2= LX),

3) przesuniecie dowolnego zbioru mierzalne i i
_ 8) pra : g0 AC R o liezb

Zmlenia miary zbioru, tzn. |4]= [[s: z—yed]l. 2 ey
) .ngsno@ 1) mte?wem’owala juz w samej definicji splotu. Wiasnogé 2)
unph]fu]e 1.merza]n0féc plaska funkeji f(z—t) dwu zmiennych, gdzie f jest
ﬁ.mkcj.aé n‘merza,]m)d Jednej zmiennej rzeczywistej, umozliwia wiec postu-
giwanie gi¢ twierdzeniem Fubiniego. Z wiasnodei tali

Ao S g ¢l 3) korzystaliSmy przy

oo

i przy (?01.{ctnywa,nych Przez nas zamianach. zmiennych.

Definicje sp19tu mozna wige nogélnié z zachowaniem jego podsta-
wowych ’wla'anéel, zafstgpujadc zbibr R przez jakss grupe X, a miare
Lebexguea; i cialo zjblor()w mierzalnych — przez bewng miare i przeli-
eza,lme- addytywne cialo podzbioréw Drzestrzeni X, spelniajgce warunki
analogiczne do 2) i 3). Doktadnie;j:
st a.‘flecilllzg‘l b@dzigL grupg, tzn. zbiorem elementéw, w ktérym okreglone

0 anie dodawani iaj j
ejomaty wama 24y (x,y < X) speliajgce nastepujgce

(&) 4y +z=s+(y+2),

(g) istnieje element 0e¢X taki, se = = ;
dogo ez , +0=0+0=0 dla kas

(g) dla kazdego 2 e X istnieje element, ozn: i
20 04 (oym o e s aczany przez —z, taki,

Za@a»st 2+(—y) piszemy z—y.

Jefli ACX i yeX, to 4, niech oznacza zbiér

Ay=[2: z—y ed].
Niech g bedzie miarg okreglong na i i
lect Pprzeliczalnie ad ywn, i
podzbioréw przestrzeni X takg, ze rdytymym ciele 1
(h,) jez'eIiAsEDtiyeX, to A,,e%iy(A): F(Aw)
)

(h)  jezeli A e, to funkeja
. X4(#—1%) punktu ;
mierzalna wzgledem miary produktowej ,U»xé,u.P (001 € X jest

) [o f(@—t)da =_{° f(a)dw o
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Miare u o powyzszych wlasnodciach nazywamy miarq prawostronnie
niezmienniczq ). Splotem dwu funkeji f, g (wzgledem prawostronnie nie-
zmienniczej miary u), okreflonych na X i mierzalnych M, nazywamy
wowezas funkcje fxg zdefiniowans wzorem

frg(@) = [fle—0)g)au() .
x

Przy powyzszej definicji splotu twierdzenie 8.1 pozostaje prawdziwe
z wyjatkiem réwnosci (4) i w konsekweneji réwnosei (6). Przy systema-
tycznej modyfikacji pojeé (LP(R) trzeba zastapié przez LP(X, u) itp.)
twierdzenie 8.2 pozostaje réwniez prawdziwe. Twierdzenie 8.3 pozostaje
prawdziwe w przypadku gdy p = 1. Oszacowanie, podane w twierdze-
niu 8.4, trzeba zastapié nieréwnoscig

[Fegleo <[flo-lgle  dla  feIP(X, u), geL4(X, p) (Up+1/g=1),

gdzie | oznacza funkeje F(z)=f(—a).

Jak zauwazyliémy powyzej, w przypadku dowolnej grupy X, splot
nie jest na ogél przemienny. Splot jest operacja przemienng, jezeli zalo-
zymy, ze grupa X jest abelowa, tzn. spelnia warunek (g,): z+y =y .
Twierdzenie 8.3 jest wéwezas prawdziwe w pelnym brzmienin.

Jesli grupa X jest abelowa, to zamiast ,miara prawostronnie nie-
zmiennieza® méwimy wprost miara niezmiennicza. W przypadku grupy
abelowej pozostajs prawdziwe twierdzenia 8.1, 8.2 i 8.3 w pelnym brzmie-
niu oraz nieréwno$é podana w twierdzeniu 8.4.

W dalszym ciagu, opréez przypadku X = R, bedziemy jeszcze roz-
patrywali przypadek, gdy X jest grupa abelowa liczb zespolonych o mo-
dule 1 (rozdziat XIV).

CWICZENIA. 1. Obliczyé splot nastepujacych par funkeji: e0E, gt g g
—
2. Jezeli zbiory mierzalne 4, B c R maja miary I, dodatnie, to zbiér 0 = [z+y:
(z ¢.4)- (y € B)] zawiera odcinek (twierdzenie Steinhausa) ®).

(Wsk.: Mozna zalozyé, ze zbiory 4 i B s3 ogramiczone. Splot f = y +yp funkeji

e % ¢

oo
charakterystyeznych jest funkeja eiagla i [ f(z)ds > 0. Jedli flz) #0, to xeC.)
—oa

1) Jefli X jest grupa topologiczna lokalnie zwarta (tzn. X jest réwnoczeénie grupa
i przestrzenia metryczna, dzialania grupowe ga ciagle i kazdy element z ¢ X posiada
otoczenie zwarte w X), to istnieje miara prawostronnie niezmiennicza u taka, Ze
0< p(G)< oo dla kazdego niepustego zbioru otwartego & zwartego w X. Miara u
o tych wlasnofciach jest wyznaczona przez X jednoznacznie z dokladnoéeia do stalego
czynnika. Zamiast ,miara prawostronnie niezmiennicza® méwi sig takze ,miara Haara“.
Por. Haar [2], Halmos [1], Pontrjagin [1], Weil [1].

2) Steinhaus [3].
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3. Jezeli zbiér mierzalny 4 ¢ R ma miare |; dodatnia, to liczba O jest punlktem
wewnetrznym zbiorn [z—y: (1 e A)- (y e A)] (twierdzenie Steinhausa )). )

4. Jezeli zbiér A ¢ R ma miare |, dodatnia i & jest Iiézbzp naturalng, to istnieje
liczha 6> 0 taka, ze dla kazdej liezby d<< & (d> 0) istnieje zbiér 4; c A miary do-
datniej o wlasnosei:

jedli ¢ e 44, to punkty =, z+d, 2+ 2d, ..., v+ kd naleza do 4.

(Wsk.: Mozna zakladaé, ze A jest zbiorem ograniczonym. Funkeja

= [ 7@ 2y@+ @) g lo+2d) .o g @+ Fd) do

jest ciagla i f(0) > 0. Dla & tak malych, ze f(d) > 0, wystarezy prayjaé 4, = zbiér pun-
ktow, dla ktérych funkeja podeatkowa jest dodatnia.)

5. Jegeli f e IP(R), to p-ty modul calkowy ciaglodei funkeji f spelnia nieréwnosei
(=8 = oP(E),  wfP(E+E)< o (E)+ (S,
0< (&)< 21, -

Jeieli 1< p< oo, t0 m;’")(f) jest funkejy elagla dwu zmiennych f e L°(R) i€ ¢ R.

Zatem m}")(,ﬁ)»o dla £-0 jednostajnie na kazdym podzbiorze zwartym przestrzent,

?(R) (por. rozdziat IV, §11).
W przypadku p = oo funkeja w;"")(a jednej zmiennej & jest ciggla (ciaglta w punk-
cie §=0) wtedy i tylko wtedy, gdy f jest funkcja jednostajnie ciagta. Modul ciagloéei
funkeji f (por. rozdzial III, § 4, str. 123) wyraza sie wowezas wzorem

od) = sup ™).
O<EE
6. Jezeli w®(&)/6~0 dla £-0 (1< p< oo), to funkeja f e LP(R) jest réwno-

wazna funkeji stalej.
{Wsk.: Skorzystaé z § 5, éwiczenie 8 oraz z rozdziatu III, § 4, éwiczenie 2.)

o
7. Niech g<L(®), [gw)ds=1 i niech gs(m)=%g(sm) dla 0. Dla do-
wolnej funkeji f e LP(R) (1< p < o0),
if*g,—fl,~0 dla s=0.

(Wsk.: Zauwazyé, ze norma po lewej stronie wynosi

(

1 zastosowaé wogélnienie nieréwnosci Minkowskiego z § 2, éwiczenie 2.)
8. Niech feL?(R) (1< p< o0) i dla 55 0 niech

8 —g

| [ (ta—et—f@)g waiasf”

=g [ietoa.

1) Steinhaus [3].
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Gdy -0, to f,—~f prawie wszedzie i wedtug normy | ﬂp.

9. Niech A bedzie podzbiorem ograniezonym przestrzeni LYR) i niech f ¢ L(R)
(1/p+1jg =1, 1< p < oo). Funkeje fxg, gdzie g e 4, sa jednakowo ciagle.
10. Jezeli funkcja feILP(R) jest prawie WSZdele réiniczkowalna, f’ < I’(R),

oraz dla -0

" fot =i

—f'(x) wedlug normy | [,,

to funkeja f+g, gdzie g« LYR) (1/p+1/g = 1), ma ciagla pochodng i
(fx9)" =f'+g.-

Zalozenie (+) jest na pewno spelnione, gdy fuhkcja f jest réwna zeru poza pew-
nym przedzialem ograniczonym i ma ciagla pochodna.

11. Niech feIP(R) (1< p< co), niech

1
1 2y —_ a3 22—y
o) = cez . gdy ].r|<1(c_—! ¢ d.z),
0

, gdy lg=1,
i niech g (z)= % g(ex). Funkeje fg, s3 nieskonczenie wiele razy rézniczkowalne oraz

f*g,~f wedtug noimy ti,, gdy e—0.
(Wsk.: Skorzystaé z éwiczen 7 i 10.)

12. Miara niezmiennicza na grupie C liezb calkowitych jest
1,(Ad) = iloéé elementéw zbiorn 4 c C.
Splotem dwu funkeji na C, tzn. dwu ciggéw obustronnych

{ooes Gy Gy, Qg Qys Qay o}y feees gy By, Boy by, By, o0}
wzgledem tej miary jest ciag obustronny

{eees €3y €y, Cga €1y Cay nn}y

gdzie
o
tp= 2 @ _pb,= > a,b,_, dla n=0 1, +2,..

Splot {c,} = {a,}{b,} istnieje wiedy i tylko wtedy, gdy szeregi definiujace ¢, 8a
zbiezne bezwzglednie dla wezystkich n e C.
13. Funkeja
n(4) =Afid‘t dla A4 eB{0; oo)

jest miars niezmiennicza w grupie multyplikatywne]j liezb rzeczywistych nieujemnych.

. § 9. Pierscienie funkcyjne. Pierdcieniem liniowym nazywamy zbiér E
elementéw, w ktérym okreSlone sg trzy dzialania: dodawanie #-+veE
dwu elementéw u,v < E, mnozenie au < E elementu u<E przez liczbe
aeR (por. §1) oraz mnozenie uev e E dwu elementéw «,v<E (tzn.
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fu.nkcja przyporz.agdkowujaca kazdej parze u, v elementéw zbioru E pe-
vilen eltef;uent zbioru E, oznaczany symbolem wev i nazywany dloczynem
elementéw w,v), spemiaj arunki - j
Cements » V), Sp jace w: (wy)-(W;) z §1 oraz nastepujace
(Wa) (% 0 %s) o Uy = 14y o (U0 uy) (lacznodd mnozenia),
(Wo)  Bo(ty+Up) = %oty + 14 0y } (rozdzielno$é mmozenia wzgledem
(Wao) (g tts) o = w0 ts 50 dodawania)
(Wa) () o2y = uy o (au,) = a(u * ) (tacznodé mnozenia przez ]iczbé
) : Z mnozeni lenté
gdzie u, Uy, Uy, Uy e E i a e R. em clemientéw),
Podstawiajae w (wy) 6= —1 otrzymujemy w szezegélnogei

(1) vt =t (=) = vy

Stad oraz z (w,) i (W) wynika, ze i
' ud or: ) y 26 WZOrY (W) i (W ozostaj -
dziwe, ]ez‘eh zastgpié sume przez réznice elemezltéva. w P P
Jezeli dla dowolnych u,, u, ¢ E
.(le) Uy o Uy = Ug* Uy ,
to pierfcien liniowy E DAZYyWamy preemienny.
i Ze wzgledu na dz1alan1:a, %+, aw piericied liniowy jest przestrzenia
: 110w Ze wzgliedu na dzialania %--v, uev pierdcien liniowy jest pier-
cxen;?n 'al.gebra,lcznym (por. rozdziat I, § 7, éwiczenie 11)
erdcieniem typu B (albo pierdeieniem Banach '
B (albo - a lub algebrq Ba-
MG&?‘) T) na,zywa,my' bierscien liniowy E, w kt6rym okreglona, jegst nqormz
fpemmiajacs warunki (n,)-(n,), § 1, oraz warunek ’
(11;%) floy o )] < foaa] « ]
przy ktérej pierscien E, rozpatr j ini j
St B ) Tozpatrywany jako przestrzer liniowa, jest prze-
Z warankéw (ny), (w), (W) ika, 2
L Zw ‘ » (W) Wynika, 7e mnozenie uev elements
ple;écu.sma, lBa,na,cha, Jes:t operacjg dwuliniows, odwzorowujaey E ><l§ lg‘)EV'V
Jest wiee ciggly funkejy dwu zmiennych » 0, tzn. ’
9.1. Jeteli up—>u 1 Vn—>Dy 10 Uy o Vp—>1 00,

Podamy obecnie kilka 5 s '
Banacha, przykladéw pierscieni liniowych i pierdeieni

.

- Si)zefg'gﬁiz%em(a) C(LX)( ng szezegélnosei przestrzenie G ¢ ¢p), M(X)
i m) i L™(X, u) sa przemiennymi pierdcieniami B,
Przy zwyklej definicji mmnozenia, funkeji: v plerfoleniami Banacha

feg=1g.

1) Teorig pierécieni typu B zbudo ;

0 wal Gelfand [1]. éniej

pr:swPe podst.a.wo\fv.e _tmerflzenia. 0 izomorfizmie z Gialélgli IXZ;;zawymmeJi léa-zur ['3] P‘Od&}
: ujacego sie blizej tecria pierdcient typu B, odsylamy do podst ; ZY_‘telmkﬂ» o
anda [1] lub do monografii Hille [1]. posstamowel pracy. Gel-

§ 9. Pier§cienie funkeyjne 77

B) Z twierdzeri 8.1 1 8.2 wynika, ze przestrzen L(&R) jest pierfcieniem,
jeszeli iloczyn funkeji f, g definiowaé jako splot

feg="rxg.

C) Przestrzeni L(0; co) funkeji catkowalnych (wzgledem miary Le-
besgue’s ;) na pélprostej dodatniej jest réwnowazna podprzestrzeni
przestrzeni L(R), ztozonej z funkeji réwnych zeru na pélprostej ujemnej.
Réwnowaznosé ustala przeksztalcenie, przyporzadkowujace kazdej funkeji
feL(0; o0) jej trywialne rozszerzenie na caly prosta R, zdefiniowane
wzorem: f(z) =0 dla @ < 0. Mozemy wiee po prostu uwazaé, ze L(0; o)
jest podzbiorem liniowym przestrzeni L(R), identyfikujac kazda funkcje
§eL(0; oo) z jej trywialnym rozszerzeniem na caly prosta.

Przestrzefi L(0; co) jest pierdcieniem Banacha (dokladniej: pod-
pierdcieniem pierscienia L(R)), jesli jako iloczyn feg dwu funkeji f, g €
e L(0; oo) przyjmiemy ich splot. Wynika to z faktu, ze jesli j(z)=0=
= g(#) dla v <0, to funkcja

@ frg(a)= [ fla—t)g(t)ds

jest takze réwna zeru dla x < 0. Poniewaz f(z—1t)=10 dla t > =z, defi-
nicja splotu f+g dwu funkeji f, g € L(0; co) moze wiec byé podana za po-
mocg réwnosel

x x
@ fg@=[fe-ngna=[iHge—na da 2>0.
0 [}

D) W teorii operatoréw podstawows role odgrywa pewien pierseient
liniowy (bez normy), bedacy naturalnym rozszerzeniem pierécienia
L(0; oo).

Niech L* oznacza zbiér funkeji mierzalnych!) (wzgledem miary
Lebesgue’a 1), okre§lonych na pélprostej dodatniej; catkowalnych na
kazdym przedziale Oze, gdzie 0 < ¢ < co. L™ jest pierdcieniem liniowym
przy zwyklej definieji dodawania funkeji i mnozenia funkeji przez liczbe,
przyjmujae jako iloezyn fsg dwu funkeji f, g e L™ ich splot fxg, zdefi-
niowany wzorem (2) 2). Definicja (2), jak zauwazylimy poprzednio, jest
szezegblnym przypadkiem definicji (1), jezeli rozszerzymy funkcje f, g
na cala prosty R, przyjmujae f(x) = g(x)=0 dla z <0. Dowdd twier-

1) Fuﬁkaje réwnowazne utozsamiamy.
%) Badaniu elementarnych wiasnosci splotu (2), jak eiagloss, rézniczkowalnosé itp.,
pos$wiecona jest praca: Mikusinski i Ryll-Nardzewski [3]. .
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dzenia, ze splot fxg dwu funkeji f, g L* réwniez nalezy do L™ jest po-
dobny do dowodu twierdzenia 8.2. .

Podobnie zbiér G wszystkich funkeji ciggtyeh na pélprostej 0; oo
jest pierécieniem przy tej samej definicji dzialari, jak w pierdeieniu Lt
(ciagtosé splotu fxg dwu funkejif, g € C" wynika bezposrednio z wzoru (2)).
C* jest wiee podpierscieniem pierdcienia L+,

Podstawowym twierdzeniem teorii pierdeienia L* jest twierdzenie
Titchmarsha!) orzekajace, ze splot fg dwu funkeji f,geL* jest r6-
wny zeru prawie wszedzie, whedy i tylkol wtedy, gdy jedna z funkcji f, g
jest prawie wszedzie réwna zeru, tzn.

(3) fxg =0, wtedy i tylko wtedy, gdy f=01lub g=0.

W jezyku algebry wlasnodé te mozna by wystowié w nastepujacy
spos6b: pierscien algebraiczny L' nie posiada dzielnikéw zera?). W al-
gebrze dowodzi sig, ze kazdy przemienny pierdciedl nie posiadajacy dziel-
nikéw zera, mozna rozszerzyé do ciata algebraicznego ?), tzn. zbioru,
w ktérym wykonalne sy cztery dzialania: dodawanie, odejmowanie, mno-

zenie 1 dzielenie elementéw (z wyjgtkiem dzielenia przez element zerowy)..

Zatem pierscieri L™ mozna rozszerzyé do ciala algebraicznego M, zwa-
nego cialem operatoréw Mikusinskiego ). Elementami ciala M sg for-
malne utamki (ktére trzeba odrézniaé od zwyklego dzielenia funkeji f/g)

% =

w2 f

b
gdzie f, gL (g #0), przy zwyklej definicji réwnosei i dzialani:
5:—" %7 wtedy i tylko wtedy, gdy = fixg = f+gy,

Iobh_ bozise 1L 1, L

970 grg 9 0 g0 g%g
L
404
L f1*g,
[

1) Titchmarsh [1], str. 324 i [2]. Por. takz
. [1:)" Titchmarsh 1[ %,yu_xmdzews[]g [;c')r takze Crum [1], Dufresnoy [1], Mikusif-

*) Element u =+ 0 pierécienia algebraicanego jest deielnikiem zera, jeseli istnieje
el’emen’n v # 0 taki, ze uv = 0. Na przyklad w pierécieniu C kazda funkeja niezerowa,
réwna zeru w pewnym przedziale jest dzielnikiem zera.

.!) ’Czytelnik,. nie znajacy cyt?wa.nych'tu Dojeé i twierdzen algebraicznych, moze
pomnj)ach L:ﬁ]sszglsc;{qgm?s;eﬁ;‘])), ktérego tresé nie interweniuje w dalszym ciggu ksiazki.

§ 9. Piericienie funkeyjne 79

przy tym ulamek %’ (gdzie g+ 0) utozsamiamy z elementem feL™,

Sensownodé powyzszych definicji jest zapewniona przez twierdzenie (3).
Element e=§, gdzie g 0 jest dowolnym elementem L¥, jest

jednodeis tego ciala, tzn. exu = w dla dowolnego ueM.

Wiasnodei ciata operatoréw Mikusinskiego wiazg si¢ z zagadnieniem
(omawianym przez nas w rozdziale X, §9) takjego unogdlnienia pojecia
funkeji i pojecia pochodnej, by rézniczkowanie . bylo stale wykonalne.
Mianowicie niech : oznacza funkcje okreflong w przedziale 0; oo stale
réwna jednogci. Dla dowolnej funkeji f e L*

x

v (2) = fru(z) = [ f()at,
1]
tzn. ] jest calka nieoznaczong funkeji f, znikajaea w punkcie 0. Mno-
zenie przez ¢ w pierdcieniu M odpowiada wiec operacji catkowania. Ele-

ment d =Te ma nastepujaca wlasnosé

4 & (d+u =) = (txv=u),

wynikajaca bezposrednio z definicji dzielenia.

Jedli wiee u — f jest funkejg bezwzglednie ciagla, okreslong w prze-
dziale 0; oo, znikajaca w punkeie 0, to pochodna » = f* spelnia prawa
strone réwnowaznosci (4). Zatem w rozwazanym przypadku

dsf=74".

Mnozenie przez element d (stale wykonalne w i) jest wiee namiastka
operacji rézniczkowania.

E) Przestrzen liniowa ¥(R) wszystkich funkcji lewostronnie cig-
glych o wahaniu ograniczonym, okreflonych na prostej R, dazacych
do zera, gdy x—>—oo, jest réwniez piercieniem Banacha, jezeli jako
iloczyn dwu funkeji @,y eV, (R) przyjaé funkeje gep zdefiniowansy
Wwzorem .

(3) pey(@)= | gla—t)dp(t) dla 2R,

gdzie catka jest interpretowana w sensie Lebesgue’a-Stieltjesa.
Istotnie, caltka (5) istnieje i jest skoriczona dla kazdego x < X, gdyz

funkeja podeatkowa jest ograniczona, a eatkowanie odbywa si¢ wzgledem

funkeji o wahaniu ograniczonym (tzn. wzgledem dwu miar skodczonych).
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Lewostronna cigglosé funkeji gey wynika bezpofrednio z lewostronnej
ciaglodei funkeji ¢ oraz z twierdzenia 8.1 (c), rozdziat X1, gdyz z zalozed
&n >3, B <2 wynika, ze

,]tifr:;pup(%):?];lg fgu(w,,—.t)dw(t): fy]il:tr,loq)(wn——i)dqp(t)=

oo

= [ ge—tdp()=g+v(@).
Niech &> 0. Niech », i @, beda takimi liczbami, ze |p(z)| < ¢ dla
* <@y oraz |4y (—oo; mp)| < e
Dla 2 < @ +a, zachodzi nieréwnogé

® U plo—dpm| < [ lole—tldr )+ [ lpl@—t]dy*) <
<sup lp(@)]- e+ edy(R) - bl

Ostatnia cze$é oszacowania (6) wynika z uwagi, 7e dla z < a4, i dla
i >z, jest #—t <. Z (6) wynika bezpodrednio, ze lim ¢ey(z)= 0.
L-+—00

Dla dowolnego przedzialu P =a;5C&R i dla dowolnego ciggn
punktéw
=20 <B <y <..<Tpr=0b_

zachodzi nieréwnosé

2 o p(@)—pepla)| <

© r

< Dp@—0—p@—ldr i< [ 45R) dy*e) —

— j=1

= A3R)- A5(R) = g} - vl

(por. definicje normy w przestrzeni Vy(R) w § 3 E). Zatem A3 P) <
< l@]-ly| dla dowolnege przedziatu domknietego P CR, co dowodzi, ze
gepeVo(R) oraz fpey] = 45,(R) <lof-lv] .

Aby wykazaé, ze Vo(R) jest istotnie pierscieniem, wystarezy udo-
wodnié, Ze spelniony jest aksjomat (w,) lacznogei — spelnianie warunkéw
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{w,)-(wy) jest oczywiste. Stosujac twierdzenie 10.2, rozdzial XI, oraz
podstawienie 2 =t—y stwierdzamy, ze

oo oo

@0 (@2 v @s) (@) = f ¢1(w~t)dt_f Pt —y) dy ps(y) =
— [ [ o= deult—9)) dyaly) =
= J(J wlo—y—2)pss)) dypuly) =

= f Lo (@ —Y) dypa(y) =(Pro ) e s()

tz0. ¢y o (@20 Fs) = (1o @e) » @ dla dowolnych funkeji g1, ¢s, @5 € Vo(R)-
Pierdciei V4(R) jest przemienny, gdyz

gov@)= [pla—tdpt)= [ sWdwlo—y)= [ p@—y)dpy)=v-9()
przez podstawienie t= z—y oraz calkowanie przez czefei. Catkowanie
przez czedci jest na pewno mozliwe dla z € 4, gdzie A oznacza zbi6r tych
2 e R, dla ktérych funkeje y(r—y), ¢ly) jednej zmiennej y nie maja

wspblnych punktéw nieciaglosei, gdyz catke [ o(y)dyw(2—vy) mozna wtedy

interpretowaé jako niewladciwg catke Riemanna-Stieltjesa —por. roz-
dziat XI, twierdzenie 7.1 oraz rozdziat XTI, § 7, éwiczenie 1?). Poniewaz
zbiér X —A jest co najwyzej przeliczalny, zbiér A jest gesty na prostej R.
Wykorzystujac lewostronng cigglosé funkeji g oy i p » ¢ wnioskujemy stad,
Ze T6Wno§é g eyp(x) = yps@(x) zachodzi nie tylko dla x e A, lecz réwniez
dla dowolnego ze&R. 51

F) Uogélniajge definicje produktu dwu miar, przez produkt » X.v, i
przeliczalnie addytywnych skonezonych funkeji zbioru w, € W(B), i
okredlonych na ciele B borelowskich podzbioréw prostej &R, rozumieé
bedziemy skonczong, przeliczalnie addytywns funkeje zbioru

o L b ot ot map b e =
PRty = (] — V1 )Xa(¥2 —v2 ) =91 Xo¥2 — 71 Xo¥2 — %1 Xa¥a T KXoV

1)' 7 rozdziatu XI, § 7, éwiczenie 6, wynika, Ze calkowanie przez czefei jest wy-
konalne dla kazdego .

Funkcje rzeczywiste IT ]
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okreflona na ciele B, borelowskich podzbioréw plaszezyzny R2. Dla do-
wolnego zbioru A ¢®B oznaczmy symbolem A* zbibr punktéw plasz-
czyzny R> ’ :

A =[{&, &} & +8ed]eB,.

Splotem dwu funkeji v, v, e W(B) nayzywaé bedziemy przeliczalnie
addytywng funkeje zbioru, oznaczang symbolem w7, zdefiniowansg
wzorem

™M wEvy(A) = mXy(4*) dla AeB.

Oczywiscie » %7, e W(B).

Przestrzert Banacha W (B) jest przemiennym pierscieniem Banacha,
jezeli przez iloczyn funkeji vy, v, ¢ W(B) bedziemy rozumieli ich splot;
vyxvy. Plerdcied ten jest réwnowazny!) pierdcieniowi ¥Vo(R) dystrybuant
funkeji nalezaeych do W (%). Mianowicie odwzorowanie T, przyporzad-

kowujace kazdej funkeji » e W(B) jej dystrybuante @ e Vo(R), spelnia
warunek '

(8) ' Tlxv)=T(n)e I(n),

zachowuje wiee norme (por. str. 26) i wszystkie dzialania. Réwnogé (8)
wynika z nastépujacego twierdzenia
9.2. Jeteli g1, 9, € Vo(R) sq dystrybuantams funkeji vy, v, e« W(B), to
P1o e Jost dysirybuantq funkeji vi% vy, t2n. @y go(@) = 1 X y(By) dla e R
gizie By =[{, £): &+ < 0] = (o0 0)* ¢ B,. ’
Istotnie,

0o oo

1 X ¥y By) = f(f Z'Bm(éu Eﬂ)d‘hzfl

-0 00

N
oo

= [ puo— &) dpa(&) = gropu(w),

gdyz przy ustalonym &, i o

dla §<az—4¢,,

1
xB,(a,fz):{O N

zatem
S 1560 83080 = plo— &) ~p(—00) = p(0-8,).

1) Ana{ogicvfnie' ]:a.k W przypadku przestrzeni Banacha,
84 réwnowasne, jesli istnieje jednoznaczne odwzorowanie
zachowujgce wszystkie dzialania i norme.

\ dwa piericienie Banacha
jednego z nich na pozostaly,
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Jak zauwazyliémy w § 3 D, przestrzeir Banacha L(KR) jest réwno-
wazna podprzestrzeni W(B)C W(B), zlozonej z funkeji bezwzglednie
ciaglych wrzgledem miary Lebesgue'a I. Réwnowazno§é ustala miano-
wicie odwzorowanie T, przyporzadkowujace kazdej funkeji feL{R)
funkeje » = T(f) e Wo(B) zdefiniowang wzorem

v(4)= [j@)dz da AeB.

Odwzorowanie T zachowuje réwniez splot, tzn.
(9 T(fxg)=T(H*T(g)-.

Podpierdcien W o(B) C W (B) jest wiec réwnowazny pierscieniowi L(R).
Definicje (7) splotu skoriczonych przeliczalnie addytywnych funkeji zbioru
mozna wiee uwazaé za nogdlnienie definicji splotu funkeji eatkowalnych.
R6wnosé (9) wynika natychmiast z twierdzenia 9.2 i z nastepujacego
twierdzenia

9.3. Jezeli

gy = [ 1@, v@= [g@a da 2R,

—co

gdzie |, g e L(R), 10 @,y eV(R) oraz

poyple) = [ frg()as.

Istotnie,
gop@) = [ pla—t)dp(t) = [ pla—g(t)dt=

o z—i © =z
= [ [ r@ajawa= [( ] ie-naona=

—0 — —o0 —o0

x oo . x
= J([ te-vgma)ae= [ g0z,
stosujac podstawienie &—¢ zamiast & oraz twierdzenie Fubiniego.
Zauwazmy jeszcze, ze
9.4. Jezeli v, v, = 0, to vy#v, = 0, tzn. splot miar jest miarg.
CGWICZENIA. 1. Przestrzen I(C) wszystkich ciagéw dwustronnyeh u = {a,}
takich, ze

0

Jul= 3 laj<oo,

n=—00

6*
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jest przemiennym pierdcieniem Banacha, jesli jako mnozenie prayjaé splot, zdefinio-
wany w § 8, éwiczeniu 12,

Uwaga. Ogblniej, jeshi u jest miarg prawostronnie niezmiennicza w grupie @,
to przestrzen L(@, u) jest pierécieniem Banacha, gdy jako iloczyn przyjaé splot. Pier-
feleri ten jest przemienny, gdy grupa @ jest abelowa.

2. Przestrzen 1 szeregéw bezwzglednie zbieznych?) jest pierécieniem Banacha,
jezeli jako mmnozenie przyjaé zwykle mnozenie Cauchy’ego szeregéw nieskoniczonych:

pt=1a)+ 8} 8y v, =af,+af,_,+..+ap da

n=20,1, ..

Piericien I jest réwnowainy podpierdcieniowi pierécienia I(C), zlosonemu z obu-
stronnyeh clagéw {a,} takich, ze a,=0dla n=—1, -2, ...

Uwaga. Mnozenie Cauchy’ego szeregéw moze wige byé interpretowane jako
szezegélny przypadek splotu.

3. Przestrzen s wszystkich ciagbw nieskoficzonych o wyrazach rzeczywistych,
skofiezonyeh w = {ay, a;, a,, ...} jest pierdeieniem linjowym przy takiej samej definicji
mnozenia, jak w éwiczeniu 2.

Pierfcieni s (a wiec takze jego podpierfcieh 1) nie posiada dzielnikéw zera, tzn.
2z réwnodei uxv = 0 (u, v ¢s) wynika, e albo u = 0, albo v — 0.

(Wsk.: Udowodnié przez indukeje, ze jedli Wl = {a}* B} iy =y, =
to istnieja liezby calkowite nieujemne 4, ; takie, ze Uy =@ay =
=.=f_,=0,i+i=n+1)

Uwaga. Jak wykazemy pésniej (por. rozdziat XTIV, § 8, éwiczenie 3), pierscien I(C)
posiada dzielniki zera. Podobnie pierfcien L(R) (por. rozdaiat XV, §5, éwiczenie 1)
posiada dzielniki zera.

e =Y, = 0,
=, =0, o =8 =

4. Element e piercienia liniowego E nazywa sie jednoéciq, jeieli ew — we = u
dla kazdego u ¢ E.

‘Wykazaé, ze pierScienie I(C), I, s posiadaja jednods, natomiast pierdcienie L(R),
L(0; o0), L™ nie posiadaja jednofei.

Jednofcia pierScienia W(DB) jest miara p, zdefiniowana 'Wzorem

1, gdy 0eB,
= d1 .
1o(B) {0, edy 0€B, a BeB
Jednoscig piercienia V,(R) jest funkeja
0 dla x<o0,
%(x)_{l dla 2> 0.

LSl 0
5. Niech w, e R dla n=1,2,.. i Jg]< oo, X[b< oo. Funkeje skokéw
n=1 n=1
(por. rozdziat IX, § 5, éwiczenie 9)

o)=Y a,,

<z

vi@) =Y,
<z
naleza do V,(R) oraz
gep(x) = 2 ab,.
Wy iy, <z
1) Wyrazy szeregbw wygodniej tu jest numerowaé liezbami catkowitymi nien-
jemnymi 0, 1, 2, ...

icm
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6. Jezeli jedna z dwu przeliczalnie addytywnych funkeji zbioru w», v,eW(SZ?)
jest bezwzglednie ciagla (wzgledem miary 4]B), to splot v *v, jest takie bezwzglednie
ciagly.

7. Jeieli @,y e Vy(R) 1 @(x) =p(x) =0 dla <0, to

(*) peyp(x) =f|p(x—t)d1p(t) dla x>0
0

oraz gay(x) = 0 dla << 0. Zatem funkcje @ € Vo(R), znikajace dla << 0, tworzg pod-
pierscien pierscienia Vo(R).

8. Zbiér V;r lewostronnie ciaglych funkeji ¢ o wahaniu skofhczonym, okrelonych
na polprostej 0; co i przyjmujacych wartosé zero w punkeie 0, jest pierécieniem linio-
wym (nieunormowanym), jezeli jako definicje iloczynu przyjaé wzér (x). Pierfcien
rozwasany w &wiczeniu 7 oraz piericieh LT moga byé interpretowane jako podpier-
fcienie pierdcienia V.

Jednosecia piericienia V“'" jest funkeja

@o(0) =0,

oo 9. Niech F(z) i G(2) beda transformatami Laplace’a funkeji f, g « L™; zakiadamy,
%o transformaty te sa okreélone w pewnej wapélnej polplaszezyinie (por. rozdzial XI,
§ 12, éwiczenie). Wykazaé, ze transformata Laplace’a funkeji f+g jest iloczyn F (2) G(2)
(tzn. ze transformacja Laplace’a przeprowadza zawsze splot funkeji na zwykly iloczyn).
Udowodnié analogiczne twierdzenie dla transformat Laplace’a-Stieltjesa. )

10. Niech f, g e C*t. Jezeli funkeja f (funkeja g) ma ciagla pochodng, to splot
f*g ma takie ciagla pochodng oraz (fxg) = f'xg ((fxg)’ = f#¢'). Jezeli jedna z funkeji
f> g jest nieskonhczenie wiele razy rézniczkowalna, to splot f*g jest takze nieskonczenie
wiele razy rézniczkowalny.

polm) =1 dla z>0.

Uwaga. Splot j*g funkeji f, g « CT moze byé funkejg nierézniczkowalna w kag-
dym punkeie ).

§ 10. Szeregi nieskoniczone. Uogbinimy definicje szeregéw nieskon-
czonych liezb rzeczywistych. Szeregiem nieskosiczonym

1) Uy Uyt o
elementéw przestrzeni Banacha E nazywamy cigg sum czesciowych
(2) Tn =+ttt .

Jezeli ciag sum czesciowych jest zbiezny w E do pewnego elementu
v ¢ E, to méwimy, ze szereg (1) jest zbiezny w E oraz ze v jest sumg sze-
regu (1) w przestrzeni E, i piszemy

(3) vV=1u+U+... WE.

Y Jarnik [1].

Ve i,
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00

(=]
Zamiast (1) piszemy takie Y un, & zamiast (8): v= 2 u,w E.
n=1 n=1

10.1 (Warunek Cauchy’ego). Na to, by szereg (1) elementdw przestrzens
Banacha byt zbieiny, potrzeba i wystarcea, by dla dowolnej liczdy &> 0
istniala toka liczba maturalne me, Ze dla dowolnych n >m =n, jest

(4) “ﬂm-ﬂ T+ Umtat oo+ u”“ <e.

Istotnie, warunek (4) orzeka, ze ciag {v,} sum czefciowych (2) spelnia
warunek Cauchy’ego (por. rozdziat IT, § 6).

Podobnie jak w przypadku szeregdw liczbowych, warunek Cauchy’ego
dla szeregu (1) moze byé sformutowany w nastepujacej postaci: dla
dowolnej liczby &> 0 istnieje naturalna liczba n, taka, ze

(5) ) Mhngrat oottt <& dla m>mg.

7 twierdzenia 10.1 wynika bezposrednio, ze

10.2. Jeseli szereq (1) jest zbieiny w E, to u,—>0 w E.

Méwimy, ze szereg (1) jest bezwarunkowo zbieiny w E, jezeli jest on
zbiezny w E przy dowolnym uporzagdkowaniu jego wyrazlw, tzi. jezeli
dla dowolnej funkeji jednojednoznacznej z, odwzorowujacej zbidr liczb
naturalnych &Y na siebie, szereg :

0

(6) D thaty

=1
jest zbiezny.
10.3. Na fo, by seereg (1) elementéw preesirzeni Bamacha byt bezwa-
runkowo zbiesny, polrzeba i wystarcza, by dla dowolnego ciagu - rosnacego
{my} liczb naturalnych szereg

) D tm,
n=1
byt zbietny ). ' -
Zaléamy, ze szereg (7) nie jest zbiezny, tzn. nie spelnia warunku (5)

Cauchy’ego. Istnieje wiec liezba &> 0 i ciag rosngcy {r,} liezb natural-
nych taki, ze

(8) 1mmﬂ+%%ﬂ+m+wmj>e da n=1,2,..
Niech {j,} oznacza ciag liezb naturalnych utworzony ze wszystkich

liczb naturalnyeh, ktére nie wystepuja w ciagu {m,} (kazda liczba nie
wystepujaca w {m,} wystepuje w {j,} dokiadnie jeden raz). Szereg

untl+um,+ ---+um,1+‘ui1+umrl+l+’um‘_l+=+ e +’L&mr,-|—-u,-’—|— ..

1) Oirliez [5].

iom
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powstaly przez kolejne wypisywanie na przemian skoriczonych sum po-
staci (8) i wyrazéw ciagu {uy,}, rézni sie od szeregu (1) jedynie uporzad-
kowaniem wyraz6w, nie jest jednak zbiezny, gdyz na mocy (8) nie gpelnia
warunku Cauchy’ego.

Zotbzmy teraz, ze — na odwr6t — szereg (6) nie jest zbiezny, tzn. nie
spemia warunku (4) Cauchy’ego. Istnieje wige liczba &> 0 oraz dwa
ciagi {r,} 1 {sn} liczb naturalnych takie, ze

9) uuf(’n) + Ustry+1) + o +u’(’n)” EL dla n=1,2, .,

Ty < Sp <Tnir <Sni1 4l n=1,2,..,
(10) . ) ,
7(j) < =7(§) dla 7 <J <8 1 T <J <Snta-

Szerég otrzymany przez dodanie wszystkich wyrazéw g m, gdzie
1o < m < 8y dla pewnej liczby n=1, 2, ... w kolejnofei ich numeréw,
jest szeregiem typu (7). 7 (9) i (10) wynika, ze szereg ten nie spel-
nia warnnku Cauchy’ego (nie jest wiec zbiezny), gdyz sumy po le-
wej stronie (9) sa réwnies sumami kolejnych wyrazéw w tym szeregu.
7104, Suma szeregu bezwarunkowo zbietnego nie zalety od uporzadko-
wania jego wyrazéw?). )

Zal6zmy, Zze szereg (1) oraz szereg

11) [

réznig sie jedynie porzadkiem wyrazéw. Aby udowodnié réwnogé ich
sum, wystarczy zdefiniowaé trzeci szereg

{12) uy - us’ 4oy

réznigey sig od tamtych jedynie porzadkiem wyrazow, i ciag rosnacy {ma}
liczb naturalnych taki, ze me,_;-te sumy czesciowe szeregébw (1) i (12)
59 réwne i ms,-te sumy czesciowe szeregéw (11) i (12) sa réwne. Istotnie,
wtedy szeregi (1) i (12) maja te sama sume, bo ich ciggi sum czescio-
wych majas wspdlny podeiag. Na tej samej zasadzie szeregi (11) i (12)
maja te samea same, a wiee fakie szeregi (1) i (11) maja te sama sume.
Szereg (12) i ciag {m,} defininjemy indukcyjnie w nastepujacy sposob:
Nijech ) = %, i m; = 1. Nieeh m, > 1 bedzie taky liczba naturalng,
76 W CIQgU Ui, ... Um, WyStEpUje wyraz wi’. Niech ', ..., w, beds wy-
razami ciagu 4, .., Ym, Z pominieciem jednego réwnego u;’.
Przypusémy, ze okresliliémy juz liczbe msn—s i wyrazy

{13) ULy weey Uty _y »

1) Orliez {3].
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Niech Mg, bedzie liczbg naturalng >me,_. taks, ze cigg
(14) Ugy eery Uy,
zawiera wszystkie wyrazy wystepujace w (13). Niech

1 ’r
Uppy oty weey Uy
o 2

bedzie ciggiem ntworzonym z wyrazéw (14) nie wypisanych w ciagu (13),
Nagtepnie niech ., bedzie taka liczba naturalng > g1, ze ciag

(15) Uy weey Uy,
zawiera wszystkie wyrazy ciggu

(16)

Niech

1 ’n
Uy y eny Uy, -

Uty g 413 wvey Uy,
bedzie - ciagiem utworzonym z wyrazéw .ciggu (15) nie wypisanych

w ciggu (16).
Méwimy, ze szereg (4) jest bezwzglednie z2bieiny w przestrzeni Ba-
nacha E, jezeli
hed
2 liall < oo
=1
10.5. W prezestrzeni Banacha kaédy szereq bezwzglednic zbieiny jest
zbieiny.
Dokladnie]j:
Kazdy szereg bezwzglednie zbiesny jest bezwarunkowo zbieiny,

amn

Istotnie, z (17) i z nieréwnofei
oam 414 B0+ <o+ 2] < Wttmra] Fotmea + - A Jeta]

wynika, ze szereg (1) spelnia warunek 10.1 Cauchy’ego, jest wige zbiezny.
W podobny sposéb, wykorzystujae bezwarunkows zbieznogé szeregu liez-
bowego (17), dowodzi sie zbieznodci szeregu (6).

W przeciwiestwie do przypadku szeregéw liczbowych, twierdzenie
odwrotne do drugiej czedei twierdzenia 10.5 nie jest prawdziwe: istniejg
szeregi zbiezne bezwarunkowo, lecz nie bezwzglednie. Na przyklad w prze-

[=-]
strzeni I* wszystkich ciagdw u = {a,} 0 zbieinym szeregu > o < oo
szereg (1), gdzie "

u={1/1,0,0,0,0,..},
u, = {0,1/2,0,0,0, ...},
us = {0,0,1/3,0,0,..},

E

icm
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nie jest zbiesny bezwzglednie (bo |un] = 1/n), ale jest zbiezny bezwarun-
kowo, bo kazdy szereg (7) spelia warunek Cauchy’ego, jest wige zbiezny.

Mozna udowodnié?l), ze w kazdej nieskorficzenie wymiarowej prze-
strzeni Banacha istniejg szeregi bezwarunkowo zbiezne, kfidre nie sg
bezwzglednie zbiezne.

Szeregi zbiezne, lecz nie bezwarunkowo zbiezne, istnieja, jak wia-
domo, juz w przypadku E = K.

10.6. Niech F bedzie funkcjonalem l'i"gfiowym ne przestrzeni E. Jeieli

szereq (1) jest zbieiny, to
F (3 un) = Y Plua).
n=1 n=1

Jeseli szereg (1) jest zbieiny bezwarunkowo (w szczegdlnodei jesli jest
zbiesmy bezwzglednie), to szereg liczbowy po prawej stronie réwmnosei (18)
jest zbiezny bezwzglednie 2).

Istotnie (por. (2)),

(18)

(D)= (limy,) = limP(v,) =

fn=1

= Hm (B (1) +F () + . +P () = 3 F(t)
00 n=1
Jezeli szereg (4) jest bezwarunkowo zbiezny, to zastepujac w (18)
szereg (1) przez dowolny szereg postaci (6) stwierdzamy, ze szereg licz-
bowy po prawej stronie (18) jest zbiezny przy dowolnym uporzadkowaniu
skladnikéw, tzn. jest bezwzglednie zbiezny.
CWICZENIA. 1. Na to, by szereg

0o

) A

n=1
funkeji rzeczywistych, ograniczonych, okreflonych na pewnym zbiorze X, byl zbieiny
jednostajnie przy dowolnym uporzadkowanin jego wyrazéw (tzn. by byl zbiesny bez-
warunkowo w przestrzeni M (X)), potrzeba i wystarcza, by szereg

QEZUJ

byl zbieiny jednostajnie (tzn. zhbieiny w M(X))3).

(Wsk.: Dostatecznodé wynika z twierdzen 10.1 i 10.3. Dla dowodu koniecznogei
wystarczy rozpairzyé preypadek, gdy szereg (++) jest zbieiny, lecz niejednostajnie.
Istnieje wige ¢> 0, ciag punktéw x, ¢ X i ciggi liczb naturalnych r, <s, <1, takie,

(+*)

1) Dvoretzky i Rogers [1].

?) Przy pewnych dodatkowych zalozeniach o przestrzeni E prawdziwe jest od-
wi6cenie drugiej czeéei twierdzenia. Por. Orlicz [3].

3) Sierpinski [1]1 [2].



Yakuza


90 XII. Przestrzenie funkeyjne

. .
™ ﬁ‘ [flx,)| = & Oznaczajac przez N, odpowiednio wybrany jeden ze zhioréw liczb
m=ry

naturalnych [m: r,<m<g sn)'(fm(mn)> 0)] Tub [m: (r,<<m<8,) (fu(®,) < 0)] mamy

12]‘ (@) = 2. Szereg Z fmy &dzie {m,} jest eciaglem rosmacym utworzonym

z8 Wszystkmh liczb zbioru N1+Nz ., nie spelnia warunku Cauchy’ego w M(X), za-
tem na mocy 10.3 szereg () nie Jest bezwarunkowo zbieiny.)

2. Szereg
(1—2)(—2)

Dg

n

I
o

jest zbiezny w przestrzeni C, lecz nie jest zbiezny bezwarunkowo w C.

(Wsk.: Szereg otrzymany przez wypisanie dwu wyrazéw dodatnich, potem jednego
ujemnego, znéw dwu dodatnich, jednego ujemmnego itd. w kolejnosci wystepowania
tyeh wyrazéw, nie jest jednostajnie zbieiny.)

3. Niech
e =1{1,0,0,0,..},

e=1{0,1,0,0, ..},
Nastepujace warunki sg réwnowaine:
() {czu}el:" (1< p< o),
o0

(B) szereg X a,¢, jest zbiezny w I7,
"o

(Y) szereg > a,e, jest zbiezny bezwarunkowo w 48
n=1

oo
W przypadku () suma szeregu 3 a6, jest element {a}el”.
fn=1
(=]

4. Szereg u, jest bezwarunkowo zbieiny w przestrzeni Banacha E, wtedy
n=1 i
i tylko wtedy, gdy dla dowolnego ciagu {n,} o wyrazach réwnych 1 lub —1 szereg
Lo
X n,u, jest zhieiny w E.
n=1

-3

3, Szereg u, jest bezwarunkowo zbiezny w przestrzeni Banacha E, wtedy
n=1
i tylko wtedy, gdy dla kazdej liezby &> 0 istnieje taka liczba naturalna m, ze
ot + g et | < 2
dla dowolnego ciagu skofiezonego liczb naturalnych {n;} o wlasnoéci

M My < My e My

o0
6. Jezeli szereg 3 u, jest bezwarunkowo zbiesny w przestrzeni Banacha E,

=1
to istnieje liezba a<”oo taka, ze
n
'
l ,}.J ’71“1“1 <a
j=1
dla kazdego ciagu {n,;} o wyrazach réwnych 1 lub —11 dla dowolnej liczby naturalnej n.

icm
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§ 11. Przestrzenie liniowe zespolone. Preesirzeniq lindowq zespolong E
nazywamy zbiér elementéw, w ktérym okreflone sg dwa dzialania: do-
dawanie u+v elementéw wu, vell oraz mnoZenie au elementu u e
przez dowolna liczbe a e R z zachowaniem warunkéw (w,)-(w,). R ozna-
cza zawsze zbilr liczb zespolonych.

W odréznieniu od wyzej zdefiniowanych przestrzeni liniowych ze-
gpolonych, przestrzenie liniowe zdefiniowane w § 1 nazywaé bedziemy
takze preestrzeniami liniowymi rzeceywistymi. Réznica miedzy przestrze-
niami liniowymi rzeczywistymi a zespolonymi polega wige jedynie na
tym, ze w przypadku przestrzeni rzeczywistych zakladamy jedynie, Ze
symbol au ma sens dla & ¢ R, a w przypadku przestrzeni zespolonych —
réwnies dla liczb a € &R. Przestrzenie liniowe zespolone s3 wiec szcze-
goélnym przypadkiem rzeczywistych. Z tej przyczyny rézne pojecia wpro-
wadzone dla przestrzeni rzeczywistych przenoszg sie automatyecznie na
przypadek przestrzeni zespolonych. W niektérych przypadkach potrzebne
sg pewne drobne modyfikacje.

Tak na przykla,d preesirzeniq zespolong wnormowany nazywaé be-
dmemy przestrzen Tiniows, zespolony E w ktérej zostala okreflona norma
(bedgea zawsze funkeja rzeczywista), spelmaqq,ea, warunki (n,)-(n,), gdzie
a jest dowolng liczbg zespolong. Jezeli E jest przestrzeniz metryczng
zupelng przy tej normie, to méwimy, ze E jest zespolong przesirzeniq
Banacha.

W przypadku przestrzeni rzeczywistych operacjg liniows nazwali§my
odwzorowanie addytywne i ciggle. Ciaglosé i addytywnosé implikowala
od razu jednorodnosé operacji linjowej T, tzn. wlasnosé

(1) T (au) = aT ()

dla a ¢ R. W przypadku przestrzeni zespolonych ciggle i addytywne od-
wzorowanie 7' nie musi spelnia¢ warunku (1) dla « ¢ . Definicje ope-
racji liniowej nalezy wiec zmodyﬁkowac wnastepu]aacy spos6b: Operacja T
odwzorowujaca prze-stmreﬁ unermowang zespolong E w przestrzeri unormo-
wang zespolona E, jest zespolona liniowa, jezeli jest addytywna, ciagla
i jednorodna w dziedzinie zespolonej, tzn. spelnia warunek (1) dla do-
wolnej liczby zespolonej a. Jezeli E; = ﬁ, to zamiast ,operacja liniowa
zespolona® méwimy ,fonkcjonat liniowy zespolony“. Definicja normy
operacji (funkejonalu) liniowej zespolonej pozostaje bez zmiany.

Podobnie w definicji kombinacji liniowe] i lin(4) (por. § 1), zalozenie,
ze wspblezynniki sa liczbami rzeczywistymi, trzeba zastapié przez za-
lozenie, Ze sg one liczbami zespolonymi.
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W definicji pelnodei zbioru A funkeji zespolonych wzgledem zbioru £
funkeji zespolonych (por. § 6, str. 59) nalezy catke Xf fodu zastapié catkg,

[ fadpu. Przypominamy, ze @ oznacza liczbe sprzezong do liczby a e .
X

Po tych modyfikacjach wszystkie twierdzenia z poprzednich para-
graféw pozostaja prawdziwe.

Przykladami przestrzeni zespolonych Banacha sg przestrzenie po-
dane w §2 i §3, gdzie termin ,funkcja rzeczywista® nalezy systema-
tycznie zastapié przez ,funkeja zespolona“. Przestrzenie te oznaczaé be-
dziemy tymi samymi symbolami jak w § 2 i w§ 3, dodajac n gory zna-
czek ,~% dla zaznaczenia, ze chodzi o przypadek zespolony. Tak np.
Ta(X, u) oznaczaé bedzie zbiér funkeji mierzalnych zespolonyeh (tzn. ta-
kich, ktérych czesé rzeczywista i urojona sg funkejami rzeczywistymi
mierzalnymi) o kwadracie catkowalnym, tzn. speliajacych warunek

Il =/ [ 1irau < oo.

C oznaczaé bedzie zbidér wszystkich funkeji zespolonych, cigghych,
okredlonych na odcinku 0; 1 itp.

Nieréwnosci Holdera, Minkowskiego i wszelkie inne twierdzenia
o tych przestrzeniach pozostaja nadal prawdziwe w przypadku zespolo-
nym. Dokladne sprawdzenie pozostawiamy czytelnikowi.

CWICZENIA. 1. Zbiér funkeji holomorficznych, ograniezonych, okreslonych w pe-
wnym obszarze G c 52, jest zespolona przestrzenis Banacha przy normie
Il = supif(a)i .
2€G

B

2. Jezeli T jest operacja addytywna, ciagla, odwzorowujaca zespolona przestrzeh
unormowang E w zespolong przestrzefi unormowana E, oraz

T(iw) =iT(w) da weE,
to T jest zespolong operacja liniows.

§ 12. UogélInienia. Pojeeie przestrzeni unormowanej, w szczegélnosei po-
jecie przestrzeni Banacha, nie obejmuje wszystkich interesujacych liniowych
przestrzeni funkeyjnych, wystepujacych w réznych badaniach matema-
tyeznych. Przykiadem liniowej przestrzeni funkeyjnej, w ktérej nie mozna
w naturalny sposéb okreflié normy, jest przestrzer S wszystkich funkeji
mierzalnych (wzgledem miary Lebesgue’a 1), prawie wszedzie skonczo-
nych, okre§lonych na odeinku 0; 1 (por. éwiczenie 2).

Konieczne jest wieec pewne uogélnienie pojecia przestrzeni unormo-
wanej. Przestrzel unormowang rozwazaliémy réwnoczednie jako prze-
strzen liniowa i przestrzen topologiczng z metryka wyznaczong przez

icm
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norme. Badania whasnosei o charakterze topologicznym (zbieznosé cia_gu
operacji, funkcjonaléw itp.) odgrywaly istotna rolg w naszych rozwaza-
niach. Podstawa rozwazan topologicznych bylo twierdzenie 1.1 orzeka-
jace, ze dziatania algebraiczne sa zharmonizowane z topologia{ przest_rzeni,
tzn. ze dodawanie i mnozenie przez liczbe sa funkejami cigglymi obu
zmiennych. o

Narzuca sie wiec nastgpujace uogélnienie: przestrzeniq lniowa top?-
logiceng bedziemy nazywaé przestrzeri liniows, ktira jest.réwnoczeéme
przestrzenia topologiczng (np. przestrzenis spelniajgea ak'splpaty Kura-
towskiego lub przestrzenia L* Frécheta), przy tym dzialania “ +fn. oraz au
89 funkejami ciaglymi obu zmiennych. W dalszym ciagu specjalnie bgdzw
nas interesowaé jedynie przypadek, gdy przestrzen jest przestrzenig L*
Frécheta, tzn. bedziemy badaé przestrzenie liniowe E, w ktérych zo-
stato zdefiniowane pojecie zbieznosei

% =limu, wE
n—00

waniem warunkéw (lp)-(l;), rozdziat II, § 2, oraz nastepujacych
Wartnkow ciagloger = i i e o

(e;) jezeli up—>u i vo—v, 10 Up+Tu—>u+7,

(e;)  jezeli up—u 1 Gp—>a, t0 GuUn—>0U .

‘Wprowadzonsa zbiezno§é moze byé metryzowalna: méwimy wtedy,
ze przestrzen E jest liniowa metryzowalna (lub: metryczna, jezeli usta-
limy jedna z wielu mozliwych réwnowaznych metryk). W szezegélnosei
zbieznogé moze by¢ czasem metryzowalna przez wprowadzenie normy | |,
speliajacej warunki (n;)-(ny), § 1. Otrzymujemy wtedy, jako szezegélny
przypadek, znane nam pojecle przestrzeni unormowanej. Wprowadzona
zbieznogé moze jednak byé niemetryzowalna.

Dokladne oméwienie pojeeia przestrzeni liniowej topologicznej wy-
kracza poza ramy tej ksiazki. Poprzestaniemy jedynie na rozwazenin
kilkn przykiadéw. :

A) Przestrzeri S{X,u) funkeji mierzalnych, prawie wszedzie
skoriczonych, okre§lonych na pewnej przestrzeni X z miarg skofczona u
(w przypadku X = 0; 1, u = I, przestrzei te oznaczamy wprost litera S).
Funkeje réwnowazne identyfikujemy z soba. Jako zbieznosé w prze-
strzeni S(X, p) przyjmujemy zawsze zbieinoéé wedlug miary u.

Przestrzen S(X, u) jest metryzowalna, na przyklad przy pomocy
metryki

6 o(f,9) = [ min(L, |f()—g (=) du(x).
X
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Istotnie, jeieli f,—>f wedlug miary, to min(1,|f,—7)>0 wedlug
miary. W rezultacie (por. rozdziat VII, twierdzenie 8.7)

Lim o(fy, 1) =h'mfmin(1, ]fn-—fl) = f‘0= 0,
n->00 n—>00 ¥ A

poniewaz funkcje podcatkowe sg ograniczone przez funkeje calkowalng
g(@)=1 dla eX. Na odwrét, jezeli o(fn, /)01 0< 7 < 1, to ozna-
czajac Ay, =[a: [fu(m)—F(#)| > 7] mamy

el f)> [ min(l, [fa~f) > [ 1= (),
£3 ‘AM
skad wynika, ze u(4,)~>0. Wobec dowolnosei liczby 7 whioskujemy
stad, ze f,—f wedlug miary.
W analogiczny sposéb mozna wykazaé, ze ciag f, €S (X, ) spelnia
warunek Cauchy’ego przy metryce (1) (gdzie u(X) < oo), wtedy i tylko
wtedy, gdy spelnia warunek Cauchy’ego wedtug misry u. Stad oraz

z twierdzenia Riesza (7.5, rozdziat VI) wynika, ze przestrzern S(X )

jest zupea.

B) Staba zbieznodé. Niech Q bedzie linjowym zbiorem funkeji
mierzalnych, okre§lonych na pewnej przestrzeni X z miarg u (funkcje
réwnowazne utozsamiamy z sobg). Niech A bedzie zbiorem funkeji mie-
rzalnych, okreslonych na X, pelnym ze wzgledu na zbiér Q (por. § 6,
wzér (8)). Méwimy, ze ciag funkeji f,Q jest A-stabo zbiezny (lub: stabo
zbiezny ze wzgledu na zbiér A) do funkeji fe £, jeseli

[ togdu—> [ fgau  dla kasdej funkeji ge 4.
X x :

Pelnosé zbiorn /A zapewnia nam sensowno$é powyzszej definicji
(kazdy cigg posiada co najwyzej jedna granice).

Jedli jako zbieznogé przyjmiemy wyzej zdefiniowans A - zbiezmogd,
to przestrzen Q jest przestrzenia liniows topologiczng, na ogét nieme-
tryzowalng.

W zastosowaniach najezestszy jest przypadek, gdy @ jest prze-
strzenia nnormowana a wyrazenia -

@) F(f)= [fgap dla je@ (ge )
X

sg funkcjonatami liniowymi na przestrzeni Q. A-stabs zbiezno¢é mozna
wéwezas zdefiniowaé w nastepujacy sposéb: fa—>f A-stabo, jezeli
F(fa)—F(f) dla kazdego funkcjonalu liniowego F postaci (2). Uwaga
powyzsza pozwala przeniedé definicje slabej zbieznogei na przypadek do-
wolnych przestrzeni unormowanych.
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Mianowicie, niech E bedzie przestrzenia unormowana, a ¥ CE* —
pewnym zbiorem funkcjonatéw liniowych na E takim, ze

(3) jezeli F(u) =0 dla kazdego Fe&, to u=0.

Méwimy, ze ciag u, € E jest F-stabo zbieiny do u < E, jezeli F(u,)—>
—>F(u) dla kazdego F ¢ . Warunek (3) gwarantuje nam, ze kazdy cigg
zbiezny F-slabo posiada co najwyzej jedna granice. Istotnie, jezeli
F(ttn)—F (u) i F(uy)—~F (v) dla kazdego F ¢ &, to 0 = F(u,)—F (un) >0 =
= F(u)—F (v) = F(u—v), co daje u—ov =0, ezyli u=2.

W przypadku gdy & = E*, tzn. & jest zbiorem wszystkich funk-
cjonaldéw liniowych, méwimy wprost ,slabo zbieiny“ zamiast ,JE*-stabo
zhiezny“. Dla odréznienia od stabej zbieznofei zbieznofé wedlug normy
w przestrzeni E nazywa sie czesto mocng 2biesnosciq. Oczywiscie, jedli
U, —>% moeno, to takze u,—>u &F-stabo dla dowolnego zbioru funkcjona-
6w &. Twierdzenie odwrotne nie jest na ogét prawdziwe. Przestrzenn E
przy & -slabej (lub: stabej) zbieinodci nie jest na ogél mefryzowalna.
Norma [u]| nie jest na ogél ciagla funkeja przy zbieznodei & -stabej. Mo-
sna udowodnié, ze jezeli u,—>u stabo, to

w : Bim inf fu) > fuj -

Dla przykladu rozpatrzymy blizej przypadek przestrzeni C. Ciag {fn}
funkeji ciaglych jest stabo zbiezny w przestrzeni C do funkeji f, jezeli
(por. twierdzenie 6.1)

1 1
f fadg—> f fdg  dla kazdej funkeji g e¥, o wahaniu skonezonym.
0 [

12.1. Na to, by ciag fn € C byl stabo zbiedny do funkcji f e C w prze-
sirzeni C, potrzeba © wystarcza, aby fulz)—f(x) dla 0 < z < 1 oraz by ciag
{fu} byt wspdlnie ograniceony (ten. sup|fuec < oo).

n

Dostatecznoéé obu warunkéw wynika natychmiast z twierdzenia
8.1 (¢), rozdziad XI.
Zalézmy, ze f,—f slabo. Jezeli 0 < z, < 1, to przyjmnjsgc

0 dla 0<z<m,,

g(m):{l dla z,<z<1

1 1 '
stwierdzamy, ze ful2,) = [ f.dg—[fdg = f(z,). Podobnie przyjmujac
0. 0
g(0)=01 g(z) =1 dla 0 <z <1 stwierdzamy, ze f.(0)—F(0). .
Wrykazalismy wige, ze fu(z)—f(z) dla 0 <2< 1. Aby udowodnidé,
ze sup |fulle < co, wystarczy zauwazyé, ze dla dowolnej ustalonej funkeji


Yakuza


&
96 XII. Przestrzenie funkeyjne lm

f€C wyrazenie
1
Fg)=[jag dla gevw,
0
jest funkejonatem linfowym na ¥, o normie |#] = flle, i zastosowaé twier-
dzenie 4.7 Banacha-Steinhausa do ciggu funkejonaléw liniowych Fo(g)
1
=Ty (gevy).

Koticowy warunek, podany w twierdzeniu 12.1, jest szezegélnym
przypadkiem nastepujacej ogélnej uwagi: jezeli wu,—u slabo w prze-
strzeni unormowanej E, to sup [u,] < co?).

n

C) Przestrzen Cw(P) funkeji nieskoriczenie wiele razy roész-
niczkowalnych, okreflonych na przedziale domknietym P C R. Mo6-
wimy, ze ciag @, € Coo(P) jest zbiezny do funkeji @ € Coo(P) W przestrzeni
Co(P), jezeli pi” »¢™ jednostajnie na P dla m — 0,1,2,.., gdze
jak zwykle g™ oznacza m-ta pochodng funkeji ¢. Przestrzer C(P)
jest metryzowalna, mianowicie jako metryke mozemy przyjaé tu funkeje

=]

\T 1 .

elp, y) = Z o TR (L, o™ —yme)
m=0

(por. rozdzial II, twierdzenia 11.1 i 11.2). Przy tej metryce przestrzen

Cx(P) jest zupema. Przeprowadzenie dokladnych dowodéw tych uwag

pozostawiamy czytelnikowi.

D) Przestrzed E; funkeji ¢ nieskolhczenie viele razy
rézniczkowalnych, okreglonyeh na przedziale otwartym (ograniczo-
nym lub nieograniczonym) @ C R, réwnych zeru poza pewnym prze-
dzialem domknigtym P, C Q. Méwimy, ze ciag g, jest zbiezny do funkeji ¢
W przestrzeni Eg, jezeli

(5) istnieje przedzial domkniety P CQ taki, ze g.(z) =0 =¢p(z) dla
reQ—P,

(6) ¢ —-¢™ jednostajnie na @ dla m — 0,1,2

12, ..
Oczywiscie, w (6) wystarczy zakladaé jedynie jednostajng zbiez-
nosé na P.

Przestrzed Eg nie jest metryzowalna. Przestrzen ta, odgrywa pod-
stawowg role w teorii dystrybueji — por. § 13.

') Blizsze informacje o stabej zbieznogei znajdzie czytelnik w ksigzkach Bana-
cha [5], [6]. '
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E) Przestrzenie dystrybucji D{(Q) i D'(Q) ze zbieinqéci@ -zde-
finiowana w rozdziale X, § 10. Przestrzenie te nie sg metryzowalng. De-
finicja zbieznofei ciagn dystrybucji zostala pgda,na w § 10, Foz.dmal X,
bez blizszego uzasadnienia, dlaczego przyjmu]e.my' takag a nie inng dt.s-
finicje. Wykazemy obecnie, Ze przyjeta definicja jest w pewnym sgnsw

aturalna. i
bmclgr)orpatrzmy najpierw przypadek przestrzeni dystl:ybucji D (Q): Kazda
naturalna definicja zbieznofei ciagu dystrybucji powinna spelniaé¢ naste-
pujgce dwa warunki:

(a) operacja

T(f)=1{0,f}<D(Q) dla feC(Q)

zanurzenia przestrzeni C'(Q) w przestrzen D(Q) })owinnfz byélln?mwa,
(addytywnodé jej jest oczywista, operacja T pownlm‘a '\’v-}@e byé ciagla,
tzn. zhieznoé f,—f w C’'(Q) powinna implikowaé zbieznosé {0, 7.} —={0, f}
w D(@)); . o

(b) operacja rézniczkowania, przyporzadkoyvg]a?ca- kazdej dystry-
bucji 6 e D(Q) dystrybucje 6’ D(§), powinna b'yc liniowa (tzn. — w?bec
beYWiSfej addytywnogei tej operacji — zbieznosé 6,—6 w D(Q) powinna
pociagaé zbieznodé 6,—6' w D(Q)). ) . .

‘Warunek (a) wiazacy zbieino§é jednostajng ze zl‘)ieznoécwé w sensie
teorii dystrybucji, jest naturalny. We wszelkich bowiem znanych przy-
padkach. przestrzeni liniowyeh topologicznych E, E, (prz?r naturalnych
definicjach zbieznodei), jesli ECE; i up—~u W E, to takze up—u W E;
{por. np. twierdzenie 2.12). ) ’ o

W rozdziale X zwréciliémy uwage na jedna wade zwyklego pojecia
rézniczkowalnosei funkeji — jego niewykonalnosé. Dru.gtag Wa,fi@ kla.sy‘cz-
nego pojecia pochodnej jest nieciaglosé: jezeli ciag funkeji {f,} jest ZbngL\y
do funkeji f w jednej ze znanych przestrzeni uuor.m.owanych. (np. L’ (Q.!
C(Q)), to z reguly ciag pochodnych {f,} nie jest zbu{zny w te:] przestrzen}
do #', nawet przy zalozeniu, ze pochodne fn, /' nale'zaé do FBJ przestrzeni.
‘Warunek (b) ma na celu usuniecie tej wady, bedacej powaina przeszkody

e ) ‘ . o= s
N mJ ﬁk stwierdziliémy w rozdziale X, § 10, podana tam deﬁmgay _zblez-
nosci spelnia warunki (a) i (b). Na odwrot, jezeli ja;ka,ko.lmek fie.ﬁmc;a, (D)
zbieznosci w D(Q) spelia warunki (a) i (b), to kazdy ciag .ZbleZI'ljt w sen-
sie definicji z rozdziatu X, § 10, jest réwniez zb‘ieZny W sensie definicji (D).
Tstotnie, z (a) wynika, ze jesli f,—f niemal jednostajnie, to

. {0, fa}—{0, ft.
Stad oraz z (b) wynika, Ze
{1, fa} = {0, fa} = {0, =4,

Funkeje rzeczywiste IT
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Stosujac ponownie (b) stwierdzamy, ze

. 2, fud =2,/
i ogélnie, ze
@, fay—={p, f}.

Naturalnogé definicji zbieznosei w D(Q) polega wige na tym, ze
wprowadza ona jedynie tyle ciagéw zbieznych dystrybucji, ile wyma-
gaja tego warunki (a) i (b). '

) Poniewaz zbieznodé 6,—0 w przestrzeni D'(Q) dystrybucji na prze-
fizmle (ograniczonym lub nieograniczonym) @ C & jest niczym innym
jak zbieznofeia dystrybucji zredukowanych

6u/P->6|P W D(P)

1‘1?4 ka}.zdym przedziale domknigtym P C @, wiee definicje te nalezy uznaé
réwniez za naturalng (por. analogie ze zbieznoscig jednostajng i niemal
jednostajnag).

‘ Widzimy wiee, ze ,poprawienie® _definicji pochodnej tak, by réz-
mczkox'vame bylo operacjg liniows zawsze wykonalna, wymaga nie tylko
uogélnienia pojecia funkeji, lecz réwniez przejécia do niemetryzowalnych
przestrzeni liniowych. .

CWICZENIA. 1. Inng metryka w przestrzeni S(X, u) (u(X) < oo) jest
[ i@ —g@)
o) Xf1+|f(z)—g<w)|

Przestrzef S(X, u) przy tej metryce jest zupeha.

2.Jd edynyu.l zbiorem wypukiym otwartym w przestrzeni S jest cala przestrzen S.
. (Wsk.: Mozemy za{oiy.c, ze A=[g: (g, 0) < £] ¢ W. Dla dowolnej funkeji 7§
niech f, (@) =nf(@) dla (—Va<e<ijn i fag@) =0 dla pozostalyeh x. Mamy

1 1
f= p f,,,1+;; g o +% Fun- Poniewaz o(f, 0)<% , wiee dla dostatecznie duzej
Liczby naturalnej n jest fag€d (G=1,2,..,n). Zatem feW.)

Uwaga. Z powyzszego twierdzenia wynika, se przestrzen S nie moze byé zme-
tryzo}w.ana‘. przy pomocy normy jednorodnej. Istotnie, w kazdej przestrzeni unormo-
wanej istnieja zbiory wypulde otwarte, rézne od calej przestrzeni (np. kula [w: fle < 1D)-

3. Przestrzen wszystkich funkeji mierzalnych, prawie wazedzie skohezonyeh, okre-
élonych'na prostej] R (funkcje réwnowazne utozsamiamy) nie jest przestrzenia 1’ini0Wa.r
topologiczna, jezeli za zbieznodé przyjaé zbieinodé wedlig miary 1.

(Wsk.: Ciag {z/n} nie jest zbieiny wedlug miary do 0, co dowodzi, %6 mnoZenie
przez liczbe nie jest ciagla operacja.)

4. Nie(‘zh 1/p+1jg=1, 1< p< oo, 1 niech § bedzie takg klasa zbioréw mierzal-
nyeh, ze zbiér funkeji charakterystyeznych y 4 (4 e R) jest liniowo gesty W przestrzeni
LYX, p). Na to, by f,—~f, stabo W przestrzeni I7(X, #), potrzeba i wystarcza, by
s;rp [£,l, < oo oraz Affndy—a"{ fodp dla kazdego zbioru 4 < Q.

icm
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(Wsk.: Funkejonaly liniowe F,(9) =2{ fu9dn (g eLYX, p)) majs normy [F,|=
= |f,l, (por. 8.1 lub 5.2). Konieeznosé wynika z twierdzenia 4.7 Banacha-Steinhausa,
wystarczalnoéé — z twierdzenia 4.6. ‘W dowodzie moina zakladaé, ze miara u jest
pélekoniczona, zastepujac ewentualnie zbiér X przez sume zbiordéw [x: f(x) # 0]
(n=0,1,2,..).)

Uwaga: W podobny sposéb dowodzi sie w analizie funkcjonalnej nastgpujacego
ogélnego twierdzenia: na to, by u,—u stabo w przestrzeni Banacha E, potrzeba i wy-
starcza, by sup Ju,]| < coi by F(u,)—F (u) dla funkcjonatéw F, tworzacych zbiér liniowo

n

gosty w przestrzeni E*. Dowéd opiera sie na nastepujacym lemacie: jezeli u, € E, to
wabér T(F) = F(u,) definiuje funkejonat liniowy 7 na przestrzeni E* o normie 1T} = lluol
(por. § 5, éwiczenie 8).

5. Jeseli w sformulowaniu twierdzenia podanego w éwiczeniu 4 staba zbiezmogé
zastapié przez staba zbieznodé ze wazgledu na zbiér funkeji catkowalnych na X, to twier-
dzenie bedzie prawdziwe réwniez w przypadku p = co przy zalozeniu, ze miara u spel-
nia warunek (s) z § 5.

6. Na to, by ciag u, = {a,,} ¢ * (1< p< oo) byl zbieiny stabo do = {a,}el’

w przestrzeni P, potrzeba i wystareza, by sup|u,| < oo oraz by lime, =g, dla
n n-+o0

m=1,2,.

7. Jedeli cigg w, <1 jest sbieiny slabo do w el ze wzgledu na zbiér wszystkich
ciagéw o wyrazach 0 i 1, to jest zbiesny moeno do w w przestrzeni L

Zatem na to, by u,->u slabo w I, potrzeba i wystareza, by u,->w mocno (tzn.

wedlug normy) w L
(Wsk.: Twierdzenie to jest innym sformutowaniem twierdzenia, podanego w roz-

dziale VI, § 10, éwiczenie 6.)
8. Na to, by ciag funkeji {f,} by} zbieiny stabo do funkeji f w przestrzeni L¥(Z),
gdzie Z c R jest przedzialem ograniczonym lub nieograniczonym i 1< p< oo, po-
b b
trzeba i wystareza, by supjf,l, < oo oraz by J.fn(.r)d.pﬁff(x)d\t dla dowolnych
3 a a
liczb a,beZ.
(Wsk.: Skorzystaé z éwiczenia 4 oraz z twierdzenia 2.10 (i).)
9. Jedli f,~f stabo ze wzgledu na zbiér wszystkich funkeji charakterystycznych
zbioréw mierzalnyeh, to f,—f stabo w L(X, p).
(Wsk.: Por. éwiczenie 4 oraz rozdziat VI, twierdzenie 10.8, gdzie #,(4) = f fadn.)
4
10. Niech u bedzie miarg skoficzong, okreélong na przeliczalnie addytywnym
ciele 90 podzbioréw przestrzeni- X i niech ® bedzie podzbiorem gestym przestrzeni
zbioréw mierzalnyeh 9M{p) (por. rozdsziat VI, § 9). Na to, by f,—f stabo w L(X, p)
potrzeha i wystareza, by sup Jf,), < oo, [ f,du—> [ fdu dla B < oraz by funkcje zbioru
» B B

7 (d)= [f,dp dla AW
. 4
byly jednakowo ciagle (por. rozdzial VI, twierdzenie 10.6 (i)).
(Wsk.: Dostatecznosé wynika z éwiczenia 4, gdyz [f,du—[fdu dla 4 ¢ na
4 i

podstawie oszacowania

[ Fadu— [fdu|< | [fudn= [ idp + | [ 1,0+ [ fau]+| [ f,du +] [ fdu
4 4 B B ¢ [ D D

>
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“gdzie Be®, a 0 =A—Bi D= B—-A s3 zbiorami o bardzo malej mierze. Koniecznosé .

jednakowej ciagloéci wynika z rozdzialu VI, twierdzenia 10.6.)

11. Na to, by f,—f stabo w przestrzeni L(a;b) (gdzie a,b e R), potrzeba i wy-
starcza, by

() sup [faly < o0,

t t
@) [tiode[fx)ds dlateash,

(vy) dla kaidej liczby s> 0 istniala taka liczba 4> 0, niezalesna od n, Ze
[t @del<e da|d]< 6, Acasb.
b .

(Wsk.: Wystarczy w éwiczeniu 10 przyjaé R = najmniejsze cialo podzbioréw
przedziatu a; b, zawierajace wszystkie podprzedzialy.)

12. Ciag funkeji sinnw jest zbiesny stabo do zera w L%(a; b) (@, b e R, 1 << p < o),
lecz nie jest zbiezny do zera wedlug normy.

1 1
13. Ciag ¢, €V, jest C-stabo zbiezny do funkeji ¢ eV, (tan. [ fdp,— [ fdp dla
kazdej funkefi f e C), whedy i tylko wtedy, gdy ° °
(@ supfoyly< oo,
n

B) @,)>p) da 2¢0;1 z wyjatkiem pewnego co najwysej przeliczalnego
zbioru zawartego w 0; 1.

(Wsk.: Dostatecznosé wynika z rozdzialu XI, § 8, éwiczenie 3. Koniecznosé wa-
runkn («) wynika z twierdzenia Banacha-Steinhausa, a koniecznoéé (8) mozna udo-
wodnié np. ad absurdwm, opierajac sie na twierdzeniu 5.8 z rozdziatu IX.)

Uwaga. Inne scharakteryzowanie C-slabej zbieznodei w ¥, zostalo podans w § 6,
&wiczenie 9.

14, Zbiér miar jednopunktowych (tzn. miar u, spelmiajacych warunek u(4) =
= u(4-[z,]), gdzie x, jest odpowiednio dobranym punktem) jest C-stabo liniowo
gesty w przestrzeni W, tan. dla dowolnej praeliczalnie addytywnej funkeji zbioru v ¢ W

1 1
istnieje taki ciag {»,} kombinacji liniowych miar jednopunktowych, ze ffdvn—> [idv
dla kasdej funkefi f e C. ? ’

Podobnie zbiér W, (por. str. 25) jest C-stabo gesty w W.

15. Niech C[(Q) oznacza przestrzef liniows nieskotnczenie wiele razy rézniezko-
walnyeh funkeji, okreflonych na przedsziale otwartym @ c R ograniczonym lub nie-
ograniczonym. Méwimy, ze ciag ¢, « C(Q) jest 2bieiny do funkeji p e C(Q) w preestrzeni
CL{@), jereli ¢f™ g™ niemal jednostajnie dla m =0, 1,2, ... Udowodnié, ze prze-
strzen liniowa topologiczna CL(Q) jest metryzowalna.

16. Niech E bedzie przestrzenia liniows, a |ull,, - ciagiem pseudonorm, tzn. funk-
cjonatéw nieujemnych, okreflonych na E, spemiajacych warunki (n,), (n) z § 11 przyj-
mujaeych wartosé zero dla elementu zerowego przestrzeni E. Zakladamy, 7e z warunku

[uf, =0 dla m=1,2,..
wynika, ze % = 0.
Wykazaé, se przy mebryce

oo

ol )= 3 Cmin(1, [u—o,)

ma=1
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E jest przestrzenia topologiczng liniows. Ciag {uu}. jest zbiezny 'flo w w E, whedy i tylko
wtedy, gdy |u,—ul,,~0 dla m=1,2,... Dla kazdego otoczenia G elementu zerowego
0 < E istnieje zbiér wypukly otwarty W -taki, ze O« W c@. ) ) '
Uwaga. Przestrzenie liniowe topologiczne, W Hégch pojecie zbiesnofei moima
zmetryzowaé W powyzej opisany 8pos6b przy pomocy clagu pseudonorm, noszy nazrwe
przestrzeni BY, a w przypadku} gdy sa zupelne — prze{strze?n B, 1.). E[’rzestrzeme C:’m(l’),
C'(@), CLQ) sa przestrzeniami B,. Z &wiczenia 2 wynika, ze S nie jest przestrzenia Bo.

§ 13. Dystrybucje Sobolewa-Schwartza. Niech @ C Q ‘bedzie przedzia-
lem otwartym (ograniczonym lub nieograniczonym) i niech Eq ozn'fl,czaj
przestrzeni liniowa topologiczna, zdefiniowang w §1.2 D. Dystv:ybuo;mm:z
Sobolewa- Schwariza *) na przedziale @ nazywaé bedziemy funkc]onaly 1i-
niowe ¥ okreflone na przestrzeni Eg, tzn. odwzorowania ¢ przestrzeni Eg
w R takie, ze
(1) g +es) = ¥ (@) +(gs)

2) jezeli g~ w Eq, to #(gs,)—>9(p).

Podobnie jak w § 4 sprawdzamy natychmiast, ze zalozenia (1) i (2)
implikujg jednorodnosé funkcjonaiu 4, tzn.

(3) Blag) =ad(p) dla aeR.

Niech D} oznacza zbiér wszystkich dystrybueji #. Z latwoscig spraw-
dzamy, ze Dj jest przestrzenig liniows przy zwyklej definieji dodawania
i mnozenia funkcjonaléw przez liczbe.

Niech 8 e D'(Q) bedzie dystrybucja, zdefiniowang w rozdziale X, § 10.
Dystrybucja 6 ¢ D'(Q) wyznacza jednoznacznie pewng dystrybucje Sobo-
lewa-Schwartza 9, e Dy zdefiniowang w nastepujacy sposéb:

Niech @ eEy. % definicji przestrzeni E, wynika, ze ¢(z)=0 dla
zeQ—P, gdzie P CQ jest pewnym przedzialem domknietym. Niech

4) B|P = {m, },

gdzie f ¢ C(P), a m jest liczby catkowity nieujemns. Liczba
() i (—1)™ [ flo)¢™ (@) da
. R P
nie zalezy od wyboru przedziatu P ani od przedstawienia dystrybucji /P
w postaci (4). Istotnie, jezeli
ﬁiPz{m,f}z{k,g}, g‘iZie m=k,

1) Twéreami teorii przestrzeni B,, posiadajacych wiele wlasnodei przestrzen i

Banacha, sg Mazur i Orlicz. Wyklad teorii przestrzeni B, zawarty jest w pracach:

Mazur i Orliez [1], [2]. )
%) Soboleff [1], Schwartz [1], [2].
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to fon=B =g 4w, gdzie w jest wielomianem stopnia mniejszego od k.
Przez (m—k)-krotne catkowanie przez- czedci otrzymujemy

(1™ [ (2)¢™ (@) dw = (=1)* [ 1" P (@) (@) do ,
P P

gdyz funkeja @ i wszystkie jej pochodne sg réwne zeru na koticach prze-
dziatu P. Catkujae k-krotnie przez czedci stwierdzamy, ze

[0,
P

skad wynika, ze .
<—1>’"Pf F@)p™ (@) do=(=1)" [ (g @)+ (2)) 6™ (@) do= (~1)* [ g(2)p®() do.
P P

Liczba (5) nie zalezy wige od przedstawienia dystrybueji 6]P w po-
staci (4). .

Niech P’ C P bedzie przedziatem domknietym takim, ze g(z) =0 dla
me:Q-—.P'. .Mamy‘O]P’ = {m, f|P"}, skad wynika, ze warto$¢ catki (5) nie
zmienia sle przy przejéciu od przedzialu P do podprzedziatu P’. Niech
P CQ bedzie dowolnym przedzialem takim, ze p(z)= 0 dla « €eQ)—P,.
Podstawiajac P’ = PP, stwierdzamy, ze warto§é catki (1) nie zmienia sie,
jezeli P zastapié przez P'. Powtarzajac to rozumowanie, stwierdzamy, ze
wartosé catki (5) nie zmienia sie, gdy P’ zastapié przez P,. Stad wynika,
ze wartodé catki (5) nie zalesy od wyboru pomoeniczego przedziatu P.

Zatem wzor

(6) Balg) = (—1)™ [ }(2)¢™ (0) dw = (—15’“ [ 1@)¢™ (@) e,
f J @7 (@)da

gdzie peEg, ¢@)=0 dla 5eQ—P i 6/P= {m, f}, definiuje jedno-
znacznie pewien funkejonat rzeczywisty na Ey. Z latwoscis sprawdzamy,
ze ten funkecjonal jest addytywny. Istotnie, dobierajae w réwnodei (6)
przedzial P i liczbe m wspéhie dla dwu danych funkeji ¢, @s € Eg, coO
zawsze jest mozliwe, stwierdzamy od razu, ze zachodzi réwnogé 1).
Funkecjonal §, jest ciaglty w przestrzeni Ey. Jefli bowiem Pn—>@ W prze-
strzeni Eg, to ¢i” —>¢™ jednostajnie w @ dla m = 0,1, ... oraz on(m) =
=0=¢(z) dla 2<Q—P, gdzie PCQ jest pewnym przedzialem dom-

knigbym. Z definicji (6) mamy
Bolga) = (1) [ {(@)9 @)dz,  Bolg) = (1" [ (@)™ (2)da,
P P
skad wobec jednostajnej zhieznogei ¢£{")-+¢‘m) otrzymujemy

Fo{gn) = Bo(g) .

@
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Wykazaliémy wiee, ze dla dowolnej dystrybucji 6 € D'(Q) funkcjo-
nal &, zdefiniowany réwnoseia (6), jest dystrybucjg Sobolewa-Schwartza:

’I%EDb‘

Mozna sprawdzié bez trudnosci, ze przyporz&dkowanig dyst;ybucjom
f e D'(Q) dystrybucji Sobolewa-Schwartza 9p e Dy jest ](?anJednozna.-
czne i zachowuje dzialania algebraiczne. Mozna udowodnid, ZeA na od-
wrét, dla kazdej dystrybucji Sobolewa -Schwartza 9 € Dg istmg]e Qy-
strybucja 6 e D'(Q) taka, ze & =17p. Z tej przyezyny mozna utozsamiad
dystrybucje 6 e D'(Q) z dystrybucja Sobolewa-Schwartza 95 € Dg, prze-
strzeti D'(Q) z przestrzenia Dy. W rezultacie zamiast »dystrybucja
Sobolewa-Schwartza® bedziemy moéwié wprost ,dystrybucja®. .

Niech f bedzie funkeja, okreslong na @, catkowalng na kazdym prze
dziale domknietym P C @, tzn. funkeja posiadajacs nieoznaczony catke
Lebesgue’a g. W rozdziale X, § 10, funkeje f identyfikowaliémy z dyst.-ry-
bucja 6 = {0y, 0, 05, ...} e D'(Q), gdzie 0, = {1, g|Ps}s 2 {Py} jest ciagiem
wstepujacym przedzialéw domknietych o sumie réwnej ¢. Biorac jako P
definicji (6) jeden z przedzialéw P, stwierdzamy, ze dla ¢ < Eq

Solgp) = — [ gl@)p'(@)do = [ '(2)p (o) do = Qf f(@)p (@) do
Q Q

przez scatkowanie przez eczedei (por. rozdzial X, twierdzenie 6.2), gdyz
g’ = f. Zatem w teorii dystrybucji Sobolewa - Schwartza dowolng funkeje f,
okreflong na @ i calkowalng na kazdym przedziale domknigtym P C@,
nalezy utozsamiaé z dystrybucja ¢ e D zdefiniowans wzorem

) 9(g) = éff(xw(m)d»r-

Sprawdzimy obecnie, jaka postaé posiada operacja rézniczkowania
dystrybucji, wyrazona w terminologii przestrzeni Dj. Niech 6 ¢ D'(@),
@ € Eg, niech P C @ bedzie przedzialem domknigtym takim, ze pz)y=0
dla £ €Q—P i niech 0|P = {m, f}. Zatem 6'|P = {m+1, f}, a wiec z de-
finicji (6) :

Bulp) = (—1™* [ f(0)g™* (@) dz = — (—1)™ [ {(@)[p'(@) ™ do = —Dulp") .
@ e . @ ‘

Zgodnie z § 10, rozdziat X, dystrybucje d¢ bedziemy nazywaé po-
chodnq dystrybucji ¢ = # i oznaczaé symbolem 9. Zatem
(8) ¥lp)=—d{¢’) dla gecky.

Dowodzi sie, ze ciag dystrybucji 6, < D'(Q) jest zbieiny w prze-
strzeni D'(Q) do dystrybucji 6 ¢ D'(Q), wtedy i tylko wtedy, gdy

(9) s, () ~Dol) dla kazdej funkeji peEg.
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Wzér (9) moina przyjaé po prostu za definicje zbieznogei ciggu
dystrybucji Sobolewa-Schwartza: méwimy, ze ciag dystrybucji ¢, « D}
jest zblezny w przestrzeni Dy do dystrybucji ¢ < Dy, jezeli

(10) Bul) >3 (p)

Mozna dalej wykazad, ze granica dowolnego ciggu dystrybueji
Schwartza, zbieinego w kazdym punkecie ¢ eEy, jest dystrybucjg
Schwartza. ‘

Dowody cytowanych powyzej twierdzeh wymagaja glebszych twier-
dzeti z analizy funkejonalnej, z tej Przyczyny musza byé tu pominiete.

Pierwotna definicja dystrybucji, podana przez Sobolewa, pokrywa
sie z definicjg dystrybucji ¥, wprowadzong w niniejszym paragrafie.
Zbieznosé ciagu dystrybucji definiuje sie wtedy za pomocg (10), a ope-
racje rézniczkowania — za pomoes (8).

Zastanowimy sie jeszeze, co nalezaloby rozumieé przez pochodng
funkeji ¢ o wahaniu ograniczonym w mysl definicji (8). Funkcje y utoz-
samiliSmy (por. (7)) z dystrybucjg R

dla kazdej funkeji ¢ e Eq.

3p)=[v@)gp@ds da gek,.
Q

Z wzoru (8)

(1n P(p) = —dg') =

~ [ w(@)¢' (@) dw = [ oy = [ odu,
Q Q Q

przez scatkowanie przez czedei, gdzie M= p+—p  jest przeliczalnie
addytywna funkeja zbioru wyznaczong przez funkeje y. Réwnosé (11)
sugeruje, by pochodny w sensie teorii dystrybucji (odréznié od zwyklej
‘pochodnej!) funkeji y o wahaniu ograniczonym utozsamiad z przeliczal-
nie addytywna funkeja zbioru M-

CWICZENIA. 1. Niech & oznacza dystrybucje, bedaca druga pochodng (w sensie
teorii dystrybucji) funkeji max(0, z). Wykazaé, ze
dla

8(g) = 9(0) peEg.

Uwaga. Dystrybucje & e D'(R) nazywamy deliq Diraca. Dystrybucja ta postu-
giwali sig fizycy jeszcze przed utworzeniem ogélnej teorii. dystrybucji, nazywajac ja
(niestusznie!) ,junkcja” delta Diraca. Przez Jfunkeje” delta Diraca rozgumieli fizycy
taka ,funkcje”, ktéra jest réwna zeru wszedzie z wyjatkiem » = 0 i ktérej catka w gra-
nicach 0d —eo @0 co réwna sie jednokel. Istotnie, gdyby dystrybucja ¢ byla funkeja,
to (podstawiajae w (7) @ = 1) calka jej bylaby réwna 1. Ponadto z definicji wynika,
ze dystrybucja & zredukowana do pélproste] —co; 0 lub 0; co jest funkeja toisamo-
§ciowo réwna zeru. Jednakze § nie jest funkeja, a funkeja o wlasnociach ‘wymienio-
nych w definieji ,funkeji“ delta Diraca w ogble nie istnieje. Dystrybucje & nalezy
identyfikowaé z miarg p, zdefiniowana w § 9, éwiczenie 4.

icm
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2. Sprawdzié, ze

ﬂd(m)('l’) = (- 1)m97(m) (0) dla g@eEg.
3. Jefli

m-—1
2 a,.xj dla <0,
j=0

f@=1"
2 bd dla wx0,
i=0

to m-ta pochodna (w sensie teorii dystrybucji) funkeji f wyraza si¢ wzorem
m—1 .
7™ = 37 1(b;—ay) 67D
=1
(Wsk.: Obliezyé najpierw m-ta pochodna dystrybucyjna funkeji

7  dla
0 dla

z<L 0,

[
h(x) = l £>0)

4. Niech § ¢ D(R). Na to, by dystrybucje 6]P, i 6|P,, gdzie P, je§t przedzialem
—o0; 0, a P, — przedzialem 0; oo, byly funkcjami réwnymi tozsamoéciowo zeru, po-

‘- trzeba I wysharcza, aby dystrybueja 6 byla skohczona kombinacjs liniowa dystrybucji &

i jej pochodnych. . L
(Wsk.: W dowodzie koniecznosei przedstawié dystrybueje jako m-ta pochodna
pewnej funkeji ciaglej i zastosowaé éwiczenie 3.)
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