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VORWORT
Da iiber die Enfstehung des Buches und die Beziehung des in ihm :
behandelten Problems zum allgemeineren Problem der Gitterpunkte ‘
COPYRIGHT. 1957, 1 in @ehfdjmgnsiona.l_en El]ipsoiden in Qen Qqe]lena.ngznbey berichtet wird, :
PANSTWOWE WYD A ’ "y ) bleibt, in dieser Binleitung, nur iibrig, einiges tiber die Benuizung des
25 WARSZAWA (b EJ ; WNICT WAO NAUKOWE Buches zu sagen.
i A (Poland) Krakewskie Przedmiedcie 70 Das Studium des Buches setzt nur Kenntnisse vorans, wie sie in ;
3 AR den fiblichen Anfingervorlesungen iiber Analysis, Algebra und Zahlen- :
i , 1l Rights Reserved theorie an den Hochgehnlen gegeben werden. Auch sind die Rechnungen :
?}‘10 pal:i ;:f ‘this boolc'mny be iranslated or repreduced fiberall sehr eingehend durchgefithrt. Bs wird allerdings angenommen,
withiﬁ c;llu;by rr}lmeog:l'layh or any oilier means, i daB der Leser schon Gelegenheit gehabt hat, einige zahlentheoretische
permission in. writing from the publishers Arbeiten zu lesen, damit er vor den langen Rechnungen nicht zuriick-

sehrecke. Fine gewisse Gewandheit in der Handhahung des Swmmenzei-
chens wird ebenfalls vorausgesetzt; man kann diese erlangen, indem man
z. B. die Anfgaben in dem mniltzlichen kleinen Bueh [4] von Winogradow
dureharbeitet.

Tch habe mir jedenfalls einen moglichst breiten Leserkreis gewiinscht
und glaube, daf das Buch angehenden Zahlentheoratikern in dreifacher
Hingicht von Nutzen sein kann:

1) Es liefert Stoff zu selbststindiger Weiterarbeit (man bedenke,
daB ein Drittel des Buches durch Untersuchungen des letzten Jahrzehnts
vergnlaBt worden ist).

2) Man lernt Methoden kennen, deren Anwendung nicht auf das
Kugel- Ellipsoidproblem besehréinkt worden isi; dies gilt ganz beson-
ders von den in den §§ 2.5-2.8 entwickelten O-Methoden, in geringerem
Mzsse von den Methoden der letzten drei Kapibel.

3) Dem Leser wird Gelegenheit geboten, seine technische Fertig-
keit nach und nach zu steigern.

Tch michte namentlich auf den letzten Punkt hinweisen. Man kann
nicht nachdriicklich genug betonen, daB eine gute Beherrschung der
technischen Mittel fiir jeden unerliflich ist, der moderne zahlentheore-
tische Arbeiten verstehen will, geschweige denn selbst in diesern Gebief
zu arbeiten gedenkt. Eine solche Beherrschung des Technischen kann
: nur durch jahrelange geduldige Ubung an sorgfiltig ausgewahltem Stoff
i ; erreicht werden, und sefbst dann wird man sich nicht zur Ruhe setzen
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- kénnen, wm nieht wieder aus der Ubung #u kommen. H.
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6 Vorwort

ohe Begabung
des Lernenden kann ein solches Studiam wohl erleichtern und abkiir-

zen, aber erspart wird es niemandem bleiben. Daher glaube ich, daB
dag Buch auch jenen jungen Zahlentheoretikern von Vorteil gein kann,
die sich nicht besonders fir Gitterpunkte interessieren und das Buch nur
als Teil threr Allgemeinbildung durehnehmen méchten,

Im tbrigen ist es keineswegs notwendig, dag Buch von Anfang big
zum Ende systematisch durchzuarbeiten; man kann auf viele Avben eine
Auswahl treffen. Bin Leser, der dies zu tun wiinscht, wird zweckm#Big
nicht mit dem ersten Kapitel beginnen, sondern e8 nur dann zu Ratoe
ziehen, wenn an spiterer Stelle darauf verwiesen wird. Die iibrigen neun
Kapitel sind im wesentlichen voneinander unabhingig. Nur an drei Stellen
ist dies nicht der Fall, und zwar werden im VI Kapitel die Sitze 5.2.2,
5.3.2 benutzt; im VII Kapitel Satz 4.1.1 und Hilfssatz 4.1.1; im VIIL
Kapitel Hilfssatz 2.8.3. Sonst wird: zwar an einigen Stellen auf andere
Kapitel verwiesen, es handelt sich aber dabei um Formein, deren Beweis
(unter eventueller Hinzuziehung des ersten Kapitels) rasch geht. Und
selbst in den genannten Fiflen wird man das Studium jener Sitze und
Hilfsstitze bei Wunsch auf einen spéberen Zeitpunkt verschieben kénnen.
Die Rapitel IT-VII ynd X branehen fiberdies nicht ganz durchgenommen
zu. werden; man kann auch da eine Auswahl treffen, ohne von dem
Verfasser dariiber beraten zu werden. :

Der Schriftleitung der Monografie  Matemaiyoone schulde ich fiir
die Annahme des Buches verhindlichsten Dank. Mbge die Beliebtheit,
deren sich diese Sammlung von Monographieen erfreuf, auch dem Elip--
soidproblem zugutekommen !

Mein Dank gilt auch der Wissen
die den schwierigen Satz mit einem
Priizision austithrte,
zu tun fibrig blieh.

sehaftlichen Druckerei in: ‘Wroctaw,
80 hohen' Grad von Sorgfalt und
daB mir beim Korrekturenlesen fast nichts mehr

Der Verfasser

Tiflis, im April 1956

i

BEZEICHNUNGEN

Die Buchstaben @, b,"¢, b, 1, m bezeichnen ganze Zahlen; d, 7,-1@;;
g, r, H, M positive ganze Zahlen; u, § nichtnegative ganze Zah_iex;,xn
g;m,ze Zahlen > 4 in Kapitel I-IX und ganze Za_hleu = 2 in Kapi ; Y,
u, v positive ungerade Zabhlen; p unggx:ade Primzshlen; yE' V:S,, W z
s, 8 reelle Zahlen; s, ¢, D, W, lngsi1ve< ?a.hlen; w, 2, C, 8, W,
n. Ferner sei o = 3, g . )
kom%s;z ZBall}i(lzilstaben werden ndtigenfalls mif I.ndizes oder Stmcdl—len
versehen. Fiir die Buchstaben, die als Funktionszeichen b(_anu.tzt_}F vuxﬁ;tfmli
melten aber die obigen Abmachungen nicht;ﬂz. B. braucht dlfs '(—,li(; !
r{m), die wir bald einfiihren werden, nicht fiir alle m und ¢ eine 'p;)lm
gfz&nze Zahl zu sein. Ferner wird der Buchstabe d auch zur Bezeichnung
i i nti rwendet.
emeSDIe);H]giﬁ}f;ta’;i);eB ohne Indizes bezeichnef unf‘:.erse-hiedsl@ Zahlggé
die ihrem absoluten Betrage nach tmterhalb von be-brw_:lkenfl’leggn,v 1;1
nur von k abhingen diizfen. Wenn k nicht vorkommt, wie z.D B. 1;13 ot
Kapitel, liegen die |B| unterhalb von absoluten Konstanten.b 1631;245 hen
wird an Stelle des Ba.ehmam-Landause_h:n Symbols O( ) benutzt,
i ung etwas beguemer ist. - .
” malsrfrbfdl;::;g de a in m als Teiler sufgeht; atm, daB e nicht in m

aufgeht; dfim, daB aim, (_c{’ a) =1 (diese Bezeichnung wird nur dann

angewendet, wenn o eine Primzahlpotenz st} “Da,gegen bed%uteterwiz
(meist in Exponenten) einen Bruch mit dem Zdbler w und Nenn 2

(E) ist das TJacobische Symbol fir (s, w) =1,% > 1; ist Null fiir
%

(@, u) > 1; ist Biny fir » = L.

Weiter sel exp(z) = 6, e(z) == exp(2mir).

In der Summe » duorchidnft o ein vollstindiges Restsystem quq,

d X L i
in der Summe >’ C:;; ;eduziertes System. In allen fibrigen Summen ist
die untere S]frﬁ;ll;’sionsgrenze, falls sie nicht ausdriicklich angegeben

wird, gleich Eins. Leere Summen sind gleich Null zn setzen, leere Fro-
, .
dukte gleich Eins,
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8 Bozeiohnengen

Ist #{...) eine beliehige Tunktion, so hedeutet

) = D)

B ist Min (e, 0o) == & fiir jedes 5. An ejmi j
] Gest’a - i 1 einigen Stellen werden Kongruen-

X =¥ (modn)

amfgesc.hriebon; diese bedeuten, daf X —Y == mn ist
Wir verwenden das Landausche o-Zeichen :

bedentet, dab el
. ®
lim— = ¢
ist. Weiter hedeutet e
daB v =ae),
lim gup sz-L > 0.
g=00 8
Mit anderen Worten: z — Q(s} ; i i
Horciohmns {s) ist die Verneinung von & = o(s). Die
Y = !
bedeutet, daB V=)
lim sup A > 0.
. Bu2on $
Die Bezeichnung
¥ =8Q_[s)

hedeutet, daB

lim ini":g < 0,
8= 8

Das Buch it in Kapitel eingeteilt; jedes

_ : ' ; Kapitel in

%:r nﬂlr;l]t;l 1,H2ﬂ,f numenartwwerden. In jedem Parl;.gmphe[n]?iizféiﬁhgfé
ot éon Kfa&zi imd.SaJtze mit 1,2, ... numeriert, Die Formel (4)
e pitel ‘he-ll:jkt (4), wenn sie in diesem Paragraphen zitiert
mnn,t Wi.rd’- " ;m sie in einem ar}deren Paragraphen des T Kapitels ge-
o i O, (f; '4)f wenn auf sie n'lcht im ersten Kapitel Bezug genommen
b v;;ird_ §3gdeuér Idlfz :ﬁﬁzeisuﬁtlgﬂ;ssitze und fiir die Paragraphen selbst.
im e;;ten Kapitel oder anderswo ggse%geiiﬂg peasichact; Jo nachidem o

8 ist

]

)= N 1
By Gg=—00
af+...+a§:y

Bezeichnungen 9

die Anzahl der Darstellungen von # als Summe von ¢ Quadraten ganzer
Zahlen;
Aty = D) wyfm) =14 Drn)

O n<i

die Anzahl der Gitterpunkfe (#,...,a,) in der g-dimensionalen Kugel

yit. 4y <t
Ferner hezeichnet -

LAz
ra(t) = w,_'—i_#__tq,"l
)
2
das Volumen dieser Kugel (die Berechnung des Volumens wird in §2.1
durchgefithrt) und .
Folt) = Ag()—F,(1)
den Gibterrest.

Die auf einen Verfassernamen hezugnehmenden Zahlen in eckigen
Klammern geben Nummern von Arbeiten an, die in dem Schriftenver-
zeichnis aunfgefithrt werden. ¢

Das Buch ist dem Studivm der Funktion Pils) gewidmet. Um die
Ubersicht zu erleichtern, werden die auf Py(z) bezugnelmenden Behaup-
tungen (die Hauptergebnisse des Buches) als Sdtze formuliert, alle ande-
ren Behauptungen als Hilfssitze.

Da in dem Buch sehr viele Funktionen auftreten, so wird hin und
wieder an verschiedenen Stellen eine und dieselbe Bezeichnung fiir mehre-
re Funktionen benutzt., Die wichtigsten Bezeichunungen, die fir das
ganze Buch gelten, sind auBer den oben genannten,. die folgenden:

8k, g) — die GauBsche Summe (1.1.1),

C(h, g) — die Ramanujansche Summe (1.1.27),

o{f)  — die Funktion (1.2.1),
8(f)  — die Funktion (1.2.23),

wly)  — die Funktion (1.3.1), .
D, — die Zahl {1.4.2),

L(s) — die Funktion (5.3.18),

Py, or — die Zahlen (6.1.2). .
Dort, wo allgemein iibliche Bezeichnungen vorliegen, wie z. B. fiir
die Funktionen
wl, ¢, pn), '@, Is), Iult),

werden diese benutzt.
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A. Walfisz: Gitterpunkte in melrdimensionalon Kugeln
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