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0

Links in (86) steht ein Pol i d

} steht ynom in g, dessen Koe
abhéingen. Also muB bei wachsendem n jeéler Koeffizie
Null streben. In der Tat hat (86) die Gestalt

tfizienten von 5
nti einzeln gegen

hn)e+fy(n) & +fa(n) & — 0,

Setzt man lhier e =144, 1, so folgt

)+ 5 fam) 4} fy(n) == gy(m) = 0,
A+ 5 fom)+ 5 fo(n) = go(m) — 0,

)+ Fa(n)+ 5 fy(n) = gy(n) — 0.

Driickt man auf Grund dieser Gleichu

I ngen f §
80 Uiberzeugt man sich, daB B Jufu o duzeh g1, g 1y v,

hn) =0, fyn) =0,  fn) - 0.
Aus (86) folgt jetzt

o
Apm)n~H2 »;DE, A(n)yn*? 2D, 22
k Eook—2

Da diese beiden Beziehun, i i
. dies gen nicht gleichzeiti »stehen ko
“ 132 (52) Talsch. aisg (81 riestig, glechzeitig bostehen konnen,
e ]_lf éSO)"folgt, daBl die Abschitzung (79) fir k> 5 endgiiltig ist und
=5 héchstens wm log% verbessert werden kann.
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X KAPITEL

ENTWICKLUNG DER FUNKTION Pyt) IN EINE REIHE NACH
BESSELSCHEN FUNKTIONEN

§ 1. Hilfssitze iiber Besselsche Funktionen

Tn diesem Kapitel ist & > 2, h = [(E+1)/2]).

Die Potenz #¥ (z # 0) ist nach wie vor durch (4.2.49) bestimmt,
d. h. es wird
o} #¥ = exp(ylogz), wo —x< Im(logz) < @
angenommen. Nach dieser Definition ist
(2) (212,)! = 2¥d) - fir  Rez > 0, Rez, >0, z # 0.

Unsere Aunfgabe wird darin bestehen, die Funktion Py(t), oder genauer
gesagt, die Funktion
@) 3{Pult+0)+Pult—0)}
(mit der wir es schon im IV Kapitel zu_tun hatten)., in eine Re%he 113.('11
Besselschen Funktionen zu entwickeln. Diese Reihe konvergxert nur
fiir k = 2; fiir k> 2 divergiert sie, ist aber na,ch. einem der. Rxeszschen‘
Verfahren summierbar. Wir setzen beim Teser keine Kenntnisse aus der
Theorie Besselscher Funktionen oder summierbarer Reihen voraus.
l oti ird i d 2 gebracht.
o ]l‘;smggie I‘;TV 11;1 1111 ]()1:: éiikltli?)n J s(t), die Besselsche Funktion erster
Art, der Ordnung N, werde durch die Reihe

hnd m Nam

UL
@ Ialh) = £ I +m+1) \2

- k
definiert. Diese Reihe konvergiert in jedem Dlteryall t < t.g 1 a}fsc{lu’n
und gleichm#Big. Man kann sie beliebig oft gliedweise differenzieren.

HrrrssaTz 1.

N1
(5) Tyaalt) = Iult)—

i

Iy a(t)-
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398 X. Entwicklung dor Funktion Py(#) in eine Reiho

Beweis. Nach (4) ist

Jherqi(f) = y (__:—IL d ()T
v(t) m%{’ m! (N +m--2) 217(—2“)

_ Z”v (="
= ml DN +m-1) y

2N +m+1) \2

2

N+2m+1 ( ¢ )N-H!m,

Tl Iy = Y (= (N +2m+1 )(t )mm

“~ mIL(N +m—+1) 2N +m+1) 5

= — F+1 2 (—1y™ 1 \Nt+amil g
2L m DN +mA1) (N +m41) (5) B

— N1 2001 (——1)’”’2 1 \N+am-1
U Am (N +m+2) ('2_)

_ N1

T T Jypat).

Hirrssarz 2.
(6) &

It FY 0.2

ar {i¢ +’)/"’Jl\ur,,(%”z)} = (VT (2012).
Beweis. Nach dem vorigen Hilfssatz ist

e (D)2 12

7 { a2 )}

.N+1 t(N-I)/zJ 12 V41
9 w2017 @D o)

N+1
= t(N—l)[zJ- o2 Npe N41
2 w2 26F) 1 JN(Qim)f‘ o112 JN+1(2t1/2)}

= tleJN( 2th),

womit Gleichung (6) fiir » — 1 bewiesen ist.

Der Ubergang von r zu r+1 wird so ausgefithrt :
41 ‘

— [{ Ny
i {t r+l)f2 JN+,+1(2t1’z)}

adfa
— [ F Y41y : d
di ( i’ { J(N+n+r(2tm)} =% {z(N+1)IﬁJN+1(2t11=)} =i¥ry w(2642),

%

=M
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HILFSSATZ 3.

(‘—) 1 1—!;0511
i e
a0 1
Beweis. Es sei w = 1+yi. Die Reihe

'

R\ & D\Ne2
exp (Dw - —'L(T) w N dw = (-R') JN{Q (_D,R)llz} .

R\ w, & n E™
exp (Dw—;)w =7;W(—1) pr

kann gliedweise integriert werden, da fiir ly| >0

exp (D+R/lwl) ¢
T

had Dw B

5

— m
(1)
m=»0

ist. Bezeichnet man daher die linke Seite von (7) abgekiirzt mit S, so folgt

mluw™

© " ,Rm 1 1+400i GDw
8= D g |
m=0 1—oof

Hier wollen wir das Integral nach Formel (9.1.21) berechnen, indem
dort y =D, k = 2N +2m gesetzt wird. Das geht ohne weiteres, wenn
2N -+2m eine ganze Zahl >4 ist, da (9.1.21) ams (1.4.32), (1.4.33), 1
folgt und in § 1.4 die Annahme &k >4 gemacht wurde. Unser Beweis von
(1.4.33) gilt aber fiir jede positive Zahl % = s. Somit ergibt sich

O (—PRRDY (DR ST (U v
=y —t—— == Ry WY-r2m)]
s ";m!]’(lv—l—m-{—l) (R) Z m! T(N+m—+1) (DE)

i
= (%)MJN{.‘Z (DR)*},
nach Definition (4) der Besselschen Funktionen.
 Hinpssarz 4.
(8) fl (1—y?)" Moty dy = 22V TN+ (D).

0
Beweis. Wird die linke Seite von (8) mit § bezeichnet, so ist

1 -3
(_1)mt2my2m
. g -12 S
N= af 1=y i (2m)! Uy

=) vy

00 1
7 (——1)mt‘2m f (L—g? 2y
@2m)! .

m=0
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Hier hat man

1

~ J -

0

1 1 DN+ (m+4)
L T oS e i 1
of (L=yy 5" oy = (N +m1)

o =

Weiter ist

Im+-4) o "
(2m)t ¥ r’

In der Tat ist diese Gleichung fiir m = 0 erfilllt

» und beim Ubergang
von m zu m-+1 werden beide Seiten mit

m+ 1
(@m+1)@m+2) . Em1)
multipliziert.
Wegen (4) ist damit die Behauptung (8) des Milfssatzes bewiesen.
HILFSSATZ 5. ’

a\1? 1
(9) (7) I(AT+3)1-NJN(z) = Re{Py(t)),
wobei
; ; g AN—1j2
(10)  Fyt) =exp{(i~—1§—-})i}f r‘”g,N—”ﬂ(l-{-%?») dy.
p 2
Beweis, Nach A(S) ist
1\ /2\" !
(11) 2r (N + 2-) (;) Txlt) =~{ 1(z) dz,
mit
(12) T(&) = (1 =gVt

Wir setzen z = X Y3, Nach.dem Cauchyschen Satze ist

IRICLET
E(s,H)

wobei K (s, M) den geschlossenen Integrationsweg bezeichnet, der aus
den folgenden sechs Stiicken besteht: 1) der Strecke —1-4s < X < 1—e,
¥ =0; 2) dem Bogen eines Kreises mit dem Mittelpunkt # = 1, von
1—e bis 1+si; 3) der Strecke X =1, 1+4e < X <M 4y der Strecke
12X > —1, ¥ = M; 5y der Strecke X = —1, ¥ > ¥ > 1-4¢; 6) dem
Bogen eines Kreises mit dem Mittelpunkt 2 = —1,90m —I1-+ei bis —q e,
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§ 1. Hilfssiitze iber Besselsche Funktionen 401

Tiir e 0, N -> oo streben die Integrale fiber 2), 4) und 6) gegen Null.
Daher ist

1 —1+00i 1+o0l
: (fa)de = [ f@de— [ fle)d=
(13) _jl f(2)d _,! i

Auf Grund von (12), (1) und (2) ist im ersten Integral auf der rechten
Seite von (13) ‘

L\ N-172 )
fl2)dz = (l+:);\7__11224\'—112(1 oz) iz

F\N-1 2
—¢ ({ — i) y¥-12aN-12 (] _x l) e TidY.
S \4 8 2

Im zweiten Integral hat man

N-1j2
1_+z) =z

I

jle)dz = <1—:>N“"22N‘”2(
. AN-12
—e (_ ¥ + i) N-1f29N~-1/2 (1 + _{i) e Fidy.
N 48 2
Somit ist
. o A\N—12
1 .y yi
N oW iovap [ w1 1— dy—+
2)de = ¢ (—* -+ —“) [ ey 2
[ 16 T3 o

-1

l % . P\ N=1j2
Ny 1 N—1/2 —w N2y Y dy.
4 8 i -7

Wegen (1) sind die beiden Summanden rechts zueinander konjugiert.
Daher ist nach (10)

fl f(2)de = 2VHPRe {Fy(5)}-
—1

Zusammen mit (11) ergibt dies die Behauptung (9) des Hilfssatzes.
HILrssaTz 6. Hs sei | = [N—13], N < 2k Dann ist

2 )mj T(N4+m+d)  cosfitaim—N)2—a/d}

(14)  Jy() = (:z_t W (N—m—+3}) (2n™

m=0 +Bt"l“312_

§ 26
A. Walfisz: Gitterpunkte in mehrdimensionalen Kugeln
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Beweis. Riir I<<w <l 0Ke<l st

_ T+y)
L m (N —mt )

Iy
eI T(N—c—})

(15)

(L+w)V=1 = w4

1
e+t f (1—X (14w X V-e-dngy,
. [}
wobei das zweite Glied rechts fiir ¢ — 1= N—1 wegfillt (die Gleichung
geht dann in die iibliche Formel fiir die Potenz eines X
Fiir ¢ = 0 ist (16) offenbar erfiillt, und der Ubergang von ¢ zu c¢+1 wird
einfach so ausgefithrt, daB man rechts einmal partiell integriert. Benutzt
man die Definition (1) der Potenz, so kann man (15) durch. analytische
Fortsetzung auf alle w iibertragen, die nicht auf der negativen reellen

Achse liegen. Insbesondere gilt dann (15) fiir w =9i/2(y > 0), ¢ =1,
Somit ist

(16) S = SI+S27
Wwo
~ . P\N—12
n 8 =f e—tv.',,zwuz(lJr%) .
P 2
SIEAC AR i\m
(18) 8; = L (i) fe—ty,,N-;—m—l/zl
e m!I(N—m+3)\2 ) ¥ Y,
(19)
I(N+3) [\ 7 : X \N-1-32
STy v (5) [ emyreng, [ <1+X)l(1+ ?/—91-) ax.
[} 0 -
Tn (18) ist
&_ Nemejs [y N I(¥N4m--§)
ﬁf =1 zof A R TS Nrmiijz

Daher ergibt sich
7

)

m=0

(20)

P(N4+3) D(¥N4-m+1) (»; )m 1

wIN—mid) \z) Fm

Weiter ist in (19), wegen N-l—-i<0

F\N~1-3j2
225

bs

2 ’nfligl"

Binoms iiber), .
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folglich
@, 2 D(N+1+%)
‘f i S" g—i"?lN+l+IIZ(7:l/ = _mml_,
0 0
1) 8, = BN,
Da iiberdies
aN T\ Y om . T o yﬁ
Re (exp{(t—- 5 »-Z)z}z ) = cos{i—k-é—(m N) J‘}
ist, so folgt aus (10), (17), (16), (20) und (21)
{t—{- = (m—) "‘}
cos —(m—N)——
o IV T Amtd) 2 i
Te {FN“)} - Z mID(N —m+§)2™ (N
- +Bt—-N—l—3[2 .

Zusammen mit (9) ergibt dies die Behauptung (14) des Hilfssatzes.

§ 2. Summierbare Reihen

In diesem Paragraphen ist ¢ > 0.
Eine Reihe

e

Wy,

n

=1

heiBt o-summierbar zur Summe 8, wenn

ima™®

wan(m——n)” =8

n<z

ist. § heiBt dann die o-Summe der Reihe (1). o

Sind die w, Funktionen einer Verinderlichen X und stre]lst die linke
Seite von (2) gleichmiBig gegen einen Grenzwert, wenn X einem Inizer-
vall X, < X < X, angehért, so spricht man von gleichmdpfiger o-Summier-
barkeit zur.Summe 8. ]

Die Reihe (1) heiBt o-summierbar (gleichmdpig a-summzerbfsr),
wenn der Grenzwert (2) vorhanden ist (gleichmé#Big vorhanden _.lsft)'

Danach ist 0-Summierbarkeit mit KXonvergenz, gleichmiBige
0-Summierbarkeit mit gleichmiBiger Konvergenz in einem Intervall
gleichbedentend.

(2
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Konvergiert die Reihe (1) gegen 8, so driickt man dies gewdhnlich
50 aus:

[}
2 wy, = 8.
n=1

Diese Bezeichnung wird auch beibehalten, wenn die Reihe links

o-summierbar ist; die Gleichung besagt dann, da8 8 die o-Summe der
linken Seite ist.

Wir sagen, daff eine in einem Intervall X < X < X, definierte
Funktion F(X) im Punkte X' den Mittelwert anmimmt, wenn

(3) P(X') = }{F(X'40)+F (X' —0)}

ist. (Diese Bedingung ist in jedem Stetigkeitspunkt erfiillt.) Eine Reihe
D) Fo(X) ist im Punkte X' sum Mittelwert o-summierbar, wenn ihre ¢-Sum-
n=1l1

me F(X) der Bedingung (3) geniigt.
Man kann dem Kriterium (2) fir die o-Summierbarkeit der Reihe
(1) noch eine andere Form geben. Zu diesem Zweck setze man

(4) Zwﬂ, = W(y).
Y
Dann ist
t
(5) D walt—n) = afW(y —9)° Wy . (o> 0).
n<t

In der Tat ist die rechte Seite von (5) gleich

wa (t—y)°ldy = aZw f ¥y dy,

¢ ngy ngd
also gleich der linken.

Ist 7(2) £iir ¢ > 0 definiert, in jedem Intervall 0 < ¢ < < t; beschréinkt

und fiber das Intervall im Riemannsehen Sinne integrierbar, so werde
gesetzt:

1@ fir ¢ =0,
(®) fise)=1 1 ¢ g s
e nf f)E—yy~'dy  fir o> o0.
Die Funktion f(t) heiBt o-limitierbar zum Grenzwert 8, .weml
{7 liml’(a—l—l)f”f(m} o) =

ist. Hiingt die Funktion f{t) noch von einem Parameter X ab und ist
der Grenzwert (7) gleichmABig in einem Intervall X, < X < X, vorhan-

=N

1 It
(9) Pyt ) = 2 rm) (t—m) —

§ 2. ‘Summicrbare Reihen 405

den, o spricht man von gleichmdfiger o-Limitierbarkeit. 1;01.11.mt‘ o3
nicﬁt quf den Wert von S an, so spricht man einfach von t):-L]nlltlel'b&l'-
keit (gleichméfBiger o-Limitierbarkeit). o- Limitierbarkeit im szlz:e X
sum Mittehwoert hedeutet, daB der ¢-Grenzwert S{X) im Punkte X’ den
Mittelwert annimmt. ‘

Aus (4)-(6) folgt (mag o gleich Null oder positiv sein)

(8) E’tun(t—n)“ = Io+1)W{(i; o).
nt

Wegen (2), (7) und (8) kann man das Kriterium fir die o-Summier-
barkeit der Reihe (1) so ausdriicken:

Die Reihe (1) heift o-summierbar (gleichmdpig a-szmun‘i‘erb'a.r) zur
Summe S, wenn die Punktion (4) o-lmitierbar (gleichindPig o-limitierbar)
zur Qrenze S ist.

Tn diesem Paragraphen sollen alle Eigenschaften der summieﬂ.)&ren
Reihen, der limitierbaren Funktionen und der Funktionen (6) entwickelt
werden, die in §4 zur Anwendung kommen.

HILFSsATZ 1.
K2 ek,

k
' om<t F(h+ Y +1‘)

Beweis. Nach (6) und der Definition von Pyt) ist

Pyl h) = f Pu(y) i—y)'dy
k2
= Wlﬂf{ M ram)— Z 72—y
ry \ &, T(T +1)
: at : k2 -1
. Z rp(m) j (t—y)dy— % -~fy He—y) T dy
I'(h oSt i () ]’(; +1) b .
und daraus ergibt sich (9), wegen )
¢ ¢ 1’(; +1)
1 = lev;ka
f = — t~—m) 7 .
b 1
! T )
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HiLrssATz 2. Fir 0 >0, 7 > 0 st
(10) flt;047) = gt;7), wo  g(t) =f({;0).

Beweis. Fir ¢ = 0 oder 7= 0 ist die Behauptung nach (6) klar.
Fir ¢ > 0, 7> 0 isb-

glt57) = 7% f g{y) (t—y) "y

°%«_

(t—y)y~ d!/Jf (y —2)° " dz
0

i 11

1
= R T f 1)z [ (== e—yydy.

2

Fiihrt man statt y eine neue Integrationsverdnderliche X durch

y—z = (t—2) X
ein, so folgt
’ t 1
. e L)) !
— t__z\ai-'t—l Ao‘—l 1_xr 1(141 — t_'a\dl-'t-l.
zf (1—=) of (1—X) Tty U
Somit ist

9(t57)= 0—}—7 ffz 2T e = f(t; o).

HIFssaTz 3. Bs st
i h tr_1
(11) ft5r) = [dn [ dty... [ fit)di
L] 0 0
Tir v =1 4st dabei 1, =t 2u selzen.

Insbesondere ist
12
(12) 157 = [fly;r—1)dy.
0

Beweis. Fiir » = 1 ist Gleichung (11) nach (6) erfiillt. Der Uber-
gang von r zu r-+1 wird mit Hilfe von (10) wie folgt ausgefiihrt:; Hs ist
nach (10) mit ¢ =7, v =1 uwnd (11) mit g statt f

t t_y
(13) Fltsr41) = g(t;7) = f dty... [ g(ty)dt,,
0

icm
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)
t?‘
(14) 9(t) =t 1) = [ [(trs2) dtyyr.
]

Setzt man (14) in (13) ein, so bekommt man (11) mit -1 statt ».
Fiir » = 1 ist (12) nach (6) erfiillt. Fir » > 1 ist nach (11)

ir—l

"1
_fdtz ff Vi, = f(ty; r—1).

Setzt man dies in (11) ein, so ergibt sich (12).
HrurssaTz 4. Hs ist

”

2(—1)"“" (m)f(t—}-mR 7)

M=0

(15)

4R Hh+ R fe 1+ R

=[ay [ .. f Flt,) dty .
i 4

Fir r =1 ist dabei t, =1 2u selzen.
Beweis. Fiir r = 1 ist die rechte Seite von (15) wegen (12) und (6)
gleich
i+R
[ fandy =Ft+R; 1)—f(t; 1),

12

also gleich der linken Seite. Der Ubergang von 7 zu r+1 wird folgender-
maBen ausgefithrt. Man setze

4R HL+R t+R
I= f dilf dty. .. f Fltrs) pyy.
¢ f 3
Dann ist
4R r
I = f dt, Z(——l)r'm( )f(tl-{—mlf r)
i =0

R

(——1)7"“(”1) [ fltarms vy

i
M‘I

3
I
£

Hierin ist nach (12)

t+R i+ m+)R
[ = [ fwsnay =jl+m+DEr+1}—f{t+mR;r+1}.

t i+mR
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Daher ist

I = (— 1)T~m('m> (f{i—}-(m»{ 1R 71 } f{l-l-'nblﬂ; ,‘_‘V]})
41
= N (—ay-e-n (m ) F(t+mR; r4-1)+

+ N(—1y-tm-y (;7) J(t-FmRy r4-1)

Mm=0

apemn (47

m ) Flt+mR; r+1),

was zu beweisen war.

Hirrssatz 5. Bs sei

(16) 0<XKY<E  o=a@ 0

(1) ft) = Ba+1)%,

Dann ist fir ¢ =0,...,h

f@E; b)) = B@+1)%.

(18) f(2; a) = Bz%*.

Beweis. Fir ¢ =0 und o = h ist die Abschitzung (18) nach Vor-
aussetzung erfilllt. Es sei also 0 < a < h.

1) Es sei Y—X > h. Dann ist # <2, also nach (11)
z

Jw; 0) = Ba" [ f(y)]dy = Ba*¥ = BoiX,
0

2) Es sei Y—X < h. Wir nechmen an, da

(19) f(®; a—1) = B~
ist, und wollen darauns die Richtigkeit von (18) herleiten. Wir setzen
"h—a = 4. Nach (10) ist dann
13 B) = g(t; 9),

g() ={(t; a).

Wird also

i
(20) - Z (—1j-™

M=

(iz) f(@4maz; b)

gesetzt, so ist nach (15)

icm
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i ] .
8 = 2 (-—1)7‘“‘( ) g(@-+mz; j)
Mm={ n,
wlz 148 fo1+s
= | ay f @y | glty)dt
& i ti_1
wps O 147
(21) = [ f diy.. f (it w)di;.
® i b1
Wegen ¥ —X < b ist 2 < w. Also ist in (20) nach (16) und (17)
fle+me; h) = Be+me)¥ = Ba¥ = Blo¥.
Somit ist
(22) 8 = Bw*.
In (21) hat man
t <ot <L <12 < ebz
tj > 17—1 > tl &y
also
<t < xtge.
In (21) ist demnach, auf Grund von (12), (19) und (16),

i @4jz
1t o) —f@; a) = [ flts0—1)d& =B [ 1f(t; a—1)de
& x
x4jz i
=B f JW=XMye-+X g Bz'za—lw‘\7
x

155 0) = f(@; @)+ Bz™
‘Weiter ist

aqs  WtE i1tz
f (h‘lf dty. .. f aty = &
x i 4y
Wegen (21) ist demnach
8 = {f(a; a)+Bw¥)d = 2f(a; a)+ Bl
In Verbindung mit (22), ergibt dies

1 (m; 0) = Beto™.

Wegen h—j = a ist damit die Abschitzung (18) bewiesen. Da die
Abschitzung (19) nach Voraussetzung fiir ¢ = 1 erfiills ist, so ist der
Hilfssatz bewiesen,
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Hrurssarz 6. Die Funktion f(t) sei o-limitierbar ( gleichmiBiy o-1i
mitierbar) sum Grenzwert 8. Dann st sie fir jedes v > o auch ©-limitierbar
(gleichméfig ©-limitierbar) 2u demselben Grenzwert.

Beweis. Nach Hilfssatz 2 ist
fltzz) =g(t;7—0), wo g(t) =1 0).
Hierbei ist nach Voraussetzung fiir ¢ — oo (gleichmiBig)
8
t; 0) =——-—1{° ).
1t 0) = Frogy 1ot
Wegen. (6) ist daher (gleichmiBig)

i
1
ft; ) = o) f gy E—y) " dy

i
1
— ape —\r—o—=1 /
o f 1w o) l1—y)~dy
i [}
8
— I(F __a\T—a—1 1, | O g \F—o=1
_“T(G—H)I’(r—a)bfy (t—y) = dy Fo‘]fy(t YTy,
Hier ist
t
o o1 L(o+1)I' (v —o0)
= { ] —y)* gy = =2 TN T e
J ofy( yy~"ldy FerD)
Also hat man (gleichmiBig)

im I(z1)67(17) = &,
was zu beweisen war. - ’

HirrssaTz 7. Eine Reihe sei o-summierbar (gleichméfig o-summier-
bar) zu der Summe 8. Dann ist sie fiir jedes > ¢ quch z-summierbar
(gleichmdpig ©-summierbar) zu derselben Summe.

Insbesondere ist eine komvergente (gleichmapig konvergente) Reihe

fiir jedes ©>0 auch v-summierbar (gleichmdBig T-summierbar), zur
gleichen Summe.

Beweis. Ist die Reihe (1) o-summierbar (gleichmiBig) zu der Sum-
me 8, so ist die Funktion (4) o-limitierbar (gleichmiBig) zur Grenze S.
Nach Hilfssatz 6 ist W(y) auch v-limitierbar (gleichmiiBig) zu derselben
Grenze, Also ist die Reihe (1) z-summierbar (gleichmiBig) zur Summe §.
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Hiurssatz 8. Die Funktionen Pp(y); n =1, 2,... seien Polynome
hochstens 1-ten Grades in y. Die Reihe

(23) P(y) = > Pufy)

konvergiere in cinem Imtervall
(24) Y<y<T, (Y<Ty

Dann st P(y) ein Polynom hichstens 1-ten Grades.

Beweis. Fir 1 = 0 ist die Behauptung klar. Es sei also I =r und
die Behauptung fir »—1 bewiesen. Dann ist

Pn{y) = zﬁ wmnymr
m=0
und im Intervall (24)

- o r
(25) Py) = Z Zwmnym.
n=1 m=0
Es sei y irgendeine Zahl des Intervalls (24), und y, werde so gewihlt,
daf y, # 0 und daf die Zahlen ¥, ¥+, ..., ¥+7Y, alle dem Intervall
(24) angehéren. Es bezeichne ferner A,.f(y) die r-te Differenz von f(y)
in bezug auf yn(Alf(y) = f(y+y)—F ). Da.nn ist nach (23)

A,P(y) = D APuly), WO ALPu(y) = rlway;.

=1

Also konvergiert die Reihe

Wy, == Zpy
N==]
und aus (25) folgt im Intervall (24)
oo -1
P(y)“zr.’l/r = 2 “‘mnf’/m-
n=1 Mm=0
Nach der Induktionsannahme ist die rechte Seite ein Polynom héch-
stens (r—1)-ten Grades in y, und damit ist der Hilfssatz bewiesen.
Hiwwssatz 9. Die Funktionen fu(y); n=1,2,... mdgen im Inter-

vall (24) stetige r-te Ableitungen f§(y) besitzen. In diesem Intervall sei
die Reihe

(26) Fly) = D) faly)

n=l
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konvergent und dic Reihe

(27) Gly) = \ )
. 71:.1
gleichmdpig Tonvergent.
Dann ist im Intervall (24)
(28) G(y) = 1Oy).
Beweis. Man sotze
v
f GR)Az =iy, [ @)k = fuly).
¥
Dann sind die Funktionen
Taly) = 1520 —15 Y
Im Intervall (24) stetig, und dort gluichméiﬁig

(29) 2 )

n=1

Mit der Reihe (29) kann man ebenso wie mit der Reihe (27) ver-
falwen. Man bekommt dann, gleichmaBig jm Intervall (24),

= > fualy),
N=1
wobei

.
Gy) = [ G,
¥

Ty f fr(8) Az = f573(y) — 15N X) —(y — ) [~ 7).

Setzt man dieses Verfahren fort, so bekommt man im Intervall (24)

Gy) = D furly);
=1

Furly) = fﬂ(y)+Pn(?/)’

wobel P,(y) ein Polynom hdchstens (r—1)-ten Grades iss, Wegen (26)
ist daher im Intervall (24)

(30) G(y) = F(y)+P(y),

wobei P(y) nach Hilfssatz 8 ein Polynom hichsteng (r—1)-ten Grades
ist. Andererseits hat man, nach Definition der Funktionen (), ..., G{y),
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Gily) =G, .y GY) = Gy(y),
also ]
G0y) = G(y).
Man bekommt daher (28), wenn man (30) r-mal differenziert.

Hinessatz 10. Die Funktionen fu(y); n=1,2 ... migen im Inter-
vall (24) stetige r-te Ableitungen haben. In diesem Intervall sei die Reihe
(26) o-summierbar und die Reihe (27) gleichmifig o-summierbar.

Dann gilt im Intervall (24) die Bezze]mm(/ (28).

Beweis. Man setze

= N hlp)(B=ny,  Galy) = 100 R—ny.
H"R n<R

Dann ist

31 Grly) = FY(y)

Nach Voraussetzung und der Definition (2) der o-Summierbarkeit
ist im Intervall (24) .

lim R™°Fg(y) = F(y)

R=co

und, gleichméBig in diesem Intervall,

Lm B™Gr(y) =G (y).
R=co

B 5“%( nay) (y))
‘v _..;J n—]-l)" n |’

Gupr(y)  Guly)
Gy) = ;(W" e );

wobei die erste Reihe im Intervall (24) konvergiert, die zweite gleich-

Es ist daher

“ miBig konvergiert. Wegen (31) sind also die Voraussetzungen von Hilfs-

satz 9 erfiillt, wenn man f,(y) durch

Fonlt) _ Fal)

(n4-1)° n°
ersetzt.

Hiurssarz 11. Hs bezcichne T ein Intervall der Gesialt ¢, <t <ty
1) Die Reihen

(32) 2 fam(t); m=0,...,r
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seien im Inmtervall T o-summierbar. Die Funltionen
(33) gmlt); M= 0,0

seien in T definiert. Es werde

(34) Folt) = ) @mlt) fumll)

M=0

gesetzt. Dann ist die Reihe
(38) ‘ D Fuit)

im Intervall T o-summierbar.

2) Sind die Reihen (32) im Intervall T gleichmifig o -summierbar
und die Funktionen (33) dort beschranlt, so ist auch die Reihe (35) in diesem
Intervall gleichmdfig o-summierbar.

3) Sind die Reihen (32) im Punkte t' zum Mittelwert o-summierbar
und die Funltionen (33) im Punkte ' stetig, so ist auch die Reihe (35) im
Punlte t' 2um Mittelwert o-summierbar.

0
4) Die Reihe D) fno(t) sei im Punkie t' wicht o-summierbar und es sei
=1

@o(t') # 0. Die ubrigen Reihen (32) seien im Punkte t' o-summierbar. Dann
ist die Reihe (35) im Punkie t' nicht o-summierbar.

Beweis. 1) Bs sei
D fumlt) = Fult),

wobei rechts die ¢-Summe der linken Seite steht. Dann ist nach der De-
finition (2) der o-Summierbarkeit

(36) lim a7 7 fun(t) (@—1)° = fyult),

F=00 n<e

also nach (34)
37 Lma™ ) Fy(t) (5—n)

Z=00 <
r

= D e ima™ 3 fon )@= = 3 gult)ult) = F(1).
ma—0 B=00 <L 0

M=
Die Reihe (35) ist daher ¢-summierbar zur Summe Ft).

2) Sind die Grenzwerte (36) gleichméBig in 7 vorhanden wnd die
Funktionen (33) dort beschrénkt, so ist auch der Grenzwert (37) gleich-
mifig in T vorhanden. .
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3) Sind die Reihen (32) im Punkte ' zum Mittelwert o-summierbar,
so nehmen die Funktionen f,(t) im Punkte ' den Mittelwert an. Wegen
der Stetigkeit der Funktionen (33) im Punkte ¢ nimmt auch die Funk-
tion F(t) im Punkte ¢’ den Mittelwert an, d.h. die Reihe (38) ist im
Punkte ¢’ zum Mittelwert ¢-summierbar.

4) Bs ist

Folt) faolt) = D gmlt)fam(t),

m=0

wobei .
1 fir  m =0, Pyt fir m =0,

* (1) = * (1) =
) =1 0t m > 0; Fon(1) —fum(®)  fir  m > 0.

o0
Ist daher die Reihe 2 F,(t") o-summierbar, so zeigh man, wie heim
n=1

Beweise der ersten Behauptung, daB die Reihe

D ault) Faalt')

o-summierbar ist. Wegen ¢y(t') 5= 0 miite dann nach (2) auch die Reihe

st .
fno(t') o-summierbar sein, gegen die Voraussetzung.
1

N=

§ 3. Landausche Formeln

Hrorssatz 1. Fir 1= [k/2] ist

1 ) 1 _ __f’_k/z_ iz
0 g 2 it = g

+n—-ltl/2+k/4 2

n=1
wobes die Reihe vechis in jedem Intervall t; <t <ty absolut und gleichmdpig
konvergiert.
Beweis. Eg sei 2 = X+¥i, X > 0. Ferner sei #(2) die Funktion
(1.4.4). Dann gilt (1.4.4"). Setzt man daher

oo
v 7'];(%) 7Z—ZI2~k/4Jl+klz {275 (Wt)llz} 3

2) #(z)—1 = 0(2),
80 ist
(3) O(z) = > mln)e™™™.
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Die linke Seite von (1) werde zur Abkiirzung mit § bezeichnet, d. h.
es werde

(4) s ='zl_! Z rm) (f—m)’
T ogmst
gesetazt.
Nach (3) ist
1 140t
I = g f Gnlzz-l—la(z) e
1—cot

1 1+00% 00

(5) =5 f (;”’zz"l"lz TR(n) ez,
’ 1—cot n=l

Hier kann gliedweise integriert werden, da

el 0
D) Ir(mye™™ = 3l rn)e™ = B
n=1

n=1

)

Iantzzhz_” — 6n£(1+ yZ)—(Z-H)/'Z,
und das Integral

f (14+73~CDigy

konvergiert. Daher ist

o 1 1+oot
(6) I = E P(n) - f en(i—n)sz-l_ldzl
27i )
n=1 1—coi

Zur Berechnung des Integrals verwenden wir diec Formel
1

14008 Yy .
1 = fir y>0
(7) 5 f e = | 1! y ’
27 )
Teet 0 fir -y <0.

Die erste Gleichung (7) ergibt sich aus (9.1.21). Um die zweite nach-
zupriifen, wende man den Cauchyschen Satz auf den geschlossenen Inte-
‘grationsweg an, der aus der Strecke X =1, —R < ¥ < R und dem auf
dieser Strecke als Durchmesser nach rechts beschriebenen Halbkreis be-
steht. Uber diesen Weg ist das Integral gleich Null. Andererseits strebf
tir B~ oo das Integral iiber den Halbkreis gegen Null. Daher ist

1+Ri
was zu beweisen war.
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Aus (8), (7) und (4) folgt
1
hd . 7
®) 1= M nimie—n)' = 25— -1

Weiter ist nach Hilfssatz 1.4.1, wo y = 0 zu nehmen ist, und (1.4.4),
(1.1), (1.2) (siehe auch (4.2.1)-(4.2.2)) und (2)

(1 ' 1
D(z) = ¢ (—:), T(g) = o FF (;),

1
B(z) = — 147" {1—%(»)(1)} = — 14e P yeFRe (7\)

ar

Setzt man dies in (5) ein, so folgt wegen (8), (12) mnd (9.1.21)
‘ 1 i . 14ooi ) 1400t
:rr,lS —_ l Ll+ 1 {_ f (}ntsz‘l—ldz—[—
: 1

—ooh . 1—o0t

g

1-cof ' L
+ f L ) (——)(Zz}

F

1--cot

) 1400l 1
B kg 1 f ¢kl (~) dz.
9) = Ta+k2+1) 2mi SN

2
nl"'k’
1—coi

Wir wollen jetzti nachweisen, daf die Reihe
> 7 m)
(10) 2 m’
m=1 i .
fiir s > %/2 konvergiert. In der Tat ist nach Hilfssatz 1.3.3 und der De-
finition von A(t)

< & 1 A 3)
X3 () 1 : ) M)
Z km*’ =2 A"(m)(wf (m+1)° +(M+1)
M==0 M==0 .
M m+1 A
dy | AM) -
= '92 Adm) | e Ty
Me==0 m
M Ay) | A
(11) —s [ TGy
0

A. Walfisz: Gitterpunkto in mehrdimensionalen Kugeln
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Weiter ist nach Satz 2.1.1 (der auch fir ¥ = 2 und % = 3 gilt)
(12) Ayz) = Ba®?,

Hiernach strebt das Integral (11) bei festem s > %/2 gegen einen Grenz-
wert, sobald M unbeschrinkt wichst, wahrend das zweite Glied in (11)
dabei gegen Null riickt. Daher konvergiert die Reihe (10) fir s > /2.

icm

Da aber 1> k2, so it 1/24FK/4 > k/2, d.h. es konvergiert die Reihe -

3

Y24

(13) r(m)m

n=1

Es war Re(2) > 0, also auch Re (1/2) > 0. Aus (3) ergibt sich daher

2] (%) 2 ry(n)exp (— 1}) ,

folglich !

1 - 73
iz —-Z—k[Z—-I@ te —1-k[2—1
"% (—z) = E ri(n) €% exp(—-—-—z )

n=1

(14)

Wir zeigen jetzt, daB man die Reihe rechts gliedweise von 1—ooi
bis 14ocoi integrieren kann. Wegen [¢™| = ¢ reicht es hin, die Konver-
genz der Reihe .

w [. ]
(15) Zrk(n) f |z]""l"k’2‘lexp( anRe— )dY

n=1 —00

00 0 .

_ 2\ U2~ Fej4—1/2 _

grk(n)-i 1+T? exp( o Y,)dy
nachzuweisen. Hier ist
00 -] 1
_ —~1—kj2—1 an
‘i 20f 20fexp( )dY+2f17 exp( y,+y,)dy
0
= 2exp (— ——) +2n"”""" f y~*i=Texp (— 5’—;—2)%
n—1/2

— By-l-kA

Die Konvergenz der Reihe (15) folgt daher aus der Konvergenz der
Reihe (13).

§ 3. Landausche Formeln 419
Integriert man die Reihe (14) gliedweise von 1—ooi bis 14-o0i, 50
folgt, auf Grund von (1.7),

1400t

1 l—l-ki2-1g (_1_) de
2

2% 1

1400t

o0 1 .
= 2 (M) —= f exp {n (tz-—— ﬁ)}z—l—k/z_ldz
2058 X 2

=1 1%

= b Z )P (9 () )
"n=l
Aus (4), (9) und (16) folgh (1). Die absolute und gleichm#Bige Kon-
vergenz der n-Reihe in jedem Intervall ¢, <t <1, ergibt sich aus der
Konvergenz der Reihe (13) und der fiir » > ;" nach Hilfssatz 1.6 giil-
tigen Abschitzung

(16)

Ty 2m (nt)*} = B(nt))™"* = B.
HILFSSATZ 2. ’
1 13 it B2
an - 2 r(m) (=)} = — e R
osmt I h_l_ _2_ +1
TS N ) M 2 ) )
n=1
wobei die m- Rethe in jedem Imtervall t <t <t, absolut und gleichmipig
konvergiert.
Beweis. Fiir ungerades k luft Hilfssatz 2 auf Hilfssatz 1 hmaus, da,

=[] =t

Es sei also k& gerade. Dann ist

(18)

k
—2~ +1 = h—l—l,

und daher nach Hilfssatz 1.2, mit » =1, N =1+k/2-1,

d 51K/ 2
—gﬁ-("ll”km Jl+k/z(2t1ﬂ)) — {0-DI2+R Jl—1+k/2(2t1/2) — {MRENA Jh+k/2(2tl/ )y

folglich

a9 2

= (tl/2+k/4 Trerpe {2 - m)l/z}) — gtk Tnsral2 { m)l/z}
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Auf Grund von (18) und (19), ergibt sich (17) aus (1), wenn man
beide Seiten einmal nach ¢ differenziert, und zwar rechts gliedweise,
Die Zulissigkeit dieses Verfahrens folgt aus der auf die n-Reihe bezug-
nehmenden Behauptung des Hilfssatzes. Diese Reihe konvergiert tat-
shchlich in jedem Intervall §; <t <t, absolut und gleichm#Big, da fiir
% 3= 17 nach Hilfssatz 1.6

Jh+k/z{2n(m)1/”} = B(nt)~

ist, und die Reihe

D rmn

=1

phiE=RA=1 pkR-Us

>"‘
konvergiert, weil die Reihe (10) fiir s > %/2 konvergiert.

§ 4. Entwicklung der Funktion P,() in eine Reihe
nach Besselschen Funktionen

In diesem Paragraphen wenden wir die folgenden Bezeichnungen an:

T ist ein Intervall der Gestalt ¢ <t <1y

t* ist cine natiirliche Zahl t = n, wofiir 1,(n) 7 0 ist.

T, ist ein Intervall der Gestalt §; <t <t;, dem keine Zahl t* ange-
hort.

C ohne Indizes bezeichnet unterschiedslos Zahlen, die ihrem abso-
luten Betrage nach unterhalb von Schranken liegen, die nur von %, t
und ¢, abhéingen diirfen.

Das o-Zeichen bezieht gich auf ¥—co und gilt gleichm#fig in einem
Intervall T, oder in einem Intervall 7.

F, @, J sind Funktionen von ¢, die fiir alle { > 0 def_lmert sind und
auBerdem folgenden Bedingungen geniigen:

Die F sind. fir alle ¢ stetig.

Die @ sind fiir alle ¢ = t* stetig, fir ¢ = t* gleich dem Mittelwert.

Die J sind von Null verschieden und gleich € in einem Intervall 7.

Wie iiblich sefzen wir ferner

1 fir y>0,
1) signy = 0 fir y=0, -
—1 fir y<O.

Aus Hilfssatz 1.2.6 geht hervor, daB sich jede natiirliche Zahl als
Summe von vier Quadraten darstellen 148%, also auch als Summe von
mehr als vier Quadraten. Daher ist ri{n) > 0fiir & > 4. Ist also & =4
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50 isb jede natiirliche Zahl ein t*, und 7T, bedeutet dann jedes abgeschlos-
sene Intervall ¢, <t <t,, dem keine ganze Zahl angehort.

Das Hauptziel dieses Kapitels ist der Beweis des folgenden Satzes:
SArz 1. Bs st .

(@) HPut+0)+ Py(t—0) t"“Zr )7
wobei die Rethe rechis das folgende Verhalten zeigi:

1) Fiir & = 2 ist sie honvergent, und zwar gleichmafig in einem Inter-
vall Ty.

9) Fir &k > 2, o > (k—3)/2 ist sie o-summierbar, und zwar bei fe-
stem o gleichmdfig in einem Intervall Ty.

3) Fir k> 2, 0 <0< (k—3)/2 ist sie bei keinom t o-summierbar.

Im Falle 2) ist die Gleichung (2) nach § 2
die o-Summe der rechten Seite steht.

VT | 2 (mt) R

5o zu verstehen, daf links

s sei ¢t nicht ganz. Wir wollen die Gleichung (3.17) h-mal nach ¢
differenzieren, und zwar die Reibe rechts gliedweise. Links ergibt sich

dann
(3) D rem) =
ogm<t

At).

Um die Differentiationen rechts auszufithren, wende man die Formel
(1.6) mit » = h, N =F%/2 an. Man hat dann

13
dltn (12 g (261)) = T (287
Ist die Funktion f(2) h—mal differenzierbar, so gilt
dh .
T ——f(st) = §"1Pst).
Wendet man dies mit
f1) = BT p(20), s = atn
an, so folgt
b
?T" (nh“”“'n"’“‘”/%"/“’“’”‘JM bz nt) ) = (a (2nY Mty 2o nt) ()},
(]
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d. h. !

a o
PR T, (2 (00 ) = AT o (i,

Somit ergibt die kh-malige gliedweise Differentiation der rechten
Seite von (3.17)

k2

| . %)
+tk/2+ikl4Zm(%)%-k/d‘]klz{Qn(nt)lﬂ},
I’(*‘T”{‘l) =1

Setzt man dies dem Ausdruck (3) gleich, so efgibt gich formal
(4) Pyft) = 1 ¥ rin)n T 2ty ).
n=1

(4) ist die Identitdt (2) fiir nichtganzes f. Auf Grund der Hilfsgitze 2.7
und 2.10, wird daher Satz 1 bewiesen sein, wenn wir folgenden Satz 2
beweisen :

Sarz 2. Die in (2) aufiretende Reihe ist:

1) Fiir & = 2 konvergent, und zwar gleichmdpig in einem Intervall T,.

2) Fir k=2, 1 =1" sum Mittelwert Tonvergent.

3) Fir k> 2, o> (k—3)/2 o-summaerbar, und zwar bei festem o
gleichmdpig in einem Intervall T.

4) Pir k> 2, o> (k—3)[2, t =" zum Mittelwert o-summierbar.
5) Fir >2, 0 <o < (k—38)/2 bei keinem t o-summierbar.

Der Beweis von Satz 2 erfolgh in mehreren Einzelschritten (Hilfs-
sitzen).

HirrssaTz 1. Es dst
() Tup{27(nt)?) = &~ nt)" ¥ cos {200 (mt)*? — 3 (k+1) ) +
+(nt) ™ cos {21 (mt) ) X (mt) 2 ...+ X _y(mt)= D0 .
+(nt) M sin {2 (nt) 2) (X y(mt) L.+ Yaa(nt) D) 4 g (n, 7).

Hierbei  héngen die Zahlen Xy ooy Xty Yuyoiiy Yoy nur vom

threm Indens wnd von & ab. ou(n,t) ist bes fostem n eine stetige  Funktion
von t und )

o or(n, t) = B('n,i)"'ﬂ-lu_

(Fiir & =2 ist b =1; das zweite und dritte Glied rechbs in (5) fallen
dann weg.)

icm
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Beweis. Aus Hilfssatz 1.6 mit ¥ =%/2, I = h—1 und 2x(nt)?
gtatt ¢ folgt

k 1
P 12 h—-1 I‘(E +m+ _?—;-)
Jklz{Zn(’M)m} = (n-2ﬂ(nt)”2) X

m=0 \r k 1)
=0 m! 5—m+2

3, = k 1
cos{Zn(nt)/ t5im—3) -7

B(nt)~h2-14,
(2 - 200 ()" B

Sondert man hier dag Glied m = 0 aus, so ergeben sich (5) und (6).
Die linke Seite von (B) ist nach (1.4) eine stetige Funktion von #. Die er.--
gten drei Glieder rechts sind ebenfalls stetige Funktionen von f. Somit
ist auch die Funktion gn,t) in ¢ stetig.

HILFssATZ 2. Die Reihe

[+]

) D rm)n gy, 1)

n=1

kohvea‘giert in jedem Intervall T absolut und gleichmdpig gegen eine stetige
Funlktion von t. - .

Beweis. Wegen
B 1
®) PR
ist nach (6) Nt
B g(m, 1) = B G0,

Anderergeits konvergiert die Reihe

2 ri(n)n

weil die Reihe (3.10) fiir s > k/2 konvergiert. Da jedes G]igd der I.{eihe
(7) eine stetige Funktion von ¢ ist, 8o isb auch die Summe in ¢ stetig.
Wir setzen zur Abkiirzung
(9) ) —3(k+2h+1)m = w.
HipssaTz 3. Fir y =1 ist

—Fj2—1/4
i l,

[}
—he _ —hj3—k[4—1]4 Zn(%y)m-l—w} 4~
10)  Pyly; h) = g 2 Yy ARAU N () cos {
(10} Py;h) ="y é:

+B yh/z+k/4—a/4 ,

(11)  Pyly; b) = By"/2+’°/4—1l4-'
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Beweis. Nach den Hilfssitzen 2.1 und 3.2 ist

00
(12) Pylts h) = g2kt 2 {0) TR i 27 (nt) )

n=1 -

wobei die Reihe rechts auf jeder Strecke 7' absolut und gleichmiBig
konvergiert. Nach (1.14) ist fiix N <2k, t > 1

. 2\ ( aN n)
(D) = =) cos[t— — — Z) 1 py-2.
Jz\(é) (m) cos |¢ 3 1 Bt
Wegen (9) ist also

(13) Taga{2m (n9)) = 7" cos {2m(ny) R ) (ny) =Y B (ny) =,
Die Reihen

0

[=°]
14 “’“ ) g2 ~Ks-1/a N (n p~MA=/—3s
k ) Lk
=1 =1

konvergieren wegen (8), da die Reihe (3.10) fiir s > k/2 konvergiert.
Daher ergeben sich (10) und (11) aus (12) vud (13).
Wir fithren jetzt die Funktion :

(15) golt) = M=t g {20t™ — 1 (k+ 1))
Hrurssarz 4. Das Integral
(16) J Pelys W g§y) ay
1
konvergiert fiir jedes t, und zwer gleichmdp ig in einem Interval

L Ty, yegen
eine stetige Funktion, zum Mittelwert fir ¢ =1 .

Beweis. Es sei y > 1, t gehore einem Intervall T an. Wir differen-
zieren die Funktion (15) (A-+1)-mal und ersetzen dann ¢ durch ty. Bs
ergibt-sich, wenn 0, eine geeignete, nur von % abhingige Zahl ist,
A7) o (ty) = 04tay) M- OFIR e ( 1y)0 — L (4214 3) )

—1—()’;’/_7‘/4‘(7”'1”2‘3/4.

Da die erste Reihe (14) konvergiert, so ist nach (10), (17) und (9) der
Integrand von (16) gleich ]

2

7(18) . kJ_-L-k—-loktrlz/zhic/4—é/4y;'1

b

ra(n)n T MERR1 oo (95 (my) 2 - an) x

2
[
—

X €08 {27: (ty)'"? +w— %} oy,
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Es sei ¥ > 1. Nach (2.9) und (15) ist der Integrand voun (16) im
Rechteck ’ :

(19) ChKESh, 1Ky <Y
stetig. Das Hauptglied in (18) ist, da die erste Reihe (14) konvergiert,

auch im Rechteck (19) stefig. Also hat die Funktion O in (18) dieselbe
Eigenschaft. Das Integral :

o0
[ oyeay
1
konvergiert daher in 1" absolut und gleichm#fig gegen eine stetige Funk-
tion. von ¢. Hg geniigh mithin, die Behauptungen des Hilfssatzes flir das

Integral

(20)

H%S
e

[

v dy
ry(n) MR cog {27 (my )P 4w} sin {27 (ty) 2 ) 5

n=1

statt fiir das Integral (16) zu beweisen, o
Die Summe in (20) konvergiert absolut und gleichméfig im Intervall
1 <y <Y, da die erste Reihe (14) konvergiert. Also ist

(21)

S ay X r . 12 s 0 1/2 dy
f Ty () =B =108 f cos {20 (uy)' P 4w} sin (27 (ty) —}-w}—;.
1 n=1 y N=1 1

Hier ist wegen (1)

- . dy
f cos{ }sin{ -
y y

1
2

v v i

2y, 12 dy Lo e s um Y
fsin(‘Jn(tllz4{_»”.1/-)2/1#_}.2%)7+?fﬁ1g(zn(t —n )y ) v
i

1

12, 51[2) 2y o
g Gl g X
= §in (27X '—|—2w)T +
VIS T N -
Gy (2l 2y )
1 o e ax
+—2—sign(t——n) §in (2nX )Y
@R Inlin2
(@i 2 ix lt][l_njlzlyl{z - X-dX
(22) = sin(2nX+2w)—i— +sign (t—n) sin (2 )Y'

a2yl (H2—nll
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496 X. Entwicklung der Funktion Pg(f) in eine Reihe
Die Integrale

[ sin (20X +2w)

1

ax

ax

und [ sin(22X) —
0

konvergieren. Daher zeigh (22), daB die Integrale rechts in (21) gleich-
misig fiir n >0, t >0, ¥ > 1 beschréinkt sind. Also konvergiert die
Summe rechts in (21) absolut und gleichmiBig fir ¢ > 0, ¥ > 1.

In der Reihe (21) konnen diejenigen Glieder weggelassen werden,
fiir die 7,(n) = 0 ist. Bs geniigh daher zu zeigen, daf der Ausdruck (22)
bei festem n = t', wenn Yoo,

1) in einem Intervall T, gleichm#Big gegen eine stetige Funksion
strebt;

2) fiir t = 1* gegen den Mittelwert strebt.

Beide Eigenschaften sind fiir das ersie Integral (22), klar, da dieses
gleichmiBig fiir alle { > 0, n > 0 konvergiert.

Gehort ¢ einem Intervall T, an, so ist

[t—n| = [—t° =15,
wo t; die kleinste Entfernung eines der Punkte #;,1, von t* bezeichnet.
Daher ist
[t—mn|

1512
[t/—n/]—_—m/ »

‘

WO {, nur von 4,1, und ¢* abhingt. Mithin hat das zweite Integral (22)
auch die Eigenschaft 1).

Fir ¢t =n = {* ist das zweite Glied in (22) gleich Null. Der Mittel-
wert an dieser Stelle ist auch gleich Null, wegen

{ f iX— f

0 []

Also erfillt der zweite Summand in (22) auch die Bedingung 2).
Hiressarz 5. Ist f'(y) fir y > 1 stetig, so ist fir ¥ =1

b
2, rm)in) = PUI)N(T)— [ Puly)f () dy +
ny 1

1

2

sin2x X
X

§in 2z X
X

dX} = 0.

(23)

Y
+ [ Vi) i) dy+ {Va(1)—1} ().
Beweis. By gei

Y
8 = [ {4uly)—1}f @) dy.

icm

Dann ist einerseits

§ 4. Entwicklung der Funktion P(t) in eine Reihe 427

Y

¥ Y
8= [ i’ way— [ Fdy = [ 4w @) dy-+H1)—HT),
1 1 1

anderergeits

ng¥
Somit ist
¥
D f(n) = Al D) — [ Ay)f (v)dy—1(1)
¥ 1
Y ¥

PV X)+ VU D (X)— [ Puly)f'(y)dy— [ Vily)f (y)dy—F(1).

1 1
Hierin Jhat man

Y
dy = V) f)) — [ Vily)i(y)dy.

1

g
[ Vi)t )
1

Wird dies eingetragen, so ergibt sich die Behauptung (23) des Hilfssatzes.
Hiurssarz 6. Die Reihe

=

2 rg(n)n~cos

n=1

(24) {2n(m)1/2— %}

konvergiert filr jedes t, und swar gleichmdpig in einem Intervall T,, zum
Mittelwert fiir ¢ = t*.

Beweis. Zuniichst ist

Va(t) Va(t) = m.

Ferner ist nach (15) fir k=2, y > 0

i,

—3/4 12 3m
(25) 1(y) = golty) = (ty)™"" cos\2alty) " — —
und nach Satz 2.1.1, der auch fiir ¥ =2 gilt,

Pyw) = Ba',
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Wir wenden jetzt Hilfssatz 5 mit der Funktion (25) und % = 9 an.
Dann ist zunéchst

(26) Z ry(n) neos {27:(%75)1/2 — ﬁ}
n<y 4

Y g
= P(Y)HX)~ [Py Wdy+ [ Vi) ily)dy+{Vad)—1} (1),
1 1 N

Hierin ist, wenn ¢ in einem Intervall 7 liegt,

P(NY) = 017,
Das Integral
v y 37
Vi rway =zt [ cos {%(ty)“’*— T}y"“.“dy
1 1
712 3
= 2t~ f o8 :Bntllzy——f}y“”zd;t/
1
konvergiert fiir Y—>oo0, und zwar gleichméfig’ in T, gegen cine stetige
Funktion von 2. Nach (2.12) und (2.6) ist

t
[ Py)ay = Pys; 1),

Also ergibt partielle Summation
¥ ¥

@0 [ Py)f )@y = PoX; )7 ()= PoL; 1)1 () — [ Pyy; 1)1 () dy.
1 1

Nach (11), mit k =2, h =1, und (25) ist in T
PY; 1)f(Y) = QX5 — o712,

Das zweite Glied rechts in (27) ist von ¥ unabhingig und eine ste-
tige Funktion von ¢ Dasselbe gilt vom vierten Glied rechts in (26). Das
Integral rechts in (27) konvergiert, nach Hilfssatz 4 und (25), bei wach-
sendem Y, und zwar gleichmiBig in einem Intervall Ty, zum Mittelwert
fiir ¢ = ¢".

Aus dem Bisherigen folgt, daB die rechte Seite von (26) die im Hilfs-
satz genannten Eigenschaften hat, d. h. bei unbeschriinkt wachsendem ¥
tiir jedes ¢ gegen einen Grenzwert strebt, und zwar gleichmiBig in einem
Intervall Ty, zum Mittelwert fiir t*. Daher besitzt auch die linke Seite

diese beiden Eigenschaften. Da der Faktor ¢*% nicht stort, so ist der
Hilfssatz bewiesen.

icm

§ 4. Entwicklung der Funktion P(t) in eine Reihe 429

Von jetzt ab sei k > 3, also » > 2. Wir fithven die Funktionen

(28) gty = IR 0l (=1, .., 1)
ein,
Hinpssarz 7. Bs sei 0 <m < h—1, 0 <1< h+1, m4l > 0, Y >0,
Pl '
(29) I = af Pyly; 1) g2 (1) dy.

Dann sirebt das Integral T, bei wachsendem ¥, gleichmdfig in einem
Intervall T, gegen eine stetige Funltion fu(t). Weiter ist dort

(30) I =C(Y+0)"  fir 1> 0.

Beweis. In einem Intervall 7' ist nach (11), (15) und (28) der Inte-
grand von (29) gleich

C?/h/2+k[4-1/4-—75/4—1/4—1%/2—-(h’)-l—l)/z — C@/Z’z"mlz_l.

Im Talle T = 0 ist m > 0, also das Integral [ gleichm#Big in T gegen
1

eine stetige Funktion konvergent. Tm Falle 1> 0 ist (30) erfiillt.
Hirwssarz 8. Hs sei

T f k=3,
(31) NN, =] 7 fr k=4
76:1 filr k= 5.
Dann ist
(32) Py(z) = Ba".

Beweis. Diec Formeln (2.4.1) und (2.4.9), wo z = 2' sind fiir k> 4
bewiesen worden; der Beweis gilt aber auch fiir % = 2, Man hat daher

Ag() = 2 Ay(z—m?)+B = Z Pyz—m?)+n 2 (x—m*)+B

—g<m<e —g<m<t —E<m<E

4
o= Y Plo—m)+ 0 B,
—M<2 3

P
&
I

2 Py(—m?) 4B,

—R<MZE
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Von hier aus ergibt sich die erste Zeile von (81), wenn man die Abschiit-
zung
Pyz) = Ba*Plogs = Ba*l®

(vgl. Winogradow [4], Aufgabe 6,a zu Kapitel III) benutzt.
Die gewiinschten Abschéitzungen fiir Py(«) und Pyz), & =5 ergeben
sich aus (2.2.4) und (2.1.1).

Hirrssarz 9. Filr 0 <1< h st

(33) Pya; h—1) = Be®,
wobei '
3 5l .
T i k=3
T8
TTIe T k=4
(34) 0 = b = A 1
T T %oy i wngerade k>3,
k l 1 .
PSR Sy fir gerade k& = 6.

Beweis. Wir wollen zeigen, daB die Bedingungen von Hilfssatz 2.5
fiir
N %
(35) T =Pt)) X=¥N, Y=

T

o | =

1
4
erfiillt sind, wobei N nach (31) gegeben ist.
Die Ungleichung (2.16) lautet wegen (35)
h k1
O<N—F——= .
SHsgt 4 4 <k

Sie ist nach (31) erfiillt; denn jenachdem & =38, %k =4, % > 5 ungerade,
oder k > 6 gerade ist, lautet sie

: 7 3 9 7 E—1 %
0<‘8‘<5‘<3, 0<'§‘<Z<4y 0<T<E<k’
-1 k1

0 — & —
< 9 <2 4\7"

Die Bedingungen (2.17) sind fiir die in (35). angegebenen Werte von X
und Y nach (32) und (11) erfiillt. Man kann also Hilfssatz 2.5 anwenden
und bekommt fiir 0 << m <h

Pz m) = BaStm¥-Xm
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Fir 0 <1 <h gilt somit die Abschitzung (33), wobei
h—1 1
(36) 0=X—}-T(Y—X)=Y—~~}L—(Y—X)

ist. Wir haben noch zu zeigen, daB dieses 0 mit dem durch (34) definierten
iibereinstimmt. In der Tat folgt aus (35) und (31): ‘ .
Firk=3i6 h=2 X =7, ¥ =~.
Firk=4ist h=2 X =75, ¥ =1,
Fir ungerade % > 8 ist h = (k+1)/2, X = (k—1)/2, ¥ = k/2.
Fir gerade k >6 ist h =k/2, X = (k—1)/2, ¥ =k/2—}.
Setzt man diese Werte in (36) ein, so ergeben sich die in (34) angegebenen
Werte von 6.

Hrrrssarz 10. Fir 0 <m < h—1, 0 << 2 ist in einem Intervall T
(37) Py(w; h—1)g@ (1) = Oz"—2~18,

Beweis. Nach Hilfssatz 9, (15) und (28) ist in 7' die linke Seite von
(37) gleich Ox®, wobei

-

k41 21 1 k+b
Betmm =y =0y~

Zusammen mit (34) ergibt dies:
Fir k¥ =3 und 4 ist

R=3ll6—3<g—3=—% h-2=0, B—(h—2)<~—
Fir ungerade % > 5 ist -
k—8  I(k—1) _k—B k—1 k—3

E=— Taery ST T

2
1 1 1 1 1
R—(h—2) < (k——l)(——k_’_l “Z) <4(———) <-3
Fiir gerade % > 6 ist

BoWk=1) 3 _k_ k=1 3 . .k _,
=gt 3571t 7% 7w 5 T
E 13 6 1 3 1
— A R TR A N
R—(h—2)< =g = +5<—7-5+5<~%

In allen Fillen igt die Abschitzung (37) erfiillt.
Hrrssarz 11, Bs set 0 <m <h—1, Y >0,

i1
(38) Bp(Y) = PUT+1) g T}~ [ Pely)gn(ty)dy.

1
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Dann st
G 40X fir m =0, gleichmifBig in einem
Intervall T,,
PY* 4o (Y"%)  fiir m > 0, gleichmadpig in einem
Intervall T.

(Die Zeichen F,@,J sind zu Anfang des Paragraphen eingefithrt
worden.,)

(39) Dp(¥;h—2) =

Beweis. Fiir m =0 sei ein Intervall T, vorgegeben, fiir m >0
ein Intervall 7. Die o-Zeichen mogen fiix m = 0 gleichméBig in T, fiir
m > 0 gleichmiBig in T gelten. Der Binfachheit wegen werden die Tndizes

m, k im folgenden weggelassen. Integriert man J-mal partiell in (38),
80 ergibt sich wegen (2.12)

DY) = P(Y+1)g{t(Y+1)} +FP(Y +1; 1)g'f¢ (Y41)}+
Y41
+F [ Ply;1)g"(ty)dy+F
L

Y41
(40) =ZFP (Y +1;50) g (T +1)) +] Pf Py;h)g ("+‘>(m,)(7«/+p}

(41) = 8(X)+f(T),
zur Abkiirzung. Wegen (2.6) folgt hieraus
D(Y;h—2) = 8(¥; h—2)+}(X; h—2).
Fiir m = 0 ist nach (40), (41) und Hilfssatz 4

1Y) = @+o(1). : h
Wegen (2.6) folgt hieraus

HY;h=2) = GY""Z—|-0(Y"“2).
Fiir m > 0 ist nach Hilfssatz 7 mit I = 0

HX) = F4o(1),
also

HY;5h—2) = Y24 0(X" ),

Der Hilfssatz wird daher bewiesen sein, wenn wir noch zelgen, daB glexch-
miBig in einem Intervall T

(42) - S(Y, h—2) = o(X*Y
ist. Die o-Glieder mégen jetzt gleichm#Big in T gelten.

icm

§ 4. Entwicklung der Funktion Px(f) in eine Reihe 433

Als Vorbereitung zum Nachweis von (42) soll jetut gezeigh werden:
13 § .
43) S(¥;D) =2FP<Y+1;w)g‘“"’{t(Y+l>}+o<1‘) 0<I<h—2).
A=

d (41) richtig. Bs sei also
1=0 ist (43) nach (2.6), (40) un
0< jlFu<r h—2 und (43) fiir I wahr. Dann folgh das Entsprechende fiir I+1

so: Nach (2.12) ist -
@) ST+ =D F f Py+1; a)g® iy +1)}dy+o(X).

a::l

" Hier ist fiir jedes ¢ <h

Y Y41
[ =] Ply;ag wdy
o 1 . i1

— P(Y+1; a4 1) g DTV} HF [ Ply; at1)g“ ) dy+F

Y+1
= }“ FP(Y+1; b)g® 1T +1)} +Ff P(y; hyg® ty)dy+F.
b= a+1

Setzt man dies in (44) ein, so ergibt sich

h—1 h

8(Y5141) = )

a=l b=a+1l

FP(Y+1; b)g® DY+ +

Y1
f P(y; b)g () dy+F+o(X)

1

u (a—l-—-l)
(48) 2 FP(Y+1;a)g {tx

Y+1

D}+F [ +F+o(XH).
1

Das letzte Integral ist Ip,, in der Bezeichnung (29). Nach (30)

ist daher
Y+1 .
(46) F f FF = O(T 1) = o(XH).

il (43
Aus (45) und (46) folgt das Bestehen von (43) fiir l—,—ld. ]‘ialllei ]g;EQ(Alsc))
fiir jedes der dort angegebenen I. Setzt man insbesondere [ = ,

folgt .

9 h—2
8(T;—2) = Y FP(Y+1;a)g ™ (T +1)} 0T
a=h—2

A, Walfisz: Gitterpunkte in mehrdimensionalen Kugeln
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Wendet man schlieBlich auf jedes der drei Glieder in der Summe
Hilfssatz 10 mit ¥ -1 statt 2 an, so ergibt sich die zu beweisende Abschit-
zung (42).

Fiir das Folgende ist es bequem, eine einheitliche Schreibweise fir
die Funktionen (15) und (28) zu haben. Zu diesem Zwecke getze man

Hh+1)w g m =0,
(47) g=1{(0
in

Dabei bezieht sich der Wert 0 auf den Fall, daB in (28) der cos steht,
und der Wert =/2 bezieht sich auf den sin.
Aus (18), (28) und (47) folgt

fir 0<m<<h—1.

(48)  gm(t) =17 R oos(0mt—0)  fir 0 < m < h—1.

HirrssaTz 12. Bs sei 0 < m < =1, ¥ >0,

¥+1

(49) Pu(Y) = [ " ty)dy.
1

Dann ist, gleichméfig in einem Intervall T,
(50) W, (Y;h—2)
= J(YHLHHHTITE oo (27 [ Y+LPP—6—3 (h—1)m)+
+FY4o(YY),

also

J(Y—i—l)’”"*hﬁ_”“cos(2:n{t(Y+1)}1/2—%(k+2h——1)n}
‘ FEY"40(YY) far omo=0,

FY"™10(Y*)  fir m>0.

(3l) P(Y;h—2) =
Beweis. Die 0-Zeichen mogen im folgenden gleichm#Big in einem

Intervall T gelten. Zur Abkiirzung werde

(32) W=o-2 2

gesetzt. Nach (48) und (52) ist fir ¥ > 0

y"’z“lgm(ty) — t“k”"l“—m[gywcos {2n(ty)1/z~—6} .
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Nach (49) ist also
Y41

(53) P Y) =T [ 7 cos(2a()P—0}ay
1

2a{i ¥+ )}/

2ntli?

W+ oos (i —0) dy .

Nun soll durch Induktion gezeigt werden: Fir 0 <I < h—2 ist
(33)  WalY;1) = J(Y 41T cos (20 (4 ¥+ 1) —0— 3 (1+1)7) +
+ ¥ Py eos (2a [t (¥ A1) —0— 31 +a-+2)a)+-
A

ogagch—1-3
L FY o (TY.
Partielle Integration ergibt

W41 ) F [ 4 cos y—ﬂ—i)dy
fﬂf”’“cos(y—f))ﬂ?/ =y reos (y—0— | +F | 5 cos .

h=2

= 4"+ cos (?/—0— %) + ) By eos fy—0—}(a+2)7) +
-~ =0

+F f YTt cog (y —0— S haw)dy

Hierin ist nach (52)

|
o]

A\

k
OW—h+1 <+ —5—h
Nach (54) ist somit

7T
¥,(¥) = J(¥+1)"+ " cos (Bn Y+ —o6— —2—) +

+ h>;2F(Y-l—].)”’"‘/zcos(ﬁn{t(Y-|—1)}”2—0—%(“+2)”)+F+°<l)'
el
=0

Das Glied ¢ = h—2 kann in der Summe weggelassen werden; denn
der Bxponent von Y--1 ist wegen (52)

55) erledigt. Es sei jetat

Damit ist nach (2.6) der Sonderfall I =0 von ( cotiihrt,

1< h—2. Der Ubergang von I zu [+1 wird dann wie folgh aus
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In (55) ersetzen wir ¥ durch y und integrieren {iber ¥ von 0 bis ¥. Dann
ergibt sich Wegen (2 12)

YY1 = Jf J“’+l/"+1/2eos{ a(ty) P —0—3 0+ D} dy +

¥+1
+ D F [ yTeos (2m (1)~ -3 (1+-a+2) afdy +

o<ah—-1-3 1
+FYH Lo(THHY).
Jedes der Integrale hier werde wie das Integral (53) behandelt. Es ergibf

gich dann
Y+1

Jf g/WT”“mwx{}dy

= J (T 1) P+ oos (27 {t( T +1)) 2 —0— 4 (1+2) =) +

+ 2 F(Y 17 HEHR= R 005 (97 [t T+ 1)} —0— $ (14 a+3)7)+
ogah—I-4

+FYH 4o (THY),

Y+1
b f ?/W-q-l/z-a/z Cos{ }dy
1

= b (Y—I—l)”“’”“”‘“/“‘bl?‘cos(2n{t(Y+1)}”2~0——

ob<hil—a—a
~3(+a+b+3)a)+FTH Lo (XH).
Daher ist
(Y 14+1) = J(X+1)7 4 cos (2a (X +1)) 1 —0— 3 (14-2)7) +
+ Y BT R eos (9n (¢ (X 1) —0—}(I+a+3) @)+

o<ach—T-4

+FYH 4o (X,

Damit ist der Ubergang von I zu 141 vollzogen und die Formel
(8B) fiir 0 <1< h—2 bewiesen. Setzt man insbesonders I = A—2, so
fallt die Summe in (55) weg, und wegen (52) bekommt man (00)
Schlieflich folgt (51 aus (50) und (47), denn fiir m > 0 ist nach (8)

E h T m _h R 9
- - <
4 + 2 4 2 2 2 4
HirssaTz 13. Fir Y > 1. dist, gleichmdfig in einem Intervall T,

b4
(56) fyklz“m(Y—y)"me{(ty)m}dy =1~ {(t I’)”z— %} Yk/z_sja+o(yk,2_3,z).
i
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Beweis. BEs sei ¥ > 1; die o-Zeichen sollen gleichméfBig in emem
Tntervall T gelten. Nach dem zwe1‘nen Mittelwertsatz ist

v-y3

y_y23
Y3 f yklz_sl"(l’—y)”l/"’(lsin{27:(ty)1’2}

1 o 2
f = g f g Y —y) M deos {27 (1)) +
i y

@BaR — gyke-1ne — 0(yk/2—3/2)_ )

] kj2—1/4
_"f) = YH-T 1L BY R,

- 2\ . 1 -
g = Y (1.__1;) = Y-S Y BSY "

__{}z:y—-llz +B17—1[67

y2[3

— Y (10T ),

W (— T de

1
4
7T
(57) — Cyk/‘.’.—SM.._
Fir gy = Y—2, 0 <z < Y ist
yk/2—7/4 — Yk (]
— 1}1/2
d. h. :
e{ty)?) = e{(t Y e(
ch[--7/4 { 1) 1/0} — 17”/2—7”8{ 4 1/2]
Somit ist
b'd
“[ _ Yklz'”"'e[(tY)l/?}}
723 0

Hierin ist das Restglied

Im Hauptglied ist

v23

0

— ﬂ~1/2L—1/4Iv1/4f 'y“llge"wd;l/—{—O’Yl/"_”u.

=7

—1j2,-1ja 14,

C,yk/z-19/12 = O(}:IC/Z—S[Z) .

atl/2p/6

00

[

J‘ — gk, -1/4} 14 OJ‘

A —

?/_1/26—1%(1:(/

Hoxt ==

pals

:/3—17]4-1[6
+O’Y’“/3 7y /f

0

%)t—m Y1/4+Oyl/6_

t]["y—llz )—‘—C'Iklz—7,4 1/6

2 Ve,
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Daher ist
- ¥

-1, {(tY }YICIZ 3/2+()(y’/2 3/2)
r-y23

Zusammen mit (57) ergibt das die Behauptung (66) des Hilfssatzes.
HiLrssarz 14, Fir Y > 1 dst, gleichimdfig in einem Intervall T,

¥
1k
(58) f:t/m*m(1'*?!)_1/2008{Efr(t’!/)m*‘a"‘T)' () ,_1)7,} dy

1

ykia— 3e0s (2 (1Y) —0— 1 (k—1)s ) +o (THE-R)
Beweis. Auf der linken Seite von (58) ist

6 1(k
. 1/2
cos{ | = Re(e{(ty) }6{———:7; —71-(5 —1)})
Wegen (56) ist somit, gleichmiBig in T,

¥ ¥
[/ 1% .
=Re (0 {— Iy ("2* —1)} f ?/"/2‘7/4(17*?/)‘1/2?{(t.?/)m} d?/)
1

1

_ 0 1/(k —1/4 ykj2—3/2 1/2 1 pkje—3/2
= Re (e{~—§;—z(§-1)}t Y e{((lY) -—g} +o(¥ )

= (MY ER-3 0 {QE(tY)llz—B—%(ﬁ __1) 1 } Lo (YF-8R)

Hirpssarz 15. Bs set 0 <m <h—1, ¥

2 0. Dann ist, gleichmdpig
in einem Intervall T,

=

k-3 o7
(59) LI/O(Y;T«)z (Y H1)3200 (Zn{t(y+1)}1/z_7_o"r_) +

+Fyk/2—3/2 +0 (}ka/g_s/z)’
k-3 ~lef2—-3/2 j2—-3]2
(60) P\ Vs —5—) = FYFPB 4o (Y1) pup s o,

%—

(61) ‘I’m(Y; +s) - Fykl.‘!-—312+e+0(Irklz—a/z-;-g).

Beweis. Fiir ungerade k ist & = (k-+1)/2. Daher folgen (59), (60)
aus (51).
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Tiir gerade k ist h = k/2. Aus (50) folgt dann

k
o 2~ /A—~m)2 2 g1 E 1)
gfm(y;-;“— —2) = J (Y 1)FA-"""Eeos (Qn{t(Y—}—l)}” 6 %(2 1)1) +

AR Yo (T,

Wir wenden jetzt Hilfssatz 2.2 mit (1) = Yat), o =k[2—2, 1=}
an und erhalten wegen (2.6)

r 7
k—3 1 L Pl
'JUm(Y§ 5 ) = f@"bf Tm("/: B "‘)(1 Y) Y

Daher ist

7 3 ¥l e " 0
62) ¥ (Yi:—) Jf YTy 1 ) o8 {2 (1) —0—
Z my L >

v ¥
_l(ﬁ ﬂl)n}d’y—l-lf’ [ o =gyt ([ T ™ ay). -
2 :

2
Hierin hat man

¥ 1
[ = we [y,
0 0

0
als .

v "
[ o) =TT
0 0

Fiir m = 0 ist in (62) nach (47) und (b8)

' kmx 2_3j2
Y41 i ‘ . .
f = Y 1) cos (‘;’n{t(l +1P— - ) +o(¥ )

! B
y ar 3w s ‘t
Man bekommt also wiederum die Abschétzung (59). Fiix m > 0 is

I+1 -3 f ’l/klz_g/L(Y-—I—l—U)_l (Z’Z/ — Byklz =104 (Yk/2—3[2),
i

d es ergibt sich (60). ] 5 wmd
- Es vfrbleibt noch der Nachweis von (61). Nach Hilfssatz 2.2 un
(2.6) ist

r
, k= 1 ) Yy dy.
(63) (1 ) (eof m(v, 7!
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Fiir m > 0 erhalten wir bei festem ¢ nach (60)
v ¥

¥
1 _ E2=8/2 1 e, ( Foj2—3/2 o1
) ~F0fy Y~y y o [ gy —y) ),

0 1]

d.h. die rechte Seite von (61).
Um (61) auch fiir m = 0 zu beweisen, wollen wir das Integral

¥ .
(64) I(Y) = f Y=Y —y)e-leos {.‘Zn(ty)l/z—ig}dy
{ 3
abschitzen. Hier ist nach dem zweiten Mittelwertsatz fir ¥ > 3
Cp-yi r-7l/2 "
f = g YA f Y Y —y)sin {2%(@)1’2—— %}
i i -

= YER-1te2-12 O(yk/2—3/2+5).<

Fermer ist

¥ ¥ v
=B f yklz"alg(Y'—’y)“—ld'z = RYy*?2-32 f (Y—g/)e'—"d}/
r-rl2 r-ri2 v-yl/2
— Eyk/z—s/z-;—z/z - 0(yk12~3/2+:).
c .
Somit ist
(65) I(Y) = o(YFR-3i+e),
Awns (59), (63) und (64) ergibt sich
¥
., k—3 J P . — ko
?l’o(l ;~2——~+s) :P_(s;‘! (y+1y*7 3y —y)teos (2m{t(y+1)}”2—~2~)dy+

¥ ¥
+Ff yk]2-3f2(y_y)u—l(ly+a (f yk/2—3/2(y_y)z—ldy)
°

0

J
= —— (Y +1)4 kj2—-3/24¢ kj2-3/245
(@) F+1)+FY +o(Y )

In Verbindung mit (63),

liefert dies die Richtigkeit von (61)
m = 0.

HILFssATZ 16. Es sei k > 2. Dann ist die Reihe

(66)

L

re(n) w kA4 oo {Qn(m)l/z—i(k-}—l)n}

s
I
R

fiir
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1) fiir kein o -summierbar, wenn 0 < o < (k—3)/2 ist;

9) fir jedes t o-summierbar, und swar gleichmdpig in einem Imtervall
Ty, 2um Mittelwert fir ¢ = 1", wenn o> (k—3)/2.

Die Reihen

00 o
(67) Z ) n P IAIE cog 190 (mt) 2
=t (j=1,...,h=1)
ol Y :
(68) Er,ﬂ(n)rn,” 1= i {9 ()7}
nw=1

sind fir jedes t gegen stetige Funktionen von ¢ o-summierbar, und zwar
gleichmépig in einem Intervall T, wenn o = (k—3)/2 isi.

Beweis. Bs sei 0 <m <h—1, y =1, ¥ =0,

f(y) = gm(ty)y

m Y) = d (”‘)gm(m')a
(69) FulX) ,,g,“‘
V(1) —1 = Z.

Ferner habe D den iiblichen Wert (1.4.2), es sei also
Vily) = Dy
Fir ¥ > 1 ist dann nach Hilfssatz 5

Y
(10) * fu(¥) = Po(¥)gmtY)— [ Paly) gmlty) dy+

ig
D [ 4 gl ty) By +Zam(t) -
1
Ferner ist nach (69)
(71) fm(¥) =0 fir 0¥ <L
Nach (69), (15) und (28) ist fix ¥ >0

(72). fo(y) = g—k/a=1/a

i1

ry(n)n cos|2m (tn)'* —}(k+1) @},

n< ¥

A

/2 —kja—1ja—-m2CO8 (o oy 11/ m > 0).
(13) flX) = g8 Sl ()bl L Hom @)

ns¥
Aus (70), (71), (38) und (49) folgt

Ol ¥ —1)+ Dy ¥ —1)+Zsgm(®)  flx ¥ 2>1,

(T4) 1Y) = 0 fir 0S¥ <.
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Fir ¥ > 1, o> 0 ist daher wegen (2.6)

T(o)fm(Y; o)

b

v
= | Fn) (X =y dy = [ fuly) (¥ —y) "y

o

Y . i
=lf Doy —1)(Y —y)° " dy+Dy, [ Prnly—1)(Y — )"y +
1

v
FZugnl®) [ (Y —y) "y
1
=1 r-1
= o—1 -
of Do) (¥ —1—y)" 'y + Dy, bf To(y) (¥ —1—)°~*dy +
Zy,
+— gmlt) (Y—1y

= I(0)Bn(¥ 15 )+ T'(0) DpFo(Y —1; o)+ 25 gty (Y —1.
[

Es ist somit
(75) Y %m(Y;5 0) = Y70, (Y —1; ) +Dp Y, (¥ —1; 0) -+

Zy
_* -0y —0 v
e T 0T (T > 1) -
Fir ¢ = 0 ist (75) wegen (2.6) und (74) auch richtig.
Wir unterscheiden jetzt die Fille m — 0 und m > 0.
1) Es sei m= 0. Setzt man o = (k—3)/2, so folgt aus (75)

(76)” Y3’2"“/2f0(y; k:3) _ Y?‘/E-klz‘-po(lf—l; k—3) +
2 2
AY

3/2—F[2 k—3 oY Ko
+Dy YoREH li‘rfo(y—li —2“) +Z;I’ I(T) olt) (1— —;;) -
. Nach‘Hﬂfssatz 11 und der Definition (2.7) der Limitierbarkeit ist
fhe Mt1on @y(Y) fiir jedes ¢, (h—2)-limitierbar; wegen h—2 < (k——3)}"
ist sie nach Hilfssatz 2.6 auch (k—3)/2-limitierbar. L#Bs maTn also };
unbeschrinkt wachsen, so hat das erste Glied rechts in (76) einen Grenz-
We.rt. Auch das dritte Glied strebt gegen einen Grenzwert. Dag zweite
VG'].I'Ed hat dagegen nach (59) keinen Grenzwert. Also hat auch die link
Seite von (76) keinen Grenzwert. Somit ist die Funktion fo(X) finr ‘keini
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(k—3)/2-limitierbar. Fir 0 <o < (k—3)/2 ist sie daher nach Hilfssatz
9.6 auch nicht o¢-limitierbar.

BEs sei jetzt o > (k—3)/2. Nach (39) ist dann die Funktion @y(Y)
fiir jedes ¢ gegen eine Funktion @, (h—2)-limitierbar, und zwar gleich-
miBig in einem Intervall T,. Wegen

k—3

2

h—2 < < 0

ist also @y(Y) nach Hilfssatz 2.6 gegen eine Funktion @, o-limitierbar,
und zwar gleichmiBig in einem Intervall T,;. Nach Definition der Funk-
tion G folgt hieraus, daB Py(Y) fir ¢ = t* zum Mittelwert o-limitierbar
ist. Bei wachsendem Y hat mithin das erste Glied rechts in (75) (fiix m = 0)
einen Grenzwert, und zwar gleichmiBig in T, wobei die Grenzfunktion
in t* den Mittelwert annimms.

Ist o = (k—3)/2+e, & < §, s0 strebt bei wachsendem Y das zweite
Glied rechts in (75) nach Hilfssatz 13 gegen eine Funktion F, und zwar
gleichmaBig in einem Intervall 7'. Hieraus folgt nach Hilfssatz 2.6 dasselbe
fiir o > (k—3)/2+14, also fiir ¢ > (k—3)/2. Da die Funktion F fiir jedes ¢
stetig ist, so nimmt sie fiir jedes t* den Mittelwert an. Auch das dritte
Glied rechts in (75) strebt gleichmiBig in T gegen eine stetige Fun-
ktion von f. ‘

Zusammenfassend ergibt sich, daB die Funktion fi(¥):

1) fiir kein t o-limitierbar ist, sobald 0 < o< (k—3)/2 ist;

1) fiir jedes t o-limitierbar ist, und zwar gleichnidBig in einem Im-
tervall T, 2um Mittelwert fiir t = t*, sobald o > (k—3)/2 ist.

Der Faktor t—*4-1* vor der Summe Y in (72) héngt nicht von » und

n<¥
Y ab. Br ist in einem Intervall 7' stetig, und zwar ist dort

ty < TR <y,

wo 1, und £, nur von 4, t, und % abhingen. Somit besitzt die Funktion ;
wZh

die beiden soeben genannten Eigenschaften I) und IT). Das bedeutet
aber nach dem Kriterium fiir o-Summierbarkeit in § 2, daB die Reihe (66)
die beiden im Hilfssatz genannten Eigenschaften 1) und 2) besitzt.

2) Bs sei m > 0. Nach den Hilfsséitzen 11, 15 und 2.6 sind dann
die Funktionen @,(¥) und ¥P,(¥) fir jedes feste o = (k—3)/2 gegen
stetige Funktionen von ¢ o-limitierbar, und zwar gleichméBig in eine
Intervall 7. Daraus ergibt sich dann nach (75) dasselbe fix die Funktio-
nen f,(¥). SchlieBt man jetst so, wie im Falle m = 0, indem man (73)
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statt (72) benutzt, so folgt, daBl die Reihen (67) und (685 die im Hilfssats
genannte Eigenschaft haben.

rDer Beweis von Satz 2 ergibt ‘sich aus den Hilfssiitzen 1,26
16, ;.4 und 2.11. Die Fille ¥ =2 und % > 2 sollen getrennt behandelt,;
werden.

1) Es sei % = 2. Dann soll gezeigt werden, dafB die Reihe

-5

2 ro(m) 0 T {2 (mt) )

=]

konvergiert, und zwar gleichmiBig in einem Intervall Ty, zum Mittel-
“wert fiir ¢ = ¢*

Nach Hilfssatz 1 ist

ro(n) AT, {27 (ntp?)

= a iy (n) n~*MHeos {275(7%)1/2 — 34_:1} + ry(m)n" P gy(n, 7).
Dabei ist nach Hilfssatz 6 die Reihe

(24) ro(n) Mo =2 nt p_Sn
2 (e

N=1

fiir jed('as't konvergent, und zwar gleichmiBig in-einem Intervall T,
zum Mittelwert fir ¢ =¢*. Nach Hilfssatz 2 ist die Reihe

ok

N () n 2 gy(m, 1)

§

n

il
—

1'1.1 einem Intervall T absolut wnd gleichmaBig gegen eine stetige Funk-
tion von ¢ konvergent:

Wir wenden jetzt Hilfssatz 2.11 an mit T =Ty, t =1*

U=0, P ?‘:1,

Tuolt) = r9(n) n=*cos {27! (mt)!F* — —?’f}y

fm(t) = "'2("")""_112@2("71’ t):

Goll) = a7, g (t) =1,  Fot) = r(m)nM2, {27 (nt)'2}.
Dann ergeben sich die Behauptungen 1) und 2) von Satz 2.
2) Bs sei k> 2. Dann ist zu zeigen, daB die Reihe
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ob:

(17) ri(m) T {20 (nt)' )

n

[
-

die Bedingungen 3)-5) von Satz 2 erfiillt. Hier ist nach Hilfssatz 1
(18) P 0 Ty {200 ()2}
= g My () P cos {0 ()P — } (k4 1)) +
A Xyt () n TR oy {2 (mt) P ..
o Xyt Py ) IR 05 (2 () P} -
A Yyt ) R i {2 () ) -

_}_ Yh_lt_h/z.|.1/4,),k(%) ,n—k/‘i*h/:’-'*'l/“ sin {Zn (ﬂt)llz} ‘l'

() B ey(n, 1),

Die dem ersten Gliede rechts in (78) entisprechende Reihe (66)
geniigt nach Hilfssatz 16 den Bedingungen 3)-5) von Satz 2. Die dem
letzten Gliede in (78) entgprechende Reihe (7) konvergiert nach. Hilfs-
satz 2 in jedem Intervall T absolut und gleichmiBig gegen eine stetige
Funktion von ¢. Sie ist also nach Hilfssatz 2.7 fiir jedes feste ¢ > 0 in einem
Intervall T gleichm#Big gegen eine stetige Funktion von ¢ o-summierbar,
erfiillt also die Bedingungen 3) und 4) des Satzes. Die den iibrigen Glie-
dern rechts in (78) entsprechenden Reihen (67) und (68) erfiillen nach
Hilfssatz 16 ebenfalls diese Bedingungen. .

Jetzt wenden wir Hilfssatz 2.11 an, und zwar mit T = To, t' =1
in 3) und # =t in 4), r = 2(h—1)+1,

Faolt) = r(n)n =M= cos (2 (nt) 2 — } (k+1) ),
Fum(t) = ry(m)n~ B2 005 {00 (ut)' P} (L <m < h—1),
Fum(t) = 7(m) n—H == DB i Log (ng) ) (b <m < 2(h—1)),
() = ri(m) %—kl“gk(‘n, t),
polt) = 2 M g(t) = X7 A <m <h-1),

 onlt) = Ym_h+1t—1/4—(m_h.i.l)/z (h <m éZ(h——l)),
@ty =1,  Fo(t) = re{n)n T {2 (nt)*2).

Dann ergeben sich die Behauptungen 3)-5) des Satzes fir die Reihe
(7).
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