IX KAPITEL

€
DAS INTEGRAL fP}ﬁ(y)dy
0

_§ 1. Hilfssiitze

In diesem Kapitel wird % > 4 angenommen. Es soll eine zu (8.1.1)
analoge Abschitzung fiir das Integral

) " Mys) = [ Piy)dy
0

bewiesen werden. Die dabei benutzte Methode ist ziemlich kompliziert;
sie macht von #hnlichen Hilfsmitteln Gebrauch, wie das zum Beweise
von Satz 1.4.1 fithrende Verfahren. Im Falle k¥ = 4 erhalten wir allerdings
die Abschitzung ; )

(2) . Myw)= ia%*F-Ba*Ploga,
die etwas schwicher als (8.1.1) ist. Dafiir werden wir nicht so lange
Rechnungen durchzufithren haben wund brauchen die Dimension der
Kugel nicht auf den Fall % = 4 zu beschrinken.

In diesem Kapitel bezeichnet der Buchstabe w (mit oder ohne Indizes

und Striche) eine komplexe Zahl mit positivem Realteil, und es wird,
wie sehon in (4.2.1),

Bl

(3) w? = exp(ylogw), wo . - —;— < Im(logw) <

]

gesebzt, so daf (4.2.2) in Kraft bleibt. Die B-Schranken diirfen wieder
von % abhingen. ’

Wir werden es mit Funktionen f(w, w’) von zwei komplexen Ver-
dnderlichen zu tun haben. Einem festen Wertepaare (w,, w,) entspricht
ein Punkt im vierdimensionalen Raum, ebenso wie einer festen komplexen
Zahl w, ein Punkt in der Ebene entspricht. Wir sagen, daf die Funktion
f(w,w') im Punkte {10,,w;) regulir ist, wenn die Funktion fi(w) = f(w, w;)

-im Punkte w = 10, regulir ist und die Funktior fyw') = f(w,, ") im
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Punkte w' = wq regulér ist. Ist eine gewisse Menge von Punkten (i, w})
gegeben, 50 sagen wir, daBl die Funktion f(w, w') in dieser Menge regulir
ist, wenn sie in jedem Punkt der Menge reguléir ist. Die Funktionen f{w)
und fy(w') sind Funktionen von nur einen komplexen Verinderlichen,
man kann aunf sie also z. B. den Cauchyschen Satz anwénden.

‘Wir bringen in diesem Paragraphen einige Hilfsséitze.

HILrssATZ 1. Bs sei s > 8, &, > 1. Die Funktion f(w,w') sei be-
schrankt und reguldr im Bergich :
(%) 51 S Re(w) <8, #H << Re(w') <ty

In diesem Bereich werde gesetzt

(5) Plw, w) = L)
ww' (w-+w')

Dann  gelten die folgenden Gleichungen, wobei der Kiirze wegen
F = F(w,w") geselzt worden ist,

814000 {3+00t 8y +ool 9400t

- (6) f dw f Fdw' = f “daw f Fdw'
’ 81 —00f 1) 2 o0i 81 -c0i tg-coi
g ool 8y+00i fy+ooi 85+o0i

(6) = [ an J- Féw = j dw’ f Fdw
1y =00t 8100t tg ool Sy ool
8yo0i Iy+oof sypeol ool

(6) = [ @ f Fdw' = f dw f Fdw'
szlooi t3—o0i 8y —00f 3 —oai

Hierbei sind alle sechs Doppelintegrale absolut konvergent.

Beweis. Es sei ¥ = Im(w), 3’ = Im(w'). Dann gilt, wie jetzt gezeigt
werden goll, im Bereich (4) die Ungleichung

R
L+ A+ DA+l +y')’
wo R (wie auch R;—R, weiter unten) nicht von w und ' abhingt. In
der Tat ist zunfchst nach (3) und den Bedingungen des Hilfssatzes

f(w, w)] R,
o]’ [0} Jaeje’ |-

(7) VF (e, w')] < 0

F (') =

Weiter ist nach (4)
fo] = ls+yil =zs  wd >y, alo = %(s+y)
< = ¥Min(l; s) (4,
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d. h.

» ol > Ry(1+[y)),
und ebenso

' > RfL+y),  wtw'] > Bi(L+ly+y),

womit die Ungleichung (7) nachgewiesen ist. Wegen (7) ist nach dem
Cauchyschen Satze

8900t &g {-ovi typoot byt-o0i
(8) dew— [ Fdw, [ Faw = [ Faw.
8y —00i 89 —00i 4y oot ty ~00i
Weiter ist
(9) ; o=
_i_i A+lyh A+y' A +ly+yD

Hier ist nimlich

T T — Y U

Y20 0UISY v =0 0<UY

Die beiden letzten Doppelintegrale sind einander gleich. Daher ist

oo et
% % 14y (1+'y')(1+y—y’)

v

of (149)¢ 2+y{ 1+y'+f1+y y}

F log(1+y) logy
=g [ 26" 4 _p [y =8B
Aty @+y) " f e v

womit (9) nachgewiesen ist. Wegen (7) und (9) sind alle sechs Doppel-
integrale in (6) absolut konvergent. Daher kann man die Integrations-
folge vertauschen (vgl. z. B. Titchmarsh [1], § 1.85) und bekomm?t dann
wegen (8) die (leichungen des Hilfssatzes.

Auch die Doppelintegrale, mit denen, wir es weiter zn tun haben,
sind, als Folge von Hilfssatz 1, absolut konvergent.

Im folgenden werde gesetzt

(10) De{w) = Z e{m) e‘mw’
{11) F(w) = Fy(w) = () —a*Pro~"".
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Die Reihe (10) konvergiert absolut, wie uns aus dem Anfang des Beweises
von Satz 1.4.1 bekannt ist.

HILFSSATZ 2

1jzfooi 1jzool s
o F{w) F{w') ———— dwdw’ 4 B.
4’ Lot 1 l - ww'(w+w')

(1) Mym) = —

Beweis. Nach Definition der Funktion Pi(s) und (2.1.6) ist

2D,
Pyls) = Z re(m) — kkSW'

0KMms

Zusammen mit (1) ergibt dies

; 2D
M) = f( 2 () — —I:fyk’z) dy
]

Il
—u

4D, e AL
2 r(m)rll) — _L 2 rlm) 4 —E.’f")d!l

kz
o<m, ISy ogmyY
4D
13y - Z rem)7/l) f y——* D) ) fg/-dw
om I<® Max{m,I} 0xm<z
+= | yFay.
kz [
Es sei
(14) 1 ; Hfm 1+fﬂiF( Py~ = d 2
S ) F (w") —————— dwduo’.
4762 1—00f - 1-00i ( +

Das Integral (14) Konvergiert absolut, wie man feststellt, wenn man
Hilfssatz 1 bei festem # auf die Funktion

F(w,w') = Flw)Fw)(—1)

anwendet, was nach (10) und (11) gestatitet ist.
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Driickt man im Integral (14) die Funktionen F(w), F(w’) auf Grund
von (11) durch die Reihe (10) und die entsprechende Reihe mit w’ aus;
ersetzt man ferner jedes Glied dieser Reihen durch den absoluten Be-
trag, so ergibt sich die Majorante

1400t 14001

dwdw’
ww’ (w-w'’ )

| (a0)[ | (a0”)] |62+ — 11’

1—007 1--00f

14001 14.00f

< [0+ e+ 1) f f

1—-00f 1—o0f

dwdw’ |
ww’ (w+w') "

wobel das letzte Integral nach Hilfssatz 1 konvergiert. Daraus folgt,
"daB man in beliebiger Reihenfolge g]1edwe1se integrieren kann. Auf
diese Weise ergibt sich

100l 14000 o

1
I — _._4? f f (2 776(”‘) p—W Icfzw—k/z) X

1-001 1—-00t  Mm=0

(=]
: ’
% (2 rell) 6" — by —’ka) (e 1) dwdw
& ' ww’ (w4+w')
© 14-00f 1.100% ; ’
1 drwdw
(15) o p— re(m) 1y 1) f { P L ol B i
4n? A {m)Ts tdes 1o ( ) ww’ (w-4-w')

Jklz ] 14008 14-00% dwd ’
+2 Dlnim) [ [ e gy e ot

in? Y o 1y
T m=0 1—coi 1—coi ww (w+ )

_F*Zﬁc

1—cof 1-00i

14000 14000

1 dw dw'- _
- ),wk[2+lw'(w+w’)

,-—lwl(ea:(w-{—wl)

1400l 1.4fc0i
a* dwdw’

BT T
47’ i 1o I 'k12+1/w+w)

Das zweite Glied in (15) ist gleich dem dritten, wie man sieht, wenn
man m, w, w’ durch I, w’, w ersetzt. Filhrt man daher die Bezeichnungen
ein ' ,

icm o

§ 1. Hilfssiitze 365
1400t 14008
1 dwdw’
Jy B—mw-lw' e:t{w—]—w')_l
(16) ml d® s 1e; ( ww'(w-+w') ’
J4.00i 14008 »
1 dw dw’
e T e
(17) m 47L2 ot 1 ( ) 200 ’“/“+1(w+w’) H
1400 1400 B
1 dw dw
P Sy T .
(18) 4712 ot 1o ( ) w"’”lw "12"’1(117—}-10’)’
so wird
oo =]
(19) I = Z 7y (10) 14(1) o g — 2 Zrk(m)Jm—{-nkJ.
m,=0 m=0

Zur Berechnung der Integrale (16)-(18) benutzen wir die Wohlbeka.nn- .
ten Formeln

Ltooi .
20) L f e”"’—dﬁ I
2qt . - w 0 fir y<0;
14008
1 o G0 g+ .
(21) 2—7” . € w]ﬂlz‘l'l = % fiw Yy > 0.
1—o0i rf—4+1

(20) findet man bei Titchmarsh [1], § 3.126; (21) ergibt sich aus (1.4.32)
und (1.4.33), unter Beriicksichtigung von (3).

Aus (16) und (20) folgt, da man wegen der absoluten Konvergenz
der mehrfachen Integrale in beliebiger Reihenfolge integrieren darf,

14008 1400f

S = — L f e—mw—lwl (f ey(w_{,.ml)d ) dw[l'w
m,l 432 p—
1—00f 1-~00f
. z 1400f 100 ,
—_2t (4 P -t G0
- : | 4y 4 e ’
4n 1200t w, e w
(22) _ MH{ Ddy fir 0 <mpl<a
724
0 fir  Max(m, 1) > =
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Analog ergibt sich aus (17), (18), (20) und (21)

1001 14001 z
T = =g o [ anwrngy) Lo’
4 et 1 ) ww
® 1400f 14001
= ”i—gfdil f 6(u—m)wﬂ7ﬁ jf o du’
47 ) : w PPYZEER
0 100t 1—00i

1 ]
T f YAy ftir o< m<a,

—_— m
2 +
0 tir  m >
) - 14004 14007
1 , z
) == fa [ [aw S L (s
4n 0 100t w 10000 aFEE k yay-

T2(§ +1) 0
Aus (13), (19), (22), (23), (24) und (2:1.6) oder (1.4.2) ergibt sich
My(w) = 1.

;Algdeierseits folgt aus (14), (11) und (10) durch Anwendung von Hilfs-
atz

wo I= Ii+1,;
I 1 T 1+f°°i Fo) P (Ao
1= = () F(20") ~—~———— dwdw’
. 4n21-w¢ 1-%0; ww (w+w')

1 1fz400f  1jz4ool
=-0= [ [ rwre)
1jm—00t 1jx—00i

S
———— dwdw’
ww'(w-t+w') !

g M e i’
= | [ Fome) S B,
" 12 1008 ww'(10+w’)

Damit ist die Behauptung (12) des Hilfssatzes bewiesen.

;m weiteren Verlauf dieses Kapitels machen wir wieder von der
Abkurzm'lg (8.1.7) Gebrauch, die wir dauernd im Ange zu behalten bitten,
da auf sie nicht Bezug genommen wird.
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Wir betrachten jetzt wieder die Fareybriiche (1.4.7), lassen aber

die Bedingung 0 < h < ¢ weg. Dann bekommen wir die Briiche
(25) 0="hlg, (*,9=1 g¢<X.
Zu ihnen fiigen wir die Medianten (h--4')/(g+¢') hinzu, wobei h/g und
1lg zwel benachbarte Fareybriiche sind. Jeder Punkt (25) bestimmt
dann auf der Geraden —oo <y < co ein gewisses Intervall Iy, das von 6
pis zu den beiden néchsten Medianten geht. Dies Intervall hat die Ge-
gtalt

h 8 k Sg
@) g g SYSytp T pshash gsesh
Tn der Tat ist, wenn (h-+2')/(¢-+¢') der linke Endpunkt von I, ist,

B h+h hg—hg 1 1 1

| -

¢ g¢t+d  alg+g)  glgtd) S md >29137
(vgl. Winogradow [4], Aufgabe 4,3 zu Kapitel T), und ebenso fiir den
rechten Endpunkt.

Tst nun 9N eine beliebige Menge von reellen Zahlen, so verstehen wir
unter YR die Menge aller Zahlen Yy, wobei y.die Menge M durchizuft:
Tn diesem Sinne setzen wir Jy, = 2aly,. Dann hat Jp, wegen (26) die
Gegtalt

1
27) 2%(%—%)<y<2n(§-+%), wo 5 <m,a<l
- Es sei
2n

28 .
%) X7+
Da

—1 0 1

w T m
drei henachbarte Briiche der Reihe (25) sind, so hat das Intervall Jn
die Gestalt —N < y < N. Die Intervaile Jz, mit k> 0 bedecken die
Halbgerade y > N. Die Intervalle Jz, mit k< 0 bedecken die Halb-
gerade ¥y < — N. In (12) schreiben wir

1 1 ez(u:+w')
(29) w = P +yi, W= " +y'i, _F(w)F(w')W =Gw,w).
Dann ergibt sich o -
(30) 47® My () ==,f fG(w,w')dydy’-}—B,

wo das Doppelintegral absolut konvergiers.


Yakuza


iom

. @z
368 IX. Das Inbegral [Pi(y)dy
o

Aus (10), (11) und (29) ergeben sich di i
] 3 : e folgenden Tigen
der Funktion G(w,w'), die spiter benutzt werden: Eenscluten
1) Bs dst G{w,w') = Gw',w), d. h. die I j ')
sich nicht, wenn man y mit y :vert;mscht. ntion Gl o) dnden
2) Die Funktion G(w,w') geht in den konjugs
) " onjugiert komplexen W
iiber, zf:e'rm man y,y' durch —y, —y’ ersetdt, d. h. w,w' durch w, W', "
; kHle{:bq s1e;xt man auch, daB die Funktionen F(w), w™ und & in
en konjugiert komplexen Wert ilbergeh i
oo Honugien gehen, wenn man y durch —y ersete,
Ist in der Folge von Zahlenpaaren h i i
; ¢ , ¢ die Rede, so wird angenom-
;r;e;,e (;{;JB ;sga d(;;l fedmgungen (25) geniigen. Ebens(; sollen die gahlen-
¢’ den Bedin; en (25) gentige; i(h,q !
paas Eet’ze,n gungen (25) gentigen, d. hf essei (M, q¢)=1,¢ <X
(31) 8 = Gw, w)dydy’,

Min (jyl, ') <N

62 M0, 5,0) = [&y [ Gw,w)dy+ [dy | Gw,w)ay +

Ty Ty Jhg  —Tug

+ fdy f(:‘(w,w‘)dy’+ f(ly fG(w,w’)dy';

—Ihg  Tpegr —Ing I
(33) Si= D Mh,q,¥,0q),
hah' g

wo tiber alle h, ¢, h', ¢’ mit
(34)
oW

B>0, B >0, (hy9) =1, (W,q) =1, ¢<X, 9 <X, e

summiert wird;

B5)  fhya)= [ [@w, w)iyay, gh,a)= [dy [ Gaw,w)dy,
s : JM -

Thg Irg Tha
B6) K= D (e, S= Y gha).

h>0,0<X h>0,9<X

*9=1 ma)=1

Die Reihen (33) und (36) konvergi i
R (36) gieren abgolut, weil das Integral (30)

v Au’s (30‘)-(35.) und den angefiihrten Eigenschaften devr Funktion
(w,w') ergibt sich die Richtigkeit des folgenden Hilfssatzes.
Hiressatz 3. :

(37) 4’ My(x) = By+8,4+2Re(8;)+28,+B.
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Wir bringen in diesem Paragraphen noch drei Hilfssétze.
HILFSSATE 47

" ; —k2
(38) ilw) = APk (10——2:11'.—5) X

5]

X
B1yeanbp=—0

(b2 ...+ b}
exp (= Ty SO B 08 b 0

Beweis. Man kann (38) analog wie (1.4.14), (1.4.15) beweisen; es
it aber einfacher, (38) aus diesen beiden Formeln herzuleiten.

(1.4.14), (1.4.15) sind fir die w der Gestalt (1.4.9) bewiesen worden,
d h. es wurde Re(w) < % angenommen. Dureh analytische Fortsetzung -
ergeben sich aber hieraus diese Formeln auch fiir Re(w) > %. Die Summe
(1.4.15) kann auch mit 7'(w) bezeichnet werden. Dann gilt (1.4.14) fiir
alle unsere w.

In (1.4.14), (1.4.15) wird 6 durch (1.4.7) gegeben, wihrend die S(b,)
durch (1.4.13) bestimmt sind. Dort ist b der Hinschrinkung 0 <k < ¢
unterworfen. Diese Einschréinkung kann aber beseitigh werden. Zunfchst
hat nimlich die Funktion (1.4.4) die Periode 2i, also die linke Seite von
(1.4.14) in h die Periode g¢. Rechts hat die GauBsche Summe S{%, ¢) nach
(1.1.1) in & die Periode g und dasselbe gilt wegen (1.4.13) und (1.1.25)
tiir die Funktion (1.4.15).

Wir koénnen also (1.4.14), (1.4.15) auf unsere jetzigen h, ¢ anwenden
und erhalten, indem wir w durch w200 = w4-2hifg ersetzen und be-
achten, daB S8(k,0,q) = S(h,¢q) ist

—k2
(39)  O*w) = ¢ (w+2; i) X
o (_ w(Bi+...+bh)

w0 N o g ) S (R, by 0)-
gz{w+2<h/qn‘l) (hs By @508 e )

.....

Zwischen der Funktion (10) und der Funktion (1.4.4) besteht, auf
Grund von (L.4.4'), der Zusammenhang -
w
-oft)
- Br(w) -
Also folgt die Gleichung (38) aus (39), wenn man w dureh w/x und &
durch —h ersetzt. %
In der Folge wird angenommen, daB w,w' die Gestalt (29) haben.
Mit ¢ sollen unterschiedslos positive Zahlen bezeichnet werden, die nur *
von k abhingen diirfen. Wir erinnern ferner daran, daB die Zahlen h, ¢

A. Walfisz; Gitterpunkte in mehrdimensionalen Kugeln 24
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den Bedingungen (25) zu gentigen haben und die Zahlen %', ¢’ entspre-
chenden Bedingungen. Werden diesen Zahlen noch gewisse andere Bedin-
gungen auferlegt, so soll dies stets angegeben werden, z. B, die Bedingung
h > 0 in Hilfssatz 6. ‘

HILFssATz 5. Filr |y| < 2N st

(40) F_ui)_ — Bpki+1
w

Beweis. Der Beweis von (40) ist dem von (1,4.18) dhnlich. Setzt man

1 x -
Re|l—] = ——— =
( w ) 14ty ok
S0 ist wegen (28)
z 1
=z ——— — ——
Fizwwmh ¥ wlw]*’

Nach (1.1.25) ist ferner §(0,5,1) = 1. Wendet man also (38) mit & =0,
g =1 an, so folgt nach (11)
. et
P(w) = 0 (w)—a*Pw= * = Bla|~*"? 2 exp]{—n* ¥ (B} +...+b5)}.
by,einbp=—00
Bt 4050

SchlieBt man jetzt weiter, wie beim Beweise der Abschitzung
(1.4.18) (wo g = 1 anzunehmen ist), so ergibt sich.

F(w

= Blw|™ " exp (—a2Y) = Byt ykniip exp(—n?Y) = Bk,

HILPSsATz 6. Fiir 7> 0, yeJ, ng 181

h 3
(41) =<y <|wl <t—,
q q
N —kj2
(42) F(w) = BakPg-ke (1+m y—2n3f) ,
(43) l,w'l—k/a < m"l‘,
—_ k ; \ —k/2
 (44) Dl w) —n? (M) (w——‘)m‘zl—) = Bx*#,
q q
—kf2
#5) atfgkp (1+m y—2m— ) > te*h.
q
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Beweis. Die Voraussetzungen des Hilfssatzes seien erfiillt und es
werde zur Abkiirzung 2zh/g = s gesetzt. Nach (27) ist dann

ly—s] < 22g7' XY,

. also

14zly—s| <1+tXq ' <tXg?,

woraus die Ungleichung (45) folgt. Weiter ist nach (27)

Poo1 LR 3
3/>2n———~>2n~——>?

¢ ¢X g ¢3"
I<O(h+1)<9 (h+ h)
i 21— L2 |— 4+ —7
VST T g q3")

i R h
el < 41yl <E +lyl < t?
womit die Ungleichungen (41) nachgewiesen sind. Aus (41) folgt

o[~ < T < 2
also (43).
Der Beweis von (44) verlduft analog wie der von (40) oder von
(1.4.18). Zunichst ist wegen (43)

1 2 &€
R =3 T = =t
Cfw—si)  gtPy—s) = ltaly—sl]

Bringt man also in (38) das Glied mit b, = ... = b; = 0 nach links und
beachtet, daf nach (1.1.25), (1.1.26) und (1.1.1)

S(—h,0,q) =8(—=h,q), S(—hyb,q...8(—h, b, q) = quﬂ
i’t, so folgt, daB die linke Seite von (44)

- ( n=w(b§+...+b‘-,;))
ex- _—

S P .39 7.
= Byt —si T F+aly—s))

by, bp=—00
. B >0

A = )
_ —~kf2 _
B A eXp( F+aly—s|)

kj4 2,
e =
B (q”(1+£viy~s])2 xp (1 +2ly —s|)®
= Br*,
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wie es sich gehort. SchlieBlich folgt aus (11), (44), (1.1.2), (43) und (45)

F(w) = Bg"?|y—si| %2 4= B | Byt
. - Bmk/zqnlc/z(l _{_mg(:’/__g)s)-km_!_Bmkm
= Ba"Pq (1 aly —s)) 7,
womit auch (42) nachgewiesen ist.

Wir fihren noch die folgenden einfachen Abschitzungen an, die
daraus folgen, daB w wnd w’ die Gestalt (29) haben:
1 Bz

46 = ) — B fiir 0 <2 <a.
46 wtw - Itayty]’ PRESE

§2. Hauptsiitze

Wir bringen noch fiinf Hilfsséitze, in denen das Integral (1.81) und

“die Summen (1.33), (1.36) behandelt werden. Zur Abkiirzung werde
 gesetzt

#Ploge  fir k=4
@ gl@) = 1 aloglz  fiix k=5

a2 fir k> 5.
HILFsgATZ 1.

(2) : 81 = Byy(z).
Beweis. Nach (1.31) ist

Bi=B  [] 16w, w)dydy’ = B(Sy+S-+S+ S+ S,

Min (il Iy ) <N
wo
N, N N —2N
Sll = 3 Kyg = J fa 81 = { } )
—~2N —2N —N 2N R G
o N —2N N
Su= | [ 8= f f
2N —-N —ta  —N

Nach den beiden Eigensehaften der Funktion & (w0, w'), die im Anschlud
an die Formel (1.30) genannt wurden, ist aber 8, = S = S5 = S
Bs geniigt daher zu zeigen, daf

2N 2N

) Su= [ [ 160, w)dydy = Byya),

~2iN —2N

i .
im § 2. Hauptsitze 373

N © .
() Sy= [ dy [ G0, w)]dy = Bya).
—N N

Im Integral (3) ist nach (1.29), (1.40) und (1.46)

. @
G(w, ’U-’/) = Bwk’”l 1—}—m|y—l——y7|—

Daher ist
2N 2N

- r ~ wmdydy
8y = B+t ' Traly+y]
—3N -iN
2N v sy’ N
= B [ dy | L = Ba+ | log(1+wy)dy.
B of yJ 1+a(y—y) DJ

Wegen (1.28), (1) folgt daraus
8y = Bx%*t0Ploge = By (x),

womit die Abschitzung (3) bewiesen ist. ‘ , .,
Im Integral (4) ist nach (1.29), (1.40) und (1.46), da hier y = 2yl

ist,

F(w') £ B2 F(w')

. N AL , —
G(w, w) = Bz w  14+azy w'y

Dale: ist

N 0 "o
. Fw') | dy'
Syp = Bz f dy | | 9 i—q‘;‘
-v v y

oder é,ber, indem man der einfacheren Schreibweise wegen y mit ' ver-
tauscht,

0

N o
S = Byt ay’ _[—_’_(“') 11!/‘
e w ¥
-N

Ny

Von hieraus ergibt sich wegen (1.25) weiter, da die Intervalle I g mib
k> 0 die Halbgerade y > N bedecken,

s [ g | Flo) | dy
(5) Sm — Bmk/d.-‘.—l/z f([y f'
-N h>0,a<X Jhu '
(,gy=1
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Hier ist nach (1.41) und (1.42)

f= BuhizgHi2 (%)z f(l.}_m
Jhe

J hgq

h |\~
H"ED &

= Bkt (1 talyl) edy

— Bwk/z—lqzdr/zh_zf (1-}—1/)“’“"2111 — Bmk/2~1Q2—L~]ZIL—2.

[}
Setzt man dies in (3) ein, so folgt

o0

5“ — Bkt qu_k/z 5t = Bati-t 2-1s[2

Somit ist, im Hinblick auf (1.28),
_ P 3k/A—1/2 37 2 K2 /4~ ~kf2
Sy = By N Zq K2 _ Btk 12((2 I/z‘
<X <X
= Bo/? fiv k =4, = Bg® fiic k =5, = Ba**Yoga fir & > 5.
Wegen (1) ist also die Abschiitzung (4) richtig.
HILFSsATZ 2.
(6) S; = Byy().

Beweis. Wir haben die erste Summe (1.36) abzuschéitzen, wobei

f(h, q) (~1ureh (1.35) gegeben ist. Gehéren y und y’ beide dem Intervall Jy,
an, so ist nach (1.41) ‘

—1 ' — )
y>hg, ¥ >hg', also |w-|:w’] >hgh ol |jw+w| > 71.35['3‘

Nach (1.29), (1.42) und (1.46) ist daher, wenn zur Abkiirzung 2zhjy = s
geschrieben wird, -

& =B ¢h? g F L A wly —s )L el — s~y dy’
B>9,9<X J7£ Ji{z o ly —s) ™ (L -ly —s) = P dy dy
=B Y ¢ [ (taly—s) ey
k>0, <X Tira

_ mk__: % o - oo B s
DI
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= B Y ¢ fw (L+y) "y
" 0

<X

= Ba*? 2 ¢7% = Batloge fir k=4,

Wegen (1) ist also die Abschatzung (6) bewiesen.
HILFSSATZ 3.
(M) 8, = Bgy{x).

‘Beweis. Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit werde bei diesem
Beweise X > 8 angenommen. Wir haben die Summe (1.33) abzuschitzen,
in der das Summationsgebiet durch (1.34) und der Summand M(h, ¢, n,q)
durch (1.32) gegeben sind.

Ersetzt man y, ¥’ im zweiten Integral (1.32) durch y, —y’, im dritten
durch —y, 9, im vierten durch —y, — y', so wird das Integrationsgebiet
in allen vier Integralen dasselbe, nimlich yeth, ¥ ey Aus der zweiten
der im AnschluB an Formel (1.30) genannten Eigenschaften von G(w, w')
geht zugleich hervor, daf das erste Integral zum vierten konjugiert
komplex ist, das zweite Integral zum dritten. Folglich ist

8) M(h,q, 0, ¢) =B [ay [ (6w, wiay+B [dy [ (6o, u)ldy"
:7hq g Jrq —Jh g

Bei der Abschiitzung dieser Integrale werden wir von den Abkirzungen

h R

g =8, 2m— =4

Gebrauch machen.
Tiir das erste Integral (8) ergibt sich aus (1.29), (1.41), (1.42) und
(1.46)

9 f f |G (w, 0) | dy dy' = B—?— -—%w"q"‘”q""’z X
Ihg g v

x f f'(1+myﬂs|)~’c/2(1+m|y'—s'|)-’~"z(1+wiy+.f/’1)'1wdydy’-

.7/1(1 J]L'qz

Im zweiten Integral (8) ersetzen wir y' durch —y’, wodurch das
Integrationsgebiet in dasjenige des ersten Integrals (8) iibergeht. Dabei
geht, wie aus (1.29) ersichtlich ist, die Zahlw’in den konjugiert komplexen
Wert % iiber. Nach der ither F'(w) im AnschluB an Formel (1.30) gemach-
ten Bemerkung geht dann F(w') in den konjugiert komplexen Wert iiber.
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Mit anderen Worten, wir diirfen bei der Abschitzung des zweiten Inte-
grals die Formeln (1.29), (1.41) und (1.42) genau wie bei der Abschitzung

des ersten Integrals anwenden, wihrend in (1.46) die erste Abschitzung
durch

_ Bz
w+w  14aly—y|

zu ersetzen ist. Dann erhalten wir fiir das zweite Integral (8) wisder dic
rechte Seite der Abschitzung (9), wobei nur das Glied

(10) (I+aly+y' )™ durch  (14aly—y')~

zu ersefzen ist. Da aber nach (1.41) fir yedn,, v ¢Jng, wegen h > 0,
B >0, aueh y >0, 4" > 0 ist, so ist |y+y| > ly—y'|; demnach ist
der zweite Ausdruck (10) groBer als der erste. Fiir beide Integrale (8) ist

also die Abschitzung (9) erfiillt, wenn rechts ly+y'| dureh |y —y’| ersetzt
wird, d.h. es ist

AM(]L, q, ’lr,, ql) — Bd}kql—k/Z(qr)l—kﬂhhlhll—«l X

x [ [ (aly—s)Braly’ —s )L faly—y )" dy dy'.

Ihg Thg

In' Verbindung mit (1.33) und (1.34), ergibt dies

(qa ) ~*Bm) L (hy g, W @),
>0, >0, ¢<X, <X
(b0 =(v,0) =1, K, 2hrq

(11) 8, = Bg*?

Wwo

2 I(h,q, 1, q)

(1 -
= [ wratr—siy st gty =22 (3 ) atyaay
by Trg 7

) Das integral (12) Dbleibt unverdndert, wenn man b mit & und zu-
gleich ¢ mit ¢’ vertauscht. Daher kann in der Summe (11) noch gefordert
werden, daB ¢’ > ¢ ist, man kann also dort die beiden Ungleichungen

7<X, ¢ <X durch die eine Ungleichung ¢ < ¢’ < X ersetzen. Auf
diese Weise ergibt sich

(13) Sz = Bszx+BSm:

icm
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-3

wobei
4) Sy =" (ag' )~ (R ) I (B ¢, W, @),
h>0, >0, 0<a'< X, (ha)=(,¢')=1
0<|hjg-N |¢'|<4/aX )

- Fo—2
(15) Sp = D
h>0,1>0,4<8 <X, (h,9) = (") =1
hlg—rjq'1>4/gX

(ag ) I ) L (hy gy Wy ).

In jedem Gliede der Summe (14) ist

. 1 <‘h B < 4
(16) ?lq—,\ 7 ¢ \QX’
also

. X , i}
(10 . T SPsX

Weiter folgt aus (16), daB in jedem Gliede der Summe (14)
h

1s) B
Q2 :
) :

ist. In der Tat ist wegen X >

M _h 4 < h (1 4) I
¢ ¢ aX 7 g

Weiter folgt aus (16) und (17)
(19) hg"—h'q) < 4; hg =a(modg), wo |ao] <4

Bei gegebenen %, g gehort also ¢’ hochstens neun Restklassen modg an,
nimmt daher im ganzen BXgq~' Werte an. Bei gegebenen k, ¢, ¢’ nimmb
k' wegen (19) nur B Werte an.

Bei der jetzt folgenden Abschitzung der Summe (14) sollen die
Falle & %5 und % = B getrennt behandelt werden.

1) Bs sei k& = 5. Bei der Abschitzung des Integrals (12) nach obne
werde dann der Faktor ’

o]
;‘l‘ y—y

durch 2 ersetzt. Bs ergibt sich dann, indem wir eine schon mehrfach
ausgefithrte Rechnung wiederholen,

©

I(h, g, W', q') = Ba{ [ (1+aly) ™ sdyf = Ba.

-0
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Setzt man dies in (14) ein und beachtet (17), (18) sowie das im Anschlud
an (19) Gesagte, so folgt

N q Q k2 e—k
Sp = Ba*? y n Y kirgr ki
s

-1 ! —kj2 y~ L2
2/ (h)

e

= Bu! Z (Ii)zq“"“X“k’zXq“‘
b

h>0,0<X
_ Blﬂak“_mz g
<X
= Ba’Ploge fir k=4 und B fir k5.

Wegen (1) ist also fiir k £ 5

(20) . Sy = Byil).
2) Es sel k = 5. Dann«muB das Integral (12) etwas sorgfaltiger als
im vorigen Falle abgeschiitzt werden. Hier ist
? ’ 1 7
(A +ely—s)(1+aly’ —s l)(; +iy—y l)

e

1
= = (Ltaly—s|) (L+aly'—5')) (1+2ly—y')

, ., , h W

Z s—yl+-ly—y'I+y' —¢'] = [s—s'| = 2a rinra
> L1
¢  ¢X

also
Lhs 4, ¥, ) = BeX{ [ (1alyl)™Pady}' = BexX.

Von hieraus ergibt sich weiter, durch eine analoge Uberlegung wie
im vorigen Falle,

. q q 1512 gr512
8, — Bit-2
' = Bw Y =74
LY R 4

icm
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— Bo'? Z (i)2q_3/zX—s/z

b

= Bx'l? ~3/2 —.)/2 -1
= Bx 2 (7) XXy

h>0, ¢<X

— Bl q_uz — Bms,
<X

so daB die Abschétzung (20) auch in diesem TFall giiltig Dbleibt.
Wir wenden uns jetzt der Summe (15) zu, deren Abschitzung lingere
Rechnungen erfordert. Hier ist

.
(21) ls—s'| = 2| = —

7 ¢

- 8n>n(2n 4_21)
ox 7 \gx Tix)

Tir yedyuy, ¥ €Jpg ist ferner nach (1.27)

L W-sl<
ly—s| < X ]

EJ =

Zusammen mit (21) ergibt dies

lr—y'| = l(s—s")+(y—8)+(s"~y)| = ls—s'|—[y—s| =1y’ —+'|
> (1— ﬁ) jo—+'1 > 5 ls—s',

1 A ,I>lh l
— ]y — Y — Z|— — .
" Fy—y'l = ly—y P

also

~

Fir das Integral (12) hekommt man hieraus

, ORI o
Ly 4, Ky 4) =B = [ atalynoay
TS
h Bt - 9
e |hg —} qi

Daher ergibt sich fiir die Summe (15), wenn jetzt die Bedingung
LS
¢ ¢ ¢X
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durch die schwichere hg' = h'q ersetzt wird,

62 - -
83 = By (9¢'/*~**(hh' )~ |hg' —h'q|=*
h>0, b1>0, g/ <X
(@)= (hr,q1)=1,hg’ #hrg

(22) =B N T (h, g),
h>0, g<X
"ha)=1
wo
(23) Ulh,q) = 2 Q>R g’ g
>0, g0 <X
hgt #£hrg

Es werde jetat
(24) Uhy q) = Ui(h, 9)+ TUy(h, g)

ge§etzt.lDabei enthalte U, diejenigen Glieder der Summe (23), in denen
hg' > k¢, und U, enthalte die Glieder mit by’ < B'g.

In U, setzen wir

hf'—hg=r+aq (r<gq, a>0),

g0 daf
v _hg'—r—aq ,
b z——r> 0y, kg’ =r(modg).
Dann wird
Uslh, ¢) = ¢ X ¢* | (hg’ —r —ag) (r+ag)}
r<g, a0, g<gI<X
r+ag<hg’, hg'=r(mod g) ’
(25) = ¢y,
;’S;ILQ<Q'<X
wo hg!=r (mod q)
G0 Vi=Vihard)=¢ Y {(g'—r—ag)(r+ap)™
#+dg<har

In U, setzen wir

Keg—hg' =rtag (r<g, a3>=0),
80 daB
W= ATt

p y. kg’ = —r(modg).

icm

§ 2. Hauptsitzo 381

Dann wird
Uy(h, q) =q

hg!=—r(modq)

¢ (hg' +r+ag) (r+ag)) !

r<g, a0, ¢<U'<X

e = ¢
r<g, 9<e' <X
hg'=—r (modq)
wo
(28) Wy =TValhy 0,7, ¢') = ¢ ), {(hg' +r+ag) (r+ag)} ™

420

Nach (26) und (28) ist

q 1 q 1
(29) Vi=Byr ——4pL N =,
' M e T M g S MM
q 1 - 1
()  Va=B—7 > —— B 1
ha r+ﬂa<hq'/29 +aq ragzharf2 (r+ag)

wobei in den vier Summen tiber alle ¢ > 0 summiert wird, die den ange-
gebenen Bedingungen geniigen. Hier ist wegen <X

1 B B
=

(31) rtag  r g

r+ag<hg’ [2

B
y 1 - L + —log2hq'.
Led N r q
n<hatle

In der zweifen Summe (29) durchiiuft hg'—r—g wegen (25) nur
positive Vielfache ng von g, die aber << h¢' sind. Daher ist

32 L __=2
((-') h-q’—T‘“'mq——

hg! [2<rag<hy’

Fiir die zweite Summe (30) ergibt sich wegen » <¢, ¢ < ¢

n<ha! g

1 B ,

<) + :
I )
i . 7 = g .
r+n‘&;7{q//2 (r+ag) hy r+ag=hat 244 (r-+aq)

9 \? 1 2y 1 1
<(__,_)_[_ .————=(—-7)+—‘ =
= h'.q ag>hqtj2 (aq)z hq qz a>h2af;q @

B B B B
et =
B ¢ by WPd* hed hag
folglich
1 -B s
(33 = —log2hq.
) 2 (r4-ag?  hag
raq=hq! 2
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Aus (29)-(33) folgt und fir k> 4 »
' ¢« , B Tilh, q) = ,qu"“’QIOg?ﬁ ¢ " log2hy.
= Bo=—+ — log2hy (§=1,09). h '
Y; e T Gy 082 (=1,2)
4 < X ist daher
Setzt man dies in (25) und (27) ein, so0 ergibt sich fiir j=1,2 Wegen (24) und ¢
B AN 1 1) £l k=4
B 2 , : il ) Y = ir k=4,
(34) Thg =5z Y g (LT +log2hg)‘ n oghe (nfg,q " +qg<1;w
<4, 9<0' <X ! Uha) =) 5
ha'=(=1~!p(mod g) e V- S fir k>4,
. " q log2hg
Bei gegebenem r durchliuft 9" in (34) diejenigen Zahlen des Tnter-

valls ¢ <¢ <X, die, wegen (1, q) = 1, ciner festen Restklasse modg
angehdren. Verschiedenen Werten von 7 entsprechen dabei verschiedene
Restklassen. Daher igt;

Setzt man dies in (22) ein, so ergibt sich fir k¥ =4

o, e logh—i—logw( i+ vi)
. o ne S5 915 S

) n
— 1 B 1~k ’ '9<X n<Xjq n <X q<n<X
Ushy g) = — \ g § ¢ Plog 2ng’.
h 1 y
r<q <y<X <e'<X

1 11
he'= (-1~ Ipmod ) = Bmglogw(z . _2 1+ Z 72 1)
<X

: WX g<Xp @ asn
In der ersten Summe nach ¢ durchliuft ¢’ in jedem Intervall der

Gestalt ng < ¢’ < (n+4-1)q héchstens eine Zahl, und diese Zahl ist > ng.

1 v 2 — 5/2
el = Br'Xlogz = Bx’Floga
Daher ist = Ba'loga (X Z PR +t 2 1) - oreee ’
n<X n<X
qu—k/z =B 2 (nq)l—klz - Bql—k/i.’ Z Lk fir k=5 *
<X ne=x nex, ©
hqls(gf)gflr(moda) -~ <Xl Sgo — Bma 5’ lOgh j;lOg z 2% = Ba7310g241‘
= pra—; 't
Bg™! 2 w7l fir . k= 4, . =1 o<X
- 1 ,;leq und fiir k > 5
By'—k2 fir >4, - . -
i o _ a1 4k = Bz*2,
Ferner ist fiir & — 4 Sy = Ba'? (2 loiz 'l Z ¢ + Z ?‘2 g logg) Bt
o1 =y h=1 =1
11-kf2 o r—1 .
q log2hg" = Blogha q .
K;'SX q<q2<X Wegen (1) ist daher fiir & > 4
und fiiv k > 4, nach Hilfssatz 1.3.4 mit b — oo, (35) 8y = Byy(a).
qu—klzloth!Zl =B Zq'l_kﬂ10g2hgl =qu—k,210g2h4- Die ]éeha,nptnng (7) des Hilfssatzes folgt aus (13), (20) und (35).
<o<X a'>e i ’ ;
Somit ist fiir % HirrssaTz 4. !
mit 18t fii =4 i
; Dy S(k, ¢)[Fh2¢"* + Bey(). ;
=2 3 Lugagr 2 S Ligis N
5 h La h n &, 9=1
n<Xlq <R
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Beweis. Bs sei >0, ¢ <X, (h,q) =1, 27hl¢g =3, a =1 oder
a = — 1. Ferner werde gesetat

F(w) _ Sk(ah, q) 2

37 ' = o
(37) Fralt) " Wi (w+asi)
Sah, ¢z | 1

(38) Q1) = T L @

Faalt0) g w asi)? (w si )’
14

(39) fualte) = — L. M

o das st (w~|—au
F(w

(40) ) 1)+ al0) o),

Weiter werde gesetzt

A+
(41) Vo0 = [ar [ fso)me) S gy,
Jhg ~Jhg W
. B
(42) Wk, q) f dy ffa —1(w) fay(w') ay'.

-’IU

Spiter soll gezeigt werden, daB diese Integrale absolut

ko ieren.
Fiir y ¢ £y, ist nach (1.41) convergieren
1 a a(w -+ asi)
(43) e = 22T w--ast ¢
w wsi “‘BT“B}Z(w-qu)

.

Es soll jetat gezeigh werden: Fiir y e —ad;, st
(44)  fra(w) = By,
(45)  faalw) = Bt U2 b1 g gy 4 g yiebe,
(46)  1F1a(10)] +[faaft0)| + | fralt0)| = BaFp-1gi-4r2 (LA-2fy +asf) ==,
Es sei yeds, Dann ist nach (1.11), (1.41) und (1.43)
F(w) v‘}k(w
w
In Verbindung mit (1.44) und (1.41), ergibt dies
F(w) _ 8%(—h, g)a**
w wqk(w —si)?
Wegen (37) ist also die Abschitzung (44) fiir 6 = —1 erﬁiﬁt.

+ Bwkﬂh—l

icm
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Aus der Richtigkeit der Abschitzung (44) fiir a = —1 ergibt sich
aber ihre Richtigkeit auch fiir ¢ = 1. Ersetzt man nimlich y durch —y,
50 daB ye—dJpg, 80 gehen nach der Bemerkung in § 1, F(w) und w in die
konjugiert komplexen Werte F'(w) und @ {iber. Aus (1.1.1), (1.3) und (1.29)
geht ferner hervor, dafl

Sk( _h, Q) Sk(h7 Q)

—si)* w(w i)

w(w

konjugiert komplex sind. Nach (37) und dem hereits bewiesenen Spezial-
fall ¢ = — 1 von (44) ist demnach

ful@) = fr,a(w) = Ba*Fhg,

womit (44) auch fiir ¢ = 1, ye—Jy, nachgewiesen ist.
Weitor folgt aus (38), (1.1.2), (43) und (1.29) fir ye —ady,

faalw) = BEP @R (wtasi)!
- 1 ToN1-Rp2
= Bh g " ;-H?H—twl
- Bmklz_lh_gf”kn(l—l——mly—}—asl)l‘klz,

womit die Abschitzung (43) nachgewiesen ist. Ferner ist nach (44) wnd
(1.45) fiir ye—ady,

(47) fra(w) = B PR T R (L aly +as))
Andererseits ist nach (1.27) fiir diese ¥
27 27‘EX
zly+as| < =
also :
-1
whg M1 +aly+as) ™ = teg™" (—;‘—7) =tX =1
Zusammen mit (45) ergibt dies
(48) faalw) = Be*Ph7 1""2(1+$11/+48|)"‘"

Endlich folgt aus (39), (1.1.2), (1.41) und (1.29) fiir ye —aJy,

. 1 —k[2
fralt0) = Bgh i (7 +ly+a81)

(49) = B M aly-+as))

A. Walfisz: Gitterpankte in mehrdimensionalen Kugeln =
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Aus (47)-(49) ergibt sich die Abschiitzung (46). Aus (49) und (1. 46)
folgt, indem man eine schon mehrmals gemachte Rechnung wiederholt,
daB das Integral (41) absolut konvergiert.

Nach (1.35), (1.29) und (41) ist

F(w' (104w’
o, 0=V (0,0 = [ay | {—-—~—(—“-f—)—fa,_l<w>m(w')}“ ay'.

w w20
Ja  —Ing T

Hierin ist nach (40), (44), (48), (46), (49) und (1.46)
Fw), F(w)
w
= {fl,—l(w)‘f‘fz,—l(w)}{fu(w')‘l‘fn(wr) +f31(’w')}+f3,_1(’10){f11(”4")+f21('w’)}
= B(a"h g2 R 2 (1 g — ] 1 )k g R gy s ] R

—fs,—a(w) fan (") :

_}_Bmk/zh—lql—kﬂ(l_'_m]y —s]) 2

X(wk“h'lq-I—:nk/z‘lh“egz‘k’z(l—I—m[y’—{—s])l‘kﬁ),

) Bo
wtw  1taly+yl
Daher ist i
(50) 9(hy )=V (k, g) = Ba*PHh 2 (1, 1 7,

‘wobei

Li= [ay [ (el +s) 8 1-taly+y'))x
Jha  ~Jng
‘ S R e T

=fay | (Loly —s)(+oly -+
JM —th

{mk[4+mk[z—lh—1 l_kﬂ(l-l"mly +s]) l—lc[z} ay'..

In I, ersetzen wir 4" durch —y’ und vertauschen dann y mit y';
in I, ersefzen wir 4’ durch —y’. Dann folgt

Li=IL= [ [(@+aly—s)™1+aly—y|)™

Jna7hg

x {4 2FP Ry —s)) M) gy

icm
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In Verbindung mit (1.27), ergibt dies
22/gX  2njgX
I+1, = Bx™* (1+aly)) (L 4aly—y')?
—2n/qX —2mjqX
{ Ic/4+$k/2 11— k/‘l +T}l/ N 1- ’“”}T{h/rdz/

2:mXjg  2:Xjg

-mt [ L #1 Hy—y)
~2nXjg —22X]q
{ Ic/4+mk/2 -1 1— k/z @+ 1-!:,2} dydy'
2Xjg  2aX[q
= B (L4 ly1)yx

—2aXjg —2xX[g

)Ly —y )T PRy ) P ay ay

00

— By f { f dy' 4
’ (1+}1/ ks xe LT "
22Xlg
gkt g2 j (1+Iy’[)1"°"2(ly’}
—2:Xg

2 X g
_ Bw‘z{,rkﬂlogx+w7‘/2_lql_kf2 f (l—l—y’)l’mdy'}.
L] .
Daher ist
Bz ogx fir k=4,
IL+1, = £
TR T B2 log - BoM R gl k> 4,
also wegen (50)
BlL %z logw fir k& =4,

(51 g, 0=V (R, 0) = [Bh‘zgg"k’gmak/‘f'l logz+Bhr %% fiir % > 4.
Es soll jetzt der Fehler abgeschitzt werden, der entsteht, wenn das
Integral (41) durch das Integral (42) ersetzt wird. Dabei wird sich zugleich
die absolute Konvergenz des Integrals (42) ergeben. Zu dem Zwecke
bezeichne I, die Menge aller Zahlen y, die nicht zu Jy, gehoren, d. h. die
ginzung von Jy, zur vollen y-Achse. Wird dann zur Abkiirzung

cx+w)

(52) Hw, w') = f3 _1(w)fa(w’) g
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gesetzt, so ist nach (41) und (42)

53y V(k,q)—W(h,q) f(h/ fH w,w')dy' + f(]y fH (w, w")dy' +

Tng g Ipq ~Jny
+ f(?g/ f H (w0, dy'.
Tre  —Inq

Nach (52), (39), (1.1.2), (1.29) und (1.46) ist
o,
= B R aly —s)) P (L aly’ 4-s) TR Haly -y )

=k 1
Hw, w') = B 1 g ( +lz/-sl) %q""z(fi-Hy'—H\)

Ersetzt man hier y’ durch —y’, so bekommt man einen Ausdruck,
der in y,y’ symmetrisch ist. Zugleich 1&uft dann y' iiber Ly, oder Jy,.
Aunf diese Weise ergibt sich aus (33)
(54) Vihy )= W(h, q) =

wohei

(35) Iy= [ady [@-+aly—s)™ P 1taly —s) P 14oly—y' ) edy,
th L]‘q

ST 41,

(56) I,= [ [(ttely—s))™PQtaly’ —s) ™ (1+aly—y') ey mdy’.
Lng Lng

Nach (1.27) ist

(67) ly—s| = 2|y —s| > Hir - yely,.

X !

Somit ist, wenn man in (53) und (56) den Faktor
+aly -y~

dureh 1 ersetzt,

oo oo —aXq
;=B | (1+Izll)"k”dy{ﬁf + [ Ja+wnreay
~ aXjq —00

1k
(58) ‘Bf(“r’/ iy f (1+y)""dy’ = B fy’*"”d@/ B(é) :

aXjq

e v ~kf2 2 X ok
(59) I, = B{ [ (14y)~*"ay} =B(7) )

aXfq

-
N § 2. Hauptsitze 339
4 . a = e s .
Fiir &k = b soll die Abschitzung (58) noch etwas verbessert werden.

In (35) ist wegen (57)

A

Y5 oder ly—y'l = 3

i

7
W —s = —qjy—, also entweder |y—s| >

H

Jedenfalls ist also
aX
- (I 4-aly—s) Xty —y'D) = o

Das ergibt fiir k = 5 die Abschatzung
oo -n‘x/u
I, = BL f 1+ 1 j }(]_4—{3/’!)"5’2(1.1/’
X
—00 aXjy Vac
4q r 152 » X)—S/Z
i = B— Iy’ = B{— .
(66) - J Y dy 5 ( p

T aXjg

Aus (54) nnd (58)-(60) folgt wegen ¢ <X
BaHp B fir k=35,
(61) Vibh,q)—W(h,q) = B.lea"““lﬂlb“zq’_k/z fir k5.

Wir wenden uns jetzt dem Integral (42) zu. Nach (39) ist

: 1 -1 Agk(——h q)nklz 'Sk(h’q)nk/z
(62) W(h,q) = o q; . e (Lo 1),
wo
ot o) g
: — dydy’
(63) J J ‘—S’l YR (w s (w4w) ydy',
’ Cor dydy’
(64) = | | (o5 L Pt

Aus (‘(33) folgt wegen (1.29), wenn man y durch y+s und y" durch
y' —s ersetut,

XN ) g
I, = J J —— ——_dydy’
5 WP * R (19 4-40")
—00 —-00
1jefool  jptool T+ ) 1
T wdw!
- ) w* e BB (p ")
ljz—col 1jp—o0b
1jr4-00b 1jx+col x
_ dw dw’ fey(’” L)y
- wh? . 'R
1jx—oot 1jo—col 0
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Da dies dreifache Integral absolut konvergiert, so kann dfe Inte,
folge vertauscht werden, und es ergibt sich

z 1z 4000 1/x4-00%
I, = — f iy f TPy f ¢TI gy
0 1jz—o0t 1jz—o00t
@ 1fx+o00i
= — f d Y{ f eY'”w"’/zdw}z.
0 1/2—c0t *

Setzt man hier Yw = #, g0 wird wegen (1.4.32), (1.4.33) und (1.3)

1fz4-o00t

Yjz+ooi ! %
Ry = yhE-L f Pl = 270 Y "’2‘117_1(—').
1jz=cot Yj2—coi =
Somit ist
A x A1 )
I = 47* (5) f Yty = 7
T (b—1)I? (;)
d. h. nach (1.4.2)
P
(65) I = ) D g2,
Analog ergibt sich aus (64)
Iy = fw fm ayay AR e
6 S wk/!wlkﬂ(w_!._,w/) = Ek—/“——_zw'w(w+u") .

1/T~o0i  1jz—c0i

Verzichtet man jetzt auf die Forderung, daB w und »' die Gestalt (1.29)
haben sollen und wendet Hilfssatz 1.1 an, so ergibt sich
lt+ool 14001 duw duo’ -

66 —_—
(66) T = B

I = —
I—c0t 1-—ocoi

Nach (62), (65), (66), (1.1.1) und (1.1.2) ist

h -3
Wik, q) = (277) 18(h, @) a*q (14 1)

2
(67) = ——kl?_"l WS (hy @) g B,

grations-

icm

§ 2. Haupteiitzo 391
Nach (1.36) ist

Sp= > W0+ D gk, =V Q)+
0 geX 1>0, <X
hay=1 . (ha)=1

+ D Vo, 9-W, )

h>0,0<X
»a=1
(68) = S41+S42+S43;

zur Abkiirzung. Dabei ist nach (67), (51), (61) und (1)

o

Dy 21 Z §S(/If,q)|’”‘k/l/—zqz_2k

Sa— 7

-1 >0, ¢<X .
=1
[-] 00
Tp-2 2—k mys
:BS b -Zq- ZB:BW:("U):
(69) h=1 =1
Ba*log(e) D1 = Ba*lloga o fr k=4,
<X :
S = 1 Ba'log (@) 2 g~ —]—BaﬁZq‘z = Bafloge fir k=23,
e <X g=1
Bmak/-jf«llog (@) y 41_1 +Bw7:42 — Ba? fir k>5 '
i<
also
(70) Sp = Byw(®);
Ba*? Zq‘l = Ba®logz fiir k=4,
<X
Ng =1 B N g™ = By tir k=5
i<x
Byt = Byt fir k> 5,
also
(1) 845 = By(w).
Die Behauptung (36) des Hilfssatzes folgh aus (68)-(71).
HILpssATZ 5.
2742 ok T
(2) gy = SDHEOED) oy gy o).

6(k—1)(2*—1)¢ (k)
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Beweis. By werde

(73) T = Z 2 IS (hy =g D=1 Dt Y e
g=1 D=1 g=1 a=0 1I:1 iU
(h,a)=1
gesetzt, Wegen (1.1.2) ist =3 2(22—k1u21l2—k2#(@)1
00 a=0 U=1 v|u
2 2 }S(h, (I)’zmhrwzqz_m — Z 52 Zﬁ 2l B3k [,:,1-3/2‘7“/2 o0
| & = 4D == L ; _ __n2-k -1 2-k 1) y—
i>X (h],q)il e WP 4 i = (1—-2"7) uZ:l:u %:/(,(1)0 .
Ergetzt man daher in der Summoe (36) die Bedingung ¢ < X durch g > 0, Sowif 356 2 o
50 ist wegen (1) der Fehler (76) 7, = jﬁ_ {1_%_3‘22—1:(1_22_1;)?1} Zuz—kE p(0)o?
U=l vju
Bwk—1+3/2—k/2 — Ba‘"‘:'l'l)/l - ,
Nach (73) ist ; ‘ Bole). Die Funktion
Nack (73) ist somit , flu) = '“2_"’2/"(’0)"’—2
(74) g =k g g i) o
k-1 W ist multiplikativ. Daber ist (vgl. den znalogen Beweis von (5.2.7)
Wir haben jetzt die Reihe (73) zu summieren. Aus (73) und (1.1.2 N
cagibt sich zunichst (73) (1.1.2) Zu.—kzﬂ 7)o :Zf(u) - H{l—{—[(p)—}—f{p‘)—}—..‘}
o« o0 i v|U u=1 D>2
Z, = A} zk 2 3 2k - o - _3g 3(2— -2
k g 2, 80y s 2 D18k, 4q) P 4g =n{1+p“°(1~p )4yt —p) F )
B=1 Lo (hhz?)1 1 »>2 .
tall oo oo . 1 pz—k \
=X 9 had — e —_
'ZZ:uz Z; ek Mgk 3 _I—!{1+(1 p“) T
(&,0)=1 =1 (]‘}E’q)lnl 7
. . 1 1 1
In Verbindung mit (8.3.5), ergibt dios = H {1+ (1“—?7) m} n (l+ * vi’2)
) n>2
6 o P2
R ZW‘ Dot zr Mgk g2, e 1-p~*
oju =i s = pk:? = 1,_:,,2—k
Setzt i — ca, P>2 P>2
etzt man in der ¢-Summe g = 2°, d = 2%y, 80 wird Nach (5.2.2) isb
atl -k o=ky = (T} -1
D u@a =3 3 (e [T =5 = {a=25em)™
di2q A=0 it p>2
a_Jo o2y #
atl ) (1—p* ) = (122712 (k—2).
= Z’ 25)24/82 vy : ,,[Jz
=0 v Somit ist
s d 1—2"9) 5 (k—2)
=1=H DNu@r =3V -2 o \ 2k ce (I Do)
& %ﬁd wlv)o~2 (77) Z u wiv)o (1——2"‘)(:(10)
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0
Ferner ist oo
14-2°-
1+3.22—k(1_22—k)-—1 - 1:‘_22—&‘
Aus (76) und (77) ergibt sich daher
N1 { L N )
TS AT 6 (@i

Zusammen mit (74) ergibt dies die Behauptung (72) des Hilfssatacs,
Aus den Hilfssétzen 1. 3,1,2,3,5 und der Definition (1) der Funk-
tion g4(#) ergibt sich die Rwhhgkelt des folgenden Satzes:

Sarz 1,
B Plogw  fir k=4,

Di(2"48) L (k—2) -
79 M (2)— k-1 — 3 2 i k=5
(79) M) B0 P12 (1 " Bo'log’s  fur 5,
BA~ fir k> 5.
Fiiv % = 4 ist der Koeffizient von 2*-* in (79) nach (1.4.2), (5.2.1),
(8.1.12) und (8.3.3) gleich
. E -245 2) 247* 907* _ 2
12:3-150(4) 123-15 64 37
In (79) ist daher alg Spezialfall die Abschitzung (1.2) enthalten, die etwas
sehwiicher als (8.1.1) ist.

Der néichste elementare Satz bringt eine Abschitzung vom Q-Typus
fiir die linke Seite von (79). -

SATZ 2. Fiir & >4 st
D(2*4-8) [ (k—2)
80 My(z)— EZ T/ -\v—=)
(50) M e
Allgemeiner ist fir jede von x unebhéingige Zahl Y,
Di(2"+-8)2(k—2)
81 M, _—— IR\ A
G Myfa) 12(k-1)(2’°—1):(k>

Beweis. Der Koeffizient von z*—
mit N, bezeichnet. Wire dio B
fiir ein geeignetes Y

= Q")

P Tt = Q(afY).

in (79)-(81) werde zur Abkiirzung
eha.upbung (81) nicht richtig, so miiBte

(82) Mk($) — Nkmk‘l + Ykmsz 40 (wk—-:{)
sein. Daraus folgte

(83) Mk(‘n-l-ﬁ)—Mk(n) = Nk{(n—}-s)"‘l——ﬂk"l},+
) + X {(ntey > —n2) 4o (nk-2),

§ 2. Hauptsitze
Andererseits ist nach Definition der Funktion Pyz) und (2.1.6)
sy e g = A (_”) ‘Il» Iclz
Pyly) = Ax(y)—Valy) = Ax(n)—Vily) = Ax A
also wegen (1.1) te
My(n+¢) — My(n) f Piy)d

4D Ic/2+1_%k/2+1 +
(84) = sAjn)— EVESY) — Ay(n){(n+e) }
41)76 %41 k+1) -
il VIR L RS LA
MR
Terner ist nach (2.1.1) und (2.1.6)
] i—1)[2 %
(85) Ay(@) = V@) +Pylx) = Bt 4+ Ba®02 = B,
Zieht man (84) von (83) ab und beachtet (83), so ergibt sich
4Dy, -
- ——— Apn) X
= e(k—l)Nknk :_gdin)+ W) 1)

. 1,(k k(% k/2~2}___
<lel+1)rn g e (5 +1)als )

4Di {5(7u-{—l)n +—£(k+1)kn" g 3(k+1)k(k~—1)71’”‘2} +

k”(k 1)
+o(n*?). )
Dividiert man hier durch n*~? so folgt fiir n—>c0
4Dy {k—2)

% 3\
Ag(m)n~" (an“rzaszr oz ° \)

—1
_i@’zi(, b?l+ (k Vo )—)O)
2

e(k—1 )Nk—EAIc(”’) o k+ A

d. h. D2
4D _kf k 2l
(86) {(k-—l)zv’kmAi(n)n“‘Jr—k—kAk(”)“f - ”}“L

2D,
© + D (Ak(m - ) o

b —2
) n Tt — 2D 275 2 )63 =0
k —
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Links in (86) steht ein Pol i d

} steht ynom in g, dessen Koe
abhéingen. Also muB bei wachsendem n jeéler Koeffizie
Null streben. In der Tat hat (86) die Gestalt

tfizienten von 5
nti einzeln gegen

hn)e+fy(n) & +fa(n) & — 0,

Setzt man lhier e =144, 1, so folgt

)+ 5 fam) 4} fy(n) == gy(m) = 0,
A+ 5 fom)+ 5 fo(n) = go(m) — 0,

)+ Fa(n)+ 5 fy(n) = gy(n) — 0.

Driickt man auf Grund dieser Gleichu

I ngen f §
80 Uiberzeugt man sich, daB B Jufu o duzeh g1, g 1y v,

hn) =0, fyn) =0,  fn) - 0.
Aus (86) folgt jetzt

o
Apm)n~H2 »;DE, A(n)yn*? 2D, 22
k Eook—2

Da diese beiden Beziehun, i i
. dies gen nicht gleichzeiti »stehen ko
“ 132 (52) Talsch. aisg (81 riestig, glechzeitig bostehen konnen,
e ]_lf éSO)"folgt, daBl die Abschitzung (79) fir k> 5 endgiiltig ist und
=5 héchstens wm log% verbessert werden kann.

icm

X KAPITEL

ENTWICKLUNG DER FUNKTION Pyt) IN EINE REIHE NACH
BESSELSCHEN FUNKTIONEN

§ 1. Hilfssitze iiber Besselsche Funktionen

Tn diesem Kapitel ist & > 2, h = [(E+1)/2]).

Die Potenz #¥ (z # 0) ist nach wie vor durch (4.2.49) bestimmt,
d. h. es wird
o} #¥ = exp(ylogz), wo —x< Im(logz) < @
angenommen. Nach dieser Definition ist
(2) (212,)! = 2¥d) - fir  Rez > 0, Rez, >0, z # 0.

Unsere Aunfgabe wird darin bestehen, die Funktion Py(t), oder genauer
gesagt, die Funktion
@) 3{Pult+0)+Pult—0)}
(mit der wir es schon im IV Kapitel zu_tun hatten)., in eine Re%he 113.('11
Besselschen Funktionen zu entwickeln. Diese Reihe konvergxert nur
fiir k = 2; fiir k> 2 divergiert sie, ist aber na,ch. einem der. Rxeszschen‘
Verfahren summierbar. Wir setzen beim Teser keine Kenntnisse aus der
Theorie Besselscher Funktionen oder summierbarer Reihen voraus.
l oti ird i d 2 gebracht.
o ]l‘;smggie I‘;TV 11;1 1111 ]()1:: éiikltli?)n J s(t), die Besselsche Funktion erster
Art, der Ordnung N, werde durch die Reihe

hnd m Nam

UL
@ Ialh) = £ I +m+1) \2

- k
definiert. Diese Reihe konvergiert in jedem Dlteryall t < t.g 1 a}fsc{lu’n
und gleichm#Big. Man kann sie beliebig oft gliedweise differenzieren.

HrrrssaTz 1.

N1
(5) Tyaalt) = Iult)—

i

Iy a(t)-
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