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Hivrssarz 50. Bs gilt die 2weite Qleichung (12).
Beweis. Fiir die durch (118)-(122) bestimmte Menge R* nach (21) ist

Ty(r) = 13,
reR>

WO 73, die Summe (1.18) ist. Nach Hilfssatz 49 und der Definition (15)
" einer nach unten vollstindigen Menge ist andeverseits

Min Ty (r) = v.

TeR>

Aus diesen beiden Gleichungen folgt die zweite Gleichung (12).

VIII KAPITEL

DAS INTEGRAL f Piy)dy
0

§ 1. Fragestellung — Hilfssiitze

In diesem Kapitel hingt B nicht von % ab, so daf die |Bj unterhalb
von absoluten Konstanten liegen.

In manchen Fillen, wo es nicht gelingt, die GroBenordnung bei
der Abschitzung einer zahlentheoretischen Funktion genau zu bestim-
men, kann man iiber das Integral des Fehlerquadrats eine weitgehende
Auskunft erhalten. Das ist auch fiir den Fehler Py(x) der Fall, der bei der
Abschiitzung von 4,(x) entsteht. Wie wir schon am SchluB von §3.1
bemerkt haben, ist die genaue GroBenordnung von P,(x) nicht bekannt.
Nach den Sitzen 2.8.1 und 3.1.2 wird diese Grofenordnung zwischen

3/4,

'z (loglogx)'#

rlog und xlogloga

zu suchen sein. Wir wollen in diesem Kapitel zeigen, da8
x

(1) [ Piy)dy = 32+ B,
o

Unsere Behandlung dieses Integrals wird sich, wie schon frither die Be-
handlung von P,(x) im IL und ITT Kapitel, auf die Jacobische Formel
(1.2.20) stiitzen, d.h. wir werden auch hier unsere Anfgabe auf ein ge-
wisses Teilerproblem zuriickfiihren. AuBerdem werden wir von den van
der Corputschen Hilfsséitzen in § 2.3 Gebrauch machen. Unsere sonstigen
Hilfsmittel werden von ziemlich einfacher Art sein, aber wir werden sehr
lange Rechnungen auszufiihren haben, bis es uns gelingt (1) zu beweisen.

Wir werden es im folgenden wieder viel mit der Funktion w(y) zu
tan haben, die durch (1.8.1) definiert ist. Sie ist nur eine etwas kiirzere
Bezeichnung fiir die Bernoullische Funktion By(), vgl. (1.3.6). Daneben
wird auch die Funktion By(y) auftreten, die mittels der Formel (1.3.3)
aus dem zweiten Bernoullischen Polynom B,(y) = yz——yq'—% gebildet
ist. Diese Funktion wollen wir mit 19(y) bezeichnen, d.h. wir setzen

@) By(y) = n(y),
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0 .
wo also
(3) w(y) = —y ) —y—TyD+5-

Weiter werden wir es jetzt wieder mit den Teilerfunktionen of(t),
vgl. (1.2.1), wnd S(t), vgl. (1.2.23), zu tun haben. Fiir das in (2.2.2) auf-
tretende Restglied soll eine besondere Bezeichnung eingefithrt werden,
und zwar sei

nz
(4) S({t) = I 4T ().

Daneben fithren wir, nur fiir diesen Paragraphen, noch die Teilerfunk-
tionen

o) aln) = <0 At = Y ain)

qn nt
ein und setzen, zu (4) entsprechend,

2
T

(6) St) = 8

1. .
t— 5 logt+T(t).

Mit ¢ werde die Eulersche Konstante bezeichnet. Sie wird nur in
diesem Paragraphen auftreten.

In diesem ganzen Kapitel wird 2'* sehr oft vorkommen, und zwar
vielfach an so unangenehmen Stellen, wie unter Summenzeichen. Es
erscheint daher zweckmiBig, eine Abkiirzung dafiir einzufiihren. Wir
setzen.

(7 _ # = X

und bitten, diese Formel dauernd im Auge zu behalten, da wir uns auf
sie nicht beziehen werden.
Eine Anzahl weiterer Bezeichnungen soll spiter eingefithrt werden.
Bs beginnt jetzt eine lange Reihe von Hilfssiitzen, die sich fiber
mehrere Paragraphen hinziehen wird.

HILFssATZ 1.
1 1 x 1 ( Ed ) ‘
(8)  —Tie) =+ (rHogam)+ '~ |+ — il )+
’ n<X n<X
1 2 1 bl
+5a 2 e (__)+ SRR Ty A
<X
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Beweis. Nach (5) ist

1 1 1

=3 3331 31 911
agz an @ ab<z @ asbsx @ bsagr @ a=bg® @
abgzx ab<x ab<z
(9) = Sl‘]‘sz“'gsy

zur Abkiirzung.

In 8 ist &® < ab <, also o< X. Folglich ist
1 112
8 = — = —\— —
=20 S S {[E )
agX asbgz/a agX

Zusammen mit (1.3.1) ergibt dies -

1 z 1 1 v 1
1) &= ~Z—aw(—;)+_—)2—; tr D) —Ttp(n)+
a<x ~ =X agxa

Die zweite a-Summe in (10) wird mittels der Formel (1.3.2) abge-

sehiitzt, in der X =4, ¥ = X, f(y) = 1/y zu setzen ist. Man bekommt
dann

juny

EX

K
wo 6 eine gewisse Konstante ist. Hier ist nach dem zweiten Mittelwertsatz

f“’_B_B
¥ xX- x

Bedenkt man noch, daB nach der iiblichen Definition der Eulerschen
Konstanten

1 x) 7
27=logl+6—-~—w; )+J ¥ 4y,
agX X

1
y = lim ( g —~—ﬁlogX) }
X \E @ i

ist, so folgt, daB 6 = y. Zugleich ergibt sich

1 1 X
(11) Y N LS L
. & a 2 X z
Bekanntlich ist
hacd 2
(12) iz =2
a 6
a=1

Was z. B. aus (38) folgt, wenn man dort y = 0 setzt. Hieraus ergibt sich
fir die zweite a-Summe in (10)

Shteey
— = .
a 6 a

ag<X a>X
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Um die ¢-Summe rechts abzuschitzen, werde Formel (1.3.4) benutzt,
in der f(y) = 1/y% » = 2 zu setzen und danach der Grenziibergang Y->co
auszufithren ist. Bs ergibt sich dann, mit Riicksicht auf (1.3.6) und (2),

1 fdy v ® w@ F )
;@2—!y2+ X + X3 3}! ‘7/4 dy.

Hierin werde das letzte Integral wieder nach dem zweiten Mittelwert-
satz abgeschitzt. Man bekommt dann

1 wX) B
@ —(FFK—{*'P(XH——E}T"!—;:
a>X

d h
1 A : v(X) B

13 s e g X g(X)— 2

(13) ‘ a_gxaz_f;w pI)— T4 =

Aus (10), (11) und (13) ergibt sich
at 1 y+1 1 (=
(14) 8= To—2X+Tlogat I — 2_1,,(_) -

agX
1
2X

Die Summe §, wird weiter in zwei Summen gespalten. Hier ist nach (9

@ 8- FI-H IS Sl

<X bgaad b<X a<gzb b<X a<b

B
{%”(X)‘i‘?“/’z(x)}—i-;-

_ Wendet man zur “Abschiitzung der links in (11) stehenden Summ
nicht die Formel (1.3.2) an, sondern (1.3.4) mit r = 2, so ergibt sich

101 (X) w(X) B
16 == _vA) ¥ il
4o a;x 2= g leertr——x 2xF X

Hierin darf X = /b gesetzt werden. Denn von X wird nur verlangt
daB X >3 gei, und in §, ist

%; 2> 31,

_ Dabei geht }loga iiber in

L 10e[ZY = 10g2—1ogb
3 log|4-| = logw—logd.
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Somit ist
1 b [z b @ b
a Y e gary g 2o(5) - on(§) B
a<z/b
Weiter ergibt sich durch Anwendung von (1.3.4)mit X =4, ¥ = &,
f(y) = logy und r = 2, wenn 8, eine gewisse Konstante bedeutet,
X) B
2 logh — Xlog X — X —p(X)log X+61+ Ef)—(fl +=
b<x -
Nach der Stirlingschen Formel ist hier 6, = }log2x. Somit ist
. 12 (X) . B
(18) l;;};logb = } Xloga—X—}yp(X)loge+Flog2r+ ==+
Aus (18), (17), (18) und (1.3.1) folgt
1 1 1
Sa= > Do = [X)(oga-ty)— 5 loga+ X+ y(Xloga—
b<xX a<zlb
1 w(X 1 (m) 1 , (%), B
C_Zlog2a——— —— ) byl ) — 5= by |—)+—
2 2X b gx b 2z* ;x b z
1 o1 1 ya(X)
(19) =-E[X]10gac+y[X]+l——4—10gw—Elog%z———z—l—,-——
1 © 1 . [ B
- ?ZW(T)”EE.Z” %(b)+ =
b=Xx b=x
Weiter folgt aus (15)
1 1 1
B = SN Y =)
1 1
= - —a) = — —[X].
= N xi-a) = [X] ) 4]
agX a<X
In Verbindung mit (16), ergibt dies
1 p@  w® ) B
(20) Noy = 3[X110g$+y[X]~[X]{T to5 +1+
Hierin ist nach (1.3.1) v
1 1 pX) ¥ | &) B
it Z(X““‘Tew(m){ J=X-5-%5 ~x Tex 'z

A. Walfisz: Gitterpunkte in mehrdimensionalen Kugeln

20
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0
Andererseits ist nach (1.3.1) und (3)
(21) VY) = )+ 5.
Somit ist in (20)
[X]{ } =X 1 "/’(X) (X)) 1
d. b -

1
(22 S = LENogoty [N —X+ 45 {w(X) o)+ 2
-~ 6

2X =
Nach (15), (19) und (22) ist

. 1 1 1
(23) 8 =2X— logr— — — — 1
z T80 5 = g log2a— s o)+l + ) -
0
I 2\ 1 Q z\ B
= 2 0(5) 5 3 (5%
ndi ' [ 4 - hex b z
ndlich ist nach (9) und (16)
24) g — 101 y»(X) B
= —=—loga+4y————~ 4
,g; a 2 vyt z’

Die Behauptun‘ g (8) des Hilfssat
es folgt
s werdl jotat. gesetet zes folgh aus (6), (9), (14), (23) und (24).
25)  Ty(z) = aly(e)—S(g)— gty b 1
1(%) o()—8 () 12$2+ 5 @loga+ 5 (v—1-+log2n)x.
Hirrssarz 2.

26 N E 1 .
(26) Ty(x) = —E " (;)—i—iz f 2 y'z(-;:vb—)dy+Blogm,

<X -y
Beweis. De ; ; i
eis. Der Bequemlichkeit wegen werde, analog zu (7), gesetzt
(27) LI
Nach (5) und (1.2.1) ist
(28) WUO(H) == Zﬂ. =Zq J— O’(?Zr),
i / an q an
Well n/q zugleich mit siler 5
und (3) folgt 1t ¢ alle Teiler von n durchliuft. Aus (28), (1.2.23)

!So(y)dy == deo(n)dy = Zvo(ﬂ)fdy =Z(m—n) oo(n) = 28y (#) —8(x).

ingy
L fro=r

icm
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Hierin ist nach (6)
: a® , 1 & p
J )y = 50— elogat 5 + [ Tdwdy+B.
Beriicksichtigt man also noch die Definition (23) von Ty(x), so folgt
- .
Ty(x) = 3 (y+log2m)z+ [ To(y)dy+B.
1
Fiir Toly) kann hier die rechte Seite von (8) mit 2 =y, X = Y ein-

gesetzt werden; denn (8) bleibb auch fiir 1 <o < 3 giltig. Bs ergibt sich
also

(20)  —Ty(a) =fZ%W(%)dy*f2”w(%)%+

n<¥ n<¥
x x
1 P y\ dy 1o ¥) X
it 200 [ = ) = .
i 2f2"“’2(n) R f Y ay + 6 +Blogz
1 n<Y 1 .
Nach (1.3.1) und (3) ist
t
(30) 1) = [ e dy = belt)— 5
0

in der Tat haben das Integral und y(f) die Periode 1, und fir 0 <t <1
ist (30) klar.
Aus (30) und (3) ergibt sich

Sl 1 f [y
J’;;{w(%)dy=g;—lgw(ﬂdy

rin
1 x 1
= vwas =3 Dw(3) -5 X
n<X n “ax T agx
1 x 1
-3 Ynl3)-s 2
n<X <X
1 ez X
(31) == D% (—ﬂ—) — 15 T8
= n<X ' <
xin z/n
dy  fly) P )
() — = — +f —=dy
nf‘l’?!) v Y |n J e
UYL I [ SN S
Ty 2 ¥ Wy =5 75 on TR
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(32) ifK;nw(%)—(zl: Znnfqp(n) dy 2 f iy dq

1 R 2 X
T oy ’ 1y, (Z) T +Blogx;

Pt
=
4 .
| m,z( )J/_ "nzf (1/)%
5 vl =)=
xf %gZx: ,é{ g\l
an z 1
(1
(33) =Xl wnZL - YV — = Blogz,
<X 0 y n<X "
L4 X
(Y
(34) J P a =2 [ ymay = B
1 1

Aus (29) und (31)-(34) folgt
—Tl(m)=~ %(i)—l-i nﬁ(ﬁ) Bl
B )k Sl o

X
und schlieBlich ist
z

(36) fzw( )dy—zapz( )fm —2 =ty ).

ng¥

Aus (35) und (36) ergibt sich die Behauptung (26) des Hilfssatzes.
HirrssaTz 8. Pir 1 Sy< X ist

(37) 2% (:T) - Bl

Beweis. Entwickelt man das Polynom y*—y-+i im Intervall

S¥<1 in eine Fourierreihe, so bekommt man die wohlbekannte,
zu (2.3.3) analoge Reihe

1 €08 2y
(38) w) == ) ———,
T e n

aus der speziell fir y = 0 Gleichung (12) folgt.

icm
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Beim Beweise von (37) darf ohne Beschrinkung der Allgemeinheit

y > o' angenommen werden, da sonst die Behauptung klar ist. Weiter

geniigh es zu zeigen, daB
: x
) 3wl =me
5 F<m<y

denn die Differenz der linken Seiten von (37) und (39) ist sicherlich
Bx'B.
Bs mogen die Zahlen 3 und M’ der Bedingung

(40) P LU L2M 22X
geniigen. Nach (38) ist

ar
Y T 1 2anr .

a o |— ) = ; — cos -
Z Y\ s Z m
m=M

ng M3z M=

a
1 2mne
() ‘ T DT = s,

n>M3 Iz m=M

zur Abkiirzung.
In 8; ist nw/M® < 1. In (40) sei zundichst M < M. Dann darf Hilfs-
satz 2.3.3 angewendet werden, mit X = M, Y = M', j(y) = nxly,

e = nzj4M°. Bs folgt
3 ) p nr s )1/3
Z ¢ “m a\nz/ ’

M=
d. h.
= 2ane
=z = BaPX MR,
m=M "

und das ist anch fiir M = M’ richtig. Somit ist

8, = BXM7 Y = BY M

n=1

Fiir 8, gilt nach (40) die triviale Abschitzung

1 Mz x 12
S, = E M = = B—> = BX M2,
%=B e Byp=B3p

Wegen (41) ist daher, unter der Annahme (40),

:

(42) " (ﬂ.) = BXM",
m=M mn
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.Es bezeichne jetzt M, den kleinsten Wert, den m in der Summe (39)
annimmt, und # sei eindeutig durch ’

2PM, <y < 2P,
bestimmt. Bs ist dann

g1 ‘
z % @ x
wli) - ), 2 e
> \m 2 2/ %(m)+ )
B emey a=0 yunfycm<2e i 2B Myg<m<y
Aulf jed«i lm-Summe rechts kann die Abschitzung (42) mit M = 20,
M =2 111.[0——1 baw. wit M = 2°M,, M'=[y] angewendet werden;
flz gleil Bedingungen (40) jedesmal erfiillt sind. Die linke Seite von (39)
ist daher

B ) X(2°My) P BX (2 M, = BY M — BX ()1 — Ba™,

a=0

was zu heweisen war.

HiurssaTz 4.
(43) T\(x) = Ba',
Beweis. (43) folgt aus (26) und (37).
HrirrssaTz 5.
(44) 1@ =F+a 3 p(2) 4 Sy (2)+
n<X . <X

+2Xp(B)+ T+ B
Beweis. Aus (4), (6) und (2b) ergibt sich

T (@) = aTo(w)+}(y—1+log2m) & —T(x).
Zusammen mit (8) und (43) liefert dies

@ 1 @
~T(o) =5 +o 2 —~v (}7) + 2 ny (;L”-) +2 X ypy(X)
<X

<X
X 1 2 X 1/3
12 2z Zn%(n) B

L X
und hierin ist nach (36), (27) und (37) )
1 z @ 2 % z
e &onl) - Znl) -2 S el
x

B
= Bm"ﬂ—:;— f x'Pydy = Bx'P.
1

-
iom
§ 1. Fragestellung — Hilfssdtze 311

In diesem ganzen Kapitel bedeute i eine der Zahlen 1 oder 2. Es
werde ferner gesetzt

t
(45) Ux(t) _-__f_’l’(h2y)_‘1’(y)dy (h =1 oder 2).
]

‘Unser nichster Hilfssatz zeigt, dad sich das Integral (1) auf die beiden
Tntegrale (45) zuriickfiihren ISt

HILFSSATZ 6.
7 &
(46) fﬁ(?/) dy = 2°U,() +220, (%) —2l'm, (Z‘) +Ba’loga.
0

Beweis. Nach (1.2.24) und (4) ist

2 t &
Pyt) = Ayt)— "—Qf = 88(t)—328 (Z) - ; #+1

i
(47) = 8T'(t)—32T (Z) +1.

Andererseits ist nach (2.2.2) und (4)
(48) T{(x) = Brloga.
Die Behauptung (46) des Hilfssatzes folgt aus (47), (45) und (48).

§ 2. Hilfssitze

In diesem Paragraphen soll Y, wenn es vorkommt, den Wert (1.27)
haben.

HrorssaTz 1. Es sed L
W jir a=p=0 oder fir a=0,p=1,

) M(a’ﬁ)=M(“’ﬁ’h)=l1 jir a=1,p=0 oder fir a=p=1;

m m*
(2) N:M&X(’h_i) nz)! EzM&X(—h—z‘,l )
Dann st .
1 x 2,
> o [y [20) o (2wt +
—_ Mla meTn P Y K !
(8) Ualw) 127 +ﬂ;: ( ,ﬁ)mgx 2 \m n
’ n<X

x hz, )
o 3L w(—i) P D)y Py +

m
m<hX E

1 4 K 32 2512
E’._ 2\ py(h Yy Pdy +Ba".
i = fw(‘")%( e :
RS n?
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Beweis. Nach (1.44) ist
e 1 (W B
4)  —Tn) =22 g bl
(4) (W) 2+$Zm7ﬂ(m)+2”“l’(m -
mghx m<hX

21X py(hX)+ % +Bg',
Aus (1.44), (4) und (1) folgt -

2,2 1
(8) T(W0)T(2) = M + Zm(a, B) Zmza—l,,,zﬁ— 1/,(W)w( ) tas )
mghX

a,f=0
}2
w( )“I’z X 3/2+27LZ___1/)( )wz(hX) 3/2+
1n<hx

(57 Zow(es

<X

h 1 ( ) . B2 1 (h%

—_ — 3/2

22m m 12 me(m)w—[—
M<hX

<hX
+1 me(hw)ﬁ‘l- ) lw(x)$3/2+B .
—_— —_— — —_— —_— L.
2 e m 12 = n "
Andererseits ist nach (1.45)
X
(6) Unle) = f T(h*y)T (y)dy+B.

Die Absehditzung (5 (5) bleibt auch fiir die von uns ausgeschlossenen
Werte von » im Intervall 1< 2 < 3 giiltig. Man kann daher & — Yy
X = ¥ nehmen und den so erhaltenen Ausdruck in (6) einsetzen. Es
ergibt sich dann, wenn man in jedem Glied, auBer dem ersten und letzten,
die Summation mit der Integration vertauscht und (2) beachtet,

(7) U()=_ m_”_lx (hy Y\ oam
e m+2"‘(“ﬁ)2m g ﬁfﬁ# )() Ay

a,f=0 m<hX
n<X

Z};j ( )wz (V)y*ay 4

m<hX

é%_f ( )wth)y“"dy—k

cm
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1 x z v l
— —y d}/"f‘ n| pl—)ydy+
7 n
2 n<X n2 <X 2 ‘
e m ¥ m yeyr 12 m ¥ m vyt
m<hX E MmLhX E
1 x
o3 2 ol 32 o[
M<hX

Hierin ist nach dem zweiten Mittelwertsatz

zjn 2

z
f":”(%) vy =’ f v(y)y'dy = Bn"‘i:? = Ba*n.

Auf die gleiche Weise bekommt man fiir die letzten fiinf Integrale auf
der rechten Seite von (7) die Abschitzungen

Bzn, Bx*m, Br**m, Baxm, Bz*n.
? bl ) t

Die Summe der letzten 7 Glieder in (7) ist daher

Br? yl—l—BJc Z'n +Bx* 2 1+Ba*? 5‘ 1+
n<X ngX m<h¥ m<hX
+Bzr 2 m*+Bal 2 14+-Ba*? = B,
m<hX ngX

was zu beweisen war. R
HILF%SATZ 2. Sind in einem Intervall o<y <O die Funkiionen
@), 9(), 1), 9 (y) (r > 1) und ihre Quadrate nach Riemann integrier-

bm, und auﬁe?dem bei wachsendem r

@ f Fyay  wnd f Gy)dy  beschrankt,
6 Y,
@ [im=twfay >0, [lyw)—swfay o,
s0 ist ’ ¢
{10) ff(ymy)dr;um f 1) gy dy.

Beweis Es is.t
8

f FWg)ay— f L)y = [ o) —h) g dy+

o

+f W) =g} Ty dv+ff(:'/ ~1 9 ) —g-9)} ay,
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und jedes der drei Integrale rechts strebt nach der Schwarzschen Unglei-
chung mit wachsendem 7 gegen Null.

HrirpssaTz 3.

x

1
w3 [o[L)nnmray

n<X n?

.
. il §in {2 bhY )t dy+
QnB?ﬁ;n Zabz(fy ol n+ )

ap=1

x
+ fys’z sin {275 (-%y— —wth\)}dy) .
n2

Beweis. 1) Wir setzen

o=8, 6= [ = "P(_‘

r r
Smah® 372 1
y) = __—1- E isin Ll y, =L E -—2~00823'6bY.
néda m 7* £y b

Dann sind die Bedingungen (8), (9) von Hilfssatz 2 erfiillt. Fiir die Funk-
tionen f(y), f,{y) folgt es aus den Bigenschaften der Reihe (2.3.3), die beim
Beweise von Hilfssatz 2.3.1 benutzt wurden. Fiir die Funktionen g(y),
g:(y) exgibt es sich unmittelbar aus (1.38), da diese letzte Reibe fiir alle y
absolut und gleichm#Big konvergiert. Daher ist die Formel (10) anwend-
bar und sie liefert fiir die linke Seite von (11)

1
_—ﬂ_}l_m mZubgfy
s o

was der rechten Seite von (11) gleich ist.

cos(%zb Y)dy,

icm
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2) Wir setzen
y >
o=n% O=g fly)= V’(E)s 9(¥) = w(h X))y,
r * -,
1 1 . 27y ¥ 1
= - —8mn — A o cos?
) . 2 p mn PR y) 2 Z 7 cos2xbh Y.
a=1 =

Dann ist die Formel (10) wieder anwendbar und sie liefert fiir die linke
Seite von (12)

_ -——hm J' 52 5. .
= iy " #1 abz y*sin = 00\( abh ¥ )dy,

was der rechten Seite von (12) gleich ist.
HinpssATz 4. Es set b’ =1 oder 2,

13) 8k, ¥, 4 Z - Z’ W fy { (—y— Loh Y)}dy[.

m<hX
Dann st
(14) S(h, 1, &) = Bx®*logz.
Beweis. Wir setzen (nur fiir den vorliegenden Beweis)
Ha h'bm
(15) BE=D, X=FR, §=—- t=

Aus (13), (15) und (1.27) folgt, indem man y durch y2 ersetzt,

S, 1y £) = 2 mZabz f”“’“{°”( =Y )} ’
ny** (h y2+bh’ )dy.

pq
fy‘e{ sy + 07} dJ'
D

s 3250 S) s

(16) = 8:+8,,

zur Abkiirzung.
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]

Die weiteren Uberlegungen verlaufen #hnlich, wie beim Bewesise
von Hilfssatz 2.3.1.
Fir t<< D/2 ist, wegen (2) und (15),
X. x 2

1 p’
2 E— = T ——
(an nye{ VED) }du—wn yj:tde{} ;

und hieraus folgt nach (16)

(18) 8y =

mghX ab=1

Es sei jetzt ¢ > D/2. Dann setzen wir -
P-4 X

f vlel{s(y-Lt)?}dy = f -+ f = J1+d;.
b

WifI<R wM;R

In J, ist der Integrationsweg ein Intervall der Linge < 2R. Daher
ist wegen (15)

Jy = BRs® = Ba’l.

Fiir J, ergibt sich, &dhnlich wie beim Integral (17),

4 2
A =—-L f y af } = ——Bii = Bx"ma~" = Bz"*.
4mis
Wtt=R

Somit ist
X

f yle{s(y+t)}dy = Ba®.
D

Wegen ¢ > D/2 ist, nach (15) und (2), & < 2b. Wegen (16) ist daher

lo b

||Mg

(19) 8, = Ba®l* 2 2 = — B#*Mlog (m)

mghX a<2b

Die Behauptung (14) des Hilfssatzes folgt aus (16), (18) und (19).

HIrrssaTz 5.
(20)
hz 1 z hzy y . B s
P 2a~-1,,28—1 2T LN 2B gy 2 B2,
Tifo) =15 —I—EM(a,ﬁ) mely va,( g )w(%)y dy -+

a,8=0 m<hX
n<X

= Ba’loga.

§ 2. Hilfssitze 317

Beweis. Nach (11), (13) wnd (14) ist
(21) ‘

2 L] (5] mEas = B30, 1, 4043501, 1, ) = B,
E

Fir h = 1 ist nach (2), E = m® Nach (12), (13) und (14) ist somit,

- wenn man in (13) n statt m schreibt,

(22)
z
1 y 3/2 .
2‘1; f#’ o) eRY)y Ay = BS(1, 1, +)4+BS1, h, —) = Ba**loga.
<X 52

Die Behauptung (20) des Hilfssatzes folgt aus (3), (21) und (22).

§ 3. Hilfssiitze

In diesem Paragraphen bezeichnet ¢ nur gerade Zahlen, m nur po-
sitive.

HrressaTz 1.
oo 1 -
) M =,
i 2
(mmy=1
> 1
2 =2
@) D =2
U,n=1
(u,n)=1

Beweis. Bekanntlich ist

oo 1 4
{3) E'Hzi
et 90’

a=1

Was man z. B. so feststellen kann: Es sei 0< Ly <1 Integriert man
die Reihe (1.38) zweimal gliedweise von 0 bis y und setzt dann y = 3,
50 folgt wegen (1.3)

Es ist somit
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0
Aus (1.12) und (3) erg*ibt sich
o0 o0 o0
5= D 2 > =Y Y
= = =
36 mn=1 ,m' d=1 mn=1 qn ﬂ d=1 mmnm=1l dm (117,
(my n)=d {(mym)=1
—2 a 2 w90 Z m*n?
MN=1
(m N)=1 (m n)-=1

wonit die Gleichung (1) nachgewiesen ist, Weiter ist einerseits

) o 1 S"’w 1 ' 1 1
§ ey N 2 5 o2 33t
o i e s i, v (2n) 4 o, wn
{m,g)=1 (u Q) =1 (u,n)=1 (u,n)=1

5 za 1 .

3 N\

5= 2 = 2 55 2 = 2 Py Z

) min wn (f'n ’m
M M=1 Un=1 wUyn=1
(m,m)=1 (,m)=1 (q,n) - 1 (U,m)=1 (m,q) 1

In Verbindung mit (4), ergibt. dies

(u,n)=ll
d. h. die Gleichung (2).
HILFSSATZ 2.
G 1 2o pld) -
@ CRE P
m=1 n
(m,m)=1
2
; 1
. %Z‘i‘%l fir =1 (mod2),
1 dm
© 2w u(d)
=t — . fir  n=0(mod2);
()= 6 o d
O an) 8 At 1
" 3 ) =T ’
; P wE) & ¢ 70(3)
e G p) @
®) g: n 6L (3) g; o 7(3)’
o @(2n) dn
9 -
® 2 n® 21£(3)

icm
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Beweis. Bei diesem Beweis lassen wir ausnahmsweise auch p =
zu. Es ist

R ((E -,
=R ¥ R A
(m,n)=1
. 1\t 1\~
o LI T
»in p =2 p pin 4

Hierbei ist nach (5.2.2), (5.2.1) und (1.12)
- ) 11\-1 . :L,'_’
() H(1~p—2) =) =7
2
Ferner hat man, da die Funktion p(d)/d* multiplikativ ist,

#(d) #(p) T(, 1
@ ) )

damn DI pin

Aus (10)-(12) folgt (5); vgl. hierzu auch Winoegradow [4], Aufgabe
20 zu Kapitel II.

Die links in (6) stehende Summe fillt fiir gerade n mit der links
in (5) stehenden zusammen; denn fiir gerade » muf m in (5) ungerade
sein. Damit ist die untere Zeile von (6) bewiesen. Die obere Zeile von (6)
1486 sich auf die untere zuriickfiihren. Fiir ungerade n ist nimlich

oo

N e Zw _A ., s Y@ 2t e(d)
..5.4 @ Th L & (IT oﬂ) @ 84 &
u=1 U=1 din dm
(un)=1 (®,2n)=1

Die erste Gleichung (7) folgt aus (5.2.7). Aus der ersten Gleichung (7)
folgt die zweite Gleichung (7), demn es ist

E!Lq 9)2#"

q=2
Weiter ist bekanntlich
(13) ¢ (n S(s— s> 2):
;;‘ . o s

vel z. B. Winogradow [4], Aufgabe 29 zu Kapitet IL.
Setzt man s = 3 in (13) und beachtet (11), so ergibt sich die erste
Gleichung (8). Die zweite Gleichung (8) 148t sich auf die erste zuriickfithren,
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0

denn es ist

also

e (@) | eEh o) T N e
g 03 —(1+ 93 + +)g @l —€u=1 u?

Endlich folgt die Gleichung (9) aus den beiden Gleichungen (8),
denn es ist

el Dot 4, S0, et Soety

HIvrssaTz 3.

n=1

2,12 ) 5
a0 Shzz(m,hﬂ: 12 63 X X

s min® 11a* B2’ loge B

X 12 1478 X X

Beweis. Setzen wir (m, k*n) = d, so ist

1
R

(19) = Z a mn

Ad<hX  m<hXagX -
(m,hPn)=d

Wir fithren jetzt 8,9, Sp und S, folgendermafen ein. Fir h=1
sei S = Sy, Si = Spe = 0. Fiir b = 2 moge S, diejenige Teilsumme der
rechten Seite von (15) sein, in der m durch 4 teilbar ist; Sp sei die Teil-
summe, in der m = 2u; Sy, sei die Teilsumme mit m = u. Jeden-

falls ist
(16) R = Spo+Sn-tSha-

In Sy, ist A%, also auch #%d. Ersetzt man daher m durch Z*m wnd d
durch h2d, so folgt

1
3
mn

§ -2
Shg = [ 5 .
a<Xh  m<XhngX

(m,n)=d

§ 8. Hilfssiitze 321

Hierin kann man m,n durch dm, dn ersefzen und bekommt

SM:Z‘(‘ZI? 2 —1_2

mw
a<X[h m<1({/hdn<xld v

nj=1
1
N = @
mgX/h,n<X d< Min (X/hm, X [n)
(m,n)=1
o
> Y Em > X g
= 22 32 5
d X
meEnex W = & metimex N as xain(iim,1n) a
(m,n)=1 - {m,n)=1
1) 17
1n = Sho—5ho-

Tiir Sy ergibt sich aus (17), 11‘)) und (1)
2

, 11 1 .
Sho 6 Z mn 6 Z

—5+B Zn =

m<XhaasX mn=1 m>X[h
(m,n)=1 (m,n)=1
18 _ Br® n B
(18) 12 X
Fiir s > 1 ist
1 1 ) 1 1 B
Sa- Sl Srwm
& d & d d+1 gd((l%‘l) [8]—1-} » §
d. h es ist N v v
1 1 B
: >8

1
§ = XMin(——-,— y
hmn
50 ist
1 1 B
—{:—Max(hm,fn), — = — Max(m’, n’)
s X § T -

w1 Max(hm,n) B Max (m?, n)
hek 3 M. 2 oo

2.2 2,2
m'n mn
m<X[h, n<X mun<X
(m ﬂ.)=1 "
~E DSt E D T 2 e X D)
,r— '-3" _— _—2_ >
) m
MKn m*n X mn’ X &y m @ A =3
(nn)= l (m-n) 1

A. Waltisz : Gi unkte in mehrdi ionalen Kugeln 2
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Hieraus folgt, wenn man im zweiten Gliede m und n vertauschs, Aus (20) und (22) folgt
" 1 1 2
.XS},():Z'—' Z 'T"i’ —_ Z o :Z(l+7?) -
O P q — - !
n<X n mnlh m n<Xh  m<hn (23) o 12£(3) logz+B.
(m,m)=1 (m,m)=1
1/ w1 B 1/ 1 B Aus (17), (18) und (23) folgh
-SH S e S S e /
n m n n m n
<X m=1 n<X/h M= P 2
(mm)=1 (m,m)=1 24) N 5x a(1+h) logz B
. 2 Dpp = = — ———— _—
In Verbindung mit (5), ergibt dies ( . TR EXIE T ¢ X
1 h 1 u(d) S s : .
X8ho = — - Z - — +B. Nach Definition von S ist Sj = §;. Aus (24) mit A =1 ergibt
n<X/h - dn d sich also die obere Zeile von (14). Fir h = 2 bekommt man aus (24)
Ersetzt man hier #» durch dn, so folgt 2
(25) - s i a logz n B
25 9 =TT T T T el
X85 = a ) L g ©TRE X X
6 d n wSEn &*n
2 u(d 2 1 2h 2 w(d) 2 1 R Nach Definition von §3; und Sz, ist
6 w6 i w ~ 1
d<X[h n<X/hd ) 8y = a?
; (26) 21 et
u(d) w’h w(d) X d<?X  u<iXn<X
= e log — -— - 2u 4n)=d
6L @ (Og +B)+ 6 D" 7\ TB) B fdn
a<X A<X[h N
b 2 1
o logol z'h (d) (27) N = 2(1 Z ol
=? +—1 Z o + JQxX  u<iXn<X
A<z h ] (uAn)=d
+B 2105 a In (26) ist d gerade. Ersetzt man d durch 2d, so folgt
' S 3 2
7 Yu(d) B\ a*h Sy u(d) B (28) By = ) & T
20 = —1] - padiad - B. Ld L
(20) T} Ogm(d=.1 ,ds + w) + D) 108‘93(022-; T + a:)+ IS weEnex
Aus der wohlhekannten Formel In (27) und (28) ist d ungerade, kann also durch v ersetzt werden. Es ist
had #(d) 1 daher, wenn r eine der Zahlen 1 oder 2 bedeutet,
(21) et >0 . v
. © (29) Sr = 30 Z 1
Sgr = v —-
(vgl. Winogradow [4], Aufgabe 15 zu Kapitel II) oder durch Addition T Ay e
der beiden Gleichungen (7) folgt - twnj=~v
(22) pd) __1__ Diese Summe wird analog wie oben die Summe Sy, behandelt, so daB
a £(3) wir uns etwas kiirzer werden fassen kgnnen. Ersetzt man u,n durch

a=1
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vu, vn, 50 folgh

1 1

2 2,2
urX jv, n<X v wn
(,n)=1

Sm- =

<X

1 1

32 )

CugrX, ngX wn
(u,n)=1

1;2
v<Min (rX/u, X/n)

N :
wn? ? uin? Z e

Kl
u<rX, ngX v=1 X, N
) <1 ug( .X,)n<1X v>XMin(rfw,1/n)
(30) = B;r S;rl'

Nach (6) mit n =1 ist .

(31)

, ? 1 2 = 1 B 4 B
(32) 827=? Ty = — g == — =
u<rX, n<X wn 8 un=1 wn >4 4 >4

(,ny=1 (umy=1

Fir die Abschiitzung von 8, brauchen wir die zu (19) analoge
Formel

(33)

Beim Beweise kann s
aus (19), wegen

1 1
Si-3%-3
a>s 2d>8

v>8

> 2 angenommen werden, und dann folgt (33)

DF 1
= > =7 2 =
a>s d 4:Ai>.s/20"

(2ay

Nach (30) und (33) ist

w1 1 % B Max (m?, n¥)
= or P Max 7 n)+— TR
U<rX n<X
(u,n)=1 masrX

cm

§ 8. Hilfssiitze 325

Das Restglied ist hier B/X, wie es sich oben bei der Behandlung von S
ergab. Mithin ist

1 1 1
R R
y wn v 2 un® + Z u’ +B
u([rx;h-(X n(<u/)r<X ujr=n<X
(U,n; URD
1
- Mt e HETE
)
<X U ngu/r
(un\ 1 un)=1
= — B.
g n 2 u? 2 u 2 e -
- (u n) 1 o n) 1

Zusammen mit (6) und (5) ergibt dies
u(d)
PP

usX dlu
at 1 5 ed)
T Z ?[2 &
ugrX dah
-In der ¢-Summe kann man ¢ durch dn ersetzen, mit der MaBgabe, da8 dn
gerade sein soll. In den beiden #-Summen kann man ddurch » und w
durch uv ersetzen. Das gibt

ﬂd) at

2X 8 Z g

6q<lq_l

+ B.

2 2 2
v u(d) = u@) = u(v)
2X 8pp = — d‘”‘ +——8 _JS + = o _JS T +B
2[d7’. ur<X uprX

Im ersten Glied ist notwendig d ungerade, n gerade, d. h. man kann &
durch #, n durch 2n ersetzen; oder aber ist d gera,de, d. h. d = ¢. Somit isb

g D 31,2 e
u<X/f2 n<X2m ”QXIQ
, Zu(v 2_ z Zﬂv)wzx:,., +B

u(u)

7 w(q) )
=:2 o 2 - —[—%logXKZX o ——1 XZ#@

u<x)2

<rx

———10ng# @ + B.

7 7 I = win
= (ﬂ Tt 241')10gm2: e
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In Verbindung mit (7), ergibt dies

7172

_ (1 n 1 ! B
= (2 + 3] e
Aus (30), (32) und (34) folgt

(34) 2X8,,

2 2

7 at (1 logz B
Sop = — — ) —
Ko 1 75(3)( - ) b ) X’
d. h.
2 2 ;
RSy = T 3n" logx B

2283 X tx

Addiert man dies zu (2B), so ergibt sich wegen (16) die zweite Zeile der
Behauptung (14).

HIvrssaTz 4.
2
@5) 1= STmEw  [12(3) T Xoes tBX fur k=1,
m<hX m 13 -
neX 842(3) ————Xlogo+BX fir h =2;
n2
—— Xo B iy =
(36) Uh _ (m, hzn)z _ 124(3) gz +BX fu? h 1,
n? o 2
m<hX 7 . ’
n<X 3103) - Xlogz+BX fir h =2.

Beweis. Setzt man (m, #*n) = d in der Summe (35), so ergibt sich
die zu (15) analoge Formel

(37) Tp= ) @& 2
a<hy < e qnz
<h mhX, ngX
7, h2n) =
Darin ist =
(38) Th = Tho+Tpy+Tha, '

wobei Ty, Ty, Ty dieselbe Bedeutung in bezug auf die Summe (37)
haben, wie Sy, S5, S in bezug auf die Summe (15).

In T i8t K%m, also auch #*|d. Ersetzt man daher m durch k*m und d
durch 7, so folgt

Ty = Z a L

<Xk  m<X|h,ngX m
- {my n)ad

3

icm
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-3

Hierin kann man m, n durch dm, dn ersetzen und bekommd

1
-2 2
d<Xh meXhd | neX/d
) (mn)=1
Hieraus ergibt sich weiter, da jedes Intervall der Lénge m genau ¢(m)
zu m teilerfremde # enthilt, ‘ '
1 /X
Ty = 2 2 —?(%;fp(m)—l—Bm)

d<Xh mgX(hd m

1 (m) 1
X >a 2 ZZ'J B X

d<Xfh @ m<X1M d<X m<Xjd
m
=X y ( ) g E ) g’_ E
L .-..J m?
nglh mgX  d<Xjm

Zusammen mit (8) ergibt dies

o= i 2 0 +X23 THEE Y
2

a<X/h

(39) XlogX+BX = Xlogx+BAX.

6;‘(3) (3)
Wegen Ty, = T, ist damit die obere Zeile von (35) bewiesen. Zugleich
ergibt sich die Richtigkeit der ersten Zeile von (36); denn fir h=1
fallen die.Summen (35) und (36) zusammen.

Es sei » wieder einer der Werte 1 oder 2. Dann ergibt sich, genau wie
beim Beweise von (29),

Ty = Z’DZ E% Z 1.

r<rX vgrX n<X
(un)=v

Ersetzt man hier »,n durch vu, on, so folgt

DEDRED P YA

vlrX u<rY[v g n<X/u v<r¥ uLrX v
1 1
_x YLy 3oy
L L L Ld W
vr X ugrX o vrX urX v
oo
- 11 p(u)
S N DECREIRES Y ot
vrX E Y=l " u<rX T XU
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Zusammen mit (8) ergibt dies

2
X
Z +B 145( )XlogX+ X = 285( Targy Xlogs+BY,

40 Ty +Ty = ————Xlo, BX.
(40) / 0+ T 144_( ) gz +

Aus (38)-(40) folgt die zweite Zeile von (85).

Die Behandlung von U, ist der von T, éhnlich. Zunichst ist
1

T = Uzo + U21 + Uzz;

(41) U= D@ -

42X  m2X,n<X
(m, 4n)=d

wobei Uy, die Glieder mit 4m, Uy, diejenigen mit m = 2u, U,, diejenigen
mit m =.u enthalt
Hier ist

1 1 ‘
Uy =1 Zd?» 4 —2=162 = 1
Ai<X2  mgX2acX " a<X[2 n<X/d K mX/2d
(m,m)=d (m,n)=1
1/ X
=16 ( o7 o(n) —|—Bn)
A<X)2 n<X|d n
1{ > p(n) d
P
= 8X _( 7 -_) +BX
IZ<ZXI‘2 n=1 n X
(42) 2 Xlogx—{-BX
3) Py :( )
7* _ 1
sz.z DI S
1Y ngX . urX w<rA <X K urX[v
n)=v (u,n)=1
1 B
"2 2w 2= 3 3 i e
<X n<X v w m<rX v 1rX <X v ﬂ 20
(m2n)=1
rX 1 2n
=5 2 P& mx
“ v<rX v n<X v
X 1 vap(2n)
<
-3 S
2 v )
prX =1

icm

In Verbindung mit (9), ergibt dies
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82X }1 1 O 4 BX,
TR = o)y et
zz
(43) U+ Uy = —— Xlogz+BX.

74(3)
Aus (41)-(43) folgt die zweite Zeile von (36).
HILFSSATZ 5.

" 1 2 (ma)f n B
() Z ab 6  mn x’
ab<z
an=>bm

Beweis. Fiir ¢ > 0, b > 0, an = bm ist

n .b m
46— =b—uvr
(m, n) (mym)’
also R
m n
= =f—
(m,n)’ (m, n)’
mn mn
=7 =7
(m, n)? (m, 0’ !
m n
(45) a=4d

- p=a—2.
(m,n)’ (m, n)

Umgekehrt sind die durch (48) gegebenen a,b positiv, und es ist an
= bm. Somit ist, mit Riicksicht auf (1.12),

o 1 m, ) v 1 7 (m, n)?
(16) Sy s s )
ZJ ab mn @ 6 mn
ab=1 d=1
an=bm
1 (m ny? Z 1. (m w)‘ 1
“2“ - F3
a>x,b>0 a'b mn dm/(mnj>:c d>r(m;n)/md
an=bm .
2
m, n m m,n
_ plmynf _plmm
mn z(m, n) Cnx
d. h. ’
1 B
47) _—
ab i
a>z,b>0


Yakuza


icm ‘

@
330 VIIL Das Integral [ P4 {y)dy
0

Vertauscht man hier ¢ mit b und m mit », so folgt

1
(48) e

b>2,0>0
) an=bm
Aus (46)-(48) ergibt sich

Zab Zab+ 2_+ Z%:%%+§

a,b<x a>2,b>0 b>x,a>0
an=bm tm=bm an=bm an=bm

B
=

HirwssATz 6. Es ser

(49) Vo= 2:m 2 mn 2 f y'dy.
: <

ab<ga?

h%m,—bm
Dann ist
Ba? at
50 V,=—a——— 5*logx-+ Bz
(50) 1= 15 ” T1sog(s) ¢ ee T BT
117 "
51 Vy, =t — ——— "1 B2,
(51) o 43290 8403 )x ogz-+ B

Beweis. Aus (49), (44) (wo x durch «2, n durch A?n zu ersefzen ist)
und (2.2) ergibt sich

Thm ey B (2 ’l_" ‘> ffm
27 mn \ 6 1Ema
m<hX

71<X

3

(m, PPy J‘ 2dy+—1i r
5 —_—
@

12 = min? maThx mn
ngx
Vertauscht man im ersten Glied die Summation mit der Integration,
indem man von der Definition (2.2) von N Gebrauch macht, so folgt,
wenn noch die Abkiirzung (1.27) benutzt wird,

n)

(52) 7, = — f yzd +Balog®a.
e

Y

Hier kann man fir dié m, n-Summe die Abschitzungen (14) mi i
X = ¥ benutzen, denn diese Abschatzu.ngen bleiben auch fir 1< ¥ <3

§ 3. Hilfsséitze . .. 331

giiltig. Dann folgt aus (52)

v g _ A 32100 3y 5
1 144[" Y 705 f” logydy+Ba™,

und daraus ergibt sich sofort die Abschitzung (5 ) Auf gleiche Weise
bekommt man die Abschéitzung (51).

HILFSsATZ 7. Es sei

12 n
53 Wi = —s E E f
(53) Rl 9 pay mw b ydy,
- ngX

abga?
h2an=bm
m
(54) Wi = 5 2 > f yay.
:bgaﬁ
Rian=bm
Dann ist
k2 7
55) Wy = ——— 2°"lo Br*? Wy =———— 5o Br?,
(55) 1 3602(3) go+ B, M= S0 E3) gL+
(56) Wy = -»~i— o*Floge+ Bz, W, = —ii *Plogx -+ Ba*2.
360£(3) ’ 7 95204(3)

Beweis. Wie beim Beweise des vorigen Hilfssatzes ist

i n {a* (m,Bap B\ ~
Wi = —‘_’? 2 F(E R —— J yay
m<hX N

n<X
1 (m, ) f B "o
=3 D o [t > o
m<hX N mu<hX
ngX
(m, h n)
‘) fydj ——5— +Brloga.
m<hY
n<Y

Setzt man hier fiir die m,n-Summe die Absehitzung (35) mit ¥ = ¥,
k=1 ein, so folgt

2
w fml dy+Ba*”,
1 144,.3) y*"logy dy+

und daraus ergibt sich die erste Abschitzung (55). Die zweite Abschi-
tzung (55) beweist man analog.
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Weiter ist .
1 m|n? (m,hn)? B
Wi =53 O (__; +?JWM

2 2,
n \6 W mmn
20 m<hX

n<

1 (m, h*n)* f
= oog ——— | ydy+Bologs
12Kk 25 5

m<hX
ngX

17 (m, BPn)?
= i—z—ﬁfydy Z ——— +Bzloge.
1

"W
m<hy
n<

Setzt man hier fiir die m, n-Summe die Abschitzung (36) mit X = ¥,
h= 2 ein, so folgt
17a%

=—— | y*logydy-+Ba*".
22 1003 lf Kl gy dy -+

Daraus ergibt sich die zweite Abschiitzung (56). Die erste Abschatzung
(56) beweist man ebenso. Sie folgt auch aus der ersten Abschitzung (55),
denn fiir » = 1 fallen die Summen (53) und (54) zusammen (man ver-
tausche in (53) m mit n, ¢ mit b und beachte die Definition (2.2) von N).

HIrrFssATz 8.
x
1
{57) Z mn 2 _bf dy = BaP,
m<hX abga® a N .
n<X hlan=bm
1 @ 2
1 ha b
E #(a, ) Z T Z 3 fyz'“_”cos {2%1/ (—7—17 + %)} dy
af=0 1’),1;2? a,bgzﬁ a N

(58) = Bz
Beweis. Nach (2.2) und- (44) ist die linke Seite von (87)
(m, n)* 1 _ 2 i
=B 2 mn( a;m +— z = B 2 (wz,n)2—3w27 Z 1

2X mn)<2X
mn<2X < ((m’,?.) 2

Ersetzt man hier m, n durch rm, rn, so folgt, daf die linke Seite von (57)

mng2X

X 2
= Bz 7 1= By 272 (7) = Bz*?,

r<2X mn<2X|r r<2X

was zu beweisen war.
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Die linke Seite von (58) ist nach (2.1) wnd (2.2), wenn man auf
das Infegral den zweiten Mittelwertsatz anwendet,
1

=32 S Y e )

a,p=0 mnX apea® m n

Da aber das arithmetische Mittel von zwei positiven Zahlen nicht kleiner
als das geometrische ist, so gilt

1 12
: "@+%>F9~
2 \m n mn

Daher ist die linke Seite von (58)

1
—-'B E gP—a—b § mza_lnzp_lz i mn \12
ab \ ab
abga?

a,f=0 mn2X

1 oo
=B E a* = f E w21 E (ab)=32
a,f=0 mneX apm1
1 1
=5 Y et g Yo _ g
a,f=0 a,f=0

§ 4. Hilfssiitze

In diesem Paragraphen sind e, b, ¢, m positiv.
Hirssatz 1. Bs sei

1
(1) Zy(z) = 2 M{a, B) 2 mia—Ip2-1 %
a,f=0

m<hX
ngX
1 ; e b
X 2 — f yz‘“‘ﬁcos{i)ny( ———)}dy
ab J m n -
hgn;?zifm "
Dann ist
2
(2) Um:(_l_ _.5”)3 1 52
1(®) T T 1ag)® g te)+ B,
2
3) Use) = (£ 4 2y L s
o(%) 3 + 13917 +2nzZ2(w)+Bw :

%
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Beweis. Ist y nichtganz und liuft I tber eine Reihe aufeinander
folgender Zahlen, so ist (vgl. eine analoge Uberlegung beim Beweise von
Hilfssatz 2.5.1)

(4) ‘Z sin 2aly » < |cosecmy|.
1

Fiir ein geeignetes M ist ndmlich
L—e(My)| _ 2

M-1
\Ze(’f""’"‘;"‘”) el L—e()

Aus (4) folgt durch partielle Summation (Hilfssatz 1.8.3) fiir nicht-
ganze y und beliebige j

= |cosecwy|.

|cosecy|

47,
s8in 2wny
| <

" r

=1+l
und hieraus folgt fiir j—oo

‘ 2 sin2mny
y n

n>r

Ist hier die rechte Seite >>1, so ist |sinmy|<1/r. Hieraus folgt, indem
man den Additionssatz fir den Sinus benutzt und durch Induktion schlieBt,
daB

< jcosecmy|

=

r

: n
[sinnay| < — -
7
ist. Wegen (2.3.3) und (1.3.1) ist daher

| =y li‘ —2\ < nzw(y)l+Z’§Z = aly()+2 <5 T2<E
ner =1 n=l n=1

Jedenfalls ist also fiir nichtganze y

sin 270/ . cosecy|
®) \2 n y|\<\4Mm(l’l 7 y)’

n>r

und dies gilt auch fiir ganzzahlige y, da nach Verabredung Min (s, o0) = §
zu setzen ist. (Aus (2.3.3), (1.3.1) und (B) ergibt sich iibrigens sofort die
gleichmiBige Beschréinktheit der Summen (2.3.4)).

Wir setzen jetzt

(6) r = [a*],
r r
1 1 . 2nah’y 1 1 . 2=by
(7) fr('.'l) = —;Zzsm——%——, g,,(y) = —_.71,’—0 ’ -i;—sm——n——.
a=1 =

icm
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Aus (2.3.3), (1.3.1), (5), (6) und (T7) folgt

f¥) =B, gly) =B,

) nfr,
Ll —f(y) = BMin (1, 2

2
h
cosec yt ),
mo|

P (%) —9:(y) = BMin (1, z™?

b4
cosec =2 )
n

und hierans ergibt sich weiter

x hzy y \ T
— 2 —a—f g, 4 2—a—p
wa(m)"/’(,n)y dy for(y)gr(y)y dy

.

-/ {o (2) ~aafoutrst==-tay+ Nf fo (%) ~ ot friwa-ray+

O
+ f {w (;Tf_/)—fr(?/)} {'w (%) =gl z/)}y ~hay
N

(8) = Bu*(J1 ),

wo
z 2
(9) Jy = fMin (1, %] cosec ol y!) dy,
“m
N
z
(10) Iy = J Min(l, z~? cosee%i)dy.
& '

Im Integral (9) ersetzen wir y durch my/h* und erhalten

H2zjm h2zjm
m . s
Jy = o Min (1, 7% cosecny|)dy <m | _
2N jm
h2zrm R2zjm

< f _dy+m z*|cosecy|dy = mdyy+md,.

0
|cosecny| =2 lcosecnyi<x
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0
In Jy; ist y der Bedingung
. 1
(1) J(y) = Isinmy| <—

unterworfen. Durchliuft 4 ein Intervall der Linge 1, so bilden diejenigen y,
die der Ungleichung (11) geniigen, ein Teilintervall der Lénge <1
Die Funktion f(y) hat nimlich die Periode 1, und fir [y| < % ist f(y)

> 2lyl, so daB fiir diese y aus (11) die Ungleichung |y} < 1/22 folgt. Fir

Jy haben wir demnach die Abschitzung

Ju =B

s|w

z 1
m. x

Fiir Jy, ist einfach

n2xjm 2

b5
I < f 2 2pdy = —.
m
F .
Somit ist
(12) J, = B.
Fiir das Integral (10) bekomm?$ man analog
(13) ' J, = B.

us (8), (12) und (13) folgt

x 3 @&
BPy\ (y\ . o e e
fw(—)w(—) ¥ Pay— f F W) gly) y* Py = Ba’ ™,

N N

m n

d. h., mit Riicksicht auf (2.1),

Z‘M B) 2 mh“lnlﬁ_lﬁf 1/1(

a,f=0 m<hX

e
ngX ‘
- ZM ) B) Z petn?h=t f 1) gy >~ Py

a,f= m<hX
n<X
1
(14) =B g e E me g = Bl
a,f=0 mmg2X

icm
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Andererseits ist nach (6) und (7), wenn von der Identitit

sinosinf = 4cos{c—8)—%cos(c-+6)

Gebrauch gemacht wird,
x T

- . 1 1 - . 2nah? 2xh
gy ay = —= S ry j 1;2“‘"’8111———&—1 sin -T—udy

T

hy abre N
1 z
15 - 2—a=f 3., 1
(13) '.-:‘ 2 cb ‘ Wy

a,bga® x
r2an=bm

T
e b
Lt ~afang )0 A |
‘ < ab f LOQ{ 71/( m 91)}dy

a, bg:c« A
hzan#bm

~ 1 f 2-e=Paog a + b) d
25 -J ab y 2\ w )|

absa®

Aus (2.20) und (14) ergibt sich

1 Ed
Uaa) = 352+ D aula, B) Dm0 [ 1) g u)y* Py +Be.
a,f=0 m<hX N
n<X

Hieraus folgt weiter, wegen (15) und (1),

(16) Up(x) = -ihf;f | 2 )3)2 a1, 281 2 %f@g_u_ﬁdy+
& .
(o

angg
h2m=bm
> E M{a E T S
a,ﬁ_a m<kY
ngX

= .
1 . © [Ra b '
— ~a=Be0s 1 2my |— + — | dy -+ Bx*P.
% Z(zb fy cos{ ny(m +n)} y+Br
abga? N

Auf Grund von (2.1), (3.49), (3.53), (3.54) und (3.57), erhalten wir

fiir das zweite Glied auf der rechten Seite von (16)

1
! N = Vot Wi+ Whe+ B
o 3 n1 B2 .
: a,8=0
A. Walfisz: Gitterponkte in mehrdimensionalen EKugeln

w
®
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Wegen (3.58) ist das vierbe Glied = Ba*”. Somit ist
17 U, = B 3 1 5/2
1) .Unl@) = T +Vat Wi+ Wi+ py) Zy(w)+Bx

. Die Behauptungen (2), (3) des Hilfssatzes folgen aus (17), (3.50),
(3.51), (3.55) und (3.56).

Im folgenden werden wir es nur noch mit der Funktion (1) zu tun
haben, und zwar ist es unser Ziel nachzuweisen, daB

(18) Ziy(w) = Ba.
(L.1) folgt néimlich aus (1.46), (2), (3) und (18).

Im folgenden moge j einen der beiden Werte 1 oder 2 bedeuten. Es
werde gesetzt

(19) R = Max (ﬁ:, ﬁ:—),
B g ’
(200 n(a,§) =n(a, b, §) = u(a, B, Byu(p, a, ),

wobei die w-Funktionen rechts durch (2.1) definiert sind. Ferner sei

(21)  Plz;h,j) = Zﬂ(a Z 21201

a,f=0
n<:rX
2 2
e 2 fyz“’“’cos {2fzy (h a_1 b)}dy.
a,b<a?
h2an>j%m.
HILFSSATZ 2.
(22) , Zy(aw) = F(z; by 1) - F(2; 1, R).

. Beweis. Werden in (21) die Buchstaben &, 7§, a, 8, m, n, a, b durch
iy by Byayn,m, b, a ersetzt, so folgt wegen (19) und (20)

1

@) Flif, )= D' uip, a,q,h) 3 i

b= ’L‘Eﬁ%x
Pa jzb
Y e e
ab<a?
hza.n<72bm

icm
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Andererseits ist nach (19), (20), (2.1) und (2.2)
a, B,y 1) = s(a, B, ) (B, a, 1) = m(a, B, }) = K(a, B),
H(f, @, 1, k) = M(B, a, 1) M(a, B, h) = M(a, B, k) = M(a, B),
R=N fir j=1

In Verbindung mit (21), (23) und (1), ergibt sich daraus die Gleichung (22).
HrirssATz 3. Zu jedem vorgegebenen Tripel a, b, ¢ gibt es nicht mehr
als

(24) Bf(a, b)(ad)" X +1}
Paare m,n mit
(25) m<2X, n<2X, an—bm=ec

Beweis. Sind die Bedingungen (25) erfiills, so muB an = ¢ (modb)
sein. Bs gehort also n einer festen Restklasse mod(b/(a,, b)) an. m isb
durch n eindeutig bestimmt. Es gibt also

B{(“ , b) X—!—l}

Losungen m,n der Bedingungen (25). Wegen bm = — c¢(moda) gehort
m einer festen Restklasse mod (a/(a, b)) an. Da n durch m eindeutig be-
stimmt ist, so hat (25)

b
{(a )X—i—l}
‘Losungen. Wegen
1 9
Min (3,—) < (ab)~'#
a’b
ist der Hilfssatz bewiesen.
HILPSSATZ 4.
1 N . =
26) Flz;h, ) = %, B > mit 2 {ab (Ran—i?bm)} =
= =0 mghX aba?
rlan>jtbm

12 2 . ‘2b
% (mz""ﬁsin {25’5.'1: (»h—a — 7—E)} —R**%in {~ﬂR ( 3 L)}>+Bm5 .
m n m n
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Beweis. Dag Integral in (21) ist

2
e
f m n

2 -2 -
E o (ﬁﬁ - M)
m =
@
~a-ﬁ Ka
- f 1-a=fgin {my (wi—(Ji - L)} dy
o (_ AW m o ow
m on ‘
1 mn e %
27 S S L P ST ve 99
) 2x  hlan—i*bm (m _ un {27w ( m n )}

2 ;2
— R fgin {27:12 (M — 7—-}}—)}) +
m  n

+ B Pt (B an—j2bm) =5,

Das 18t auch fiir ¢« = p =1 richtig, da alsdann 2—a—pg = 0 ist.

Setzt man (27) in (21) ein, so ergibt sich das Hauptglied auf der
rechten Seite von (26) und ein Restglied, das zur Abkiirzung mit § be-
zeichnet werden mége. Dabei ist nach (20) und (2.1)

. ,
- 201, 251 - P
8 =B 2 2 mPe e Z (ab)~ 'zl ﬂ'mznz(lﬁan—yzbm) 2
a,p=0m<hX ab<z
n<iX 2an>i2bm

1
B ) oot nd P 3 (ab) N AR —fbm)
a,f=0

a,bsce®
r2an>i%m

mn2X

= Ba’ 2 2 (ab)~ (WP an —j2bm)~*
mn<2X a,bsa®

W2an>j2m
-5 TGN N
ab "
apb<a? e=1 ma<2X
n2an—2bm=c

Wendet man jetzt Hiltssatz 3 an, wobei a, b durch h’a, % zu er-
setzen sind, so folgt

icm
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19l B
S = Bu 2 —bz_z (@, b)(ab)" X +1}
’ a,b<.r
(a
= Br® ’
v Z:(g,b)3 2 ab
ab=1 ab<r®
= Br’? ¥ (ab)=32 4+ BafP,
g (a%

Ersetzt man hier ¢, b durch da, db, so folgb

co

8 = Ba®" S‘ a2 N ar 2 b=3" + Br*? = Ba'P,

dl al

was zu beweisen war.
Wir fithren jetzt, bi¥ zum Ende des Kapitels, dle Bezeichnung

(28) h® =W
ein, die, ebenso wie (1.7), als bekannt vorausgesetzt und nicht zitiert
wird.

HILFSSATZ 5.
1 v 1 1
(20)  Flx; h,;>=r2 B D) — -
57 &,

i X
ab ™ ’
ah<W ek (n2a 2o XW

. 2mxe . . 2xRe R
X E m2n# | P sin —ER* % fgin +Bxr*.
mn man

m<hX n<iX
h2an—i%bm=c

Beweis. In (26) ist
Klan—ithm < Kan < KX < B

nap) Y = D) X

t]
abga? ech2Ld

e j%
S m 5( 2*~ Pgin {2::.10 (——~ — } —
X m n
m<hX, niX

RK2an—jlbm=c

—R**fin {21R (% — 12)}) +Bz?

Daher ist

L1
Fles by jy =o—

27

-

@

a,,

Ty
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Behiilt man hier nur die ¢, b < W bei und nennt den dabei
> : ‘ i entsteh
Fehler 8, so ist wegen (19) ehenden

523 S+ S)E St 3 e

Gf=0 Waxa? W<b<wz cxc16ad mme2X

ba? a<a? hzﬂn—yzl)m ¢
S~ 1

= Ba? ( E -+ E ) _ E 1'. 1

5 ab ¢ Z )
W <ag® W<bga? cc1628 mnc2X
1 o
ba? - aga? 12an—F2om=c

Wendet men jetzt Hilfssatz 3, auf dieselbe Weise wie beim Beweise von
Hilfssatz 4 an, so ergibt sich

S:Bmz( Z + 2 )% 2%{@,b)(ab)“’2X+1}

Weaga®  Waba? cc163
bega® a<@®
— 52 1
-t 3 o D 3o 2;
W;:fzmz e1623 a,b<a? e<1623
52 (a, b)
= Ba*logs Z @ +Batlog’s
W<aga?
b
— Bk 2 (a,b) . 52
(@b -+ Bz
W <a
b
o0
=Bw5’2W1’22(Z 2 (ab)~* 4 Bail®,
d=1 a>W.b>0
(a,b)=4
Ersetzt man hier a, b durch de, db, so folgt
o0 [=¢]
S = Bw5/2W1’22 a-? 2 a—a/zz =32 1 Bl
d=1 aSWid b=1 -

= Ba W M (%)llerBmS/” Bah.

da=1

icm
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Algo ist

1

. 1 1
(30) Flash,j) =5- P Hla 27 Z
a,6=0 daw ¥ S ©

2mxe - 2z Re
X E m>n* ( t-a—Bgin = —R"‘“"“ﬁsm - “}‘B.Es]z
mn

m<hX, niX
hlan—m=c

In (30) ist
c=h an—fbm < Hlan < BWiX <IPXW.
Daher ist die m, n-Summa fir ¢ > WX W leer, und (29) folgt aus (30).

Bevor wir weitergehen, schicken wir einige einfache Bemerkungen
voraus, die sich auf die in (29) auftretenden Zahlen @, b, ¢, m,n und B
beziehen.

Es sei

(31) (Ka,i%) =4, Nao=Ka, §b=1La
Ist die m, n-Summe in (29) nicht leer, s0 muB 4 in ¢ aunfgehen. Wir
setzen
(32) ¢ =@
Die Lisungen von

(33) Kan—i*bm = ¢,
d.h. von .

(34) En—Im = @,
sind

(35) m = m(l) = m' -+ K, n=nl) =n'+L (=0,1,2,...)

wobei m = m', n =n' die Losung mit klemstem m isth. Insbesondere
ist m’ < K; denn, falls m’ > K ware, so miilte m =m'—K,n’ =n'—L
eine Losung mit noch kleinerem m sein. Somit ist

(36) En' —Im’ = Q,
(37) 0<m <K, 0<n = (@Q+Im)K<QE+L

Von jetzt ab bedeuten m,n die durch (33) gegebenen Funktionen
von I; damit hingt auch R nach (19) von 1 ab. Fir das folgende wird
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es gogar nétig sein, m und n als Funktionen einer reellen Veriinderlichen y
zu betrachten. Wir setzen daher, in Ubewmsmmmung mit (35),

(38) mly) =m' +Ky, n(y) =n"+Ly.

HILpssATZ 6, Fir a < jb/h st m < hnfj. Fir a > jb[h ist m < hnfj
dann wnd nur denn, wenn 1 < (hn' —jm") (K —hL), und nur dann, wenn
1 < 133 (Q--ab) dst.

Beweis. Fir a < jb/h ist nach (33)
¢ < hib(n—jm[h),

also n > jmfh, d.h. m < hnfj.

. Die Ungleichung a > jb/h ist nach (31) mit der Ungleichung ]K > hl
gleichbedeutend. Ist diese letzte erfiillt, so ist die Ungleichung m < hnfj
nach (85) mit der Ungleichung

h' —jm/
= jE—hL
gleichbedeutend, und hierin ist nach (37) und (31) die rechte Seite
< ' <MK < h(Q+EL) < h(Q+Fab) < B (Q-ab).

Wir setzen noch zur Abkiirzung

RX —m X
(39) Min( m e ):P.

K ' L
Nach Deﬁmmon von m',n’ und den Summationshedingungen fiv m, n

in (29) ist m' < m < RX, 0 <n <X, also P > 0. Hieraus folgt v»exter

BX

K L) —E;F fiir 0<O’<1

(40) P = BXMin (

HILFssATz 7.

(41) F(x;k,i)=;;2*l(aaﬁ)2—l“ 2 5

aba
ap=0 ab<I¥ Q<rYIXW

XY . 2mrQa e .J:zRQJl
X E miep8 (g2-e—fgin =~ —R**Pgin + Bz,
- ‘ mn mn

oA OI<P

icm
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Beweis. Aus (29), (32), (81), (33), (35) und (39) ergibf sich (41),
wobei nur die I-Summe iiber das Intervall 0 <1 < P zu nehmen ist.
LiBt man aber die Z< P weg, so ist nach (19) der Fehler

=B 2 2 L Z 1 2 m e ?

a,8=0a,b<¥ ab QLIX Y ‘) ol<at9
1
1 ,
=2y Y § 2
i Zd  gbQ ;
‘a,f=0ab,Q<I6XW Kl<z4/9

— Bw‘3+4,‘910g3$ — B,J.fs/g.

§ 5. Beweis der Abschitzung (1.1)

Wir bringen jetzt eine letzte Serie von sechs Hilfssétzen, wonach
der Beweis von (1.1) folgt.
Houpssatz 1. Es set 1) 0 <o <<0—1; 2) im Indervall o

SY<H

~ sei die Funktion f(y) reell und zweimal differenzierbar; f'{y) > s, {"(y) = Bs,

wo 8 von y unabhdngiy ist; 3) im Intervall o <y < 0 sei ferner die Funk-
tion F(y) positiv und habe dort eine stelige Ableitung. Dann ist

8
@) D F@sinf2af()) = B(F(o)+ [ 1F(y)] dy) (6" +57).
a<I<cb ] -
Wird iiberdies noch F'(y) > 0 vorausgeseizt, so ist

(2) D) P(Dsin{22f(1)] = BF

ol<o

(0) (05245711,

Beweis. Da (2) unmittelbar aus (1) folgt, braucht nur (1) bewiesen
zu werden. Wegen

14 ]
0 <F(l) = Flo)+ [ F(y)dy < F(o)+ [1F(y)ldy
ist ’ ’ 0
| Y Psin{2o @) | < ) FO) <20 (F(o)+ [P ay).

o<i<O o<<I<o

Damit ist die Abschéitzung (1) fiir s > 1 bewiesen. Es sei im folgen-
den 8 <1, d.h. s =& Wir haben

1
. 8= Y {FQ-F(o)sin{eaf @} = D [F'()dysin{2af (D)

o<I<t o<l<l o

Y

f "(y)dy Y sin {27 (1)} ;

a y<l<e
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" Auf dié I-Summe unter dem Tntegralzeichen wenden wir Hilfssatz 2.3.3

mit ¢ = § an und erhalten

8= Bf\F ()ldy {11(0)—F () +1}s™"

—BJ|F' Jdy - {17(0)—F (o) +1} s,

Tine weitere Anwendung von Hilfssatz 2.3.3 ergibt
Y Po)sin{2af®) = BE (a){1f'(0)—f (@)l +1}s~*
oI<h

Somit ist
0

> F()sin {2af (1)}

LoxI<O o

und hierin ist nach Voraussetzung
{110 —F (o) +1} s = B{(6—o)s+1}s7' = B(fsM 451,

HrirrssATz 2. Es sed

(3) Fl(w;h,?')=zl'ﬂ(a,ﬁ) S Y o

i
a,f=0 ab<Ww Q<IA2XW
. 2mrQa
X mien®t e P gin
mn
a0l P
Dann st
- 512

(4) Fy(; hyj) = B,

Beweis. Es sei
(8) ML M < M < 2M < 2P.
Aus (5), (4.38) und (4.39) folgt
(6) m(M) <m(M)=m'+EM <m'+2KP < 2(m'+KP) < 2pX

und ebenso
) A (M) < n(M') <2X;
(8) m(M) = m'+EM > }(m’ FEM) = im(M"),

= B(F(o)+ [ 1Ty {I1'(0)—1 () +1]s7,

icm

§ 5. Beweis der Abschitzung (1.1)

9) n(M) = in(M");

1 1 1 1
10 = < <
(10) m(A) | W R SR SES

1 1
) W) S TaP
(12) M (m(Ayn (M) ETLHH
Es sei y eine beliebige Zahl des Intervells M <y < M/,
. rQa I
(13) ) = ) = m e, s =00,
Aus (13) und (4.38) ergibt sich
, zQa
(14) fily) = — W(K"(y)—i*Lm(y)):
und weiter
rr 22Q.
fi(y) = { $Q1 T ({En(y)+Lm(y)} —ELm{y)n{y))
2:1:@4 Y
= T @ ({En (y)—Im{y)} + 3K Lm(y) n{y))
2xQa .
= m({hn — L' -3 K Lan () n (3))-

In Verbindung mit (4.36), folgt hieraus
(15) KO = i e (@RI ).

347

Mit wachsendem y nehmen m(y) und n(y) nach (£.38) zu. Wegen (15)
nimmt also f;'(y) ab. Also ist, mit Riicksicht auf (13), (3), (15), (8) und (9),

s =1/ (A) < () <H'(M) = Bf'(M') = Bs,.

Weiter ist die Funktion Fy(y) nach (13), (4.38) positiv und besitzt eine
stetige Ableitung, die fiir a+p > 0 positiv ist. Fiir a-g > 0 ist also (2)

auf
o=M, 0=M, [y=~Hy), Fu=Fy, s=8
anwendbar und -ergibt

Jl[l
l _5]{ Fy)sin{2afy(1)} = BF,(I) (s} +-s7'7).



Yakuza


€
348 VIIL Das. Integral [ P(y)dy
0

Dieselbe Absehitzung gilt aber auch fir a = f = 0, da dann Fy(y) = 1,
Fi(y) =0 ist, also das Integral in (1) wegfillt. Wegen (13) und (4.33)
ist also

an
27 a 9
(16) 2 m24*P sin ,:;:g = Bm*(M')yn**( M) (M’ +s7).
=

Die rechte Seite von (16) wird mit Hilfe von (12), (13), (15), (6), (7),
(10), (11), (4.37) und (8) abgeschitzt. s folgt
(M) M) DS = B My DLy (M) M) X
S KL X QM R My (M) (Q B ol AT PR E Y
= BXm Y M)y n (M) A PQ PR L T
L BXm2 P M)y M) £ HPQH
_ _BX1+2u—s/9+zﬂ—s/9ﬂQs/2 _11_BX1+2Q_4/9+2/3*4[9‘,[QUE

. a+B—T/18 , 3/2 118 412
(17 = BaetF-TI8 3R 4 ByethHII Q'

(M) n2B( ALY sT = B M) n( M) mPP( ML) nP (M) X
X X1Q Y2 R L W My n T R
= BX~ I M) MQ TR
= BX~Un (M) X*X¥HIQ gL
= Ba*tBE MQRRAL
(18) = Ba*TPRMPLRQR L

Aus (16)-(18) ergibt sich
M

(19) ng“nzﬁ.ua"'”ﬁ sin
i=3r

2meQa

mn
= BB, _[_szﬂ]mﬂQl/z —{—B;J:ZKI”L'I/ZQ“”EJI.

Das Summationsintervall #*° <7< P fir I in (3) kann man wegen
(4.39) in Blogr = BW Teilintervalle der Gestalt MLl M so zer-
legen, daB M und M’ den Bedingungen (5) genfigen und XM = BP ist,
wobei die Summe iiber alle benutzten Werte von M zu erstrecken ist.
TUm dies zu erreichen, bezeichne man mit M, die kleinste ganze Zahl,
die > #* ist. Wird dann » durch 2™, <P < 2" M, bestimmt, so de-
finiere man die ersten »—1 Teilintervalle durch

M =9'M, M =2M-1 @(<jsr=1)

icm
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und das r-te durch
M =21, M =I[P]
(fiir 7 = 1 bleibt nur das letzte Teilintervall ibrig). Dann ist
ZM = My(14-2+... 42" < 2" M, < 2P.
Aus (19) folgt daher, daf in (3)

2 — Bmz—-’l!lBWﬂQSIZ _I_Bwﬂ-x-l/laWﬂQl/z _]_szKygL_x/gQ_l[gP.

#0<lcP

Nach (3.40) ist P = BXK~. Somit ist

= .Bél'z_7/18“7.11(23/2 +Bm2+1/18W./[Qlli+B‘TSI?K—1/2L-1/EQ_1/2

<P
Setzt man dies in (3) ein und beachtet (4.31), so folgt

Fyeih,f) = B2W 3 a0y 3 @iy

ab<W Q<X W

0o 0

L Bgt iy 2 (ab)~* y ~1p2 502 -

e a Q4 Bx (ab)~3” ~3/2
ab<w odexw a,bZ=I1 (g; ¢

— Bm2—7/18W2w3/4Ws/2+B$2+1/18Wzmll4wl/2+B1\5/2

= Bt WAL Bo? — BatP

HrorssaTz 3. BEs sei

1

(20) Fyfz; by §) = Zu(a,ﬂ) Z—té—ﬂ— 2 —;TX

a,p=0 T T
asibjn sl

2aRQa
mn

X E m* P R*fgin
A 9<l<P
Dann ist

(21) Fy(w; b, j) = B,
Beweis. Fiir a < jb/h ist nach Hilfssatz 4.6 und (19)

@2) hn n’ .
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Aus (20) und (22) folgt

1

R 2a+20—1
@) Rk = e n Y = 2

a,f= absw
aibjh
2a )
m . quaANa
% nt (———) fin —— Qa
) 3
<l P

Fiir & < jb/h ist nach (4.31)
(24) ' x <X
Nach (4.34), (4.35) ist
oy L _ 9 50 m% 9 Q

) —_——

m K EKm ~ KI' n
Aus (22), (24) und (25) folgt

m\*® [E\* m\* [K\? m K Q
e (3)-(Z) =={%) ‘(f)}=’3(7:“17)= o
Nach (4.35), (4.37), (B) und (7) ist

27 W —I = B(n—Il)n® = Bn'n® = B(Q-+L)X®
Nach (25) und (4.31) isb

. 2anQa AnQb Qz.fl
i*m K K
also
2mnQa . 2aQb (Q"’Jz ) Q (.ﬂ)llz
in m —sin 5 = BMin ek BE 7] -
In Verbindung mit (24), (27), (7) und (26), folgt hieraus
2a 20
ofm\* . 2manQa “(K) . 2a0Qb
n (n) §in Fm L 57 sin T
K 1“( 2’mQJl 27Qb )
— L44 - H sin
! (L) - Pm .
2a 2a’
B
L im
28) = BINPQ4PET+B(Q+L) X+ B -

icm
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Ersetzt man in der I-Summe von (23)

2a 2a
. m> . 2mnQu . J‘(K) . 2aQb
— durch  L**|—} s
7 ( sin —; ure ¢\7) sin

n im

H

so ist der Fehler nach (28), (4.39) und (4.31)

2 aba 2 ) 2(L‘imQ*’lmKhl‘f—(Q+L)X3+x2T%_)

<zl

L‘* i
5 Y e S See 3L 3 S

ab< Q<4 1<IX|L ap<W et I<IX
L 1
sox 30 Yg Duen 3 X ¥
asew @ Q< Q 1<TX /L a,KW s X

= B ) (abKLlﬂ,qI'*)-l+Ba;°/4W+BarW+Bm°/4W
ab<W

oo

— Bz 2 (ab)~5*+Ba** = Bz,

ab=1
Somit ist
1 1
204254 LNt
st ) = 27 " a;?ab“z 44Qx
pisa A4 Q<al/
K 27Qb
44 52
X E LA ( L) 8 +B
A P<l<P
1
1 K 2a
_ 20264 s
(29) = M petue,p) D) oI (L) x
4,5=0 ab<¥
agib[h
x 3ol 3 renen
ngll“ 2 9<I<P
Nach (4.36) und (24) ist
RX—m'  jX—n' (hL—iK)X+Q > Q > 0.
K L KL KL

‘Wegen (4.39) ist also

jX—n'
7"

P =
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Zusammen mit (4.37) ergibt dies
2
&
(30) ’ D t= 3 r4Be—
2l MI<T<IX L o
Aug (29), (30) und (24) folgt

1 .
K \2a
T L PR Ea
=

a,f=0 absW aba L
ag;ll)/h
27Qb Al o
X E—m i T Ba? E N1,
,abﬂ )
Qatit e <T<i XL ab<I¥ Ol

Hierin ist das erste B-Glied
= Bz*'W = Bs*?,
Im Hauptglied ist die I-Summe von @ unabhingig und

1 sin 2nQb
K

Q<all

vgl unsere Bemerkung im Anschluss an (4.5). Daher ist, mit Riicksicht
auf (24) und (4.31),

X\
Fyz;h,§) = B ZmL“(L)—}—Bw“’“

absWw
agzb

: 1 <
= B2l 2 I +Ba*?

a,bgW
a<2b

- Bms[zz logb +Bi? — B,

h=1
Hrrrssarz 4. Es sei

(81)  Fya;h, j) = Z ﬂ)Z

aba 1
b<h.u/j Qxalft
2:'5RQ./1
X E men2R**Pgin
nn
<P

Fyz; b, j) = Be*.

icm
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Beweis. Fir b < ha/j, 1> F*Q-+ab) ist, nach Hilfssatz 4.6,
m > hnjj. Nach (4.19) ist dann R = m*/h’. Ersetzt man.daher in (31),
R durch m?/h? so ist der Fehler wegen (5), (6), (7) und (4.19)

DIt
ab :

ap<IV = Qeallt  1<h¥3(Q+ab)

= B Z a,lb 2 Q-gab

a,b<W . Qgalft
1
—mor 3L ype 3 2 1
.._J b —J Q
ap<W ah<W  gal

= Bo"MW 4 B*W* = B2,

Somit ist
Za+26—4;
(33) .'rh,)=yh aﬁZ 2
Py bW [
b<ha{:
n \¥ 2am@a
X m? ‘i) in =~ Q +Br,
m W
2l P

Fiir b < hafj ist nach (4.31)

K
(34) L< —‘7—71—

Ferner ist nach (25) fir Q <z, 1 ="

ax n (L Q\
(30) —,;Z— =B (f Kzl) =

B (L+ %) = B(L4-2'""**) = BL.
Aus (35), (34) und (25) ergibt sich
igﬂ_ £15=B f_z—(L)i}sB(_n__i)L
m K m} K] m K

* B
(36) LG Q

B4 KL

23
A, Walfisz: (vitterpunkto in mehrdimensionalen Kugeln



Yakuza


@
354 © VIIIL Das Integral [P2(y)dy
[

Nach (4.35), (4.37), (3) und (6) ist ferner
(37) m' —E% = B(m—EKL)m®* = Bm'm® = BEX®.
Nach (28) und (4.31) ist

2nmQa - 2nQa Q%
¥n L I
also
. 2amQa . 27Qa @ Q [a\¥
- - — —pa(L
in T sin 57 BMn(L,l,l)_BL(Z) .

In Verbindung mit (34), (37 )y (8) und (36), folgt hieraus

n\*®  2am@Qa L\*  2mQa
mt|—) sin —~K*¢—| si
(m) - K* (K) 8in 7

L\* 2amQa 27Qa
- Km(__) (S _ gin 2798
e in ym sin I -+

+ (m*—E4% (_11.;_)2# sin 274 -+ mt {(%)25 — (£)2ﬁ} sin 2am1

B*n K 1n
(38) = BK‘L"”Q./[”*I‘I;{-BKX“—{—Ba;*#Q— .
; (K
Ersetzt man in der I-Summe von (33)

’4'1“ . 2amQa saf L\® . 2aQa
m(m) gin durch ~ K% (71;) sin

Rn L’
80 ist der Fehler nach (38), (4. 39) und (4.31)

D PIED) (K"”'ZQJ"’zL“’nLKxaM” )

a,b<Ww <,,1/4 <P

=3 3w 21 3 o

Q<zih  IShX|E
+BX32—Z DR P
ab<W Em IShX|K Q.;zlﬂ t

= B 2 (abLE'P2%)~' | Be*W 4 Bo**W
ab<W -

= Ba’i? 2 (ab)~5* 1 Bl — B2,

ap=1

o

icm |
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Mithin ist
1
1 L\%#
_ 2at2f—by < ] Rl
o0 mishy= S n ¥ Lo
a,§=0 W
b<ha/j
. ana M
5‘ — sin 2 1* 4+ Ba®*.
Q<z’/4 H<igP

Fiir Q <« ist nach (4.36) und (34)
jX—n' hX—m' (jE—RL)X— Q —att

—_ =) — e > 0,
L K KL > KL
also nach (4.39)
p_ hX —m
=%
Zusammen mib (4.37) ergibt dies
o
(40) r= ) 4B =
2 0<I<P HOI<h XK

Aus (39), (40), (34) und (4.31) folgh, wie beim Beweise des vorigen
Hilfssatzes, )

1 L\*
Fy(z; by §) = thn”ﬁ_m(a’ﬂ) Z aba K4(f) %
ab<W

ap=a b<half
11 2aQa \ #
x Mo 3w,
P <z1}4Q 2MICI<hX K
T Ba? _l_ 1 +Bw5’2

loga 2 oS
__.Bwan‘_Tz 4+ Bx'? = Ba®*.

a=1
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HILFSSATZ B. Hs sei Also ist (2) aut
1
. 1 1 =M, 0=M y) = fly), Fly) = Fy § =
41) Py h,j) = AZH(Q, B) Z — 2 LRV | o=1M, s T =hlys  Fly) = Fy), 52
afi=0 abzw M andoenaw : anwendbar und ergibt
. ° M’
x 3T mteptngpetgin 2L S ByDsin {2 (1) = BE) (M 4577,
mn =M
Dann ist Wegen (45) und (4.35) ist also
. M ,
(42) Flos by ) = o us) D) "14(in—)2u*in 2amQa —Bu“(M’){ M(M)}M(M'e;rus;m)
R R 3 = o ] " & .
Beweis. Fiir m < hnfj ish, nach (4.19), B = n*/j% Nach (41) ist =3 n rme n(M’)
also
4 Die rechte Seite von (48) wird mit Hilfe von (44), (43), (47), (B), (6),
; 7 atzt. Bs f
(43)  Fyw; h,§) = sty (o B) 2 t _{ y (7), (10), (4.35) und (4.37) abgeschitzt. Bs folgh
“p=0 : avw . 2l <Q<r}2XW ? ) < L(m\e . 2mnQa
20 {49) 2 W s sin 5
< O i) 5
n rm M2
TSISE - Bwﬂ{ );:((M’)) } (MQEm = M)+ m (M ym( M) QT K™
M und M' mégen di ; N N . . , :
i dgen dl:: Bedmgur‘lgen () erfiillen, und iiberdies sei _ Bf(MQKW.qK"”z;c“”*—}—x”“KMQ“K‘”’)
1 1
H ComsT o MK — Ba*aQI +BaHEMQT
Ferner sei y eine beliehige Zahl des Intervalls M < y < M, -~ Ist fiir ein gegebenes Tripel a, b, Q die I-Summe in (43) nicht leer,
n(y)Qa o 15uft I iibef ein éinziges Intervall (Hilfssatz 4:6)‘ ‘Wird c'hes In.tervall
(45) hy) = Y Fyy) = m®(y)n*2y), s = {3 (M) in Teilintervalle der Gestalt M < < M’ zerlegs, in denen die Bedingung

Fm(y)
Aus (45), (4.38) und (4.36) folgt

(44) erfiillt ist, und wiederholt man denselben Schluff, der bei (19) ge-
macht worden ist, so folgt wegen (49) und (4.40), daB in (43)

= Ba*PaQPBLBEPQP
o HIm(y)— 2

(46) i) =m0 Knwl@a @2 o

° rm (Q/) j mg(y) mshnji
20°K. = Br'PaQX +BPHEQ T XKL

- 1 a
(47) faly) = W — BaYeaQ %»Bm’”"‘K“”“L‘”‘Q“.

Mit wachsendem y nimmt m(y) nach (4.38) zu. Wegen (47) nimmt Setzt man dies in (43) ein und beachtet (4.31), so folgt

also f;'(y) ab. Daher ist, mit Riicksicht auf (48), (47) und (8),

‘ 1 ! 144 \ —5[4 -2
" ’ ) 73 . 1"4(‘[‘. h }) = B‘rulﬁ ey y 1+B-1‘1 ([&b) Q
8= (M) < F'() <f3(M) = Bf;/(M') = Bas. o a;v D g bZ— a%‘

Nach (45) und (4.38) besitzt ferner Fy(y) eine stetige positive Ableitung. = BAPW*+Br" = Br.
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HiLrssATZ 6. Es sei
1

G0 Bwihi)= Yuep) > o > o

@p=0 wh<W G QanltxW
. . 2aRQa
X E minPP R Pgin 2aBda
B mn
<l P
- m>hnff
Dann ist .
(51) Fy(; b, §) = Ba"

Beweis. Fiir m > hn/j ist, nach (4.19), B = m*/h’. Nach (50) ist

§(5 by §) = 2 PRt 284y ( 2 1 Z _;_

also

a,f=0 ab< wllkagn%zxw
\ 2
. n\gy . 2mm@a
X mt |— | sin —5—-
Am h*n
A <I<P
‘m>hnji

M und M’ mogen nach wie vor die Bedingung (B) erfiillen, aber
diesmal sei, statt (44),

k
m>Tn fir M<I< M.
Es sei ferner y eine beliebige Zahl des Intervalls M <y < M/,
gy D) =Pm ), s =,

Durch genau dieselben Schliisse, wie beim Beweise des vorigen Hilfs-
satzes, ergibt sich dann

) = {Imy)—En@y)}Qa @

? h2%2(y) - hznz(y) ?
" QQﬂLJl

fs (y) = W:

s = F00) < JYly) <f3'(M) = BY/(M) = By,
A

D Fy(lysin (2nfy(l)} = BE(M) (M's" +577),

=M

cm
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M

hZ

28 sin 2mla n(M') } 112 g o—1/2
== M M 3 '3
Z (m) n ' ){ (M) (M'ss"+ )

= Bz’ (MQL”?.a‘/zn-mgM’) 4t M) n(MYQ L)
— B;z:’.(MQLIIEJIL_:"/ZE—E’S—]—wll“(Q—}—LM)Q'lL'II’)
4l3ﬂQ.M+BCL‘9’4 + Br I&LlIZQ—lM

— Ba*PaQP+ B W4 Ba** L FQ'P

HA<I<P
m>hnfi

= Bm‘”sJIQX+Bw914W—l—Bmgl‘*Llle‘lXK"mL“B/‘
— Bwnlﬁ./zQ—I—meW—I—Ba}“l‘K‘II"L'mQ'I,

Fy(w; b, §) = BaM
ab<W

+Br*W

>w 2 at

aB<W  QehiEXW

oo

+ B 2 (ab)~SH Z ¢

ab=

1

S

QAW
1 1
Q

Qx4

— By"PW2+ B W L Br*® = B,

Sarz 1.

(32) f Piy)dy = a0 +Ba*.

Beweis. Aus (4.41), (3), (20), (31), (41) und (50) folgh

onP(@;h, §) = Fylo; by f)— D) Falas by 3)-

n=2

Wegen (4), (21), (32), (42), (51) ist also

(53) F(a; ks J)

Aus (4.22) und (53) folgt (4.18).
Die Behauptung (52), d.h. (L.1),
(4.2), (4.3) und (4.18).

— Bt

des Satzes ergibt sich aus (1.46),


Yakuza




