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VII XAPITEL

DIE FUNKTIONEN Py UND g, FUR UNGERADES %

§ 1. Bezeichnungen — Problemstellung

In diesem Kapitel ist k ungerade, &k > 7;1 = (k—1)/2; B bezeichnet
positive ganze Zahlen; w, N positive ungerade Zahlen; ¢ nichtnegative
ganze Zahlen. Die Funktionen F(y, n) und G(y, n) werden nach wie vor
durch (6.1.4) und (6.1.5) bestimmt; die Funktionen £(s) und L(s) durch
" (8.2.1) und (5.3.18); die Funktionen Fi(n, 20), Fy(n,v) und Fy(r, 4n)
durch (4.4.3)-(4.4.5). Weiter fithren wir die folgenden Bezeichnungen
ein:

2

& fla, ) =2uw(“"um),

m=1
[ 1 9
(ot 5 —m
@) gla,m = Dy,
M=1
an
(3) ha,n) = D Fa—mn?, 2n),
m=1
4n
(4) jla, n) = 2 G(a—m?, n);
Mm=1
(8) Guln) = > Fuln, ),
. 7=3
(6) 3, = limsup Sy(n), op = limint Sy(n),
=00 N=00
o Fylr, u) %F( 4n)
7 _ 2X) La)
( ) Tk(r) g uk/g +,,f;“14 (4%)"/2 2
8 Tp = Max Tylr), 7, = Min Ty(r);
>0 >0

(9) Gilr, u) = w™EF(r ),

(10)  Gy(r,
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(—1)E-Ditg=Et DRy 12 F (p dn)  fiir k = 1(mod4),

in) =
) (—1)E-9bg=EEDE, 1 (e 4n)  fir k= 3(mod4);

(11) Tyy = 2-‘+2-3-1-’+4—1+5—1+7—’+9—’-,,10—’+2~11-’+2-13—’+
431471157 4216742171187 -2+ 19-1—217'+2-237"+
4224714225 442677422771 4+2-287+3 9973071
+3-317042-34774-3-3571 236" -4 3713971144077
+4--11"1—|—5-42”+4-43‘1—}—2-44‘1—]—2-46"—!—3-47“'—~
—4-487143-497F -

(12) = _g-t_gi-l_y-topt gl g-lo2.87 T 97 4107 117 —

(13) Tp =

(14) =

(15) Te =

—9.197—9.13 =14~ 14157 —2-1671 217" —3-18 7'~
_9.19-'—3.92"03.23"7—2.247'—2 .95t _4.267'—27"'—
—4-28"—3-29"l+3-30“’——3-31"—4-32"1—2~34"’+
+2-3571 236~ —4-377"—4-407 —4 41714427
_3.4371_ 94413461547 —4-487'—3 497,

9-119.3- 11y 4L 5471428719107 42 a1t
—9.12-149-13"14-3- 147 1571 4+-2-16 742 177187
+2-197%42-20"—217" 42 .93-142.95 1 4-4-26~7 42277~
_9.987113.29"1—30" 43317 +4- 39-14.2-34714-3-357+
42-36V+4-3771—397"—4 TS IRVS Ll SET, R R RFE s
44447246743 4T 4487143 4977

_g-1_g-1t_ gl gt gl ogologl 107117t 12—
9137 14~ 14157 —2-167"—2-17"—3 .1871—2-197 4
14-20"1—3-2277—3 .93-1_4.94~02-2577—4-267—277"+
+4-28"1—3-297'4+3-307"—3" 311 _4-39-1—9-83471 42357~
—9.36-—4-371 94071 —4-417"—4 4971343704
42447134677 —5-4771—3-497

2-1+3—1—’+4—’+5~'+6"+7-Z+9-’—10—‘+11—’—2-12—’+
42.137 14147157142 16712 7043187042197~
—4-90-143-2277 4323714424742 05t 4.2670427 7 —
—4.987113-29"—3-307"+3 .31-144-397142-3471—2-357" 4
+2-36‘l—|—4-37"+2-40"’+4:-41"—|—4-42“’—{—3-.43“—
—9-4471 43467 +5-4777 43497,
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(16) 74 = —270—2.37 ¢l 77l 9.8~ o~ 10" —2.11-11.
4-2-127—2:187 38 14415~ —2- 16~ —2. 174 187N
—2:1977-2.20"14-21"0—2-237 2. 25~F —4- 26" —2. 27"}
+2-287"—3-297"4+30""—3-31""—4.32"1—2-84~1_3.35~1_
~2-867" 4377143907 440" 4 41T 5. 4270 44371
—4-447 946773 4714 44871 —3 497,

(A7) Tp = 270487 a5 67 7 2. 87 07 10~ 0 110
+2:1271 42137 14— 15742 167042 17443 1871
+2:19774-3.227043-23714-2- 2411295~ 14 - 261427+
+4:28743-297—3-30"14-3-31"" 443274234~ 23511
+2-3670 44377144 407 444170 442704 84301
+2:44714-3-4674-5 4771448714 349,

(18) my = —27—2-37 14t p-l 7l _g-l10-'_9.11~'—2.13-'—
—8- 147 415121672 —2. 17711187V~ 2. 19~ 4211~
—2-23712.2471_9.957"_4.96-7_2.27"'_3.98-1—3.29~ 1+
+807'—3-31"1—2-347—3-35~"42-36~"—4-37- 1439~
4407144177542 4481244 2. 46" 1—
—8:4770 444873497,

(19)  C= {(1+10g25) (gli + kl 4) +2 G 14>2 }512-—k/2+
1) T s

+{(2+1og51)(%+ ! )+1°4 !

k—4) T BL (h—4f
"Dort, Wo ganze Zahlen aufgezihlt werden, die gewissen Bedingungen
gentigen (wie z. B. in den Tafeln von § 3), bezeichnet a—b nicht die Diffe-
renz, btodem die Reihe aufeinander folgender Zahlen a, a1 b
i ]?m Definition der nach oben und unten vo]lst:'a‘.nd;gen dnd ’111JV011~
stindigen Mengen, sowie der Zahlen A und 44, wird in § 4 gegeben.

} BRI

Das Hauptergebnis des vorliegenden Kapitels ist der folgende
Sa1z 1. Fir k = 1(mod8) ist

2
(20) [1Pr—1—2Ty| < ey or—1—271) < O

Pir k = 5(mod8) ist -

(21 IPe—1—2T3| < €,  |ox—1—27] < Cp.
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Fir & = 3(mod8) st
(22) [Pp—1—2Tpsl < Cry  lop—1—2735) < C.

Fiir & = T(mod8) st
(23) |P—1—2Th! < Opy  lor—1—2754! <G

Beim Beweise der Ungleichungen (20)-(23) wird die aus Satz 4.1.1
folgende Abschiitzung (4.4.1) Peterssons benutzt. Nach (4.4.1), (4.4.2)
und (B) ist
(24) Pyn+3) = D1 Sy(n) +Bn*= P log2n.
Zusammen mit (3.1.2) ergibt dies

2Py(n)

(25) RN 1 1 9Gy(n)+Br P log2n,

DypnBt
woraus nach (6.1.2) und (6) die Gleichungen
(26) P, =1+2%, o= 1420
folgen. Hierdurch wird unsere Aufgabe auf die Untersuchung der Funktio-

" nen X, und oy, zuriickgefiihrt. Diese Funktionen hingen mif der unendli-

chen Reihe () zusammen, die durch die endliche Summe (7) angenshert
wird. Zur Untersuchung der Summe (7) brauchen wir alle Werte der
Funktion Fyln,q) fir ¢ =u, 3 <u <49 und ¢ = 4m,1 <m < 25.
Es wire duBerst mithsam, wollte man diese Werte durch elementare Um-
formungen zu bestimmen suchen, wie es oben (Hilfssitze 4.4.2, 4.4.3,
4.4.6) in einigen Fillen geschah, da dies zu unabsehbaren Rechnungen
fithren wiirde. Gliicklicherweise kann man die Funktion Fi(n, q) durch
die Summen (2)-(4) ausdriicken, die wesentlich einfacher berechnet wer-
den kénnen. Es gelten niimlich die folgenden (leichungen, die wir in § 2
beweisen werden:

1\ u
(27 (—-—;{-—) WP F 0, w) = —;g(n, o) (70-),
2 cATy— ot N N ¢
(28) (=112 Y 2°N) TR (r, 2°F°N) =~§ h(r, 2°) p (T) 2,
K

— —1 N
(29) ( p; )2"(2°N)“”2Fk(‘r, 2PN = Z (T)j(r, 2%)/1(7) (240).
v|N

L

Das Vorhandensein von Formeln, die die Funktion Fj mit den Summen
gy b, j verkniipfen, wird durch die Tursmanaschwilischen Sétze 5.4.2
und 5.4.3 nahegelegt, die man fiir k > 9 auch unmittelbar zur Lisung
unserer Frage heranziehen konnte.
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Beim Beweise von Satz 1, der in § 4 durchgefiihrt wird, ist es bequem,
neben der Funktion Fyr,q) auch die Funktion Gy(r, q) zu verwenden,
die mit dieser durch die Beziehuhgen (9) und (10) zusammenhéngt, Ta,-
feln der Funktion Gi(r, ¢) fiir g = 4,3 <% <49 und ¢ = 4n,1 <n < <%
werden in § 3 gegeben, auf Grund entsprechender Tafeln fiir die Summen
(2)-(4). Dort erldutern wir auch an einigen Beispielen, wie alle diege
Tafeln berechnet wurden.
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.§ 2. Gleichungen (1.27)~(1.29)

Wir schicken einen Hilfssatz voraus.
. ( ar
11 3
9 .
q q r<¢ ¢ (L

HirpssaTz 1.
n
=) =— .
g )
—1
q1

Beweis. Es sei ¢ > 1, da fiir ¢ = 1 Gleichung (1) klar ist (sie geht
dann nach (1.3.1) in — —4% iiber). Wir setzen

. g-1 b br q—xg(—%)
o= Soffs) w5

Seil <r < ¢. Dann ist

und daher

1

q—1 br
Sty
i M

q

g1

7 1 (b-+1)r br
e 118, == b —
(Gl =g S o) (%)

--1 e(ﬂ) F Ay,
145 \4 q
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folglich
= S [\ (b
ar h r
r= o[- ) 2]
r=1 q b=20 q q
o) S ) - S
= _—— pl—]e|{—| — w|—].
=l 974 _q g = e
H;er ist

Daraus folgt
r= S S o)

da die r-Summe fiiv b 5= a(modg) gleich Null ist. Damit ist Gleichung
(1) des Hilfssatzes bewiesen.

1
E;

(b—a)r
q

Wir gehen jetzt zum Beweise dei Gleichung (1.27) tiber. Nach (1.3.1)
a—m

und (6.1.41) ist .
o) ()

In Verbindung mit (1.1) und (1.2), ergibt sich daraus die Gleichung

1

2u

a+3—m’
w

U

(2) g(“a '”’) =f(“7u)+%
Auf Grund von (1.1) und (1) ist
g((mz——a)r)
“ 1 19\ e
fla, w) =Z —“ET;Z“_——W
m=1 =1 el— —1
w/
ar
1 1 b e(-?) & rm?
= -3ty (q) ZB(T)’
r=1 gi—)—1 m=1
U
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252
also wegen (2)
%)
U—-1 6| — U Py
\ | u \‘1 rm
gla,w) == > o{—-
U r L u
du =1 —_— =1 m=1
(r,u)=d ( % )

Wir ersetzen 7 durch dr und schreiben rechts % = dv. Dann erhalten
wir, nach Definition (1.1.1) der GauBschen Summe,

arl wu
1 -1 € ~—~*) Chd .
: B \"1 [ ‘1 P
9@, u) = — B e|——
gla, u) L < (7) Ly 9
vu  r=1 gle} —1 m=1
(rv)=1 P
ar
- v-1 e|——
v

Vi y_ b
iy (7')
r=1 — —1

(rp)=1

Wendet man auf die GauBsche Summe Hilfssatz 1.1.8 an, so ergibt sich

da die Bedingung (r,v) =1 weggelassen werden kann |fir (ryo)>1

. 7
ist (—) = 0),
v
| %)
el — —
\ (7" v
MO e ¥
FHJ T<‘—1)I v ¢ 1 —1
v=1{mod4) »
( ar)
EWE LS A N A AN
X v%l v (1; "N
v=3(mod4) r<v ¢ —’D— -
[

) I'n den r-Summen behalten wir die Glieder, in denen r < v/2 ist,
bei; in den iibrigen Gliedern werde # dureh v— ersotzt. Dann folgt

R
gla,u) = ‘1%7 wl/zrgvl:(%) 0(1) il + 6(_1—?) - +
v ©

|
v=1(mod 4)
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( ar) e(ar)
‘ T i r v v
+1 ‘/; 7 y(_v_) "
L'l 2 —} — —_—} —
o=30md4) <o ¢ 1 8 1
Py B -
=2 N 2 V(Re 21
ya, Zi\w (7‘)
VU r<U[2 el--} —1
v=1{mod 4) v
‘N
B Y(L)Tmh—ﬁ——,
L Ly r)
v|u D2 el—} —1
v=3(mod4) ) »
und daher
r\ . (2a-+1)nr
— — ~1/2 —_ Rt i B0 e —
@) —g(a,w M o Z(ﬂ)sm o coseo
vju r<of2
v=1(mod 4)
2
— 3 e y(z) 05 20TV e ™
. id \ D ’17
ol r<vj
v=3 (mod 4)
Weiter ist
4 {(v—l)k} ( —2) 1 fir v = 1(mod4),
*) ‘I s v | T |(=14 tir o= 3(modd).

Dies wird einfach so nachgepriift, daB man links der Rejhe nach » =1,

3, 5, 7 setzt.
Bezeichnet man die h-Summe in (4.4.4) mit S, so ergibt sich

e 3

b
g= M2
A vaJz (,”) ) , L ’
< ¢ Ton) T \ow
folglich
V (3) (2n+1)7b secﬂ fir » = 1(mod4),
bf#’ v )
8) 8= B , .
i Z (——) (2nf1)= cosec ——  fir o= 3(mod4).
b2 v ?



Yakuza


954 V11, Die Funktionen Py und gx fiir ungerades %

Nach (4.4.4), (4) und (5) ist

2n-+41) xb b
(b)sin—(——@;—-)—ﬂ—eosee%

[
b<yf2

fiir  o=1(mod4),

(6) Fuln,) = b\ (@n1)ad b
(—1)H! Z (——) 008 ~———L—— Cogee —
v v (2
b<oj2
) ' Hir o= 3(mod4).
Aus (3) und (6) ergibt sich
T B, o) (=1 S

(1) —gln,u) = V0, v)

vju v
v=1(mod4) v=3 (mod 4)

1
= Z (:—1—) v n, v).
v

v|u

Wendet man auf (7) die Mobiussche Umkehrformel an (vgl. Wino-
gradow [4] Aufgabe 17,c zu Kapitel II), so bekommt man (1.27).

‘Wir gehen jetzt zum Beweise der Gleichungen (1.28) und (1.29) iiber.
Nach (6.1.4) und (1) ist

2 [ ‘2 )
q 2¢

1 v e(_%) 1 16(—;_;)

2 o4
1 ’ 2

¢ L [r\ . g Ty
remo (o 2) € (—zg) —1 e (T) -1

| (-2
15\ 2g
(8) - 29

qu_l 6( 7 ) |
Tel—| -1
2q

Aus (1.3) und (8) folgt

—h(a,n) = 1 L

icm
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4n
m—-1 4n
1 ¥ YV
T oon L L oL’
B U=l m=1
(un)=v

Wir setzen hier n» = 2°N, u = vw. Dann durchliuft » die Teiler
von N; zugleich durchlduft der Quotient N /v diese Teiler, kann also mib
v bezeichnet werden. Auf diese Weise ergibt sich, wenn noch. die Defi-
nition (1.1.1) der GauBschen Summe beachtet wird,

wm?
(&)

1y f(_%)

R PR

: 2 |
UV werttly 0 oo+,

: 4 ) —1 mgattIN
(w,7) =

( aw
ol - 2%
1 1 20+3y wm?
T > 2 8(2‘%)

i Y )1 mmr
v w2t |0 —]—1 m<
=1\

aw
1 1o "(— z“r%-)
st \2H

Wendet man hier auf die GauBsche Summe Hilfssatz 1.1.9 an, so folgf,
da die Bedingung (w, v) = 1 weggelassen werden kann,

8w, 2+2%p).

. (w aw )
o2 - 2%
43, c12
(e, 2°N) = 208 3Ty B (2 '”) LS

BN w2ty el—75) —
2°%

Die linke Seite dieser Gleichung ist reell. Daher kann rechts der Bruch
e() e( )

durch seinen Realteil Re

ersetzt werden. Das gibt
e( )—1 e( )—1

(9)  h(a, 2°N)

o o=+ 2 P12

oV w2ty

2+l\ | (2a-+1—2%)aw cose
sin 5o, 86 SerT,


Yakuza


956 VII. Die Funktionen Py und o fir ungerades &

Ferner ist in (9)

ootly, (2a+1—-2%)m (22w —w)  [2°V10\  (2a4+1—2%0)aw
(10) in- P = sin z
252 —w 2%y 20+
@ (202 —w) w
(1) €0860—— g = C0SCC ooy

Die zweite Gleichung ist Klar. Um die erste Gleichung nachzupriifen,
wollen. wir die Félle ¢ = 0 und ¢ > 0 getrennt behandeln. In beiden Fillen
darf (v, w) = 1 angenommen werden.

1) Es sei ¢ = 0. Dann ist 4v—w = 4—w(mod8), und daher

12) (402—«4;) - (%)

Ferner hat man

( v )”(M)(_1){(v—1>/2}{(4v—w-1>12} =(10_)(__1){("—1)/2}{('0-!-1)/1}
v

4v—w ?
(13) — (2 (= yge-vmee-ni (2
2 ) wl’ '
(14) gpletioomto—w) o Getl—ojmw
40 40
Aus (12)-(14) ergibt sich die Gleichung (10) fiir ¢ = 0.
2) Es sei ¢ > 0. Dann ist .

2 2
2w | \w)’

SNCRN N e PR (T CRR0 S
20ty —1p » w /|’

2041 —2%) 7 (2°+%p — 1—2%)mw
sin( -+ )7 (2°T  —w) — sin (2a-+ 07w )

PR 28+

Aug diesen drei Gleichungen ergibt sich wiederum Gleichung (10).
In der w-Summe suf der rechten Seite von (9) behalten wir dieje-
nigen Glieder bei, in denen w < 2°*'y ist, In den iibrigen Gliedern werde %

iom

§ 2. Gleichungen (1.27)-(1.29)

Lo
314
-1

durch 2°F%r—u ersetzt. Dann folgt wegen (10) und (11)
(15)  h(a,2°N)
Setly 20 -1 —2%) e
= 2“‘”)’221"”2 M (‘ l)sin e ) L
5

Z w 0c+2 42, "
2|y w<2tt+ly v !

Andererseits ist nach (4.4.5)

2 2 k
Fylr, dn) = 22 Y (_’)e{— (r—— L)i—}—(i’r—kl—nk)L*L} X

Lud \ 2
“ u 2 [/ 4n 8n 8n
L (2r+1—nk)mu U
X §in ————————— cogec —
4n 4n
. 2n\ . (@r+1—nk)au U
(16) = 9k y (— sin T TIRRIT e T
Zd\ U 4n 4in

u<n

‘Wir behandeln jetzt gesondert die Félle eines geraden und unge-
raden .
1) Es sei | gerade. Dann ist in (16)
@r+1—n—4nlj2)7u w . (Frd+l—n)mu .

. . . ll-~
gin... == gin = (—1)**sin
in 4n !

folglich hat ‘man

o v 20\ . (2r+1—n)au U
17 Fylr, 4n) = (—1)42al+10 M sin 2T sl 2
(17) w7, 4n) = (—1) ﬁz ) n

in
Auf Grund von (13) und (17) ist

R(r, 2°N) = 20=92 Ny (1) Ry, 2% ),

N
und daher
(18) (—1)"%2% (r, 2°N) = _V (2%0)" B r, 25 2r).
2| N

Gleichung (1.28) folgt aus (18) mittels der Mobiusschen Umkehr-
formel. N
2) Es sei 1 ungerade. Dann ist in (16)

. . (29'—5—1-391——472(l—l)/?:’ﬂl)
sin... = sin I
n

" . , _ 95 L1 —n) i
_ (—1)(’”1)’2sin’(w— au ) — (—1)®Di (_1_) cos(i_—_r}__’_i)llf_
' u

- 2
4n

4dn 2
A, Walfisz: Gitterpunkte in mehrdimensionalen Kugeln 1
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folglich hat man

Set —-,

—2n (2r+1—n)mu
cos

ol
(19) Fk(?', :L)l.) — (——1)(Z+1)/22, +1/2 2( -

U<2N

=374 £

Auf Grund von (1.3.1) ist

Y—n Yy Yy
(20) 'P( 2 )=1/J("ﬁ)—1/)(‘§“/)'

Tn der Tat haben beide Seiten dieser Gleichung in y die Periode 2n; man
braucht also nur die Falle 0 <y <n wnd n <y < 2n zu betrachten,
Fir 0 <y <nist

—n Y—i 1 K
(y» ):'/o Ty =y
n 2n P Al

ist aber n <y < 2n, so hat man

Y—n i —n 1 Y 1 i 1
vl =)= -y =l sy
2n 2n 2 n 2 on 2

)l

Aus (6.1.4), (6.1.5) nnd (20) folgt

(21) ) F(y—mn,2n) = Gy, n).

Nach (21), (1.3) und (1.4) ist ferner

(22) jla,n) = hla—n,n) = h(e+3n, n).
Weiterhip ergibt gich fiir o|N

‘ 32" Ny aNu —1 -
e — & —ee = — [ cos X
sm(1+ oo, ) sin (X o ) o

o
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Daher folgt aus (22) und (15) (n = 2%)

23y j(r,2°N) )
—1 1/ —1 —2i (2r+1—n)zu au
at-ap NY T2 e N g T See —r.
( ¥ ) ) ( - )’b P ( )(05 1 cosec P

o bl U 1 1

AuBerdem ist nach (23) und (19)

: B 7 —1 o= _1 ~1/2 - e
jr,2°N) = —( ¥ )z“ WLS(T)v V(1) DRI (e gy,
j2
und somit
=1\ - —1
(24) ( o )Ql](r, 2°N) = y(T)(chv)“ll‘Fk(r, 263y,

(1.29) ergibt sich aus (24) mittels der Mobiusschen Umkehrformel.

§ 5. Tafeln der Funktionen (1.2), (1.3), (1.4), (1.9) und (1.10)

L. Tafel der Funktion g(a,u) fir 1 << u <C 49

(Bei jedem Funktionswert werden in Klammern diejenigen Restklassen von
a nach dem Modul u angegeben, fir die dieser Wert angenommen wird).

gla, 1) =0 (0). =—-1 (1,3, 5),
gla. 8 =5 (0, 2), =-2 (4
= _.3_ (1) g(a, 13) = i (0, 14),
gla,5) =1 . (3), 5 (3, 13),
=0 (024, =1 (28 12),
= -t =-2 1570911
g(a, ) =1 (0, 8), =—-3 (L5709 1),
=0 (13, 5), =~3 (486 10).
=71 &4 gla, 1) =2 . (12, 14),
g(a,9) =5 (6, 8), =1 (7,11, 13, 15),
3 3.5, =0 (0,6, 8 10, 16),
iy 9 =-1 (13,5 9),
~ T3 09 =2 (4
=—35 (I gla,19) =2 (3, 15),
gla, 1) =1 (0, 2, 8, 10), ‘ =1 (0,2 4, 14, 16, 18),
=0 (1,317, 9, =0 (L 5 13, 17),
=-—1 (4, 6), = -1 (6, 8 10, 12),
-2 (5. =-2 (7,9 1)
9(a,13) =2 (8), o) =2 (4,
21 e, e
=0 {0, 2, 6, 10, 12), | =3 (13, 15),
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gla, 27)

g(a, 29)

g(a, 81)

VII. Die Funktionen Pj und gz fiir ungerades %

(0, 12, 20),
(3, 11, 17, 19),
(2, 6, 8, 10, 16,
18),

o] mof &

L5 7,9,
@
0, 22),
1, 21),
2, 20),
(3, 5 7, 11, 15,
17, 19),
(4, 8, 8, 10, 12,

14, 16, 18), .

(9, 13).
(23),
(18, 20, 22, 24),
(13, 15, 17, 19, 21),
(8, 10, 12, 14, 16),
L (3,57, 09,11),
2 (0, 2, 4, 6),
(0.
(6, 8, 24, 26),
(8, 5, 7, 21, 23, 25),
(0, 2, 4, 18, 20, 22),
(1 15, 17, 19),
=-3 (2 14 1),
8
3
1

I

|
" O - bSO

I
|
1o

[
oo 1= cn| o eof

I
|

(9, 11, 13),
= -2 (0.

(19, 21),

(18, 20, 22),

(3, 15, 17, 28,'27),

0, 2, 4, 12, 14, 18,
24, 26, 928),

=—1 (1, 5 11, 183, 25),

—2 (8, 8, 10),

=—3 (1, 9).

=3 (0, 30),

=2 (1, 3, 27, 29),

=1 " (2 4, 8, 24, 26, 28),

=0 (5 7,13, 15, 17,

Il

23, 25),
=1 (8 12, 14, 16, 18,
22),
=-2 (9 11, 19, 21),
= -3 (10, 20).

g(a, 33)

¢g(a, 35)

g(a, 37)

g{a, 39)

I

ool o o] oo

I
|

[
|

i
!

@)

I

[t

0] = wof i 09f 3 00!

|

-

i

|

e

o] 00 <] en 0o 10

-
=

-2
—3
—4
—5

el

2

3

5

(24, 30),
(21, 23, 29),
(0, 14, 20, 22, 25

28, 32),
(11, 13, 15, 19, 25,
21, 31),
(2, 8, 10, 12, 18),
(1, 8, 7, 9, 17),
(6, 186),
(),
(4).
(0, 8, 28, 34),
(3, 7, 27, 33),
(2, 8, 10, 24, 26,
32),
9, 13, 23, 25,
, 29, 31),
(4, 12, 14, 20, 22,
30},
(11, 15, 19, 21),
(18), )
(17),
(18).
(24),
(23, 25),
(20, 22, 26, 32),
(19, 21, 27, 29, 31,
33, 35),
(0, 2, 6, 8, 18, 28,
’ 30, 34, 36),
(1, 3, 5, 7, 9, 15,
17),
(4, 10, 14, 16),
(11, 13),
(12).
(0, 38),
(35, 37),
(2, 8, 34, 36),
(1, 3, 7, 9, 21, 33),
(6, 20, 24, 32),
(5, 11, 18, 19, 23,
29, 31),
(4, 10, 12, 14, 18,
22, 26, 28, 30),

(1, 5,

icm

§ 8. Tafeln der Funktionen (1.2), (1.3), (L4), (1.9) und (1.10)

8

3
11
3

If
|

(18).
(30),
(29,. 31, 35),

gla, 41}

I

i

I
D G Ha

I

—= {18, 17, 25,

27),

(28, 32, 34, 36, 38),
(15, 17, 19, 27, 33,

37, 39),

I
=

(0, 14, 16, 18, 20,

22, 24, 26, 40),

(1, 8, 7, 18, 21,

23, 25),

I
O

(5, 8, 11),

(10).

gla, 43) =3 (8, 34),
=2 (3,51

(]
!
w

I
t

(2, 4, 8, 8, 12),

9, 33, 35,

37, 39),

I
—

30, 32,

= —1 (14, 20, 22,
= -2 (15 19, 21,

D ho

= -3 (16, 18, 24,
(17, 25).

(30),

(29, 33),

(28, 32, 44),

gla, 45) =3

I

Wik w| e Sel el

(0, 8,

)

(1, 11, 13, 29,

(3, 7, 15, 28, 25, 39,

0, 2, 4, 6, 10, 12,
36, 38, 40,

42),
31,

(27, 31, 35, 43),
24, 26, 34,

42),

41),

g(a, 49)

T T

nu

I

261
—% (26 14, 13 2,
38, 40),
s :
—-% 4, 513 17, 21,
37),
— 3 (4,12, 16, 20,36),
-3 (9 11 19),
14
-¥ (o).

5 {0, 46),
4 (1, 45),
3 (2, 44),
2 (3, 5, 41, 43),
1 (4, 6, 40, 42),
0 (7, 11, 18, 15, 23,
31, 38, 35, 39),
(8, 10, 12, 14, 18,
20, 22, 24, 26, 30,
32, 34, 36, 38),
(9, 17, 19, 21, 25,
27, 29, 37),
—3 (18, 28).
4 (42, 48),
3 (35, 41, 43, 45, 47),
2 (28, 34, 36, 38, 40,
44, 46),
1 (21, 27, 29, 81, 33,
37, 39),
0 (14, 20, 22, 24, 26,
30, 32),
{7, 13, 15, 17, 19,
23, 25),
—2 (0, 8, 8, 10, 12,
16, 18),
—3 (1,35 9, 11),
—4 (2 4.

-1

—2

—1

IL. Tafel der Funktion A(a,n) fiir 1 < n < 25

(In den Klammern werden die entsprechenden Restklassen von @ nach dem

Modul 4n angefiihrt.)

hla,)=2 (1),
=0 (o).

ha,2) =2 (1-3),
=—2 (o).

kia, 3)

4 (4, 5),
2 (L 2),
0 (3)
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262 - VII. Die Funktionen Pz und o fiir ungerades % § 3. Tafeln der Funktionen (1.2), (1.3), {1.4), {1.9) und (1.10) 263
E
' =12 .2 r =2 (1-4, 9.24), hla,24) = 12 . (36-47),
Blad) =4 (47, h(a, 15) - ;" ({??189)’24) 2, ( ” 5-3)) (a )z ! (2.35)’:)
=0 (0-3). -6 (45 9, h(a,23) =12 (25), = -12  (0-3).
Mo, = 6 (5 O =4 (21-23), : =10 (18 17), h(a.25) = 14 (25, 29, 30, 44, 45,
=t @ =2 (6-8, 10-14), =8 . (24, 26, 29, 30, 19),
=2 (- =0 (15, 19, 20), 32-34, 36-38, 41-45), =10  (26-28, 31-33, 36-
=0, o =-2 (1-3), =6 (13-15, 18-22), -38, 41-43, 46-48),
=s O = —10 (0). =4 (23, 27, 28, 31, 35, =6 (34, 35, 39, 40), i
Ae. 0= i 6)=8 (16-31 39, 40), =4 (4 5, 9, 10, 24),
=2 (1-8), h{a,18) =8 (16-31), —s o, T4 s e 0,
= —6 (0). =0 (0-15). PR S s,
hia,7) =8 (9, 10), hla,17) =10 (17, 25, 33), =—6 (0,245 3), = —4 (0, 14, 15, 19, 20).
=4 (8 11-13), =8 (13, 14, 18), — 10 36, . :
=9 (L, 4,5 6), =8 (18, 21-24, 26-29,
=0 (7 , 32),
=-2 023 =f, (9’12’015)’ L Tafel der Funktion j(a, n) fir 1< n <25
ha, 8) = 4 (4-15), = 2 (19, 20, 30, 31),
= —4 (0-3). =0 (8), (In den Klammern -werden die entsprechenden Restklassen von a nach dem
B, 9)=10 (16, 17), = “g 2(1) ‘;f'?)’ Modul 4n angefithrt.)
= 9, 13, 14, 15), .= > = 9 . _ 3 N
= §4-6), ) hia, 18) = 10 (9-12, 25-35), fe =0 (1)('0) ila. 10} :S gf)’m)
=0 (1-3, 7, 8), =2 (13i2:), wensi o™ -2,
=2, uem - _;0 (((;) § =-2 (0-2). = —6 (0-10).
=—+ O - : j(a,3) =2 (4, 5), j(a,11) = 6 (20, 21),
Bla,10)=6  (9-19), h(a,19) =12 (25, 28, 29), e =2 & jlo, 1) = 6 (16-19)3
=g 0 =8 (20-22, 24, 26, 2T, ~ s, PN
=-2 (58 30-84, 36, 31), =—4 (1, 2). = —2 (12, 13, 15),
=-6 (0. =6 (f’g 1;’3 lgfg,’) fla, =0 (4-7), ~—1 (0,3 5-8),
hle,11) =8 (12, 13, 20, 21), =4 (5 2 S5 16) =—4 (0-3), =—6 (11, 14),
=6 (9 10), = it jl@, 5 =1 (9, ——8 (1209, 10)
=4 (11, 14, 16-19), =2 (878 -1 =0 (6-8) fla,12) =4  (16-23),
-2 (5-8), =—6 (0. =—2 (1-3), =0 (0-3),
-0 (15, h(a, 20) = 12 (20-23, 36-39), ——1 (5 Z 4 o),
= -2 (L2 4), =8 (16-19), = —6 (0, 4). = —8 (4-11).
=—6 (0, 3). =4 (24-35), jle,6) =2 (7-11), j@,13) =4 (22, 25),
= -15), ——2 (0-2 = , 15, 17-21, 23,
his,12) =8  (16-23), = 0_8 (4((1’?)3) = ; gg Z; . 0 (14, 15, 17-21 243;
=4 (4-11), = . = -6). !
=0 212.123), h{a, 21) =18 (37, 38), jla, 7)) =2 (8, 11-13), = —32 (i,z 2,1610, 11),
= —4  (0-3). = h‘) (gg'ﬁ)’ 36) - 0_9 (O)f7 9, 10) : :: EO s 9)’ 12).
hla,18) =10 (17-21), = (1‘6 Sh R O SRR
=6 (8 16 22 20, —6 (21, 25-27, 30-35), o =—8 (2,3 jla,14) =8 (23-27),
Z; g; lf,,’ 23, 24) — 4 (4-6, 9-14, 18-20), ila,8) = 4 ) (12((.)1?1,) — hz g?)) 15.22),
, 15, 23, 24), = ° . - _ ). -— -6),
=0 (2 4810, 1), — 0_2 (7’(282’-‘1>3Z jla,9) =4 (13-15), =10 (11-14).
= =4 (0, 3). - —4 (1-3), =0 (10-12, 16, 17), (@, 15) =6 (19, 20, 24),
hla, 14) = 10 (25-27), ——12  (0) =_2 (1.3, —2  (21-23, 25-29),
=5 (-20) =1 (9 =0 (4 5),
=2 (21-24), h(a,22) = 1¢  (33-36), =—6 (0, 4-6), ——2 (16-18),
=-2 (1§, =10 (25-33), =_10 (1, 8) ——4 (8-8),
= —10 . (0)." =6 (37-43),
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(1-3, 9),

(18),

(10-14).
(168-31),

(0-15).
ila,17) =8 (30, 31, 33),

=4 (26-29, 32),

0 (25),
—2 (2 3, 13, 14),
—4 (18, 21-24),
—6 (1, 4-7, 9-12, 15),
—8 (17, 19, 20),
—10 (0, 8, 16).
10 (27-30),
2 (31-35),
—2  (0-8, 19-26),
—10 (7-18).
(6, 19) =6 (34,36, 37);
2 (23, 25, 28, 29, 35),
= —2 (20-22, 26, 27,
30-84),

=8

= —10

= —12
j(a,16) =0

= —38

i

I

I

It

I

I

j(a, 18)

(]

—4 {0, 4, 16),

—6. (19),

= —8§ (1-8,5,7,8, 11-15,
17, 18),

—12 (6, 9, 10).

j(@,20) =8 (36-39),

0 (24-35),

—4  (4-15),

—8  (20-23),

. —12° (0-3, 16-19).

j(a, 21) = 8 "~ (37, 38),

= (25-27, 30- 35,39 -41),

=2 (1-3),

=0 (28, 29, 36),

il

It

]

I

m

I

—4
—6

I

]

I

I

It

Il

2

—2
—6

ila, 22)

I

i

I

I

ila, 28) = 10°
6
2

2

=2

=td

—10
—12
—14
—18

VII. Die Funktionen Py und op fiir ingerades %

(22-24),

(0, 4-6, 9.14),
(7, 8, 15),
(21),
(18-20),

(18, 17).

(23:26, 31-43),

—10
—14

(0-2),

(15-22, 27.30),
(3-10),
(11-14),

(39, 40),
(36-38, 41-45),
(35),

= —10
= 12

(@, 24) = 4
= —4

(24, 32-34),
(0, 4, 5, 8, 12, 16,
17),
(28, 25, 27, 28, 31),
(I, 8,8, 7,79:11,
13-15, 18-29),
(26, 29, 30),
2.

(28-47),

=12

i@, 25) = ¢
=0

(0-11),
(12-27).

(29, 30, 34, 35, 49),
(26-28, 31-33, 36-38,

41-43, 46-48),

(25, 39, 40, 44,
45),

(9, 10, 14, 15),
(1-3, 6-8, 11-18,
16-18, 21-23),

(0, 4, 5, 19, 20,
24).

IV. Tafel der Funktion Gy(r, «) fiix 3 <u< 49

(In Klammern werden die entsprechenden Restklassen von » nach dem Modul

% angefithrt.)
(-0, 3) =2 (),

=—3 (0,2
Gulrs ) =1 (1),
=0 (0,2 4,
==1 (3.
(=W, m) =1 (2, 0,
=0 (1,38 5),
=-1 (0, 6).

Glr, 9)

(—1ier(r, 11)

Gr(r, 18)

(0-2),
(3-5),

(1, 3, 7, 9),
—1 (0, 2,8, 10).
2 {4),
1 (L, 3, 35),

§ 3. Tafeln der Funktionen {1.2), (1.3), (1.4), (1.9)

{—11Gy(r, 15)

Gplr, 17)

(— 1) (r, 19)

Gr(r, 21)

(= 16y(r, 23)

Gi(r, 25)

(—1)Gy(r, 27)

I

fi

I

[l

[

I

[}

I

|l I

]

0 (0,2,6,10,12),
-1 (7, 8, 11),
—2  (8).
1 (4-6, 8-10),
0 (2,3,7,11,12),
1 (1, 13),
—2 {0, 14).
2 (2 4,
1 (L3, 5 9,
0 (0, 6,8, 10,
16),
-1 (7, 11, 13,
15),
—2 (12, 14).
5 (7,9, 11),
1 (6, 8, 10, 12),
0 (1, 5 13, 17),
—1 (0, 2, 4, 14,
16, 18),
—2 (3, 15).
2 (3-7),
1 (1, 4 8,9),
0 (0, 2, 3 10,
17, 18, 20),
—1 (11, 12, 16,
19),
—2  (13-15).
2 (9, 13),
1 (4, 6 8 10,
12, 14,°16, 18),
0 (3, 5 7 11,
15, 17, 19),

=-—1 (3, 20),

i

I

[

I

I

I

—2 (1, 21),
—3 (0, 22).
2 (0-4),

1 (5-9),

0 (10-14),
—1 (15-19),
—2  (20-24).
2 (9-17),

—1._ (0-8,18-26),.
Glr, 29) = 3

(7, 9,

2 (6, 8, 10),
1 {1,5,11,13,25),
0, 2, 4, 12,
14, 16, 24, 26,

28),
-1 (8, 15, 17,
23, 27),

(=1YGy(r, 31)

Gr(r, 33)

(—1)6(r, 35)

Gy(r, 37)

[}

(]

1]

L/ '
[N CRYEN

I

1
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—2 (18, 20, 22),
—3 (19, 21).
3 (10, 20),
2 (9, 11, 19, 21),
1(8, 12, 14, 18,
18, 22),
0 (5, 7, 13, 15,
17, 23, 25),
—1 (2, 4,6, 24,
26, 28),
-2 (1,3,27,29),
—3 (0, 30).
3 (4),
2 (283 5 6 8,
9),
7, 10-12,
17, 18),
0 (0, 13, 16, 19,
32),
—1 (14, 15, 20-
.22, 25, 31),
—2 (23, 24, 26,
27, 29, 30),
-3 (28).
(17),
(16, 18),
(13-15,19-21),
(12, 22),
(4, 5, 11, 23,
29, 30),
-1 (1, 8 8 7,
9, 10, 24,
25, 27, 28,
31, 33),
—2 {0, 2, 8, 26,
32, 34).
4 (12),
3 (11, 13),
2
1

I,

(4, 10, 14, 16),
a, 3,5 7,9,
’ 15, 17),
0. (026,818,
28, 30, 34, 36),
-1 (19, 21, 27,

29, 31, 33,
35),
—3 (20, 22, 26,
32),
—3 (23, 25),
—4  (24).
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(—1)}Gy(r, 39) = 2

[

l

I

I

Gylr, 41) =

(—1f6x(r, 43) =

=

.

VII. Die Funktionen Pz und g fir ungerades &

(11-13, 16, 22,

25-27),

1 (10,14, 15,17,

18, 20, 21, 23,

24, 28),

0 (5 6,8, 09,19,

29, 30, 32, 33),

(4,7, 31, 34),

(2, 3, 35, 36),
(1, 37),
(0, 38).

(10),

(5, 9, 11),

(2, 4, 6, 8, 12),

(1, 3, 7, 13,

21, 23, 25),

0 (0, 14, 16, 18,

20, 22, 24, 26,

-1
-2
-3
—4

40),

~1 (15, 17, 19,

27, 33, 37,

39),

—-2 (28, 32, 34,

36, 38),

—3 (29, 31, 35),

—4  (30).

4 (17, 25),

3. (16, 18, 24, 26),
2 (15, 19, 21, 23,
27),

(14, 20, 22, 28),
(1, 11, 13, 29,
31, 41),

(0, 2, 4, 6,
10, 12, 30,
32, 36, 38,
40, 42),

Grlr, 45) =

(~16lr,

Glr,

33, 35,

(8, 34).

3 (12-17),
2 (9-11),
1
0

I

[

I

(0-2, 8-8,

icm

208 5 7,9,

37,

39),

Gr(r, 24)

Grr, 28)

(3-5, 18-20),

21.23, 36-38,
42-44),

[l
UL
0o

(33-35),
(27-32).

47) = (18, 28),

|
5

(9, 17, 19,

(24-26,39-41),

Gylr, 32)
' Gr(r, 36)
21, ‘

25, 27, 29, 37),

(8, 10, 12,
16, 20, 22,
26, 30, 32,

14,
24,

Ggl(r, 40
oy k(r, 40)

36, 38),

]
|
)

(2, 44),
(1, 45),
(0, 46).

3 (0-8),
2 (7-13),
1
0

I
|
>

49)

(14-20),
(21-27),

—2
—3

[

V. Tafel der Funktion Gy(r, 4n) fiir % = 1(mod4), 1 <n <25

(7, 11, 13,
23, 31, 33,

—1 - (28-34),
(35-41),
(42-48).

15,

35, G(r, 44)

39),
(4, 6, 40, 42),
(8, 5, 41, 43),

Gr(r, 48)

Grir, 52)

(In Klammern werden die entsprechenden Restklassen von r nach dem Modul

4n angefiihrt.)

Grlr, 4) =1

=0

Gr(r, 8) = 1
= —1

Gylr, 12) = 2

=1

1),

(0).

(1-3),
(0)-

(4),

2, 3, 5),

Gy(r, 16)

Gylr, 20)

0 (1),

-1 (0).

=2 (4-7),

=0 (0-3).

=2 (4.5.7,9),
=1 (3 6 8),

I

Gy(r, 56)

Glr, 60)

§ 8. Tafein der Funktionen (1.2), (1.3), (1.4), (1.9) und (1.10) 267
=0 (2), =2 (11, 12, 14, 15, 29),
=—-1 (1), =1 (8-10,13),

==2 (0. =0 (7),

=2 (0, 5-11), =—1 (1, 4, 5, 6),
=0 (1-4). =2 (0, 2 3).

=4 (10), Gr(r, 64) = 4 (16-31),

=3 (9, 11), =0 (0-15).

=2 (8 12), Grlr, 68) = 4 (14, 16, 17, 23, 25,
=1 (4,6, 7, 13), 27, 33),
=0 (1, 3, 5), =3 (11, 13, 15, 18,
=—1 (0, 2). ' 22, 24, 26, 28, 32),
=2 (4-15), =2 (10, 12, 19, 21, 29,
= -2 (0-3). 31),
=3 (9-11, 15-17), =1 (9, 20, 30),

=2 {12-14), =0 (8),

=1 (6-8), = =1 (7}

=0 (3-5), =—2 (4, 8),

=—1 (0-2). =-3 (L3, 5),

=4 (13-16), = —4 (0, 2).

=2 (9-12, 17-19 Gr(r,72) =4 (21-32),

=0 (1-8), =2 (9-20, 33-35),
=—2 (0. . =—2 (0-8).

=4 (12, 20), Gi(r, 76) =6  (28),

=3 (10,11, 13, 19, 21), " =135 (25, 27, 29, 31),
=2 (7,9 14, 16, 18), =4 (20, 22, 24, 26, 30,
=1 (6, 8, 15, 17), 32, 34, 36),
=0 (5), =3 (18,19, 21, 23, 33,
=—1 (2 4), 35, 37),
=—2 (1 3), =2 (5, 17),

= -3 (0). =1 (4, 6, 10, 16),
=4 (16-19), =0 (3 7,9, 11, 15),
=2 (8-15, 20-23), = —1 (2,8 12, 14),
=0 (4-7), = -2 (1, 13),

=—2 (0-3). =—3 (0).

=6 (19), Gr(r,80) = 4  (16-28, 28-31,
=35 (18, 20), 36-39),
=4 (17, 2D), =2 (12-15, 24-27,
=3 (18, 22), 32-35),
=2 (12,13, 15, 23, 25), =0 (8-11),

=1 (7,9,11,14, 24), =2 (4-7),

=0 (2,4, 6, 8. 10), = —4_ (0-3).

=-1 L3 5), Gx(r.84) = 5 (25, 37),

=-=2 (0 =4 (20, 21, 23, 24,
=4 (13-16, 25-27), 26-28, 31, 34-36,
=2 (9-12, 17-24), 38, 39, 41),
=0 (5-8), =3 (19, 22, 29, 30, 32,
=-—2 (1-4), 33, 40),
=—4 (0. =2 (17, 18),

=4 (17, 18, 22, 26, 27), =1 (11, 12, 18),

=3 (16,19-21,23-25,28), =0 (5-7,10, 13-15),
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(4, 8, 9),
(2, 3),
(1),
(0).
(29-38),
(25-28, 37-40), °
(13-16, 21-24,
41.43),
(1-4, 9-12, 17-20),
(0, 5-8).
(18, 25, 43),
(15, 17, 19, 24, 26,
30, 32, 34, 36, 38,
42, 44),
(14, 18, 20, 22, 23,
om, 29, 31, 33, 35,
37, 89, 41, 45),
(13, 21, 28, 40),

Gr(r, 98)

Gr(r, 100)

L/ T

OH!P-Q(@!O

I

[ '

1

I

1
0
-1
—2
-3
—4
—5
4

(12),
(11),
(10),
(1, 9),
(0, 2, 4, 8),
(8, 8, 7),
(6).
(20-47),
(4-19),
(0-3),
(35-89),
(30- 34, 40-44),
(25-29, 45-49),

(15-19),
(0-4, 10-14,
20-24),
(5-9).

VL Tafel der Funktion Gy(r, 4n) fiir k'= 3(mod4), 1 < n < 25

(In Klammern werden die entsprechenden Restklassen von'r nach dem Modul

268
=1
= —2
= -3
. = —4
Gylr, 88) = 6
=4
=2 .
=0
=2
Gy(r, 92) = 5
=4
=3
=2
4x angefithrt.)
Gulr, 4) = 0
. = —~1
Grlr, 8) = 1
= -1
Gylr,12) =1
' =0
= —1
= —9
Gy(r, 18) = 0
: = -2
Grlr, 20) = 2
=1
=0
= —1
=2
Grlr, 24) = 2
=0
Gilr; 28) = 1
=1
= -2
=3
=—1
Gr(r, 88) = 2
= —2

(1, 3, 8),
(0, 2, 4, 5).

(11, 18),
(8, 10, 12),
(0, 8, 7, 9),
(1, 5),
2, 4),
(3)-
(12-15),
{0-11).

Gr(r, 36)

Gr(r, 40)

Gr(r, 44)

Gr(r, 48)

Grlr, 52)

o

[

I

(]

1
0
-1
—2

2

-3

(15-17),
(12-14),

(9-11), =

(3-5),

(0-2, 6-8).
(19), -
(11-18),

(0-2, 7-10),

(3-6).

(21),
(18, 20),

. (17, 19),

- (16),
(4, 6, 13, 13),
(8, 5, 7, 12, 14),
(0, 2, 8, 10, 11),

(16-19),
(0-3, 8-15),
(4-7).

(25),

(20, 22, 24),

(15,17, 18,21, 23),
(1, 11, 14, 16,

18),

Gr(r, 56)

Gy(r, 60)

Gr(r, 64)

Gy(r, 68)

Gylr, 72)

Giir, 76)

Gylr, 80)

I

1

I
(S

= -3

=4

Il

= —4

[

[T

I
|

([
|
H

[

I

§ 3. Tafeln der-Funktionen (L.3), (13), {L.4), (1.9) und (1.10) 269

(0, 2, 10, 12, 13),

=—3 (3 9),
=—4 (4 8),
=—5 (5 7,
=—6 (B).

=4 (27,

=2 (23-26),
=0 (19-22),

2 (3-10, 15-18),

—4  (0-2, 11-14).

2 (26, 27, 29),

1 (23-25, 28),

0 (22),

—1 (18, 19-21),

—2 (0,14, 15,17, 18),

—3 (1, 4-6, 8-10,
13),

—4 (2,3, 7, 11, 12).

(16-31),

—4  (0-15).

4 (31, 33),

3 (28, 30, 32),

2 (27, 29),

[ T T

(]

[

1 (26),

0 (25),

=1 (8, 13, 24),

2, 4, 12, 14, 21,

23),

(1, 5, 7, 9, 11,

15, 18, 20, 22),

(0, 6, 8, 10, 16,
17, 19).

2 (27-35),
-2 {0-2, 15-26),
(3-14).
3 (37),
2 (24, 36),
1 (23, 25, 29, 33),
0 (22, 26, 28, 30, 34),
—1 (21, 97, 31, 33),
2 (20, 32),
—3 (0, 2, 4, 14, 18,
18, 19),
(1, 3, 5 7, 11,
13, 13, 17),
—~5 (6, 8 10, 12),
—8  (9).
4 (36-39),
2 (32-35),
0 (28-31),

Grlr, 84)

Gylr, 88)

Gylr, 92)

Gr{r, 96)

Gr(r, 100)

o

[

I

I

o

o wn

[

I

I

i

(]

I

It

I

—2  (4-7, 12-15,

24.27),
—4  (0-3, 8-11,
16-23).
(41),
(40), .

(32, 33, 37),
(26-28, 31, 34-36),
—1 (25, 29, 30),
—2 (23, 24),
—3 (L, 89, 11, 12,
19, 22),
—1 (0, 2, 3, 5.7,
10, 13-15, 17,
18, 20 21),
—5 (4, 16).
2 (35-38, 43),
0 (23-26, 31-34,

4

3

2 (38, 39),
1

0

39-42),
-2 (0-2, 19-22,

27-30),
—4 (3-8, 15-18),

—6  (7-14).

5 (39),

4 (38, 40, 42),

3 (37, 41, 43, 45),

2 (36, 44),

1 (35),

0 (34),

—1 (33),

~2 (5, 17, 24, 32),

—3 (0, 4, 6, 8, 10,
12, 14, 16, 18,
22, 23, 25, 27,

31),
—4 (1,3, 79, 11,
13, 15, 19, 21,

26, 28, 30),
—5 (2, 20, 29).

4 (44-47),
0 (28-43),
—4  (0-27).
1 (40-44),
0 (25-29, 35.39,
: 45-49),
—1  (30-34),

—4  (0-4, 20-24),
-5 (8-9, 15-19),
—6 (10-14).
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Wir wollen jetzt einige Hinwejse dafiir geben, wie die Tafeln I-VI

berechnet worden sind.
1) Tafel I. Nach (1.2) und (1.3) hat die Funktion g(e, ) in a die

Periode u: .
1)

In der Tafel brauchen daher nur diejenigen Werte angegeben zu werden,
die g(o, ) auf ejnem vollstindigen Restklassensystem von @ nach dem
Modul % annimmt. Ferner isb

glatu, u) = gla, u).

b = 0(modu),

[b] [b—l]_ 1 fir
u w 1 0 fiir b= 0(modu),
folglich :
1
. N S 1 fir o =m?(modu),
G—m o—1—m'\ | -
w( u )—w( u )" 1 ‘
- fir @ s=tm?(modu).
u

Hieraus ergibt sich nach (1.1) und (2.2)

g(a, v)—gla—1,w) = f(a, u)—fla—1, u) = 1—¢,,

2)

wobei ¢, die Losungszahl der Kongruenz
(3) m* = a(modu)
bedeutet. '

Wir wollen jetzt zwei Beispiele fiir die Berechnung von g(a, %)
anfiihren, und zwar den Fall w = 47, der fir Primzahlen typisch ist,
sowie den Fall u = 45, als Beispiel fiir eine zusammengesetzte Zahl

Fiir u = p ist nach (2)-(3) einfach

(4) gla—1,u)—g(a,u) = (%) (uta).

Hier hat man also beim Ubergang von g(a—1; %) zu g(a, u) eine Eins
hinzuzufligen oder abzuziehen, je nachdem, ob & quadratischer Nichtrest
oder Rest der Zahl « ist.

Sei u = 47. Berechnet man f(0, 47) nach Formel (1.1), so ergibt sich
f(0,47) = 3. Nach (2.2) ist daher g(0, 47) = 5. Man hat jetzt nur noch
nitig, die g-Spalte in der folgenden Tafel von oben nach unten auszufil-
len; dabei sind in der a-Spalte die quadratischen Reste dureh Sternchen
gekennzeichnet.

§ 3. Tafeln der Funktionen (1.2), (1.3), (L.4), (1.9) und (1.10)
a 7 a g a g a g a g
*1 41 11 0‘!*21 —2 | 31 ol 41 2
*3 31 %12 0 1 22 ' 1 | %32 | _1 | %42 1
B 2 13 28 0 33 0] 4 2
L1 g FI4 | 1 %24 1 ) k34 1] 44 3
50 2§ 15, 0*5; —2! 35 0| 45 4
*6 1 10 %16 | —1 26, —1 %36 —1| 46 5
o oolwrl 2wy | o e o

*8 | —1] *18 i —3 | %28 | _3 | 38 —1

* -2 19 —2) 20 -2 301 o

10 —14 20 —1 ] 30! —1| 40 1

Zweitens sel u = 45

271

- Hier ist /(0, 45) =%, ¢(0, 45) =+. Die Zahlen

¢ werden gefunden, indem 'man die Reste aller Quadrate 17,...,44?
nach dem Modul 45 bestimmt. Alsdann werden sie in die ¢q-Spalte der
folgenden Tafel eingetragen. Endlich fiille man die g-Spalte von oben
nach unten, unter Beachtung von (2), aus.

g ]
& @ | g s lwl g | a L] ¢ | |l o
i | T T | - ¢
14 1’ o2 IR R LA I F B o34 4 ‘} b
! 3 |
20 -3 B0 -F a0 4 gl :
i 3 : |
300 | gl 0 -2 s 3% 6 -3
414 . -2l o 726 0o 2 i3m0 -3
NI U A AR |2 lssl o -2
! i \ i 3 ;
60 ~F 1w o | -3 |20 Lol g | =
3 | | | L
7100 § /18 o r -2 1 2 | o3 | 4 i 2 | -3
810 il = { -5 %00 Folaoog 1
9 6 -3 20 0 [ B - | g 20| i
0 2 | 2oy o | -3 |32 0o ¥ 43{0! I
4 i ! ! |
1 Lo | -2 Lo D Lo
1o | ¥ hoa o f T w0 3 o] ¥
2) Tafel II. Nach (6.1.6) ist
{3) F(y_’_'"'; n) = —F(y, n),  Fy+2n,n) = Fy, n),

also nach (1.3)
h(a+2n, n) = —h(a, n),

A-ns. der zweiten Gleichung (6) ergibt sich, daB die Funktion h(e,n) le-
diglich von der- Restklasse der Zahl @ nach dem Modul 4n abhingt;

(6)

h{a+4n, n) = hia, n).
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wegen der ersten Gleichung (6) braucht daher h{a,n) nur fir
¢ =0,..., 2n—1 berechnet zu werden.

Nach (6.1.6) ist ferner jedes Glied der Summe (1.3) gleich +} oder
—%, wobei beim Ubergang von a—1 zu a ein Zeichenwechsel dann und
nur dann eintritt, wenn

(7) a=m oder a=mni+2n (moddnm).

Als typisches Beispiel betrachten wir den Fall n = 23. Nach (1.3)
hat man

(8) h(a,23) = 10{F(a,+50)+1?’(a—2’“, 50)} -+
+4{If’(a—}, 50)+F(a——%, 50)+F(a—9, 50)+F (a—16, 50)+
}F(a—z_l, 50)-+I(a—24, 50)+F(a~—2—9, 50)+F(a—;6, 50)4}
+P(a—41, 50)+F(a—44, 50)+F(a—49, 50)—{-1«’(00-—;6, 50)+
+F(a—6+1, 50)+F(a—21-, 50)+F(a;6;, 50)+F(a-7+6, 50)+
%—F(a—Sj, 50)+F(a—§4, 50)—!—F(a—8}, 50)+F(a—{{6, 50)}.

Hier ist unter jedem Gliede rechts dasjenige Zeichen angegeben, das
fir @ = 0 angenommen wird.

Andert in-der ersten geschweiften Klammer ein Glied, beim Uber-
gang von a—1 zu a, sein Vorzeichen von Plus auf Minus, 80 nimmt A um
10-1 = 10 ab; findet aber der Zeichenwechsel in umgekehrter Richtung
statt, so wiichst 7 um 10. Analog nimmt 4 um 4 ab, wenn ein Glied in der
zweiten geschweiften Klammer sein Vorzeichen von Plus auf Minus wech-
selt, wihrend % um 4 zunimmt, wenn der Zeichenwechsel in umgekehrter
Richtung stattfindet.

Sei @ = 0. Dann gibt es in der ersten geschweiften Klammer ein
Pluszeichen und ein Minuszeichen; sie gleichen sich aus. Tn der zweiten
Klammer gibt es 11 ‘Minuszeichen und 9 Pluszeichen; im Endergebnis
haben wir dort 2 Minuszeichen, d. h. es ist h(0, 25) = —4-2-}3 = —4.

Beim Ubergang von & = 0 zu 4 =1 sndert das Glied F(a—1, 50)
sein Vorzeichen von Plus auf Minus. Daher ist A(1,25) = —4+4 = 0.
Beim Ubergang von 1 zu 2 und von 2 zu 3 finden keine Zeichenwechsel
statt; es ist also 7(2,25) = h(3,25) = 0. Beim Ubergang von 3 zu 4 andert
F(a—4, 50) sein Vorzeichen von Minus aus Plus, so daB h(4, 25) = 4.
Der nichste Zeichenwechsel findet beim Ubergang von 5 zu 6 statt, wobei
F(a—56, 50) sein Vorzeichen von Plus suf Minus wechselt (siehe die zweite
Kongruenz (7) fiir » = 25). Daher ist h(5, 25) = 4, h(6,25) = 0. Auf
diese Weise fahre man fort, bis die folgende Tafel ausgefiillt ist.

icm
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“ n a | a A 3 a )

] i

! i [
0 —4 100 ] 4] 20 | —4 | 30 | 14 40 8
1 ] 11 0 21 | 0 | 31 | 10 41 10
2 0 12 0 o | 22 | o 32 @ 10 42 10
3 0 13 0 0 23 | 0 33 | 10 43 10
4 4 4 | —4 24 4 3¢ | 6 44 14
5 4 15 —4 25 | 14 3 | 6 45 14
6 0 16 | o 26 10 36 ‘ 10 46 10
7 0 17 . 0 27 10 37 | 10 47 10
8 0| 18 | 0 28 | 10 38 | 10 48 10
9 4] 19 | —4 20 | 14 3 | 6 49 14

3) Tafeln ITI-VI.

Tafel III wird mittels (2.22) nach Tafel IT berechnet. Aus (2.22) und
(6), oder auch aus (1.4) und (6.1.7), folgen die zu (6) analogen Gleichungen
9) jla+2n, n) = —j(a, n), j(a+in,n)=ja,n).

Auch hier braucht die Funktion j{a,n) nur fiir & = 0, ..., 2n—1 ange-
geben zu werden.

Um die Tafeln IV-VI aus den Tafeln I-IIT herzuleiten, miissen die
Gleichungen (1.27)-(1.29) auf die Funktion Gy(r,n) umgeschrieben wer-
den, die durch (1.9)-(1.10) gegeben ist. Sie lauten dann wie folgt:

1\
(10) (71) Gln,u) = — S gln,v)u (Z—{)s
Bjw

. ' ¢ A .
(1) 26y (r, 2°FIN) = Zh (r, 2%0) (T) fir k= 1(mod4),

g -1 -1\ N
a2 = () S ienn ()
o[ N
fir k= 3(mod4).

Es gelten, wie wir jetzt zeigen wollen, die Gleichungen
(13) . G{n+u, u) = Glﬂ(ni u),

(14) Gu(r+2n, 4n) = —Gy(r, 4n), Gp{r4-4n, 4n) = Gy(r, 4n).
Die erste ist zu (1), die beiden anderen zu (6) und (9) analog.

(13) ergibt sich aus (10), da nach (1) die Funktion g(n, v) in n die Pe-
riode v, also auch die Periode u, besitzt. Weiter sei k = 1(mod4). Ersetzt
man in (1), r durch 42N und dureh r+2°+2N, so ergibt sich rechts
(15) R(r4+2°F1V, 2%) = —h(r, 2°),

(16) h{r 420N, 2%) = h(r, 2°0).

A. Walfisz: Gitterpunkte in mehrdimensionalen Kugeln ~ 18
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In der Tat ist die Zahl 271N ein ungerades Vielfaches von 2°*1p5 anderep-
seits 4ndert nach den Gleichungen (6) die Funktion h(a, n) ihr Vorze;-
chen, wenn zu o ein ungerades Vielfaches der Zahl 2n hinzugefiigt wirg
Ferner ist 2°**N durch die Periode 2°+% der Funktion h(r, 2°) teilbaa'.
Aus (11), (15) und (16) ergeben sich die Gleichungen (14) fir & = 1(m0d4).
Analog werden sie auch fiir ¥ = 3(mod4) bewiesen, indem man von (125
und (9) Gebrauch macht.

Auf Grund von (13) braucht die Funktion Gr(n, w) nur auf einem
vollen Restsystem von # nach dem Modul « berechnet zu werden z. B
fir #=0,...,4u—1(modu). Ebenso folgt aus (14), daB es genﬁg,rt dje;
Funktion Gy(r, 4n) fiir r =0, ..., 2n—1(mod 4n) anzugeben. ’

Die Tafeln IV-VI werden aus den Tafeln I-TII, mit Hilfe von
(10)-(12), (1), (6) und (9), auf einfache Weise berechnet. Tin Beispiel
mag dies erliutern.

Es sei & = 3(mod4), # = 21. In (12) ist dann ¢ = 0, N=21 d.h
man hat T

an 264, 84) = j(r, 21)+i(r, ) +i(r, 3)+4(r, 1).

.

Das muB 'fiir alle 7 =0—41(mod84) berechnet werden. Es ist dabe
bequem, die Rechnungen nach folgendem Sehema auszufiihren:

r= @) | 1| @ | 26¢ )r= | (21 (n (3) n | 26
(1) - g 0 0 | —2|— 8| 21 |—12 2 2 0| —8

! 2 —g —4 0| — 6| 22 |— 4| _2 | 9 2| —6

2. 2| - —4 2 — 8 | 238 |— 4 2 | —2 0| —4

3 2| —8| —2 0| — 8| 24 |— 4 2 0| —2 | —4

; — 6 | —4 2} —2]1—-10 | 25 4| -2 | —4 0| -2

; - g —: 2 0/ — 8 | 26 4| ~2 | —4 2 0

A S — 0 2| — 8| o7 4 | -2 | —2 0 0

gt el A S A

s 0 4] -2 |— 6| 20 0| —4 2 0| —2

™ - s :; ; 0|— 6| 30 4 | —8 0 2| -2
el 2 —2 2 (- 8| 81 4| —8 4 0 0
ol Bl 20 - 0| — 6| 82 4| —4 4 | —2 2
Bloe) 2 0| -2 — 6| 33 4| —4 P 0 2!
il 2 —4 0|— 8| 34 4| —4 | —2 2 0
il B S —; 2| — 8| 38 4| -2 | —2 0 0
6 |2 : - 0/— 8 { 38 0 2 0 -2 0
il e : 20 —2|—10 | 87 8| —2 | —4 0 2
o i 2 0} — 8 | 38 8 | —2 [ —4 2 4
| s 2 21— 8| 39. 4 2 | —2 0 4
0 | i j 0| — 6| 40 4 2 2 —2 6
4| -2 |~ 8| 41 4 2 2 0 8

§ 8. Tafeln der Funktionen (1.2), (1.3), (1.4), (1.9) und (1.10) 275

Hier werden die Glieder der Summe (17) der Kiirze wegen mit (21),
(7), (3), (1) bezeichnet. Die zweite Spalte wird unmittelbar aus Tafel IIT
eingetragen. Sie stellt die erste Halbperiode der Funktion j(r, 21) dar.
In die dritte Spalte wird zunichst aus der Tafel die erste Halbperiode

0, —4, —8, —8, —4, —4, —4, —2, 2, —2 2 2 2 2

der Funktion j(r,7) eingetragen. Sodann trigt man die zweite Halbperiode
0,4,8,8 4,4, 4, 2, —2,.2,2, —2 —3 —2

ein, die aus der ersten durch Zeicheninderung erbalten wird. Schlieflich
wird nocheinmal die erste Halbperiode eingesetzt. Die vierte und fiinfte
Spalte fillt man analog aus.

§ 4. Beweis von Satz 1.1

Unsere Hauptaufgabe beim Bewdise von Satz 1.1 wird darin besteh-
en, das Maximum und Minimum (1.8) in den vier Fillen des Satzes zu
bestimmen. Vorher muB noch der Fehler abgeschitzt werden, der enfsteht,
wenn in (1.25) die volle Reihe (1.5) durch die endliche Summe (1.7) er-
setzt wird.

HrrrssaTz 1.

]

'k

~—~2.

(9] Syfr) —Tlr) <
Beweis. Nach (1.5), (4.4.3) und (1.7) ist
2) Cur)—Talr) = D Filr, wyu ™ P27 D) Fylr, dn)n "2
u=51 i N=26
Hier ist nach (4.4.26) und Hilfssatz 1.3.4
1-+logm

o0
| —kj2
12 E Fyr, w)u ™ E< ZW

u=51 M=25

1-+log2s [ 1i-logy
(3) - = TSEEL J (21/—!—1)"/2—1

Weiter hat man

[~} o0
logy a2 - 3 dy
E—t f——vz=(12 12log 2 j—~-——~
=4 | Gy W= gyt
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Fiir y >25 ist y > 5(2y-+1). Somit ergibt sich

o0
1+4+logy ~ 1
(k—4) f TR Gy <1 MR log25 4 (h—dt Sy [ W
J (2y +1)FE1 225 +( +2s)f (2y 1y
51
= [1+log254+ - B12-k2
(—l—og —|—25 k—4)’)1 2
Wegen (3) bekommt man hieraus
> Byr, w)u "12<{1 102( SL_ T Y
Iu_ﬂ o l (1+log 25) ]0.,—!-% 5 T 5 I 513-H2,

Wir gehen zur Abschitzung der zweiten Summe in (2) tiber. Aus
(4.4.28) folgt

< jv_l—{»v}log(fm—l)

o0
2-k2—1 Z Fo(r, dn)n~k2

=26 © o n=26 nke
o <ItHogsl | F14Hog(zy—1)
= 26k/z_1 f q/k/2—-l ay.
Hier ist
_1_ Iog(2y 1 _ ghes logy
2, T dy —(y'__,_l)k/z—l dy,
folglich
2HYE_4) X = 592-RR 00 51 fm —
gl t ) yly+1)
< 5orHyopgy 4 22 fm e e TR P
51 4 y+1’°/““ R vy LR

Daher ist die rechte Seite der Ungleichung (5)

__[1+3}logb1 ‘2
‘( 26 T o

1 ) 265 F2 L ¥

< {<z+1og51)( + m) n 1:’14 r 14 i }262_h/2
N 8]

=M

§ 4. Beweis von Satz 1.1 277
Somit ergibt sich
o0
ok v Flr, 41)1 ~L,"i _ i;,a—kl’z,.)—k]z—l
9
by - oy
" ,[ 1 ‘u 22
(6) l 24log3l) (m - EY b) (k 4) lo’

Aus (2), (4), (6) und (1.19) erhalten wir die Ungleichung (1) des Hilfs-
satzes.

Die Funktion Fy(r, ) hat in r die Periode u; die Funktion Fy(r, 4n)
hat die Periode 4n. \ach (1.7) ist daher auch d.w Funktion Tyr) perio-
disch, kann also nur endlich viele Werte annehmen. Auf Grund von (1),
(1.6) und (1.8) folgen mithin die Ungleichungen

L G
lox—Tel < —--

P

) 15—Til <

57
In der Tat ist einerseits fiir bheliebige r

Slr) < Tu(r)+ — < Tt

folglich

Andererseits ist, sobald Ty(r') = Ty,

Su(r') = TWlr')— — = T — —-

Wegen der Periodizitit von Ty(r) kann #' beliebig groB sein. Daher ist

(0% ¢
= Tk_%a =T = —-—?
Damit ist die erste Ungleichung (7) hewiesen; die zweite ergibt sich ana-
log.
Auf Grund von (7) und (1.26) gelten die Ungleichungen

(8) 1Py—1—2T) <y  Jop—1—2m3| < (.
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Wegen (8) und (1.20)-(1.23) wird Satz 1.1 bewiesen sein, sobald es gelingt,
den folgenden Satz zu beweisen:

SaTz 1. Fir k= 1(mod8) st

(9) Tp= Ty, =T
Fiir % = 5(mod8) ist

(10) Ty =Ty = T
Fir &= 3(mod8) ist

(11) Ty =Ty, = Tige

Fir & = 7(mod8) dst
(12) Ty =Thy %= T

Die Beweise dieser acht Gleichungen unterscheiden sich sehr wenig
voneinander. Dabei miissen fir % = T(mod8) die Rechnungen etwas
genauer durchgefiihrt werden, als in den drei anderen Féllen, da hier
nur 7 > 3 ist, dort aber I > 4. Daher beschrinken wir uns auf den Nach-
weis der beiden Gleichungen (12). Die tibrigen sechs Gleichungen (9)-(11)
geien dem Xeser iiberlassen — alle Vorbereitungen zu diesem Beweis
sind von uns getroffen.

‘Wir fithren jetzt den Begriff der nach oben und unten vollsténdigen
und unvollsténdigen Mengen ein.

Hine Menge R von positiven ganeen Zahlen heift nach oben vollstindig,
wenmn
(13) Max Ty(r) = Ty,

reft

ist; sie heift nach oben unvollstindig, wenn

(14) i Max Th(r) < T}
. reft
1st.

Eine Menge R heift nach wnten vollstindig, wenn

(15) Min T (r) =
reft

ist; sie heift nach unten unvollstindig, wenn
(16) Min T () > 1

i e

5%, .
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Leere Mengen sollen als nach oben und unten unvollstindig angeseh-
en werden.

Auf Grund von dieser Definition und nach Bestimmung (1.8) der
Zahlen Ty, v, geniigt jede nichtleere Menge R genau einer der Bedin-
gungen (13), (14) und genau einer der Bedingungen (13), (16). Sie ist da-
her eindeutig entweder nach oben vollstindig oder nach oben unvoll-
stindig, und ebenso eindeutig entweder nach unten vollstindig oder nach
unten unvollstindig.

Eine nach oben (unten) vollsténdige Menge soll einfach vollsténdig
heiBen, wenn es ausgemacht ist, um welche Vollstéindigkeit es sich han-
delt, oder wenn es nicht darauf ankommt, was gemeint ist. Ebensc ver-
fahren wir bei unvollstdndigen Mengen. So ist beim Beweise der ersten
Gleichung (12) die Vollsténdigkeit (Unvollstindigkeit) einer Menge so
zu verstehen, daB sie nach oben vollstindig (unvollstdndig) ist, wihrend
beim Beweise der zweiten Gleichung (12) die Vollstéindigkeit (Unvoll-
stindigkeit) nach unten gemeint ist.

Folgende REigenschaften vollstdndiger und unvollstindiger Mengen
folgen aus der Definition und werden spéter stillschweigend benutzt:

1) Die Menge aller positiven ganzen Zahlen ist vollstindig.

2) Ist die Menge R, vollstindig, R, C R, so ist auch die Menge Rvoll-
standig.

3) Ist R, C R, R unvollstindig, so ist auch N, unvollstindig.

4) Ist R, unvollstindig, R vollstindig, R, C R, so ist R—R, vollstiin-
dig.

5) Die Vereinigungsmenge beliebig vieler unvollstindiger Mengen ist
unvollstindig. .

6) Bine Menge R ist nach oben unvollstindig, wenn es 2w jeder in R
enthaltenen Zahl R ein solches r gibt, daf

1 Ti(r) > T(R).

Bine Menge R ist nach unten unvollstindig, wenn es 2u jeder in R
enthalienen Zahl R ein solches r gibt, daf

7y Bs seien Ry,..., R, unvollstindige Mengen; Ry, ..., R, seien
ihre komplementdre Mengen in bezug auf die Menge aller positiven ganzen
Zahlen. Dann ist eine Menge R unvollstdndig, wenn der Durschehnitt

(19) R* = RR,... R,

unvollstindig ist.
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In der Tat ist die Menge R*™ = R—~R" Teilmenge der unvollstindi.
gen Menge R;+...+R,, also unvollstindig. Daher ist R = R*JR*
als Summe zweier unvollstdndiger Mengen selbst unvollstéindig.

Die Eigenschaft 7) wird benutzt: Fiir n = 1 beim Beweise der Hilfg-
sitze 3-7, 9, 10, 15, 16, 19, 20, 22, 23, 29, 31, 32, 35, 37-40, 42, 43,
47; fiir n = 2 beim Beweise der Hilfssitze 8, 12, 14, 17, 21, 24, 34, 36,
41, 44; fir n = 3 beim Beweise der Hilfssitze 13, 18, 46,

Wir gehen jetzt zum Beweise der ersten Gleichung (12) iiber, der
schrittweise ausgefiihrt wird (Hilfssétze 2-27). Die Zahl % werde
= 7(mod8) angenommen, so daB k¥ > 7, | > 3. Die Werte der Funktion
Gyr, u) sind der IV Tafel zu entnehmen, wobei (—1) = —1 (da
{ = 3(mod4)). Die Werte der Funktion Gy(r, 4n) entnimmt man.der VI
Tafel; dabei ist notigenfalls anch von der ersten Gleichung (3.14) Gebrauch
zu machen. :

Die Vollstéindigkeit (Unvollstindigkeit) einer Menge natiirlicher
Zahlen ist im Sinne der Vollsténdigkeit (Unvollstéandigkeit) nach oben
zu verstehen. Es sei

(20) 4 =Tyr)—~TyR), dg=GCyr,q)—GuR, q).
Diese Beziehungen muB man stets im Auge behalten, da sie stillschweigend

benutzt werden. Die Gleichung (1.7) driicken wir durch die Funktionen
(1.9), (1.10) aus; sie lautet dann

49 25
(21) ST = Y Gy, ) w”l— M Gy(r, ) (2n)~".

U=3 i =1

Auf Grund von (20) und (21) ist

49 25
(22) 4=3 407 = 3 An(20)
U=3 =1

Im folgenden werden wir es mit Mengen R von Zahlen R zu tun
haben, die durch eine oder mehrere Kongruenzen bestimmb werden.
Der Kiirze wegen sagen wir: Die Menge
(23) R < 0(mod4)
statt Menge aller Zahlen R, die der Kongruenz (23) gendigen. Ebenso ver-
fahren wir auch in anderen Fillen.

Gewohnliech wird es sich darum handeln, die Unvollstindigkeit einer
gewissen Menge R zu beweisen. Dazu wird stillschweigend angenommen,
es sei eine beliebige Zahl R von R vorgegeben, und wir werden zu diesem

R ein solches # zu finden suchen, dafl 4 > 0, daB also die Ungleichung
(17) erfiillt ist.
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HILFSSATZ 2. Die Menge (23) ist unrvollstindig.
Beweis. Es zei
{24) # = 0(mod 64);

r=R(modu) firx 3<u<49.

Dann ist nach (22)

23

(23) A== N4 0
Frems
‘Weiter erhalten wir aus den Tafeln
A< -1, 4<0, 4, <142 =3,

dn <4 flir n=4—6; 1, <12 fir n = 7_295,

Somit ist
6 25 6 25
A >1-8-3"14 DI P 211-3—12 2ﬂ‘3
n=4 =7 R=4 n=7
21-37—4-3-47%12.19-7°% = I—3—3 =
>1-0,12—-0,19—0,67 = 0,02,
und daher 4 > 0.

Hurssatz 3. Die Menge
(26) '
ist unvollstindig.

R = 0(mod8)

Beweis. Da die Menge (23) unvollsténdig ist, geniigt es, die Unvoll-
stindigkeit der Menge

(27) R = 4(mod8)

zu beweisen. Es mége » den Bedingungen (24) geniigen. Dann bleibt (28)
in Kraft. Nach (27) und (24) ist jetzt aber r = R(mod4), folglich Ay =0
fir 1 < u <25, und daher

12

(28) A== 3 Ay dj

=1

Hier ist"
dg= —2; A <1 fir n= 24 A, <12 fir n= 3—12,
folglich
44 >2-4-2734.37%_4.43_g.10.5-%
> 2-0,30—0,15—0,07—0,80 > 0,

d. h. 4> 0. ' '
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Horssarz 4. Die Menge
(29) R == 0(mod16)
ist unvollstindig.
Beweis. Da die Menge (26) unvollstindig ist, geniigt es, die Unvoll-

stindigkeit der Menge _ )
R = 8(mod16)

zu beweisen. Bs moge » nach wie vor den Bedingungen (24) geniigen.

Dann ist 7 = R{mod8), 4, = 0 fir 1 <n <25, 4tn. Daher haben wir

statt (28) '

6
(30) 2 Hren(80)7

wobei
Ay = —4, Dy <4d; iy <8  fir  a =3—6.
Auf diese Weise ist
84> 4—4-27°—4-8-37° >0, 4 >0.
HrurssaTz 5. Die Menge
(31) R == 0(mod 32)
st unvollstindig. ‘

Beweis. Da die Menge (29) unvollstandlg ist, gentigt es, die Un-
- vollsténdigkeit der Menge
R = 16 (mod32)

zu beweisen. Auch jetszt moége r den Bedingungen (24) geniigen. Dann
ist = R(mod16), 4,, =0 fir 1 <n <25, 8in,

3
(32) A== > l5(16)7"
n=1

g = —4, N <8, Ay<8, 16442
HrssATz 6. Die Menge

(33) R = 0(mod 64)

st unvollstdndig.
Beweis. Es geniigt, die Unvollstindigkeit der Menge

R = 32(mod 64)
nachzuweisen. Wiederum sei 7 nach (24) bestimmt. Dann ist
A= —14432""=8-32"" > 0.
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HIrssatz 7. Die Ienge
(34) R = 2(mod3)
28t unvollstindig.

Beweis. Da die Menge (26) unvollstindig ist, braucht nur die Un-
vollstindigkeit der Menge

R = 0(mod8), R =2(mod3)
nachgewiesen zu werden.

Es sei
(85) - r=R(mod6d), r=0(mod27); r=R(modu)
Damn ist fir 5 <u<49, s
(36) Ay =0 fix B<<u<49, 3Su; A, =0

o Cofir 125, 8.
Wegen (22) folgt hieraus 64 — 81+8:, wobei

15

N 24 >
‘Sl = . gy (—), Sy = — > Jmnn_l
i

3 Ay > —4;
A3, = —6  fiir u =11,13,15,

(38) r = 0(mod24), R =8(mod24), A, = —2, Ay = —2, A4 <6,

(39) Apn <8 fir 0 =4-8; Ap, <10 fir n= 7, 8,

und daher

8> —2 (3 -3 (3243 50

(0,075+0,024 0,024 40,014) > —1,1,
2—6-37°—-3-8:477-2.10- 7 =22 _3_ B 43
8;+8; >0, 4>0.
Hrurssarz 8. Die Menge
(40) R = 0(mod3)
ist unvollstindig.
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Beweis. Da die Mengen (23) und (34) unvollsténdig sind, braucht
nur die Unvollsténdigkeit der Menge

R = 0(mod4), R =1(mod3)

nachgewiesen zu werden. Es moge r wiederum die Bedingungen (35)
erfiillen. Dann bleibt (36) in Kraft; daher ist 34 = 8,48, wobei

15 8
1 o § -1
Sl = E Aw% s b’z = — Alm(z“') -
u=1

=1
Hier ist: 1) 4; = 1; 2) die Ungleichungen (37) und (39) bleiben be-
stehen; (3) (38) muB durch
7= 0(mod12), R= 4(mod12), dyp= -1, dy <4, Ay < 6
ersetzt werden. Man bekommt weiter
8 = 1-2-37%—3.57%—2-4:77°—3-6-117" > 1—0,08-0,03—0,03—
—0,02 >08,
28, > 1427 —6-37°—3-8-47°—2-10-77° >1-0,56—0,23—
—0,38—0,06 > —0,2,
8, = —02-277 > —02-27% = —0,1, 8&+8>0, 4>0
Hrurssatz 9. Die Menge
(41) R 0(mod9)
st umwollstindig. ’
Beweis. Da die Menge (40) unvollstindig ist, braucht nur die Un-

vollstindigkeit der Menge
R =3, 6 (mod9)

nachgewiesen zu werden. Es moge r nach wie vor den Bedingungen (35)
geniigen. Dann ist » = R(mod3), folglich

r=R(modu) fir 3<u<49, 9fu,
und somib

A, =0 fir 3<u<49, 9tu; Ay =0
fir 1< <23, 9,

A = ;;1 Aol 1)~ — gl Ayen(180)7%

Hier ist

431, Ap>1-1=0, As>—6, A3<6, 4n<38
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so daB

1 L B-3 ~ -
94 >1—6-5373—6-2"3-8.4—3 1—0,048—0,750—0,125 > 0, 4
HrssaTz 10. Die Menge

> 0.

(42) R =1-17, 19—26 (mod?27)
ist unvollstindig.

Beweis. Da die Menge (41) unvollstindig i i
vollstéindigkeit der Menge e T Brancht mur die Tn-

R = 9(mod27)

nachgewiesen zu werden. Es gentige 7 i
. . niige # immer h i
(35). Dann ist r = R(mod9), noeh den Bedingungen

r=R(modu) fir 3I<ug 49, 2Ttu; Ay =0
folglich o l<n <,
4= 4,277 = 3.971 % ¢,
Hressarz 11. Die Menge
(43) R = 1(mod 3)
ist unvollstindiy.
Beweis. Es sei
(44) 7= R(mod64), r= 1(mod25); r= R(modu) fiir

Dann st 3<u<49, 5t

4y =0 fir 3<u<49, 5tu; d,—=0 fir

2
folglich 5 4 = 8;-+8,, wobei TRnSE s
. % 3 '
8= NMdgpu?, 8 =— N on)t ’
) sull 2 ,g,: 20n{21) .
Hier ist
js' 21, A5z =8, Ay —4, ds>—6, dg> —6,
in 2w <4, Ay <8, dg <8y gy < 8, g <12,

8121337 —4.57°—-2.6-7° > 0,82,

S, > -4-2*3(1+2~2-3+2-3“3+2~4‘3+3-5~3) >—114=—0,7
2 4 - P

§;+8, >0, - 4>0.
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Hopssarz 12. Die Menge

(45) R == 1(mod25)

5

ist unt ndig. o

N u;;mugtft }ga. die Mengen (23) und (43) unvollstéindig sind, braucht
eweis. Me:

nur die Unvollstindigkeit der Menge

R = 0(mod4), R=86,11, 16 21 (mod 25).
nachgewiesen zu werden.  Bs geniige 7 nach wie vors den Bedingungen
(44). Dann ist r = R(mod ).

U =0 fir
= i 3 u <49, 28tu; Ay
A=0 S 1<n2d,

95" A = Ay A2
Ay >1; 1= T6(modl00), Ao <0+6 =6,
254 >1—6-27*>0, A4>0.
HirrssaTz 13. Die Menge
(46) R = 6(modT)

ist unvollstindig.

Beweis. Da die Mengen (26), (40) und (43) unvollstindig sind,

brancht nur die Unvollstindigkeit der Menge
R = 0(mod8), R = 0(mod3), R = 1(mod3), R = 6(mod 7).
nachgewiesen zu werden. Es sel

= fiir
r = 4 r= 0(mod49); r= R(modu)
47) r = R(mod64), ( H st Tw.

Dann ist

7
(48) ‘ 144 =3 4w( ) S‘Amn y

U=1 7l==]
; =2
A;=10; r=0(mod2l), R= 6(m0d21), Ay = —2,
» = 21(mod35), R =6 (mod35), g = —3; s>,
)

r = 0(mod 28), = 20(mod28), du = —2,
» = 0 (mod 56), = 48(mod56), A = —4,
» = 0(mod 84), = 48(m0d84), dg = —8,

folghch
144 > —2(3P—-3(3)P—6(zf+2>0, 4>0.

§ 4. Bewels von Satz 1.1

o
[v2]
-1

Hivrssarz 14. Die Menge
(49) R == 0(mod¥)
ist unvollstindig.

Beweis. Da die Mengen (23) und (46) unvollstindig sind, kann
R=0(mod4) B =1—5modr)

angenommen werden. Es geniig

e r nach wie vor den Bedingungen (47).
Dann ist

: 3
=3 R Y

=1 ot

dis> =6,y > -6, 4,<8,

* = 0(mod28), Aoy < —144 = 3,
und daher

x| >i—4-3‘3—6~5"3—6-7‘3—3v2‘3—8-4"”—]0~6”‘3
=>1—0,15-0,05—0,02—0,50—0,05 > 0, 4>0.
HiurssaTz 15. Die Menge
(50) R = 0(mod 49)
ist unvollstindig.
Beweis. Da (49) unvollstindig ist, darf
R=1, 14, 21, 28, 35; 42(mod 49)

angenommen werden. Bs geniige r immer noch den Bedingungen (47).
Dann ist

4= A4,54977 > 1977~ 0,

HIurssaTz 16. Die IMenge ‘
(31) R =2, 10 (mod11)
ist unvollstindig.

Beweis. Da (23) unvollsténdig ist, kann

R = 0(mod4), R=2, 10(modil)
angenommen werden, Bs sei
(32) 7= R(mod64), r=0(modll); r= B(modw) fiir
3<u <49, I1ltw.
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Dann ist
(33) A = A1l 4337 — 45,227 — Ay 447,
Ay =0, dg>—6; r=0(moddd), R =24, 32(moddd),
dy = —6; Ay <12, '

204> —6 (3)'+6—12:27 >0, 4>0.
Hiressarz 17. Die Menge
(54) R = 8(mod11)
st unvollstindig.
Beweis. Da die Mengen (26) uhd (40) nnvollsténdig sind, daxf
E=0(mod8), R=0(mod3), R =8(modll)

angenominen werden. Es geniige r nach wie vor den Bedingungen (52)
Dann bleibt (53) in Kraft, und man hat

Ay =0; 7=0(mod33), R=30(mod33), A, =2,
"= 0(mod88), R =8(mod88), A, =10, g =4,
334 = Ay~ Au(P} > 2—4(3) > 0,

4>0.
Hivrssatz 18, Die Menge '

(53) R == 0(mod11)
ist unvollsidndig.

Beweis. Da die Mengen (26), (51) und (54) unvollstdndig sind,
kann

" BE=0(mod8), R=1, 3—7, 9(modll)

angenommen werden. Es genfige » nach wie vor den Bedingungen {52).
Dann bleibt (53) bestehen, tmd man hat

Adu =1, Ay > -—6; r=0(mod8s),
Agg < —246 =4,

14 > 16-37°—270—4.47% > ¢,

Ay < =3+ =1,

4>0.
Hizrssarz 19. Die Menge

(56) , R == 4(mod13)

ist unvollstindig. .
Beweis. Da (23) unvollstindig ist, sei

R = 0(mod4), U= 4(mod13).

§ 4. Beweis von Satz 1.1

Weiter mége » den Bedingungen
r = R(mod64), r=4(mod13); r= R(modu) fir 3 <u< 49,
geniigen. Dann ist ‘
A = A 1837 439397 — 4,267,
Ay =1, A3 = —6; Ay < —4+6 =2,

134 > 1—6-372—2.2"% > 0,

r = 4(mod 52),
4> 0.

HiurssaTz 20. Die Menge
(87) R = 2(mod17)
ist unvollstindig.

Beweis. Man darf

R = 0(mod4), R =2(modl?)

annehmen. Ts sei
(58) + = R(mod64),

= 4(modl17); r = R(modu)

fir 3 <u <49,
Dann ist

(59) A= Ap1T7 = A 3477,
Ay =0; 7=4(mod68), R =36(mod6s),
A=4-34"1>0.
HIrssATz 21, Die Menge
(60) R = 4(mod17)
ist unvollstindig.
Beweis. Da (23) und (57) unvollsténdig sind, kann

R =0(mod4), R=0, 1, 3, 5—16 (mod17)

A&u = —4,

289

13%u

17}u.

angenommen werden. Es genfige  nach wie vor den Bedingungen (58).

Dann bleibt (59) in Kraft, und es ist

Ay =1; 7 =4(mod68), dp< —2+4=2,
174 »>1-2-2" >0, 4>0.
HrvrssaTz 22. Die Menge
(61) R=0-2, 4—14, 16—18 (mod 19)

ist unvollstandig.

A. Walfisz: Gitterpunkte in mehrdimensionalen Kugeln

19


Yakuza


icm

290 VII. Die Funktionen Py und g fir ungerades %

Beweis. Man kann
R =0(mod4), RE=0-2, 4—14, 16—18 (mod19)
annehmen. Es sei
7= R(mod64), r=3(modl9); »=R(modu) fix 3 u <49, 194u,
Dann ist
A = A3y197 — A,3877,
dyy 21y 1=60(mod76), di<0+6=5,
19421-6-2%>0, A>0.

HILpssATz 23. Die Menge
(62) R = 22(mod23)
ist unwollsténdig.

Beweis. Man kann

B = 0(mod4), R =22(mod?23)
annehme);. Es sei

(63) r=R(mod64), r=0(mod23); =~ = E(modu)

fir 3 < u <49, 23fw.
Dann ist S f
(64) 4 = Ap3237 — Ay, 467,

dyy =0; 7=0(mod92), R= 68(mod 92), 4y = —6,
A4 =06-467"> 9.
Hrvrssarz 24. Die Menge
(65) R =% 0(mod 23)
ist unvollstindig.
Beweis. Da (23) und (62) unvollsténdig sind, kann
B =0(mod4), R=1-21 (mod 23)

angenommen werden. Hs geniige » nach wie vor den Bedingungen (63).
Dann bleibt (64) bestehen, und es ist

o Ay 21 7= 0(mod92), Aoy < —345 = 2,
284>1-2.2%50, A>0.
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‘HILFSSATZ 25. Die folgenden sechs Mengen sind unvollstindig:

(66) R = 0—6, 8 10—28 (mod29),

(67) R = 1—29(mod31),

(68) R 5= 12(mod37),

(69) R == 10 (mod 41),

(70) R=0-—7, 9—33, 35 —42 (mod43),
(71) R = 1—45 (mod 47).

Beweis. Es sei p = 29, 31, 37, 41, 13, 47,
r= R(mod64), r=ap,(modp); r= R(modu) fir 3<<u<4d, plu,

wobei
Oy =T, =0, ag=12, agq= 10, @y =38, ag=0.
4= App_l =pt>0.

HirrssaTz 26. Das folgende Kongruenzensystem (72)-(76) bestimmi
eine vollstindige Menge R*:

(72) r = 0(mod 64), r = 0(mod27), r= 1(mod?25),
(73) r = 0(mod 49), r = 0(modll), r= 4(modl3),
(74) 7 = 4(mod17), r = 3(mod19), = 0(mod23),
(75) r = T(mod29), r = 0(mod3l), r = 12(mod37),
(76) r = 10(mod4l), »=8(mod43), r= 0(mod 47)

Beweis. Die Summe R der unvollstindigen Mengen "(33‘), (42),
(43), (80), (58), (56), (60), (61), (65)-(T1) i§t selbst @vollSMndlg.éhre
Erginzung R’ ist eine vollstindige Menge, die durch die folgenden Kon-
gruenzen bestimmt wird:

(77) 7 = 0(mod64),
(78) r = 0(mod49),
(79) 7 = 4(modl1T),
(80) r=1, 9 (mod29),
(81) # = 10(mod4l),

r=0, 18 (mo@27),
r = 0(mod11),

y = 3, 15(mod19),
» =0, 30 (mod31),
» =8, 34 (mod 43},

r = 1(mod 23),
5 = 4(mod13),
r = 0(mod23),
¥ = 12(mod 37),

» = 0, 46 (mod47).

-
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Es bleibt noch nachzuweisen, daf man aus diesem System die fol-
genden Kongruenzen streichen kann, ohne daB die zugehorige Menge
aufhért vollstdndig zu sein:

(82) 7= 18(mod27), r = 15(mod 19), 7 = 9(mod 29),
(83) 7= 30(mod31), r = 34 (mod 43), t = 46 (mod 47).

Die Restklassen 0, 18(mod27) fallen nach dem Modul 9 zusammen.
Daher kommen bei Berechnung der Funktion (21) die Restklassen
7= 0, 18(mod27) nur fiir diejenigen Glieder Gy(r,w)u™", Gy(r, 4n)(2n)™
in Betracht, in denen 27|u, 27|n, d. h. nur fiir das eine Glied Gy (r, 27)277%
Da aber Gy(0, 27) = G4(18, 27), so kann aus dem System (77)-(81) die

erste Kongruenz (82) gestrichen werden. Analog stellt man fest, da8 aus-

diesem System die dritte Kongruenz (82) und alle drei Kongruenzen (83)
gestrichen werden kénnen.
Die Restklassen r = 3, 15 (mod19) kommen nur fiir die Glieder

(84) Gr(r, 19)197%  Gy(r, 76)38~

der Funktion Ty(r) in Betracht. Das erste Glied hat fiir diese beiden Rest-
klassen denselben Wert, da G4(3,19) = G4(15,19) ist. Auf Grund der
ersten Kongruenz (77) ist ferner r = 0(mod4). Den beiden Restklassen
3, 15 nach dem Modul 19 entsprechen daher nur zwei Restklassen nach
dem Modul 76, wnd zwar r = 60, 72(mod76), und fir diese nimmt das
zweite Glied (84) denselben Wert an. Man kann also aus dem System
(77)-(81) auch die zweite Kongruenz (82) streichen.

Hrvessarz 27. Bs gilt die erste Gleichung (12).

Beweis. Fir die durch (72)-(76) bestimmte Menge R ist nach
(21)

Ty (r) = T,
. reR*
wo Ty, die Summe (1.17) bedeutet. Nach Hilfssatz 26 und der Defini-
tion (13) einer nach oben vollstindigen Menge ist andererseits
Max T'(r) = Ty.

reR*

Aus diesen beiden Gleichungen folgt die erste Gleichung (12).

Wir wenden uns jetzt zum Beweise .der zweiten Gleichung (12), der
auf dieselbe Weise durchgefiihrt wird (Hilfssiitze 28-50). Die Vollstéindig-
keit (Unvollstindigkeit) einer Menge natiirlicher Zahlen ist jetzt im. Sinne
der Vollstindigkeit (Unvollstindigkeit) mach unmten zu verstehen. Die
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Funktionen (20) nehmen wir mit umgekehrtem Vorzeichen, d. h. setzen
(85) 4 = TR)—Tyr), Ay =GR, g)—Gylr, q).

Alles Ubrige, das vor Hilfssatz 2 gesagt worden ist, bleibt bestehen;
insbesondere gelten die Gleichungen (21) und (22). Man muf nur im Auge
behalten, da8 jetzt die Ungleichung A > 0 mit (18), und nicht mit ),
gleichbedeutend ist.

HrirrssATz 28. Die Menge
(86) R 2(mod4)

st unvollstindig.

Beweis. Es sei
(87) r = 54(mod64); r= R(modu) fir 3 <<u <49.
Dann kann der Beweis von Hilfssatz 2 wortlich wiederholt werden.
Hrupssarz 29. Die Menge .
(88) R = 6(mod8)
st unvollstindig.
Beweis. Da (86) unvollstihdig ist, kann
R = 2(mod8)

angenommen werden. Es geniige r nach wie vor den Bedingungen (87).
Dann braucht nur der Beweis von Hilfssatz 3 wiederholt zu werden.

Hivrssarz 30. Die Menge
(89) R = 1(mod3)
tst unvollstindig.
Beweis. Es sei )
(90) r = R(mod64), r=16(mod27); »= R(modu)
fir 5<u<49, 3tu.

Dann bleibt (36) bestehen, und daher ist 3'4 = 8,4 8,, wobei §; und S,
wie beim Beweise von Hilfssatz 8 definiert sind. Hier ist 4; = 1, die Un-
gleichungen (37) und (39) bleihen in Kraft, wihrend (38) durch

Alz < 43 A24 g "17 ASG < 6
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zu ersetzen ist. Fiir §; haben wir, wie beim Beweise von Hilfssatz 8,

die Ungleichung 8; > 0,8. Weiter ist s

8, = —~4-2"3~—4:-4‘ —6:6°-3-8.8"%—-2.10-14~3
_ —(0,560+0,070,03-0,05+0,01) > —0,7,
also 8;+8;, >0, 4> 0.
Hiurssarz 31. Die Menge
(91) R = 7(mod9)
st unvollstindig.

Beweis. Da (89) unvollstindig ist, kann
R=1, 4 (mod9)

angenommen werden. s geniige » nach wie vor den Bedingungen (90).
Dann braucht nur der Beweis von Hilissatz 9 wiederholt zu werden.

HirssaTz 32. Die Menge
(92) R = 16 (mod 27)
ist unvollstindig.

Beweis. Da (91) unvollstéindig ist, darf
RE=1, 25 (mod27)

angenommen werden. Es geniige » immer noch den Bedingungen (90).
Dann braucht nur noch der Beweis von Hilfssatz 10 wiederholt zu wer-
den. .

Hrrssarz 33. Die Menge
(93) R == 3(mod5)
st unvollstindig.

Beweis. Bs gei

(94) r = R(mod64), r=23(mod25); r= E(modu)

fir 3 <<u <49, Blu.

Dann wiederhole man den Beweis von Hilfssatz 11.
HivrssaTz 34. Die Menge

(95) _ R=:23(mod25)

st unvollstindig.

=M
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Beweis. Da (86) und (93) unvollstéindig sind, kann
R =2(mod4), R=3, 8, 18, 18 (mod23)
angenommen werden. Es geniige # nach wie vor den Bedingungen (94).

Dann wiederhole man den Beweis von Hilfssatz 12, wo nur die Kon-

gruenz r = 76(mod100) durch r = 98(mod100) zu ersetzen ist.
HmrssaTz 35. Die Menge ’

(96) R =2(modT)

ist unvollstindig.
Beweis. Da (86) unvollstdndig ist, kann

) R =2(mod4), R=2(mod7)

angenommen werden. Es sei
(97) 7 = R(mod 64), r=46(mod49); r = R(modu)
e fir 3 <<u <47, Ttu.
Dann bleibt (48) in Kraft. Weiter ist
4, = 0, 4y = —4, 45 = —86, Aav = —6,
r= 18(mod‘>8), R = 2(mod28), Ay = —6, A5 <8, g <10,

144 > —4(3P—6(3)—6(3)+6—8-2-°—10-37°
= _;ﬁ—#ﬁ—%%—l—:—‘; >0, 4>0.
HivpssaTz 36. Die Menge
98) R 4(mod7)

ist unvollstindig.
Beweis. Da (86) und (96) unvollstindig sind, darf
R =2(mod4), R=0,1, 3, 5, 6 (mod7)

angenommen werden. Es geniige » nach wie vor den Bedingungen (97).
Dann wiederhole man den Beweis von Hilfssatz 14, wo nur die Xongru-
enz 7 = 0(mod28) durch » = 18(mod28) zu ersetzen ist.

Hurssarz 37. Die Menge
(99) . R=16(mod49)
18t unvollsiandig.
Beweis. Da (98) unvollstindig ist, kann
R =4, 11, 18, 25, 32, 39 (mod49)
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angenommen werden. BEs geniige » immer noch den Bedingungen (97).
Dann geht der Beweis wie hei Hilfssatz 15 fort. .

Hirrssarz 38. Die Menge
E = 5(mod11)

(100)
st unvollstindig.

Beweis. Es darf

B =2(modd), R= 5(mod11)

angenommen werden. Es gei
7= R(mod64), r= 5(mod1l); r= R(modu) fiir 3<u <49, 1lu.

Dann gilt (33). Weiter ist
y Ay > —8; = 38(mod4d), Ay S4—-0=14; 4y <12,

Ay =1
1WA >1-6-37°—1.27%_19.4=3 & 0, A>0.

Hirrssatz 39. Die Menge
(101) R == 8(mod13)
ist unvollsténdig. '
Beweis. Es darf
R =2(mod4), R==8(mod13)

angenommen werden. Sei
r=8(mod13); r= R(modu) fir 3<u< 49, 13+u.

7= R(mod 64),
setze man die Kongruenz

Dann fahre man wie bei Hilfssatz 19 fort, nur er
7 = 4(mod 52) durch r = 34 (mod 52).

Hrrrssatz 40. Die Menge
(102) B = 14(mod17)
ist unvollstindig.

Beweis. Bs darf
R=2(mod4), R=14 (mod17)

r = R(modu)

angenommen werden. Sei
3 <u <49,

(103) 7= R(mod64), »=12 (mod17);
fiir

Dann gilt (59). Ferner hat man

1Ttu.

Lo
©
-1
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r=46(mod68), R =14(mod68), A = —4,

Ay = 03
A4 =4-31"1> 0,

HIirrssATz 41. Die Menge
(104) R =12(mod17)
ist unvollsténdig. )
Beweis. Da (86) und (102) unvollstindig sind, kann
R =0-11, 13, 15, 16 (mod17)

R = 2(mod4),
angenommen werden. Es geniige » nach wie vor den Bedingungen (103).

Dann fahre man wie bei Hilfssatz 21 fort, nur ersetze man die Kongruenz

r = 4(mod 68) durch r = 46(mod 68).
HivrssaTz 42, Die Menge
R=0—6, 8 10, 12—18 (mod19)

<(105)

ist unwvollstdndig.
Beweis. Es darf

R =2(mod4), R=0-6, 8, 10, 12—18 (mod19)

angenommen werden. Sei
r=R{modu) fir 3<u<49, 1%u.

7= R(mod64), r=11(mod19);
Dann fahre man wie bei Hilfssatz 22 fort, nur ersetze man die Kongruenz

7 = 60(mod76) durch » = 30(mod76).

HiurssaTz 43. Die Menge
R = 13(mod23)

(106)
ist unvollstandig.

Beweis. Es darf

R=2(mod4), R =13(mod23)

r = R(modu) fiir
23tu.

angenommen werden. Es sei
3 <u <49,

(107) r = R(mod64), r= 9(mod23);
Dann gilt (64). Weiter ist
r = 78(mod92), R =82(mod92), Ay, = —4,

Ay = 03
A4 =4-46""> 0.
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Hiurssarz 44. Die Menge

(108) R = 9(mod23)
ist umvollstindig.

Beweis. Da (86) und (106) unvollstindig sind, kann
B =2(mod4), R=0-8, 10—12, 14—22 (mod23)

angenommen werden. Bs geniige » nach wie vor den Bedmgungen (107).
Dann bleiht (64) in Kraft, und es ist

di>1; 7 =T8(mod92), Ay <5—2 =3,
284 >1-3-2"=0, 4> o0.

HILFSSATZ 45, Die folgenden sechs Mengen sind wunwollstindig:

(109) E = 0--18, 20, 22—28 (mod29),
(110) . B =0-9, 11—19, 2130 (mod31),
(111) " R % 24(mod37),

(112) R == 30(mod 41),

(113) E=0-16, 18—24, 26—42 (mod 43),
(114) B =0-17, 19—27, 20—46 (mod 47).

Beweis. Man wiederhole den Beweis von Hilfssatz 25, mit
G =21,  ay =20, Gy =24, @y=230, ay=25 ay=28
HILFSSATZ 46, Die Menge

(115) R6 (m0d16)
ist unvollstindig.

Beweis. Da (88), (89) und (93) unvollstéindig sind, kann
E =14(mod16), R= 1(mod3), R = 3(modB5)

angenommen. ‘werden. Rs geniige » nach wie vor den Bedingungen (87).
Dann ist r = E(mod8), und daher gilt (30). Weiter ist

AIG = 0: Asa S -/—2 == 0 r= 22(1]?10(148), R = 46 (m0d48)7

Ay = —4,
s <4—0=4; r=38(mod80), R= 78(mod80),  Ag = —8;
Ags < 8,

WA a4 -8} =3-T50, >0

icm
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HILFssSATZ 47. Die Menge
(116) R = 22(mod 32)
ist unvollstindig.
Beweis. Da (113) unvollstindig ist, kann
E = 6(mod32)
angenommen werden. Es geniige r immer noch den Bedingungen (87).
Dann bleibt (32) bestehen, und man fahre wie bei Hilfssatz 5 fort.
HriirssaTz 48. Die Menge
(117) R = 0-21, 23—33, 33—63 (mod64)
ist unvollstindig.
Beweis. Die Unvollstdndigkeit der Menge (117) ergibt sich aus
der Unvollstdndigkeit von (116).

HirssATz 49. Das folgende Kongruenzensystem (118) (122) bestimmi
eine vollstindige Menge R*:

(118) 7 = b4(mod64), »=16(mod27), r = 23(mod25),
(119) 7 = 46 (mod49), 7= 5(modll), » = 8(mod13),
(120) r=12(mod17), 7= 1l(modl9), r = 9(mod23),
(121) r = 21 (mod29), 7 =20(mod31), r = 24(mod 37),
(122) r= 30(m0d41), = 25(mod43), r = 28(mod4T).

Beweis. Die Summe R der unvolistindigen Mengen (117), (92),
(93), (99)-(101), (104), (103), (108)-(114) ist selbst unvollstdndig. Thre
Ergianzung R’ ist eine vollstéindige Menge die durch das folgende System
bestimmt wird:

(123) 7= 29, B4(mod64), = 16(mod27), 7 = 23 (mod 25),
(124) 7 = 46(mod 49), r = 5(mod11), » = 8(mod13),
(125) r = 12(mod17), r=7, 9, 11(mod19), » = 9(mod?23),
(126) 7 =19, 21(mod29), r=10, 20(mod31), r = 24(mod37),

(127) r = 30(mod41),

Wie beim Beweise von Hilfssatz 26, folgt jetzt, daf man aus diesem
System die folgenden Kongruenzen streichen kann, ohne daB die zuge-
horige Menge aufhirt vollstindig zu sein:

(128) -= 92(mod64), r=7, 9(modl9), r = 19(mod29),
{129) 7 =10(mod31), 7= 17(mod43), 7 = 18(mod 47).

r =17, 25(mod43),  » = 18, 28(mod47).

|
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Hivrssarz 50. Bs gilt die 2weite Qleichung (12).
Beweis. Fiir die durch (118)-(122) bestimmte Menge R* nach (21) ist

Ty(r) = 13,
reR>

WO 73, die Summe (1.18) ist. Nach Hilfssatz 49 und der Definition (15)
" einer nach unten vollstindigen Menge ist andeverseits

Min Ty (r) = v.

TeR>

Aus diesen beiden Gleichungen folgt die zweite Gleichung (12).

VIII KAPITEL

DAS INTEGRAL f Piy)dy
0

§ 1. Fragestellung — Hilfssiitze

In diesem Kapitel hingt B nicht von % ab, so daf die |Bj unterhalb
von absoluten Konstanten liegen.

In manchen Fillen, wo es nicht gelingt, die GroBenordnung bei
der Abschitzung einer zahlentheoretischen Funktion genau zu bestim-
men, kann man iiber das Integral des Fehlerquadrats eine weitgehende
Auskunft erhalten. Das ist auch fiir den Fehler Py(x) der Fall, der bei der
Abschiitzung von 4,(x) entsteht. Wie wir schon am SchluB von §3.1
bemerkt haben, ist die genaue GroBenordnung von P,(x) nicht bekannt.
Nach den Sitzen 2.8.1 und 3.1.2 wird diese Grofenordnung zwischen

3/4,

'z (loglogx)'#

rlog und xlogloga

zu suchen sein. Wir wollen in diesem Kapitel zeigen, da8
x

(1) [ Piy)dy = 32+ B,
o

Unsere Behandlung dieses Integrals wird sich, wie schon frither die Be-
handlung von P,(x) im IL und ITT Kapitel, auf die Jacobische Formel
(1.2.20) stiitzen, d.h. wir werden auch hier unsere Anfgabe auf ein ge-
wisses Teilerproblem zuriickfiihren. AuBerdem werden wir von den van
der Corputschen Hilfsséitzen in § 2.3 Gebrauch machen. Unsere sonstigen
Hilfsmittel werden von ziemlich einfacher Art sein, aber wir werden sehr
lange Rechnungen auszufiihren haben, bis es uns gelingt (1) zu beweisen.

Wir werden es im folgenden wieder viel mit der Funktion w(y) zu
tan haben, die durch (1.8.1) definiert ist. Sie ist nur eine etwas kiirzere
Bezeichnung fiir die Bernoullische Funktion By(), vgl. (1.3.6). Daneben
wird auch die Funktion By(y) auftreten, die mittels der Formel (1.3.3)
aus dem zweiten Bernoullischen Polynom B,(y) = yz——yq'—% gebildet
ist. Diese Funktion wollen wir mit 19(y) bezeichnen, d.h. wir setzen

@) By(y) = n(y),
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