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VI KAPITEL

DIE FUNKTIONEN P,, UND g

§1. Problemstellung. Py, und gg

Nach Satz 2.2_.2 ist die Funktion
2 ~H Pyfa)

fur jedes & > 4 beschrinkt und nach den Sitzen 4.4.8 und 4.4.9 hat sie
einen oszillierenden Charakter, der durch die Eigenschaften des Sym-
bols £, beschrieben wird. Bs erscheint daher angebracht, fir k> 4 die
Funktionen von k
« 2P, .
_ Pt mint—d g
L=00

. 2Py(%)
1) Himsup L DT

-1
L=00 .Dk’Dk“ E

einzafithren. Die Normierung durch den Faktor 2/D; erweist sich dabei
als bequem; sie tritt schon in (4.4.68) und (4.4.69) auf.

Der folgende einfache Hilfssatz zeigt, daB es gentigt, stath der Funktio-
nen (1) die Funktionen

9Py(n) . 2Py(m)
2 Jim sw R =P liminf-——5—= = @
@ "liw“ v Dk’lbklz—l B ale Dknklz—l *
zu betrachten.
Hiessarz L Fir %o > 4 ist
(3) P =P, =02

Beweis. In jedem Intervall n <z <ntl, wo nzz3 nimmt die
Funktion P,(z) ihrer Definition nach ab. Daher nimmt in emem solchen
Tntervall auch die Funktion a*~**Pya) ab, so daf auf Grund von (1)
ud (2)

2 Py(n)

2P(x)
P* — MU =y = UMSUP =5 = Py,
B = LmSup 35 ogmy = 2 Dt
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womit die erste Gleichung (3) bewiesen ist. Weiter ist, aus demselben
Grunde,
2P, g F1— 2Py (41—
o = limint () . 2Py n-1—0) 2Py(n—+1—0)

ot = liminf ————— = liminf—— %"~ "/
L=c0 Dkw"” 1 =00 Dk(n —i-l)’ /2-1 N0 ,D,a’n,'l‘.’/")'_1 '

Andererseits ist nach (3.1.2) und (4.4.65)

Pyn) —Pyn-+1—0) = Dynk*=1— Byk2-2,
Somit ist

o} = liming 22K

i — 2 = g, —2
nmo DT O —4,

womit auch die zweite Gleichung (3) bewiesen ist.

Im vorliegenden Kapitel sollen die Funktionen (2) filr gerade Werte
= 8 von k, mit Hilfe der Sitze 5.2.2 und 5.3.2, untersucht werden. Dabei
ist es, wie im V Kapitel, bequem, 2% statt & zu schreiben, wobei dann
k > 4 angenommen wird.

Fir die in den »-Summen von (5.2.10) und (5:3.34) stehenden Ver-
I?indungen der y(y)-Funktionen erscheint es geboten, besondere Bezeich-
nungen einzufithren. Wir setzen demgemiiB

(4) Fy,n)= 1/’(,%) — 2y (Eyﬁ)’
(5) Gy, n) = “P(%) -y (%) - 21/)(%2)

Es ist von Belang festzustellen, und wird auch spiter benutzt werden,
daB diese beiden Funktionen nur die Werte 44 annehmen. Genauer
gilt der folgende Hilfssatz, in dem Kongruenzen X = ¥ (modn) so zu
verstehen sind, daB X—Y eine ganze durch n teilbare Zahl ist.

HIinrssaTz 2.

®)  Fly,n =[ i fir y=Ymod2n), 0<Y<n,
-} fir ys= Y(mod2n), n<Y < 20;

M e, =‘ i fir y=Y(moddn), <Y< 3n,
—} fir y=Y(moddn), 0<Y¥<n

; oder 3n <Y < 4n.
Beweis. Aus (1.3.1), (4) und (5) ergibt sich

1) Fiir y = Y(mod2n), 0 < ¥ < n ist

n 2n

Y 1 (Y 1) 1
=———— = ) _ =
n 2 2n 2 2

SRR

icm
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2) Fir y = ¥Y(mod2n), n <Y < 2n ist

Y—n Y
Fly,n)=FXY,n)=1vp , —21/;(577

n
Y—n 1 9 Y 1)_m}_
a2 "\ CY A
3) Fir y = Y (mod4n), 0 < ¥ < n ist
Y Y o Y4+4dn—n
Gy, n) =G(X,n) zw(gj —v\5, ) 2 n
Y 1 (Y 1) ‘)(Y—}-Sn 1);_l
w2 w2 T\ 2] 2

4) Fiir y = Y (moddn), n < ¥ < 2n ist

: Y—n Y o [Y—n
0w, m = 602, m) = w7 = v5r) ~ 2 5)

5) Firy = Y (mod4dn), 2n < ¥ < 3n ist

Y —2n Y—2n R Y—n
G(Y,n)='zp( )ww( i ™

I

Gy, n)

. n 2n
Y—op 1 Y —2n _i)_B(Y—n_ 1>=£'
= w2 2n 2 4n 2 2
6) Fir y = Y(mod4dn), 3n < ¥ < 4n ist
(Y —3n Y—2n N Y—n
s m) = 8T, m) = VJ( n ) N\ - 4n
Y—3un 1 Y-2n 1) (Y—n _i) _ 1
= n 2 o 2 “\in 2 2

Die Funktion (5.2.12) soll jetzt mit —Wj (@) bezeichnet ‘und auf
beliebiges y ausgedehnt werden, Mit Riicksicht anf (4) setzen wir daher

oo

N y " .
8) Wily) = _Zw‘—’“«p (;) + (=1 E n Ry, m) (b gerade).
U=1

Z

n=0{mod 2)
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Was die Funktion (5.3.35) betrifft, wo Biy) = w(y) nach (1.3.6) zu se-
tzen ist, so erscheint es geboten, sie in zwel Punktionen zu zerlegen, wobei
in der einen der Faktor (—1)*+9* durch 1, in der anderen durch —1 er-
setzt wird, wihrend zugleich das Vorzeichen der w-Summe umgekehrt
wird. Wir definieren demgemiB, mit Riieksicht auf (),

(9) Dly) = —2 (—;‘l) u'~Fap (%) —}--Z (2n)* %G (y,n) (% ungerade),

M=)

(10) Wiy =—2( ) 1=k, (1) -—2(2%)1*”(%(1/,4@) (% ungerade).

Nl

In den Bezeichnungen (8)-(
ausdriicken:

) lassen sich die Sitze 5.2.2-5.3.2 so

Fir gerade Ty, & = 4 1

(11) Pylw) = { =) £ (])) W) 6" 4 Bat 2 log @
Fir k= 1(mod4), k > 5 ist
(12) Pylz) = DZk{L(70)}4@,,(90)'@-"—1+Bm’“~zlogm. '
Fir k= 3(mod4), &k =7 st
(13) Py() = Dy{L (%)} Wylz) s* '+ Br*log @.
‘Wir fithren nodh die beiden Grenzfunktionen
- (14) lmsup¥iyn) = ¥,  lmint¥n) =y,

ein. Es soll dann gezeigt werden, daBl Py, und gy fir gerade ¥ auf ¥y

zuriickgefiihrt werden kénnen (Hilfssatz 3), fiir ungerade % auf ¥ und
vy, (Hilfssatz 4).

HivrssaTz 3. Fiir gerade k, & > 4 ist
(15) Py, = 2{(1—27F) L (k)} ",
(16) o = 2— P

Beweis. (1b) folgt sofort aus (11), (2) und (14). Fir den Beweis
von (16) ist es zweckmiBig, die Grenzfunktionen

an hmsupEZ’k (@) = ¥;, liminfWyx) = v;
T=00

einzufithren. Es soll jetzt gezeigt werden, daB

(18) v = —¥;

ist.

§ 1. Problemstellung. Py und ggn 203

Fiir jede nichtganze Zabhl y ist die Funktion p(y) ungerade:
(19) w(—y) = —ply) fr y>[yl

Dies folgt sofort aus der Reihenentwicklung (2.3.3), kann aber auch
mmittelbar aus der Definition (1.3.1) hergeleitet werden, In der Tab
hat w(y) die Periode 1; es darf daher 0 < y < 1 angenommen werden,
und dann ist

pW) (=) =y—t—y—(-1)—F=0.
Ts sel nun ay, @, ... eine beliebige Folge mit
(20) Ty < @y < .uuj Wy > 00, p—[w,] > 0.
Jedem x, werde ein g, so zugeordnet, daB

@y a<@<.. wd 3<n<F<.. Yoo
WO Yy = ! —2r.
Tir w < ¢, ist nach (1.3.1), (21), (20) und (19)

e — Xy Ty
SRR R

Analog folgt aus (4) fir n < a-/2

r ?/r
By, n) =1 (:Z—L) —21/)(»2%) =
Xy Ty
(23) = — {w (—Z—) —2y (@)

Nach (1.3.1) und (6) ist |yp(y)| < &, [ F{y, | < 3. Aus (8), (22) und (23)
ergibt sich daher .

Wlg)— > i~y (-;;) D

U<y nLApf2
1 1 -
<= y Tl ',
5 2 2 L

n=0(mod 2)
u>qp n>qp(2

Unmittelbar aus (8) bekommt man

Yf(r 1k, . 175/2
face +Z (u) )

u<a, n< gy /2
n=0 (mod 2)

2 EF (0, 1) ‘

.“2 _h+

u>ap "'>ar/2
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Somit ist |
[Pien) +Ple)| < Dt~ DT wiE
US>ty n>0p/2
Wegen ¢, —co ergibt sich hieraus ‘
(24) Vi) +Prlan) — 0.

Auf Grund von (1.3.1) ist u(y) fir jedes y nach rechts stetig. We-
gen (4) ist daher auch F(y) = F(y, n) nach rechts stetig, und dies folgt
auch direkt aus (6). Da die Reihen (8) absolut und gleichméBig konver-
gieren, ist Yi(y) ebenfalls nach rechts stetig. Mit Riicksicht auf (17)
kann man daher zwei Folgen der Gestalt (20) so wihlen, daB fiir die eine
dieser Folgen Wilr,) — ¥y und fir die andere Wy(x,) - w;. Nach
(24) ist dann fiir die erste dieser Folgen WYiy,) - —¥r. Wegen (17)

" folgt hieraus
vr < —¥5.
Fiir die andere Folge ist analog Pi(y,) - —wk, woraus
¥ = —vi.
Aus den beiden letzten Ungleichungen ergibt sich

v < — 5 < v,
d. h. die Gleichung (18).
Wegen. (11), (1) und (17) ist
Py =2{(1—=2"M (0} 7 PE o = 2{ } vk
Zusammen mit (18) ergibt dies
(25) 0 = — Pl

Die Behauptung (16) des Hilfssatzes folgt aus (25) und (3).
Hriuessarz 4. Fiir k= 1(mod4), %k =5 st

(26) Py =2(1—{Z(0)}m),  om = 2(1— (L0} "%).
Fiir k= 3(mod4), k> 7 4st
(27 Py = 2{L(R)|7'¥s, o = 2{L(R)} 'y

Beweis. Die Gleichungen (27) folgen sofort aus (13), (2) und (14).
Um die Behauptungen (26) zu beweisen, ist es zweckmifBig, die Defini-
tion (17) auch fiir ungerade % > 5 beizubehalten und daneben noch fiir
ungerade k > 5 die Grenzfunktionen

(28) limsup ®(x) = &f, liminf &y(z) = o,
- T=00 ZT=00

(29) limsup @y(n) = @, lLiminfdy(n) = ¢
N=00 N=00
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einzufithren. Bs soll jetzt gezeigh werden, daB
(30) sr=—YL  wo= -0
Der Beweis dieser Gleichungen ist dem von Gleichung (18) sehr &hnlich.
Wir werden uns daher etwas kiirzer fassen konnen.

Die Folgen (20) und (21) behalten wir bei. Fiir < ¢, gilt dann (22).
Weiter ist
(31) Gy, ) = Glay, )  tir  n<

In der Tat ist
(32) ¢! = 0(moddn) fir = g%
Da 2, wegen (20) nicht ganz ist, so hat man
33) 2, = X,p(moddn), 0<X, <dn,
wobei auch X, nicht ganz igt.
Fir 0 < X, <n oder 3n < X, <4n ist 3n <dn—X, <dn
oder 0 < 4n—X, < n und daher nach (7), (21), (32) und (33)
Gy, m) = — 3,
G Wy, n) = G(—p, n) = G(dn—X,, n) = —1.
Fiir n < X, < 3n ist n < 4n—X, < 3n, also
G(@pym) = %, G, n) =Gdn—X,,n) = 3.

In heiden Féllen ist (31) erfillt.
Aus (9), (10), (22) und (31) folgb

o oo S o)
w>dp

i + 3 nH 6, =Gz, m)-

W>qpfd

Wegen (7) ergibt sich hieraus

< Juh Y e

U>gp n>qy/4

| Baly) + i)

Somit bekommt man die zu (24) analoge Beziehung

(33) By + Pilarr) > 0.
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Aus (20) und (21) geht hervor, daB die x,-Folge aus der y,-TFolge durch
dengelben Ubergang entsteht, wie umgekehrt die y.-Folge aus der
z,-Folge. Man kann daher in (35) &, mit y, vertauschen und bekomms
(36) : Pilys) + Pr(2y) = 0.

Wegen (7) ist die Funktion G(y) = G (y, n) nach rechts stetig. Wegen
(9) und (10) sind somit auch @u(y) und Pi(y) nach rechts stetig. Mit
Riicksicht auf (17) und (28) kann man also wvier Folgen der Gestalt (20)
§o wihlen, daf fir sie
BT Pule)>Pr Wle) >k, Bulm) > Bh, Bula) > g

Fiir die erste dieser Folgen gilt die erste Beziehung (37): Wegen (35)
ist dann Byly,) > — ¥}, und wegen (28) folgh hieraus
(38) 7 < =¥
Ebensgo folgt aus den ilbrigen Bezichungen (37), in Verbindung mit (35),
(36), (17) und (28), _

Pulyr) = —vi,  Valy) > =Bk, Plge) > — 0y

(39) Bz, i< -0, ¥i>-—q.

Aus (38) und ( 39) folgt

<-Pr<gn, v < —0; <yh,

womit die Gleiehungen (30) nachgewiesen sind. Bs soll jetzt gezeigh wer-
den, daB
(40) lp; = ¥, lpl*c = By, 1/’7:- = yp—L(k), (II: = Q%”I'(k%

Zndehst ist

-2

In der Tat haben beide Seiten in % die Periode . Bs kann daher 0 <h <%

angenommen werden, und dann geht (41) iiber in 0 = 0. Nach (1.3.1)
und (41) ist

h-i—-e hte h+e] 1 [r] -1 ¢ (h) e
42 = — = - = = .
(42) "P( 22 ) U [ (2 2 [u] 2 + [N u T

‘Weiter ist wegen (7)

(43) : G(h+e,n) = Gh,n).

In der Tat haben beide Seiten von (43) in % die Periode 4n, so daB
0 < h < 4n angenommen werden kann, Firn <k < 3nist n < h <3n—1,

folglich n < h+¢ < 31, und (43) nimmt die Gestalt } =} an. Ist aber

0 <h <noder3n <h<4n, 50 ist 0 <<h+4e < n oder 3n < hts < 4n,
und (43) wird dann —} = —3.
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Aus (9), (42), (43) und (5.3.18) folgt

. o0 oo
=1\ i [hte\ .
Oy(hte) = — 21(7) ul ’"1/’( " )*‘rZ( WG (e 0)
U= =1
901 =1\ i (b N = I v
u—;{(’“)“ 1/1(“ —|—’,;( G(h, n) u21( )
(44) Dyh-te) = Dp(h)—eL(k).
Genau so ergibt sich, wenn (10) statt (9) benutzt wird,
(45) Yilh+e) = ¥i(h)—eL(k).

Nach (5.3.19) ist L(k) > 0. Daher zeigen (44) und (45), daB Pyx)
wmd Wilx) in jedem Intervall » <o < n+41 (n > 3) abnehmen. Durch
dengelben SchluB wie bei der ersten Gleichung (3) iiberzeugt man sich,
daB die erste und zweite Gleichung (40) richtig sind.

Weiter folgt aus (44) und (45), wenn man ¢ gegen 1 riicken 148,

Bn+1—0) = Byn)—L(k), Pyln+1—0) = Wy(n)—L(k),

und daraus ergeben sich die dritte und vierte Gleichung (40).
Aus (12), (2) und (29) ergibt sich filr ¥ = 1(mod4)

(46) Py =2{L(0)} 7' sy co = 2{L(R)} g

Die Behauptungen (26) des Hilfssatzes folgen jetzt aus (46), (40)
und (30).

Fiir k = 0(mod 4), d. h. fiiv 2k = 8n, lassen sich, gestiitzt auf Hilfs-
satz 3, die genaunen Werte von Py und gy sehr rasch berechnen, wie
der Beweis des folgenden Satzes zeigt.

SaTz 1. Fir & = 0(mod4), &k >4 ist

Lk o, Gk—1)
U B T T,
Beweis. Nach (1.3.1) und (6) ist v(y) = —%, F(y, n) < $. Wegen

(8) und (5.2.1) ist somit fir & = 0(m0d4

NN e
Tiy) =— D ’“w(;)+ D e, m

U=1 =1
n—O(modZ)
1 . 1 k 1 k
E(Z + Z )
u=t n= O(modz)
' I
=5 D W= e)
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Inshesondere ist

(48) Pi(n) < ¥ (k-1).

Andererseits ist nach (1.3.1) und (4) fiir ¢ = (21!, v < 2r,n <
. .
=t Fem=—t-a-p =,
und }n’eraus folgh, durch einen analogen SchluB wie bei (48), wenn das
o0-Zeichen auf r > co hezogen wird,
n~1 r

1 ©a [>+]
1 ]
( § Wty § ,nl—k) 1 § it — i
2 )
u=2r41 n=r+1

U=1 =1
n=0(mod 2)

Pi(q) =

o] =
w0 | =

o

(Z‘“l_k-l— S: nl'h) +o(1),

Pilg) =

Lo | e

u=1 =1
n=0(mod 2)

Yilg) =
Daher ist
(49)

b

L(k—1)40(1).

iﬁ%{(%')l} = }(k—1).
Aus (14), (48) und (49) folgt
(50 Ve = 3(k—1) fir &= 0(mod4).

Aus (50), (15) und (16) ergeben sich die Behauptungen (47) des Satzes.

§ 2. P8n+4 und Osnt4

In diesem Paragraphen wird % = 2(mod4), % > 6 vorausgesetzt,
80 daB 2k = 8n--4 ist. Hier ist es noch nicht gelungen, in Analogie mit
(L.50) und (1.4’{), die Werte von ¥y, Py, und oy genail zu bestimmen.
Mehr noch, es ist nicht einmal gelungen, diese Werte bei festem % mit
jeder Vorgegebenen Genauigkeit anzunihern. Doch soll in diesem Para-
graphen ein Verfahren angegeben werden, das gestattet, fir die Funktion

v, . -« X
; % (und damit anch fiir Py, und py,) einen Niherungsausdruck zu finden,
er von dem genauen Wert nicht mehr als um

1,04 274D

abweicht. Der Fehler ist also, selbst i finsti i
> im S =
grofier als 1,04-2-5, ’ S ungiinstigsten Fall & = 6, nicht
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Tine Kongruenz der Gestalt

1

1) u=—— (mod2")
pedeute, daB uv = —1(mod?2") ist. Bine solche Kongruenz bestimms,
bei gegebenem v, eindeutig eine Restklasse mod?2®, der u angehort. Z.
B. ist u = —%(mod8) nur ein anderer Ausdruck fiir u = 5(mod8). Wir
setizen

o0 0
) 0 = D 207" > ik,

a=2 N =1

ua—l,—l/s,...,f;/(z‘z"l—l)(mudﬂ)

Hier durchliuft 4, bei festem «, alle ungeraden natiirlichen Zahlen, die
den angegebenen Restklassen nach dem Modul 2* angehéren. Man beachte,
daB die Restklasse u = 1(mod2%) dabei nicht vorkommt; fiir sie wire
nimlich 4 = —1/(2°—1).

Die Reihe (2) beginnt mit

(3) Bk — 121—16+281—k_+_4:01-—7c+441—k+481—k+561—k+601—k+761-k+
8092 F .,

wobei hinter dem letzten Pluszeichen Glieder n'~* = (27u)*"® folgen, fiir
die » > 100 ist. Noch genauer ist

4) 0= 121"‘+28“’“+40“k+44l”’”—|—481"‘—|—56"k+601“’°+761“'°+

+801-’“+921—’“+1041-’°+1081—"+1201—’“+1241—’C+140‘-"+144‘—’°+
+1561"°—!—1681"“—|—1721"°-}—1841“"—|—1881"‘+1921"‘+204‘""+2201“’“+
—}—2241"‘—1—2321“"+236l"‘+2401"‘—}—2481""+2521“’°+2681"°—|—2841"°+
+2881"°—}—2961"“+30()1"°—|—3041"‘+312“"+316‘”’“+3321“’°+3361“k+
+3481""—}—3601*’“+364~.1”’“+3761"‘—1—3801"‘+3961"‘+400""+4121"‘—|—
+4241“"+4281‘k-&—440“"—}-444—1"‘+448"k+4601"‘+4761"‘+4881"”+
+492‘“"+4961"‘—|—5041"‘—|—5081"‘+524I"k+5401"k+5441"‘+5521"‘-l—
+5561"°—|—5601“’°-|—5681"‘+5721"‘+5761”°+5881“k+5921"°—!—6041"‘+
+6081""+6161”"+6201"‘—i—6321"“—1—636‘“"+6401"‘+652“"+6561"‘—i—
+6681—’°+6721—’°+680”+6841"’“+6961—"+7001—’°-|-70¢1-’°+7161—’°+
-5—7321"“+7441"‘+748""—|—7521"‘+7601“"+7641“’“+7681”k+780’“"+
+7961_"—i—8081"“+8121“"+8161"“+824’”"+8281"‘+844l‘k—|—8481""+
+8601‘k+8641"‘—|—8721”"-{—8761"‘4—8881“"+8921"’°+9O8“"+9121‘k+
+9241"“+9281—’°+9361~"+9401-’°+9521—’“+9561—’°+960‘—’°+972‘-"+
+9881—"+992-‘~’c+10001‘~’°+10043—"+1008‘—’~‘+10161-’°+1020‘—’°+... ,

A. Walfisz: Gitterpunkte in mehrdimensionalen Kugeln b
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wobel hinter dem letzten Pluszeichen Glieder n'~* gtehen, fiir die 7 o
= 1024 ist.

Um dies nachzupriifen, beachte man, daB die Summe der in (4)
aufgeschriebenen Glieder gleich

8
(5) Z2a(1~k) 2’ ar=r
a=2 u<zil—a

sein soll, wobei der Strich an der w-Summe bedeutet, da « den in (2)
angegebenen Kongruenzen zu genfigen hat. Man beachte dabei, dafl die
Werte o = 9 und o = 10 nicht in den Ausdruck (B) eingeschlofen zu
werden brauchen; fiir a = 10 ist néimlich die «-Summe leer und fiir ¢ =9
konnte gie nur das eine Glied 4 = 1 enthalten, das aber nach der im An-
schluB an (2) gemachten Bemerkung nicht vorkommen kann. In der Summe
(B) treten also die folgenden Glieder guf:

a=2; w<%; u=3(mod2?),

e=3; w<?2; w=8,7(mod?,

e=4; 4<2; wu=3,5,09,15(mod2"),

a=D5; w=7,9,17,19, 21,27, 29, 31,

a=6; «=3,7,9,11,15,

a=17; wu=35,

a=38; u=23,
Bildet man die zugehérigen

ik (gau)l—k
und ordnet sie nach wachsendem N,
benen Glieder.
Es ist nun merkwiirdig, daB die Funktion

3 (E—1)—6,

eine sehr genaue Niherung fir ¥, darstellt. Wir werden némlich zeigen,
und darin besteht unsere Hauptaufgabe, daB

80 ergeben sich die in (4) aufgeschrie-

(6) H(k=1)~0r < P < $1(k—1)—+1,04 - 9 FeE-D

Ist. Die linke Hilfte der Ungleichung (6) wird ohne besondere Miihe

nachzuweisen sein (Hilfssatz 1). Der Beweis der rechten Hilfte ist we-

sentlich umsténdlicher; er wird durch die Hilfsséitze 2-7 vorbereitet.
Die Funktion W(y) hat jetzt nach (1.8) die Gestalt

b o0
7 - Y -
7) Y, — ﬁz 1-k (_) _ 1k .
( k(y) U P ” Zn ‘B (y ,n)
U=l =1
a=0(mod 2)

icm
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HILFssATZ 1.
(8) V= 3 (h—1)—0y.
Beweis. Bs sel a > 2,
9) 7= —2(mod2*),  n=0(modu).

Dann ist

(10) F(n,2%) =4 fir wu= -1, _1/3" wery —1/(2%1—1) (mod 2%),

(1) Fn,2%) = —4% fir w=1,1/3,...,1/(2° —1)(mod2%).

In der Tat ist wegen (9)
n = 2mu(mod 2°1y),

WO

m= —(21=1), —(@718), ..., =3, —1, 1, 3, ..., (2*'—1),

mu = —1(mod?2%).

Ist dabei m = 1,3, ..., (27" —1), geniigt also % den in (10) angegebenen
Kongruenzen, 80 ist

n = a(mod & y), wo 0 <a < 2%.

Nach (1.6) ist dann F(n, 2%) = %, womit (10) nachgewiesen ist.
Ist aber

m = —1, =3, ..., —(2*7-1),
d. h. geniigt « den in (11) angegebenen Kongruenzen, so ist
n = —a(mod2*t u),
also
n = b(mod2t ), wo 2% <b <2 .
Nach (1.6) ist dann K F(n, 2%) = —%, womit auch(11) nachgewiesen
" Fiir « =1 ist, unter der Bedingung (9), F(n,2u) = —4%:
(12) Fn,2u) = —4 fir n=2(mod)4, = =0(modu).

In der Tat ist dann # = 2u(mod4u), und (12) folgh aus (1.6).. )
Wir definieren jetzt eine Folge 7y, n,, ... s0: Bs sel n, die kleinste
Zahl, fiir die

ny = —2(mod2);
ny sie die kleinste Zahl, fiir die

ny = —2(mod2%), = 0(moddh), ny>my
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v
ny sei die kleinste Zahl, fiir die
ng = —2(mod2%), my == 0(mods® 5%,  my o,
u. 8. W. Dann ist
(18)  m<my<...; M= —2(mod2", mn,=0(mod3"5"...p_),

W0 p,_; die (r—1)-te ungerade Primzahl bedeutet.

Es sei jetzt irgendein o (> 3) vorgegeben. Nach (13) gibt es damn
einen solchen Index 7, = 74(v) > 2, dab
(14)

m= —2(mod2™), m,=0(modu) fir r=r, 2<La<y, w0

Sei jetzt r = 7). Auf Grund von (7) ist

Pn,) = — Tul*kw(ﬁi) —Z.(,‘Zu)l"“lf’(w“ 20) —

(2

U=1 U=1
(15) =N N R (i, 2) = 848,
wob ei
(T - o
8, = —2 wt ey (7) —2(2u)1 P (n,, 2u)— Z 2 (2%0) " B (1, 2°0),
U U 2<a<y UK
_ 1-x, [P _
(16) 8= = Dty (2)— 3 (2, 20) -
U>Y US>V
— (22u)E R (n, %) — (2%u) " F (n,, 2%u).
22 2= ) 3 g

2<a<y US>

Aus (9) und (14) ergibt sich, daB in 8, die Bedingungen (10), (11)
und (12) fir # = n, sutreffen. Wegen (14) ist ferner dort uln,. Auf

Grund von (1.3.1) ist somit
)= -3
Wl = "y
Wir erhalten

(17 8, = %{g ul_k+2(2u)l“k+ 2 2 (2uu)1—k}__ 2 2’(2';,”)1—1:‘
v ULy

2<aY USY 2<a<Y ULY

Der Strich an der %-Summe bedeutet hier, wie in (5), daB « den in (2,
angegebenen Kongruenzen zu geniigen hat,
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Fiir v — co strebt der Inhalt der geschweiften Klammer in (17),
quf Grund von (B5.2.1), gegen ’

© 00 00 o
—k 5o, \1-F o 1k
St St 5 S
U=1 uU=1 a=2 u=1
© 0
=2, Q= Xt = p(h1).
a=0 U=1 n=1

Die Doppelsumme in (17) strebt wegen (2) gegen 6. Somit strebt S
gegen

3 (k—1)—0;.

Wegen (16), (1.8.1) und (1.6) strebt S, gegen Null. Wenn also ein be-
liehiges & vorgegeben ist, so kann man wegen (15) ein solches v = v(e)
finden, daB fiir r = 74(v)

Pem) — 3 (k1) 6] < e
Das bedeutet aber, dafl
(18) Tlc(”r) - %é(k—'l)—ok

Aug (18) und (1.14) ergibt sich die zu beweisende Ungleichung (8).

Im folgenden werden wir mit 9 unendliche Mengen natirlicher
Zahlen, mit 9N Mengen nattirlicher Zahlen bezeichnen.

Wir fiihren jetzt den folgenden Begriff ein: Fine Menge N heife
vollstindig, wenn
(19) limsup Py(n) = Pg;

neRN,N=c0

sie heiPe unvollstindig, wenn

(20) limsup Py(n) < P.
NN, N=00

Auf Grund von (1.14) mmB einer der Fille (19), (20) vorliegen. Fol-
gende Tatsachen, von denen spiter Gebrauch zu machen ist, ergeben
sich unmittelbar aus der obigen Definition und der anschlieBenden Be-
merkung:

1) Die Menge aller matiirlichen Zahlen st vollstdndig.

2) Wenn aus einer vollsiindigen (wnvollstindigen) Menge eine endli-
che Menge vom Gliederm entfornt wird, oder wenn 2u einer vollstindigen
(unvollstindigen) Menge eine endliche Menge von Qliedern hinzugefilgt
wird, so ist die so entstehende Menge vollsidndig (unvollstindig).

3) Wenn aus einer vollsiandigen Menge N eine unvollsténdige Teil-
menge N, entfernt wird, so ist die Restmenge RN—N, vollstindiy.
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4) Jede unendliche Teilmenge einer unvollstindigen Menge ist unvoll-
standig.

8) Die Menge N ist vollstindig, wenn sie eine vollstandige Teilmenge
besitat.

Es folgen jetzt sechs Hilfssitze.

Hrvrssarz 2. Die Menge N, aller geraden natirlichen Zahlen ist
vollstandig.

Beweis. Eg geniligh zu zeigen, daB die Menge N’ aller ungeraden
natirlichen Zahlen unvollsténdig ist. Wir setzen

(21) . ¥, = limsup P (v).
B=00
Nach (2), (3) und (1.3.8) ist
B < 121"“+161"”+201"°+... = 4k@h R gt R L)

2-—Ic
<4 7‘(31 "—i—fyl“kdy) = 4% (31 By 70—4)
< 4 (31—k+%.31~k) < 2_41—7631—1:7
(22) 0, < 2-191F,
Aus (8) und (22) folgt
(23) ¥, > 3 (k—1)—2-12%,

‘Wir betrachten jetzt gesondert drei Falle.

1) Bs sei v= 1(mod4). Nach (1.6) ist dann F(v,2) = }. Wegen
(7)y (1.3.1), (1.6), (5.2.1) und (23) ist daher

o0 oo
0) <3 ) w4y 3 (an)pFooik
U=1 N=1
= }(k—1)—2'% < W, 2. 191-F 91—k,

2) Bs sei v=3(mod4), v = 0(mod3). Dann ist v =3 (modl12),
also F(v, 6) = 1,

Pi(v) < (k—1)—6"% < W42 19 F—glF,
3) Bs sel v= 3(mod4), » =~ 0(mod3). Nach (1.3.1) ist dann
- 1 1 1
gi~F (ﬂ) Y Ll R S PO
P 3 =3 3 3 =3 3 3.
Daraus ergibt sich

Prilv) < 3(k—1)—37% < ¥y+-2-12"F—3-31%,
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Fiir alle v ist demmnach
P (0) < Pp+-2-121% —61F = P (2 -2k 1)191-*
< W+(2—2°)127F,
(24) W (v) < P—30-121F,
Aus (21) und (24) folgt
v < W, —30-121 < W,
Wegen (20) ist also die Menge ' unvollsténdig.

HirrssATz 8. Die Menge DN ist unvollstindig, wenn man jedem n
in N eine beliebig groBe Zahl M so zuordnen kann, daf

(25) Wi M) —¥i(n) = ¢,
wo die Zahl ¢ nicht von n und M abhingt.

Beweis. Nehmen wir an, die Menge I sei vollstindig. Wegen (19)
gibt es dann ein soleches nedN, daB

P
¥y < Pln) + 3

Diesem 7 ist nach Voraussetzung eine unendliche Menge O von Zahlen
M zugeordnet, die der Ungleichung (25) geniigen. Fiir MM gilt daher

V(M) 2 Pi(n)+e > Y’H——
Nach (1.14) folgt hieraus

&
¥y = limsup Yu(M) = ¥+ -,
MM, M=00 2

was unmdglich ist.

Hirrssarz 4. Tir jedes v ist dic Menge DNy, aller Zahlen
(26) . n = —2(mod2")
vollstindig.

Beweis. Nach Hilfssatz 2 ist die Menge Ny = N, vollsténdig.
Es geniigt daher, » > 2 sowie die Vollstéindigkeit von N,,_; anzunehmen
und die Vollstand1gke1t von My, zu beweisen (Induktion).

Da die Restklagse n = —2(mod2™") in die beiden Restldlassen

n= —2 und 2"'—2(mod2")

zerfillt, so besteht nach (26) die Menge 9N =Ny, 1 —Ny aus denjenigen
Zahlen n, fir die

(@1 7 = 2'—2(mod?2").
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Bs geniigt daher nachzuweisen, daf8 diese Menge 9% unvollstindig ist,
weil daraus die Vollsténdigkeit der Menge Iy, = MN,,_, —N folgt.
Wir setzen jetzt fiir beliebige n

(28) Ty(n) = g by (%),

(29) Tyn) = D' ¢"F(n,q),

=2
‘ 21g, 2" L4
(30) © i) = D' ¢"FF(n, g).

- a=2
21‘—-1lq

Nach (7) ist dann
(1) Wi(n) = —T1(n)—Ty(n)—Ts(n).

Es sei n eine beliebige vorgegebene Zahl der durch (27) definierten
Menge N. Ferner sei v irgendwie so gewihlt, daf

(32) DUtk <o, .
U>v

Der Zahl n ordnen wir alle Zahlen M zu, die den Bedingungen

(33) = —2(mod2"), M=n (modn u

U<y

geniigen. Bs ist klar, daB die Menge M dieser Zahlen M unend-
lich ist.
Nach (31) ist
3
= D Tyn)~1y( 1)}
=1

Hierbei ist nach (28), (1.3.1) und (33)

- 2 b2

u>v

(34) YU M)—Wy(n

Ty(n)—Ty( M)
also
(35) [Ty(n)—Ty( M) < 2 =k,

us>v

Weiter ist nach (33) und (27)
M= n(mod2’“1nu).

U
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Wegen (1.6) folgt hieraus
F(M,2%u) =F(n,2%) fir 1<a< r—2, % <.
Nach (29) ist somit
Tyn)—To(M) = D) M P (n, 2u) —F (M, 220)),

1<a<r—2 US>

d. h.

M| < Y"“(I B Zul < yul E,

US>V US>

(36) |To{n)—

Endlich ist nach (1.6), (27) und (33)
Fn, 2 =%, F(M,27)=—

Wird also in (30), ¢ = 2" 'm gesetzt, so folgh

o=

Ty(n)—To( M) = or-1a-H Zml—’" Fu, 3 m)—F (M, 2 m)}

— 2(r—1)(1—7c) (1+ Z,)nl—k{ ])

m=2

Wegen (1.6) ist somib
[e<]
Ty(n) —To(M) > 290 (1= 3 ~F).

m=2
Hierin ist -
2 —_ 3 ol-k 1
Zm .\9 f 1’"(7J“‘(l+ ) ot ké?'l <§j
m=2 2
Somit isb
(38) Ty(n) —To(M) > 2¢~00—H~1 > 277,

Aus (34), (35), (36), (38) und (32) ergibt sich

Y (M) —Pr(n) = >0k Zu“’“ > 2Tk,
U>v
Somit ist (28) mit e = 21" erfiillt, und Hilfssatz 3 ergibt die Unvoll-
stindigkeit der Menge .
Wir fithren jetzt die folgenden Summen ein, die nach Art der Su.m}xfen
(28)-(30) gebildet sind. Um die Bezeichnungen etwas zul veremfa%(sr e];té
soll bis zum Ende dieses Paragaraphen der Buchstabe g nur gerade Wer
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annehmen. Hs sei

(39) Sy = ST giety [
== 2 —
0= Z ()

Py

(40) Syin) = )3'5 ity ( n )
< )

— %
(U
o0

(41) Syn) = Y ¢ P (n, g),

=2
2"t

(42) 8,(n) — Z"* P

=2
olg, 440

(43) Sy(n) = Z ql_kﬁ,m’ 2.

q=2
4p"|g

Aus (7) und (39)-(43) ergibt sich

4 VM) — i) —

(N

2 {8y(n) —S(aD}.

Wird ferner in (43) gesetzt g = 4p"

-

m, so folgt
(45) S5(n) = -+ ¥
B5(n) = (4p")~* Zl'm“’“'F(vz, dp™m).
M=

Wegen (45), (1.6) und (37) ist

(46) 18] < 4oyt 3 niH < 2O (e
M=2 2 '

HILFSSATZ 5. Bs sei N of
. . % N eine belichs L
bei festem H > 4, der Bedingung eliebige vollsiindige Menge, deren Zahlen

47
( ) n = _2(m0d2H)

geniigen. B 1 ej
g S set ferner M, diejenige Teilmenge von RN, fir dic

4
(48) n= O(modpf—l)'

D L
ann ist die Menge M, sofern P < 100, vollstindig

=M
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(Wir schreiben 9y, und nichd N,,, da es nicht bekannt ist, ob die
Menge O, auch fiir jedes p > 100 unendlich ist.)

Beweis. Es sei p zunichst beliebig, aber fest. Nach Voraussetzung
ist die Menge M, vollstindig. Es gentigh daher, die Menge M, als voll-
stindig vorauszusetzen und die Vollstindigkeit der Menge My, 21 be-
weisen, Hierzu geniigt es aber zu zeigen, daB die Menge M = M — My g1
endlich oder unvollsténdig ist. Diese Menge M Dbesteht aus denjenigen
Zahlen von N, die den Bedingungen .

(49) n= —2(mod2®); n=7p""h, pth

geniigen. Tst M endlich, so ist michts zu beweisen. Daher wollen wir an-

nehmen, daB 9N unendlich ist.
s sei n eine beliebig vorgegebene Zahl der Menge 9. Ferner sei

o irgendwie so gewahl, daB v =5 und

(50) 5 Sl uih 2Rl < 0,01 (497
US>

Der Zahl n ordnen wir alle Zahlen M 7, die den Bedingungen
(51) M=n (mod2" Il 'u.), 2 = 0(modp")

ugy

DH
geniigen. Hs ist klar, daf es unendlich viele sblche Zahlen M gibt.

Aus (49) und (51) folgt

(52) M = n(modu) fir w<v, pPTU
In Verbindung mit (39) und (1.3.1), ergibt dies

(o) < 3

k

(63) S-S < D) u"
ol

Weiter folgt aus (51) und (52)

M = n(mod2m) fir m=2"u, ¢<7? u<o, piu.

Wegen (1.6) ist daher

F(M, %) = Fn,2%%) fr a<v ¥ <v, piu.
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Nach (41) und (1.6) hat man somit

1Ss(m) — Sy 30| < X' ¢HE (n, ) —2 (I, )|+
a=2 '
W|g
-1
Yioa, 1=k 3
+ D D@y E (n, ou)— (M, 200)]
a==1l U>v
. S .
< ql—c -+ (u(l ]L) 1= k
¥y
< ort- k)Z,’nl k+2 1=k

US>y

Zusammen mit (37) ergibt dies

(54)

(85)

(56)

(57)

(58)

(59)

[San) = Sy(B)] < PRy YTk,

U>v

Nach (1.8.1), (49) und (51) ist
n h 1
P pl”p 2 7 2’
Wegen (40) ist somit, wenn dort % durch p"u ersetzt wird,
‘ )
Sy(n) —8y( M) = p™@-B 1=k i i
2 4 ;ﬂ' u ¥ pru -y (T)}’

pu
PR N1
Weiter ist nach (1.6), (49) und (51)
Fn, 2p™u) >

By(n) —8y(MU) > pe-P=1_

-3 M= "P'(mOd‘iZ’r);

Nach (42) ist daher, wenn man dort q = 2p"u setzt
’

Sy(n)—8y( M) = (Ep')l"szlLl—k{F(')z, 2p"u)—F (M, 2p"u)}
u=1 ’ ’

Sy(n) =8y M) = —(2p")** 3 u'k

u;; .

Endlich ist nach (46)

[85(n) —85( M) < 1,05 (4p").

F(M,2p") = —4.

=M

§ 9. Ponys und oonid

Aus (44), (53), (54), (56), (88), (59) und (50) folgh
Tk(M — W (n) = _22“1 —k__gv(l~ k)+l+p'r(1—-k) 1_
U>v
r(1 k)zul— 22) )1 kzul k_1 05(42) )1—
(60) > p B {p—(1+2') 2 *_1,06-474.

Hierin ist ndch (1.3. 8)‘ mag k gemde sein oder nicht,

U=5
_ 5 Ya-x
= (14— 2k_4)5 )

(61)

algo

o
(L4215 2 W 41,06 -4 < (14275 -2-37541,06-47° < 0,01,

n=3

Somit ist

1 1
r-ky{ —
Y M)—Py(n) = p (p 100)'

Jetzt machen wir von unserer Annahme p < 100 Gebrauch. Es ist
dann p < 97 und da,her ist die Ungleichung (95) mlt

1 1
_oarl-R
=P (97 100)

erfiillt. Unsere Behaﬁptu.ng folgt jetzt aus Hilfssatz 3.
Trrssatz 6. Bs sei O eine belichige vollstindige Menge, deren Zah-
len, bei festem H =4, den Bedingungen

n=0(modu) fiir w <100

(62) n = —2(mod 2%);
geniigen. Bs sei ferner Myr derjenige Teil von N, fur den
(63) n = 0(modp™").
Dann ist die Menge My, sofern

(64) 100 < p < 2%,

vollstindig.
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i ibt dies, an Stelle von (58)

Beweis. Bs moge p der Bedingung (64) geniigen. Nach Vorans. ‘ Zusammen it (57) ergib ’ ’
setzung ist die Menge M, vollstindig. Bs gentigt daher, die Menge M, 10) 8,(m)—8y(M) > —(2p" 2 e
als vollstindig vorauszusetzen und die Vollstéindigkeit der Menge My i1 (7 45100
zu beweisen. Und hierzu gentigh es zu zeigen, daB die Menge IM = o — . . 68), (70) und (66) folgt
~Myyy1 endlich oder unvollstindig ist. Diese Menge I besteht aus Aus (4), (53), (54), (68), (T0) ( .
denjenigen Zahlen von M, die den Bedingungen (62) und auBerdem der W M) — () = —2 2 T A
Bedingung ) u>v
(65) n=p"%, pih — (14217 3wt Sy(m) —S5(M)

w>100
geniigen. Ist M endlich, so ist nichts zu beweisen. Daher dirfen wir an-

nehmen, daB M unendlich igt.
Bs sei n eine beliebig vorgegebene Zahl der Menge 9R. Ferner sei v

¥/

pra-B=1 otk 2 W S(n) —B5(M).

©>100

. ! Hierin ist
irgendwie 5o gewihlt, daB v > 100 und ) % 99**k  9g*~* oGk
‘ ko Vot [ ythay = < <2
(66) 22u1—k+271(1—k)+1 < (1—gtF) pra-io 2 wE, Zug;o’w b m‘;:no 9{ k—2 4
U>y u>100
. . . Somit ist
Der Zabl n ordnen wir alle Zahlen M zu, die den Bedingungen (1) genii- - W) S ptU-B—1_08—6k,TA=F) 4 8 () —S5(M).
gen. Es ist ldar, daB es unendlich viele solche Zahlen M gibt. Die For- (1) Pil( M) —Fuln) >
meln (52)-(59) bleiben in Kraft, doch sollen im folgenden nur (53), (b4), Wir betrachten jetzt gesondert zwei Fille, je nachdem
(85), (67) und (59) benutzt werden. i ’ "
Nach (62), (64) und (65) ist p*=1(mod4) oder p"=3(mod4).
. ; n wir von p nur, daB es dem
n=p"Yum,  pm = L <100, 1) Bs sei p" = 1(mod4). Dann verlangen wir von p nut,
u Intervall
Wegen (1.3.1) ist daher (12) 100 < p < 2%
(67) ""( 1: ): P (£> >i —:£ fir < 100. angehore. Das Ifltermu (64) st in (72) enthatien.
phu P p 2 ; Nach (1.6) ist
Weiter ist nach (51) und (62) Fn, 497 = —4-
M= 0(modp™) fir wu< 100, Nach (51) und (62) ist .
und daher M= —2(mod8), M = 0(modp’). ”
. [y = i 11) er
hg 1 Daher ist (9) mit a =2, n = M, u =p" erfilllt, mnd (11) ergl
w(p’w) =—3 fir  w < 100. F(M,4p") = —3-
Mit Riicksicht auf (55) und (67), bekommt man daher, statt (56), Nunmehr folgt aus (48), (1.6) und (37)
el
(68) Sy(n) =8y M) > pra-P-1 2 atE =) Wk S (n)—Ss(M) = (4p" )" Zml—k{ﬁ'('n, dp™m)—F (M, 4p™m)}
U<100 u>100 m=1

Ferner ist nach (1.6), (62) und (51) fiir u < 100

(69)  F(n,2p") > —3

0
> g Ytz -
%, M =2p"u(moddp™), F(M,2"u) = —1. "
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Daher ist nach (71) wnd (72)
gfk(M)_Wk(n) > p‘r(l—k)(p—-l_zs—-ﬁk_‘?) ‘22—-376)
> pf(l—k)24—5k(1_24—37a___ %) > 21—3kpr(l-k).
Die Ungleichung (25) ist daher mit
&= Zl—akpr(l—k)
erfiillt, und Hilfssatz 3 Lefert die Behauptung.

Der Fall p" = 3(mod4) wird in drei Unterféille geteilt, je nach dem
Verhalten der Zahl % in (55).

2.1) Es sei p" = 3(mod4) und
(78) h=ua(modp), wo O0<a<p, a=1oder 2(mod3).
Nach (62), (65) und (1.3.1) ist dann, wegen 3|k, 3ta,
b = a+p oder a+2p(mod3p),

n\ . [k atp e 1 1 _1 1 1
—|=v|=|= =—t -
1P(?ﬂf) w(3p) w( 3p ) T 2R 28

Die hier angegebene untere Schranke fiir y(n/3p") ist um 4—2/3p besser

als die durch (67) fiir u = 3 gelieferte Schranke 1/p—%. Zu der rechten
Seite von (68) und (71) kann man daher wegen (55)

1 2
— ) (3 -k __ ok r(1~k)__2, —k, r(1-k)—1
( 3 3p) (3p7) 37 37
hinzufiigen. Das gibt

Pl M) —Wi(n) > 37Fp R g8~ pr Ot g () — ().
In Verbindung mit (46), folgt hieraus

(M) —Wyin) > p"* " {37F 98-8k __1 05. 49

= (4P Ao, 05)
> (4" S (EF 2% 1,08} = 5 (497",
und Hilfssatz 3 liefert die Behauptung.
2.2) Bs sei p" = 3(mod4) und
(714)  h=a(modp), wo O0<a<p, a=2 oder 3(mod4).
Dann ist zunéchst

(75) h = a oder a-}p{mod4p).
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Wire dies niimlich nicht der Fall, so miiBte nach (74)
b= a+2p oder a-3p(modip)

gein, Wegen p’ = 3(mod4) ist p = 3(mod4). Nach (62) und (65) ist
= 2(mod4). Bs miiBlte also sein 9 = a2 oder ¢41(mod4),d.h.a =0
oder 1(mod4), im Widerspruch zu (74).
Aus (75) und (65) exrgibt sich

n = ap™" oder p"-+ap’ (mod4p").
Tn Verbindung mit (74) und (1.6), ergibt dies

Fn,2") =

ro =

wihrend wir in (69) fiir » = 1 nur F(n, 2p") > — % hatten. Zurdl(irkrecihten
Seite von (70) und (71) kann man daher, wegen (57), (2p°) hinzu-
fiigen. Mit Riicksicht auf (46) bekommt man dann .

W M) — ) > (2p") 22O+ 8(n) — S5 M)
> (2pr)1—k(] _27—5k_1,05_2l—k) > %(Zpr)l—k,

1nd Hilfssatz 3 Liefert die Behauptung.
Die Bedingungen (73) und (74) ergeben zusammen

h=a(modp), wo 0<a<p, a==0 oder 9(mod12).
Es gentigt daher, noch den folgenden Fall zu betrachten:
2.3) Es sei p’ = 3(mod4) und
L =a(modp), wo 9<a<P.
‘Wegen (65) ist dann
n=ap (modp", Wo 9IKo<P,

()= ol2) 0D 2%

i ?) =7\l T 2

Das ist um 8 /p besser als die in (67) fiir 4 = 1 gelieferte Schranke 1jp—43.
Zu (68) und (71) kann daher wegen (55)

8 2(1—F) r(1—-k)—1
— = 8p
p

hinzugefiigh werden.

15
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By ergibt sich dann, mit Riicksicht auf (46) und (64),
Yl M) —Hy(n) > 9p"0 01— ~kpr=) L G () — S5 IM)

> (4pr)1-lc {%476——1 ____26—‘1\76_1705}

9
> (eLp')l“k{sz = 4’“—L2-“’~:1.,0ﬁ}

= (4p")*{F —271 1,05} > 0,06 (4p") ",
und Hilfssatz 3 ergibt die Behauptung.
Hrupssarz 7. Die durch die Bedingungen
(76) n= —2(mod25); n=0(modu) fir w< 9%+
bestimmte Menge N ist vollstindig.

Beweis. Wir wollen die Menge N einfach alg Menge (76) bezeichnen
und spéter bei anderen Mengen analog verfahren.

Da die Menge (76) bei wachsendem H abnimmt, darf H > 4 voraus-
gesetzt werden. Nach Hilfssatz 4 ist die Menge

(77) n= —2(mod2¥)
vollsténdig.

Wir legen jetzt die Zahl r folgendermafen feét: Es sei r die kleinste
natirliche Zahl, fir die

(78) 371 > g+l

Wendet man Hilfssatz 5 auf die vollstindige Menge (77) und p = 3
an, so folgh, daB die Menge

(79) 7= —2(mod2¥), n =0(mod3™ 1
vollstéindig ist. Abermalige Anwendung von Hilfssatz 5 auf die Menge
(79) und p = 5 liefert die Vollstindigkeit der Menge

n= —2(mod2®), n= 0{mod(3-5)").

Indem man fortfihrt, Hilfssatz 5 anzuwenden, zeigt man die Vollstindig-
keit der Menge

(80) n= —2(mod2®), wn=0 (mod Hp’“l).
Weiter ist nach (78) Pt
[[7 7 =o0@modu) fir u< 100,
P<l00

50 daB jede Zahl der vollstindigen Menge (80) der Bedingung (62) geniigt.
Man kann daher auf die Menge (80) den Hilfssatz 6 mit p = 101 anwenden,
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Das liefert die Vollstéindigkeit der Menge
(81) n= —2(mod2%), n=0 (mod np’”l).

<101
Eine weitere Anwendung von Hilfssatz 6 auf die Menge (81) und p = 103
liefert die Vollstdndigkeit der Menge

n= —2(mod2¥), n=0 (mod HZ’H)'

p<103
Indem man fortfahrt Hilfssatz 6 anzuwenden, sieht man, daB die Menge
(82) n = —2(mod?2¥), =0(mod [] »™)
peatletl
vollstidndig ist. Da aber nach (78)
P77 = 0(modu) fiir w < 2%+,

p<a?letl

so ist die vollstindige Menge (82) in der Menge (76) enthalten. Daher
ist aunch die Menge (76) vollsténdig.
Wir haben jetzt alles zum Beweise des folgenden Satzes vorbereitet.

SaTtz 1. Hs sei k= 2(mod4), k = 6. Dann ist

L(k—1)—26, <Py < {(k—1)—26; 11,04 - 91k
(=27 T ’ ’

) (=T

S(k—1)—20

2 E(k—1)—20;
B G b PR T P R S e e
a==Fim ST )
Beweis. Die linke Hilfte der Ungleichung (6) ist auf Grund von (8)
erfiillt. Jetzt soll die rechte Hélfte der Ungleichung (6) nachgewiesen wer-
den. Dabei bedeute n eine Zahl der Menge (76).
" Aus (7), (1.3.1), (1.6), (5.2.1), (76), (9), (10) und (11) folgh

Yiln) = — 2’2(1_kw (g‘)— qu—kF(ny 7

(L

(84) 2

U=] g=2
=] 2 o0 o0
= — Nauthy (—)— 2 (2u)"FF (n, 2u) — qu‘k]?(n, q)
uU=1 U=1 g4]=qz

<§ 0 YTy Y (4wt g;ql-"{lf’(n, 0)+1}

410

a=2 uU=1
(85) <P(H—1)— ' B 3T
2<a<H u<2?ktl
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per Strich an der «-Summe bedeutet hier, wie in (5) und (17), daB « den
in (2) angegebenen Kongruenzen zu geniigen hat.
Ans (85) folgh, auf Grund von Hilfssatz 7 und (19),

Ve <eh-1)— Y ptH 3T ik

¢ a<a<H wgdlt1

Die linke Seite dieser Ungleichung héingt nicht von H ab; rechts darf H
beliebig groB sein. Wegen (2) ist daher

¥, < %C(k—l%— Z2a(1—h) y' it

d
a=2 u<2k+1

(86) =3 (k—1)—0,+ P 3w,

a=2 u>22k+1

In der u-Summe von (86) ist » an die in (2) angegebenen Kongruen-
zen gebunden, durchldnft also Zahlen von gewissen 2°~2 Restklassen nach

dem Modul 2% Die einer festen Restklasse entsprechende Teilsumme

ist, unter Beachtung von (1.3.8),

=]
2(227€+1+2uh)1—k < 2(2k+1)(1—7c)+ f (22k+1+2uy)1—kdy
0

h=0

<

9@k+1) @~k

— QEk+)(-k)
+ 2°(l—2)

& QEHNAE)_|_g—o-2t@h+D)2-F)

Daher ist in (86)

[o<] el o
2 < Zgu(!—k)—{-a—ﬂ 2 (22k+1+2ah)1—k
a=2 a=2 h=0

o0
< o @k+1)(1-E)—2 Z gal2—k) +2(2k+1)(2—lc)—4 S‘ 9a(l-k)

a=2 a=2

= (1—2%%)~LoCkt)0-R)-20-k) |
(1 —2F) g @kt ) @-)~4+2(1-F)
16 o3 f—2k2 | 32
<z 2 k2% ‘I‘:’i' gk—2k2 _ %(1 +g€1‘ 23-—2k) o—kizk—1)

32
< 3 (1 +_:%_ 2—9)2~k(2k—1) < 1,04 o—k(zk—1)

Damit ist auch die rechte Hilfte der Ungleichung (6) bewiesen.
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Aus (5.2.1) ergibt sich fir s > 1

1 o 1 3 1
1-—9-% z — _ S = .
(87) ( )E(s) n_zél W L () 1;: v

Tnsbesondere ist
(88)

(83) folgt aus (1.15), (6) u_ud (88); (84) folgt aus (1.16) und (83).

§ 3. ognia und Pynys

In diesem Paragraphen wird % ungerade, k > 9 vorausgesetzt. Hier
lassen sich, wie im vorigen Paragraphen fiir k¥ = 2(mod4), nur angenih-
erte Werte fiir Py und gy angeben. Die Methode bleibt dieselbe, doch
ist ihre Anwendung umstindlicher und der Fehler groBer. Insbesondere
sind die Resultate, die man fiir ¥ =5 und 7 bekommt, von geringer
Schérfe, so da wir uns entschlossen haben, diese Werte auszuschliefen.
Aber mehr noch: Wihrend wir im vorigen Paragraphen auf Grund von
Hilfssatz 1.3 nor die eine Funktion ¥} anzunihern hatten, miissen wir
jetzt, da wir statt dessen Hilfssatz 1.4 zur Verfigung haben, die beiden
Funktionen ¥, und u, getrennt behandeln. Um daher diesen Paragra-
phen nicht zu sehr anwachsen zu lassen und den Teser durch ‘Wiederho-
lung gleichartiger Dinge nicht zu ermdden, soll hier nur die eine Funktion
W, untersucht werden, was uns die angeniherfen Werte fiir ggyqs und
Py liefern wird (Satz 1). Die analogen Ergebnisse filr ggnys Und Panya,
die man mit Hilfe von w, bekommt, sollen vhne Beweis angegeben werden
(Satz 2).

In diesem Paragraphen soll ¢ nur gerade Werte annehmen, m nur
positive Werte.

Die zahlentheoretische Funktion =(m) sei folgendermafien definiert:

Bs sei n{2°) die Kleinste natirliche Zahl n, die den Bedingungen ge-
nikgt: .

1) n= —1(mod2*%,

(2) n =o0(modp”) fir pTu, p=1(modd),

@) n=p’—p* ... tp—1(modp”) fir p°lu, p=3(modd)
(4) n=p=loptif. tp—L(modp?) fir o, p= 3 (mod 4)

(fiir % =1 fallen die Bedingungen (2)-(4) weg).
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Weiter werde gesetazt

(B  Z) = _,; (:421—) ul =¥y (—”(47%)—) — g (2m)*~%G {n (), m).

Unsere Aufgabe wird sein, die folgende Ungleichun.g zu beweisen, die der
Ungleichung (2.6) entspricht, aber nicht so scharf ist:

8790%%
(6) Z(k) < ¥y <Z(70)'|“_k‘:,r-
Die Funktion ¥(y) hat jetzt nache (1.10) die Gestalt
0 oo
. 1 y
¥ = _ ok, (YY) 1~k
0w == 3 (S (- X omra, m.
U=1 M=1
Hiorssarz 1.
(8) V. > Z(k).
Beweis. Nach Definition der Funktion n(m) ist
(9) n(m) =n(d)(mod4d) fir djm. -

In der Tat, ist die Kongruenz (1) fir ein gewisses a erfiillt, so gilt sie auch

tir jedes o; < a. Ist die ‘Kongruenz (2) fiir ein gewisses ¢ erfiillt, so gilt
sie auch fir jedes r, < r. Ist weiter die Kongruenz (3) fiir ein gewisses v
erfiillt, so gilt sie auch fiir jedes v, < v; zugleich ist dann die Kon)
gruenz (4) fir jedes ¢, < o erfilllt. Ist endlich die Kongruenz (4
fiir ein gewisses g erfiillt, so gilt sie fiir jedes ¢; < ¢; zugleich ist dann die
Kongruenz (3) fiir jedes -, < q erfiillt,

Dies alles ist fiir m = 2% und die Zahlen a1y 71, 1, ¢; anzuwenden
die so definiert sind: '

2%d;  phd  fir p=1(modd); pud fir p = 3(mod 4);
pUd  fir  p = 3(mod4).

Die Zahlen 71, V1, §; brauchen natiirlich nicht alle zugleich. definiert zu

sein, und fiir d = 1 ist sogar keine von ihnen definiert. Aber (9) ist jeden-
falls richtig. -

Wir bestimmen jetzt eine Folge ny,m,,... 50: By seien ny, #, ...
die Kleinsten Zahlen, fiir die

= —1(mod2%);

1y = —1(mod2®), q,= 2(mod3), Ny > ny;

ny = —1(mod2*), = 2(mod 3%), ns = 0(mod5?), my > ny;
ny = —1(mod?2%), =, = —7(mod3%), m, = 0(mod5%),

ny = —43(mod ), ny>n,
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u. s.w. Hierbei sind 3,5,7,... die ungeraden Primzahlen, wachsend
geordnet, und die Kongruenzen, denen die Zahlen n, na,eh‘ den Moduln
p™* zu geniigen haben, sind (2)-(4). Fir =, lautet z. B. die Kongruenz
nach dem Modul 7%, in der Schreibweise (3),

ny = T —T4+7—1(mod 7%).
Es sei irgendein v(>> 3) gegeben. Auf Grund der obigen Kongruen-

zen fiir 7., der Definition der Funktion »(m) und (9), kann man dann einen

golchen Index 7y = 7o(v) > 2 finden, daB
(10) 7, = n(m)(mod4m) fix r>=r, m==:%w, 0K<ae<gT,

0

AA

U L0,

Sei jetzt 7 =7,. Nach (7) ist

( —1 —x, [ S atl, \1-k 94,
Vi) = — 2(_’%_) ul kil) (“—) - (27 ) G (n,,2%)

u

Uu=1 a=0 Uu=1
= 8,48,
wobei
e PN LA BN y(2“+114,)177‘(r'(11,,2“u),
M= v ) L L
U< <<y U<?
oo
E —1 W Ep (1) — y y(fz“*lvu)l“"G(n,,2“14)—
Sp=— 2, | Y\ T L L
u>v a>v U=

— (2+ 1) % @ (nyy 270).
0<asy U>Y

Nach (1.3.1) und (10) ist in &

[ 7y n(u)
w(7)=w( u )’

nach (1.7) und (10) ist in Sy ‘
Gy, 20u) = G (n(2%), 2°).
Somitb ist
=1\ 1 [nlw)) setly )R (n (200), 2%).
5= = D[ e X X ez,
ULy <a<

Nach (5) strebt also §; fiir v = oo gegen Z (k). Weg:an (1_.3.1) und (1;;‘2)

strebt 8, gegen Null. Der Schlub des Beweises verlduft jetzt genau so,
2 . . N )

wie beim analogen Hilfssatz 2.1 im vorigen Paragraphen.
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Wie im vorigen Paragraphen, werden wir mit % unendliche Mengen
natiirlicher Zahlen, mit Y0 Mengen nattirlicher Zahlen bezeichnen. Die
Definitionen (2.19) einer vollstindigen Menge und (2.20) einer unvollstindi-
gen Menge behalten wir bei. Dann gelten auch die dort aufgezihlten fiinf
Eigenschaften der vollsténdigen und unvollstéindigen Mengen. Auch
Hilffssatz 2.3 bleibt in Kraft.

Bruessanz 2. Die Menge N, aller wngeraden natirlichen Zahlen ist
vollstindig.

Beweis. Aus (5) und (5.2.1) folgt

-]

(11) Z)—3(b—1)+ D' w7 = —Zy(k)—Zy(k),
uz;?;?)ﬂ4)
‘wobei
— - —1 f”_(ﬂ)_ 1 1-k X -k __ .- 1-k
(12) Zl(k)—g{(_u-)'(,l)( " )—{—E}w — 2; u _-ZIqu ,
B ’ u=3(moa) b
(13) Zy(k) = g <2m)1—k{e (n(m), m)+ %} - qu ¢+,

Nach (1)-(4) ist
7(1) = 0(mod 1),
7(7) = 6(mod7),

(14) n(3) = 2(mod 3),

n(9) = 2(mod 9),

7(b) = 0(mod 5),
7(11) = 10 (mod 11),

7(13) = 0(mod13).

Aus (12), (14) und (1.3.1) ergibt sich

=X =X =X, =X, =X, =0, X,<l.
In der Tat ist z. B.
om0 (y@+a—g=-F+1-2 =
Z(k) <91-’“+' i’ul—’“.
U=15
Weiter ergibt sich aus (1)-(3)
18) nl)=3, n@) =17, n@B) = 11, n(4) =15, =a(5)=15
n(6) =23, m(7) = 27.
Ang (18), (1) und (L.7) folgt )
T h=Y = =7,=0, Y,<I.
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Daher ist

also, nach (1.3.8),
Zy()+Za(k) <O 3ol F <9t E

n=15

fyl""dy
14

= gt~k 1 Y e P DN M P X ey

—

Zusammen mit (11) und (8), ergibt dies

V> 3(k—1— Y w29
u.=-31(‘n=1§d4)
Um den Hilfssatz zu beweisen, geniigh es zu zeigen, daB die Menge 9’

der geraden natiirlichen Zahlen unvollsténdig ist. Hierzu betrachten wir
gesondert drei Fille. Zuvor sei bemerkt, da8 nach (1.3.1)

(16)

1 n u—1 1 1
el -2
und daher
1 fiir % = 1(mod4),
2l
. w %—— fir  u = 3(mod4).

1) Bs sei n = 2(mod4). Nach (L.7) ist dann G(n,1) = §. Wegen

(7), (17), (1.7) und (5.2.1) ist daher

: 18 ., ® o, 1 j(om)z—k o1~k
Tk(n)g—z—Zu — “23 u +—2—m=ld
w=t u=3(mod4)
S )
= 3(k—1)— 23‘ wF—9l-
U=
u=3(mod4)

In Verbindung mit (16), ergibt dies
(18) Yin) < p—2tF42-91F,

2) Bs sei # = 0(mod4), n = 2(mod3). Dann ist n = 8(mod12), also
G(n,3) =%,

00

2

u=3
u=3(mod4)

—k -k
u"r gk,

Pi(n) < 3 (k—1)—
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Vi(n) < Wyp—61"F4-9.91-F
3) Bs sei n = 0(mod4), n = 2(mod3). Nach. (1.3.1) ist dann

(_1) )(n) (n) 1 101
——=)ul=) = 2 )=
3 )T SY ) T Ty
wahrend (17) fiir die linke Seite nur die Schranke =5 =(—D+1
ergibt. 'Wir erhalten somit

N

00
Yin) < $¢(k—1)— 2 O

U=§
u=3{mod 4)
also

Ylk(n) < Tk-—3_k_|_2.91—ln‘
In allen drei Fillen ist
Pin) < Wp—61F 4291k <, _gi-k
wegen
Lgl~E_pl- ap ) B
20TE-6 = M (3 < otk
Daher ist ]
lim sup¥y(g) < ¥—9F <
=00

womit die Unvollsténdigkeit der Menge O nachgewiesen igt.

) Setzt man die Reihe der Kongruenzen (14) fort, so folgh, daB n(u)
fir w=1,...,99 die folgenden Reste mods gibt:

(19) 0,2, 0, 6,210, 0,5, 0, 18, 20, 22, 0, 20, 0, 30, 32, 20, 0, 26, 0,
42, 20, 46, 6, 17, 0, 10, 56, 58, 0, 20, 0, 66, 68, 70, 0, 30, 76, 78,
20, 82, 0, 29, 0, 13, 92, 75, 0, 65.

Aus (12), (1.9) und (1.8.1) ergeben sich die Werte von X, fiir

% =1,...,99. Diese liefern die folgende Niherung fiir Z,(k)

(20)  Zy(k) = oo Sty 21k 2ori-F B oggik
5381 F g £o3gi-Ey £ ysiek 540 F L Dogy Py
F B8 L B sT Ry 2 g1k 8. g1k B gxik
e TR 1Ry 1 g7k y B gqiok 2 ga1k
5950 Loggi-Fy
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Gleicherweise bekommt man durch Fortsetzung der Reihe (15) die
folgenden Werte von n(m) fir m =1, ..., 50:
@1y 3, 7, 11, 15, 15, 23, 27, 31, 11, 18, 43, 47, 39, 55, 35, 63, 51,
47, 75, 15, 83, 87, 91, 95, 75, 39, 47, 111, 87, 95, 123, 127,
131, 119, 55, 47, 111, 151, 143, 93, 123, 167, 171, 175, 153,
183, 187, 191, 55, 175.
Aus (13), (21) und (1.7) ergeben sich dann die Werte von XY, fiir
g =2,...,100, und diese liefern die folgende Naherung fiir Z,(k):
(22)  Zy(k) = 18" F1-20F 4301 1 861 F 1 52t F 4 palF 70 R 721y
+80F 08 Ry

Wir fahren jetzt mit den Hilfsséitzen fort.

HILFssATZ 3. Fir jedes v ist die Menge Ny, aller Zahlen
(28) n = —1(mod2")
vollstandig.

Beweis. Nach Hilfssatz 2 ist die Menge N, = N, vollstandig.
Es geniigt daher, » > 2 sowie die Vollstindigkeit von N, , anzuneh-
men und die Vollstindigkeit von 9, zu beweisen.

Es sei M = 9y, —Ny,. Dann besteht N aus denjenigen Zahlen n,
fiir die
(24) n = 211 (mod?2").
Es geniigh nachzuweisen, daB diese Menge 9 unvollstindig ist, weil da-
raus die Vollstindigkeit der Menge Ny, = Ny, —N folgh.”

Fiir 7 = 2 besteht die Menge (24) aus allen n = 1(mod4). Fiir diese
# ist nach (1.7), G(n, 1) = %, und hieraus bekommt man, wie beim Be-
weise von Hilfssatz 2, die Ungleichung (18) und die Unvollstindigkeit
der Menge 9. Daher sei 7 > 3.

‘Wir gsetzen fiir beliebige n

(25) Tn) = Y‘( -1 ) by (ﬁ),

U

Toy(n) = Z @my=*@(n, m),
m=1
ar—24m

Tyn) = 2 (2m)*G(n, m).

=1
2r—2lm
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Nach (7) ist dann
(26) Pi(n) = —Ty(n) —Ty(n)—Ty(n).
By sei n eine beliebig vorgegebene Zahl der Menge (24), und v sel
irgendwie so gewdhlt, daB
&l 1_

I < z—rk

Uz
Der Zahl n# ordnen wir alle Zahlen M zu, die den Bedingungen

M =n (modnu)

ugy

geniigen. Es ist klar, daB die Menge I dieser Zahlen M unendlich ist.
Nach (26) ist

(27) M = —1(mod 2"),

V(M) —Py(n) = Z{T (n)—T5( M)} .

Hierbei ist nach (25), (1.3.1) und (27)

Ty(n)—Ty(M) = ; (—%) ul"‘{zp (i;-) —y (“]q;[_)}’
also
1Ty(n) —To(M)] < DN ut"

Weiter sieht man durch denselben SchluB, wie beim Beweise von Hilfssatz
2.4, aber unter Benutzung von (1.7) statt (1.6), daB

Tom)=Ty(d) = D' 3 (2% )4 G (n, 2°u)— G, 2°0)},

0<a<r—3 u>‘u

[Ty(n)—To( M)| < 2 ul=*.

U>P

Weiter. ist nach (1.7), (24) und (27)
Gn, 2% =%, GM,2%) = —1.
Von hieraus ergibt sich, genau wie bei Hilfssatz 2.4,
Ty(n)—To( M) = 2*7%,
Auch der SchiuB des-Beweises verlduft, wie bei Hilfssatz 2.4.
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Wir fithren jetzt die fiinf Summen ein, die den Summen (2.39)-(2.43)
entsprechen:

(.23) Si(n) =

N\
L
—
:‘|

—
LA
=
.
T
L
<
——
2| =
=

EN]
IR AN
E -

Il
X
L‘ 3
—
——
13
T
Lol
-
—
2=
~—

(29) Sy(n)

Eﬂ‘ﬁ
& L

Il
[\l

(30) Sy(n) (2m)=*G (1, m),

%3
g L

(@m)=*@(n, m),

De

(31) Su(n) =

2
33
;gf...

@
\l\/’)
b
&

lI
Mz

(2m) %G (n, m).

48
sl

Aus (7) und (28)-(32) ergibt sich (2.44).
Die zu (2.45) analoge Formel lautet hier

o

Sy(n) = (4p")*~* Z m~E@(n, 2p"m).

m=1
Wegen (1.7) und (2.37) bleibt daher (2.46) in Kraft.

HILEssATZ 4. Fs sei N eine beliebige vollstindige Menge, deren Zahlen,
bei festem H >4, der Bedingung

(33) n = —1(mod 2%)
geniigen. Es sei ferner M, diejenige Teilmenge von N, fir die
(34) n = 0(modp™") fir = p=1(mod4),

5 =l gt tp—L(modp™) fir p=3(mod4),
(33) n=p—p" . +p—1( porais ¥,

(36) n=pt—p 4. tp—1(moedp™?) fir p=3(modd),
ungerade r = 3,

(37 n = 0(modp™') fir p =3(mod4), r =1.
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Dann ist die Menge M, vollstindig, sofern
(38)

p <5749, p=1(mod4), r>0,
(39) p < 227, p = 3(mod4), r>0,
(40) 227 <p <5783, p=3(mod4), r=2.

Beweis. 1) Es sei p = 1(mod4). Nach Voraussetzung ist die Menge
My vollstindig. Es geniigt daher; die Menge M, als vollstindig anzu-
nehmen und die Vollstéindigkeit der Menge My pp1 z0 beweisen. Und hierzi
gentigh es zu zeigen, daf die Menge M = Mpr—Myp yy endlich oder
unvollstindig ist. Diese Menge IM besteht aus denjenigen Zahlen von
RN, die den Bedingungen

(41) = ~1(mod2™); n=9p"%, pih

gentigen. Tst M endlich, so ist nichts zu beweisen. Daher darf die Menge
M als unendlich angenommen werden.

Es sei nun » eine beliebig vorgegebene Zahl der Menge MM und » sei
irgendwie so gewihlt, daB v > 5 und die Ungleichung (2.50) erfiillt ist.
Der Zahl # ordnen wir alle Zahlen M zu, die den Bedingungen (2.51)

geniigen. Eg ist klar, daB unendlich viele solche Zahlen M vorhanden -

sind.

Aug (41) und (2.51) folgt (2.52). Wegen (28) und (1.3.1) ergibt sich
daraus (2.53). Wegen (2.51) und (2.82) ist weiter

(42) M = n(moddm)  fiir m = 2%, a <=1, u <0, ptu.

ZFn Verbindlmg mit (30) und (1.7), ergibt sich daraus, durch dieselbt
Uberlegung wie bei Hilfssatz 2.5, daB die Ungleichung (2.54) erfiillt ise

(2.55) ist jetzt zu ersetzen durch
X M
ul-lc{ vy ]

Da aber p = 1(mod4), d. h. 7" = 1(mod4), so ist
-Gl
—1 .
drem

H.iera,us folgt, genau wie beim Beweise von Hilfssatz 2.6, daB die
Ungleichung (2.56) erfiillt ist.

Weiter ist nach (31), wenn man dort m — P setzt,

-1
pTu

(43) 8a(n) —By( M) = @) (
U=

n

Sa() = 85() = 570 N (:}_) u;_k{w(

[l 2
& P

) S =8 M) = (277 Nl G, gru)—G (M, pu));
U=1

icm
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ferner ist aber nach (1.7), (41) und (2.51)
G, pw) = —3, M= —p(moddp),
Die Ungleichung (2.58) bleibt somit in Kraft.
Genau wie beim Beweise von Hilfssatz 2.5, folgt jetzt, dafl die Un-
gleichung (2.60) erfillt ist. In (2.60) ist nach (2.61)
o
(14257 D106 475 < (14275 (370 + 5570 4+,
u=3
(45) <107%(1+
Wegen (38) ist daher
W) —Pln) > (azp — 50 70

GM, ) =~ 5.

) (15242 4348) 1618} <1727

und unsere Behauptung folgt aus Hilfssatz 2.3.

2) Bs sei p = 3(mod4). Nach Voraussetzung ist die Menge M,
vollsténdig. Bs geniigt daher, die Menge M, als vollstandig anzunehmen -
und die Vollstindigkeit der Menge M, ,,, zu beweisen. Hier ist 7 >0
unter der Bedingung (39) und r = 1 unter der Bedingung (40). Diese
beiden Fille sollen zunichst gemeinsam behandelt werden; p und » kon-
nen dabei beliebig sein. _ '

Die Menge M., ist in der Menge My, enthalten. Fir » =1 ist dies
Kklar, es sei also r = 2. Ist r gerade, so hat die Zahl n in M, die Bedingung
(85) zu erfiillen und in M,,,,, die Bedingung (36) mit r+1 statt 7, also
die Bedingung
(46) —p . +p—1(modp").

Jedes n in M, , erfills daher auch die Bedingung (33), d: h. es ist
My pes in My, enthalten. Fiir ungerade v > 3 hat die Zahl » in ‘?ﬁp, die
Bedingung (36) zu erfilllen und in M,,,, die Bedingung (33) mib r4+1
statt r, also die Bedingung

(47) n=p'—p " +...+p—L(modp”).

Jedes nin M, ,,, erfiillt daher auch die Bedingung (36), so daB hier elzen-
falls My, in M, enthalten ist. Jetzt ist ersichtliech, daB es genigt,
die Endlichkeit oder Unvollstindigkeit der Menge M = My — My ey
nachzuweisen.

Auf Grund von (33), (36), (37), (46) und (47), besteht M aus allen Zah-
len der Menge R, die der Bedingung (33) geniigen, und fiir die auBerdem

n=p!

(48) = =h(modp) fir h=0,1,...,p—2 (r=1);

(49)  m= k' l4ptr—pi b Fp—1(modp) firk=1,..., p—1
(r gerade);

(80) n=hp Tl p Tt —p 4 4p—T(modp”) fir h=0,..., p—2

(r > 3 ungerade).
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Tst I endlich, so ist nichts zu beweisen. Daher darf M als unendlich
angenommen werden.

Es sei n eine beliebig vorgegebene Zahl der Menge IR. Ferner sei v
irgendwie so gewihlt, daB v >5 und die Ungleichung (2.50) erfiillt ist.
Der Zahl n ordnen wir alle Zahlen M zu, die der ersten Kongruenz (2.51)
geniigen, d. h. der Kongruenz

(51) Men(mod?ﬁ’ ” w),
<y Piu
und fiir die auBerdem
pl—p 24 +p—1(modp") fiir gerade 7,

(52) M=),
p"—p" ... +p—1(modp”) fir ungerade r.

Es ist klar, daB unendlich viele solche M vorhanden sind.

Aus (35), (36), (37), (51) und (52) folgt (2.52). Wegen (28) und (1.3.1)
ergibt sich daraus (2.53). Aus (51) und (2.52) folgt (42). Daraus ergibt
sich (2.54), wie im Falle p = 1(mod4).

Aus (48), (49), (50), (52) und (1.8.1) folgt

n h 1 .

P 5; =;—§ fir h=0,...,p—2 (r = 1),
=hp~tptl—p i T —p—5 fir h=1,...,p—1
(r gerade),
=hppt—p ST — 3 fir B =0,...,p—2
(r > 3 ungerade);

-

M 1
v (7) =p lep T — 5 (r gerade),

1
=1—p~ . P —p™— 5 ungerade).

I p D 2 2 ’
M 1 1 1 1
pl=)=1-= =+ ——,
p P 2 2 p
d. h.
M n 1
& () 6=
LAV ARAV'T A

icm
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92) Fiir gerade r

n 1
v (?) =27 —p T T T — 5

M =1 —2 | SR— 1
w(ﬂ)ﬂf) P AP T T =

d. h.

: )
( ) v pr v pr /p‘

3) Fiir ungerade r >> 3

n 1
Y (—17) <@p=2p7 p Tt —p TP T T

M o1
P (};7) =1—p .. 4T —p f—"zv

woraus (53) folgh. Wegen (33) und (54) ist

bt

Tn Verbindung mit (43), ergibt sich daraus (2.56).
Die Fille (39) und (40) sollen jetzt getrennt behandelt werden.
2.1) Bs sei p <227, > 0. Aus (31) und (32) folgt

oo

S(@)+85(d) = 2’ (2my—*@(d, m)
m=1
Par
. = (2p")+* Zml_kG((Z, p'm).

m=1

Zusammen mit (1.7) und (2.37), ergibt dies
1,08 :
18,(@)+8sd)] < 5= (20
also

5
(55) | 37 (8w —Sy(ID}| < 1,05(287
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Aus (2.44), (2.53), (2.56), (2.54), (55) und (2.50) folgt
y’jk(lll)___):llk(n) > —92 Zul—k_gu(]—k)'}-l __l_pr(l—k)—lm

u>v

0
__pr(l-k) 2 ul'k—l,OB (2pa')1—lc
u=3

00

> p'r(l—k) ,p—l__ ul—lﬂ___l 06'21—76 X
o= Shur00.27)
Hierin ist nach (2.61)

o0
2 w P 41,062 < 3704 25794106270
U=3
< 0,0001564-0,004141 < 0,0043 < 7.
Wegen p < 227 ist daher

VM)~ Wi(n) = (g5 — o) 27,

und unsere Behauptung folgt aus Hilfssatz 2.3.
2.2) Es sel 227 < p 5783, r = 1. Aus (33), (51) und (52) folgt

M = —1(mod4), = —1(modp),

= —1(mod4p).
‘Wegen (1.7) ist also

G(’n,p)}—%, G(MJP)z—%-

Wegen (44) ist somit die Ungleichung (2.58) mit # = 1 erfiillt. Nach (2.46)
ist auch (2.59) fiir r = 1 giiltig. Wie beim Beweise von, Hilfssatz 2.5,

erhalten wir jetzt die Ungleichung (2.60) mit r = 1. In Verbindung mit
(45), ergibt dies

» 11 1 1
W)~ Fn) > (———M) P N W
» 5790)7  Z\5783 " 5790)7

und unsere Behauptung folgt aus Hilfssatz 2.3.

Hruessarz 5. Die durch die Bedingungen
(56) = —1(mod2%); = =n(u)(modu) fir wu < 5789
bestimmite Menge N st vollsténdig.
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Beweis. Da die Menge 9 bei wachsendem H abnimmt, darf H > 4
angenommen werden.

Nach Hilfssatz 3 ist die Menge
(87) n = —1({mod 2¥)

vollstindig. Wir setzen jetzt » = 9 und wenden Hilfssatz 4 auf die voll-
stindige Menge (57) und p = 3 an. Dann folgt, dafl die Menge

(38) = —1(mod2¥), =38+ .. +3—1(mod3")

vollstéindig ist. Abermalige Anwendung von Hilfssatz 4 auf die Menge
(58) und p = b liefert die Vollstindigkeit der Menge

n= —1(mod2®), n=3—3+...4+3—1(mod3"), n= 0(mod5®).

Tndem man auf diese Weise bis p = 227 fortfihrt, zeigh man, daB
diejenige Menge vollstindig ist, deren Zahlen 1) der Bedingung (57);
2) der Bedingung (34) mif r = 9 fiir p < 227; 3) der Bedingung (36) mit
r =9 fiir p < 227 geniigen. )

Bei der weiteren Anwendung von Hilfssatz 4 auf die Primzahlen
im Intervall 227 < p < 5783 werde r = 2 angenommen. Es folgt dann,
daB diejenige Menge M vollsténdig ist, deren Zahlen die folgenden Bedin-
gungen erfiillen: 1) (57); 2) (34) mit r =9 fiir p < 227 und mit r =2
fiir 297 << p < B783; 3) (36) mit r = 9 fiix p < 227; 4) (88) mit r =2
fir 227 < p << B783.

Bs geniigt jetzt zu zeigen, daB diese vollstindige Menge M in der
Menge N des Hilfssatzes enthalten ist, und dazu braucht, nach Definition
von n(u), nur gezeigh zu werden, da fir w < 5789 jede Zahl » von M
den Bedingungen (2)-(4) geniigt.

Es sei zundchst p = 1(mod4), p'llu. Wegen 3% > 6000 > w ist dann
r < 8. Ist p < 227, so geniigt n nach Definition von M der Kongruenz
n = 0(modp®), also gewiB der Kongruenz (2). Ist p > 227, 80 muB r =1
sein, weil 2272 > 6000 > u ist. Dann geniigt » der Kongruenz (34) mit
r =2, d. h. der Kongruenz (2) mit » =1.

Weiter sei p = 3(mod4), pllu. Dann ist wieder r <8 und r =1
fir p > 227. Ist p < 227, so erfilllt » die Kongruenz (36) mit r = 9,
d. h. die Kongruenz

n=p'—p ... +p—1(modp?). _

Ist dann p°flu, so ist v <7, und n geniigh der Kongruenz (3). Ist aber
PYu, 50 ist ¢ < 8, und n geniigt der Kongruenz (4). Ist endlich p > 221,
5o erfiillt » die Kongruensz (35) mit r = 2, d. h. die Kongruenz (3) mit
v=1.


Yakuza


icm

244 V1. Die Funktionen Py und oot

Wir sind jetzt in der Lage, den folgenden Satz zu beweisen:
Sarz 1. Fir k = 1(mod4), & =9 ist

Z (k) 3790*" Z (k)
_g 2N . < o K22
(b9) 2—2 () 2,001 o X O L(k)
Firr % = 3(mod4), & >11 dst
Z (k) Z (k) B790*"
= <
(60) ) T <Pp<2—~ D) +2,001 ——

Beweis. Die linke Halfte der Ungleichung (6) ist auf Grund von (8)
erfiillt, Jetzt soll die rechte Hilfte der Ungleichung (6) nachgewiesen
werden. Dabei bedeute n eine Zahl der Menge (56).

Nach (56) und (1.3.1) ist

Pl

U=1
=-S5 - 2 ) )
@) < —uz ({})u Hy (%”—)) - N

=1 %>5789

Die groBte Potenz von 2, die in den Zahlen m < 5790 aufgeht, ist

12. Nimmt man also in (56), H = 14 und beachtet die Definition der
Funktion. n(m), so folgt

n = n(m)(moddm) fir m <B5790.
Nach (1.7) ist daher

—2 2my %@ (n, m) = — E 2m) “kG( (m), m) — 2 (2m) %G {n, m)
A=l

MsL2895 mz=2896

e 1

< — (2m)*~*@ |n(m), m)+ 2 (2my,

1 m2896

Aus (7), (61), (62) und (5) folgt

ms=

]

Fn) <Z(k)+ D wi

m=5791
3790**
k—2

(62) k)+ f yrtay = Z (k) +

5790
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Damit ist wegen (1.14) auch die rechte H&lfte der Ungleichung (6) be-
wiesen.

Nach (5.3.18) ist

L(k) =1—8F457 % 77FL > 1-8%>1-37",
also
! < 1,0005

(63) T S Los.

Die Ungleichungen (59), (60) des Satzes folgen aus 11.26), (1.27),
(6) und (62).

‘Wir wollen jetzt eine zu n(m) analoge Funktion n{m} wie folgt ein-
fithren: )
" Bs sei n|2°u} die Kleinste natiirliche Zahl m, die den Bedingungen genigt

) mo=2o0tipaelyl 2(moed2™t?)  fir gerads a,
) omo= 20420 L+ 2(moed2°Ht)  fiir wngerade a,
66) n= —1(modp") fir p'llu, p = 1(mod4),
)
)
)

67 n = 0(modp) fir plu, p = 3(mod4),
(68 n=p" l—p" . 4P —p  fir pUlu, v >3, p=3(mod4),
(69 n=pl—p® 4. +p'—p  fir pUu, p = 3(mod4).

(Fiir % = 1 fallen die Bedingungen (66)-(69) weg.)
Ferner werde gesetzt

(70) Zlk} = 2 (:l) oy (ﬁi:_‘}) -+ Z (2m)*G{n{m}, m).

1
Dann gilt, wie hier ohne Beweis mitgeteilt sei, die Ungleichung
5790°*
k—2

welche jetzt an die Stelle von (6) tritt.
Aus (1.26), (1.27), (71) und (63) ergibt sich

Sarz 2. Fir k= 1(mod4), k =9 ist

(1) Z{k}—

< Yk <Z{k};

Z{%) Z{k} 5790*"
9 23 <2 2,001 - .
(72) 299 ) < Py < L(k) +2,0 5
Fir &= 3(mod4), &k >11 ist
%{k) 5790* 7|k}
73 2 —2,001 ——— < g < 2 .
) k) PR T
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