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(78) ist bereits fiir » = k+2 > 6 bewiesen worden; vgl. (2.4.6)-(2.4.9).
Der Beweis bleibt auch fiir r = 4 und B in Kraft. (79) ist in § 3.8 fiir k > 4
bewiesen worden, doch gilt der Beweis auch fiir k = 4.

Es sei

(80) aPyz) <t fir 2> DB =3.
Dann ist nach (79) und (78) '

..‘

(w——'n'bz)kﬂ"l—{-Bwkﬂ—l = w(7c~1)/2+13$k/2—1A

aPyle) <1
g 2gmgat2 r (-———k +

Zusammen mit (76) ergibt dies

k
tw'r (—)
Dk+1 < 2

g 'S F(7a+1) :
p)

Hieraus folgt wegen (1.4.2)
, D,

(81) t}—z‘—vg.

(77) folgt aus (80) und (81).
Damit ist Satz 9 bewiesen. Fir k¥ = 4 gilt nach (75)

(82) Pye) = Q,(2), Pyo) = 2_(2).

Aus (3.1.3) geht hervor, daB eine der beiden Abschatzungen (82)
verschirft werden kann; man weif aber nicht, welche.

V KAPITEL

LURSMANASCHWILISCHE SATZE -

§ 1. Hilfssiitze

In den §§1-3 dieses Kapitels ist die Dimension der Kugel gerade
und > 8. Aus technischen Grinden, um die Schreibweise etwas zu ver-
einfachen, soll diese Dimension durch 2% bezeichnet werden (wobei
unsere Annahme % >4 also imme? noch in Kraft bleibt). Es sei
stets

(1) r<i<——1.

Unsere Aufgabe wird sein, Niherungsausdriicke fiir Py(x) zu finden, die
ein Restglied von der GroSenordnung Bz*~7~'logws besitzen. Fiir gerade &
wird dies in § 2 geleistet, fiir ungerade & in § 3. Im vorliegenden § 1 wird
eine Reihe von Hilfsséitzen bewiesen.

Es sei : i
@ . ay(n) = Zd.‘l
am
die Summe der ¢-ten Potenzen der Teiler von n.
Hrirrssarz 1.
®3) agn) = Bnflog2n.

Beweis. Nach (2) ist, da n/d zugleich mit d alle Teiler von » durch-

liufs,

n\? 1 1 1

aim = D(5f = DG <t Dz < 312,
dan am am asn

woraus die Behauptung (3) folgt.
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HILFSSATZ 2.
i

(4) B = s’“+2(~1)r (Z) Byls)s 4B,

ngs =1

G 4 mr1t

D14
——t-k—Z( _y (’G)"”Br( )Icrl_Blc-—fl > 1).

Beweis. Wir wenden Hilfssatz 1.3.2 an mit X =0,¥Y =s,
fly) =¥ r = 9, was wegen (1) gestatbet ist, und erhalten

kl#s_{_z

'n<s
Hierin ist nach (1.3.5) und dem zweiten Mittelwertsatz

() S),Sk n‘l"BfB ?/ 70—7—1dy

: 1
. = Bs* 7L
[=*

Zweitens nehmen wir X = 0, ¥ = (t—1)/4, f(y) = (4y+1F 7 r =]
und erhalten

ik Z (4m L = B4k

ssm{t-1)f4 o<m<<(I-1)/4
d I t—1 .
=L"—’,—Z(—l) (“) 4”3,,( . ) B4
=1

[y
+8 [ By (ay+ 1y,
0
woraus (5) folgt.
‘Es werde jetzt gesetzt

(6) Sde) = Sugle) = D)o DVap (%)
n<e aj(n,9)

Hivrssarz 3.

(M) Sq(m)A=2M"‘12 ( )2,1(11 ) HE V 2,
M

Mu ) H‘M KI/MH

icm

) ] _ N4 w(H)
(11) fla) MZ”&?M , (?) -

§ 1. Hilbssitze ' 178
Beweis. Auf Grund von (6) ist
_ o1 N g
=3 3 S8,

Mg n<ge d|
(n,0)=M

Ersetzt man hierin # durch Mn, so folgt

Sql) :ZM"“’ ) —IS‘@,( )

Mg . n< aiM
) [ q/M) 1
\ | \
(8) : :A\J Mk*lz du (%) 2 k-t
Mia a\M n<a/M

(n.g/My=1
Nach ciner bekannten Eigenschaft der Mobiusschen Funktion ist
1 fir a=1
9) C D) = l ) ’
an fir n>1

vgl. z. 1. Winogradow [4], Kapitel IT, § 3). Wegen (9) ist in (8)

Z = 2 nEt 2 u(H) :2 H(H) E k=l

n n<e|M H](n,q q ngafM
<a] 10,21 M) all <2

Ersetzt man hierin n durch Hn, so folgt, daB in (8)

.(10) »Z‘: D pEES Yk

n n<E|ME

q
|37

Die Behauptung (7) des Hilfssatzes folgt aus (8) und (10).
Wir setzen jetzt

My [4
q H'[Jt—l

HILFSSATY 4. Bs ist
1L fir ¢=1,

12 f(q‘)=‘o fir > 1.


Yakuza


174 . ¥. Lurémanaschwillscho Sitzo

Beweis. Die erste Zeile von (12) ist klar. B (¢1, §2) =1 ist ferner

fog) = 3= i (_ﬂg_) um

Man M Cay

Iﬂ——ﬂ—
S S o) 3 um
L7y M. aMIM, q g
Mg, H{Ml 5

H

Y S8 3 wam
Mllql 2«1[ . ql o iy
Myiay amM2 , T = ol

1

2w (i) 3 %’ﬂ

Mgy 1My

‘ 1 AN C: _
XZM—ZJZ’M(Z) S = f{a)f(t%),

.
Mylay "~ 2dg BT,

d. . die Funktion (g) ist multiplikativ. Bs gentigt also, die zweite Zeile
dEI: Behauptung (12) fiir den Fall g = p" zu beweisen, wobei ausnahms-
weise auch p = 2 zugelassen werden soll. Dann sind in (11) alle Glieder,

anfler denen mit M = p" und M = p"~* gleich Null, da u(g/d) = 0 fiir
dp™* ist. Daher ist

)_x

10") = = {p"u () +p" u(p)} W+ = H(@er)

17 P
1
(p"—p™ )—( ——)=0,
Y4
Wwas zu beweisen war,
HILFsSATZ 5. Fiy q>1 ist

)
(13) Sq(w)=%2(—1y(f)2 (q)d,B( ) o BTl H10g .

=1 dla

Beweis. Nach (4) ist in (7)

. i
o Bl o
" n@%mn k\MH +k;( U )5 e 7774 Sl

"S

%sl,_l

iom
Setzt man (14) in (7) ein, so ergibt sich das Restglied

Sl = S S 2

§ 1. Hiltesdtze

EDRIEDND) 5

o)
Mz amM ] : Miq aM
X

Wegen (2) und (3) ist dies Restglied

— By *HZ‘M’Q ( ) By Z,M’M( )Iog q

Mla Mlq
= Ba" T o(g)log’q = BT 1 oglq.

Somit ist
I
o) = 300 Vau(4 )Z" {(ﬁ) +
lel a|M HIM

7

: k 71 7 3
= f(q)w’“+;(—1)'(r)ff(q)x"“”rBw"‘ Y *ogdq,

wo f(g) durch (11) gegeben ist und

(15) filg ZM’ - S‘d#( ) Z H)E™'B (MH) '

Miq daiM H[

M

- Wegen (12) ist also
i .
W) e = -1 () Mo B ogy

r=1

Setzt man in (15): MH = n, H = n/M, so folgt

o =D D Y u-a (zqi) # (%) (%)ME " (Fmi)

njg Min d|M

- 2enli) el o)

aMm

= D, (%) Z au (5) MZ “ (“ﬁ)

e aqM

Sl Jone e
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Brsetzt man hier M durch dM, so folgt wegen (9)

o= 2 (1) Janld) 3e(3)

20 din »
d
S5, () [4)
= n B,(Z)n[u(nl.
n|iq

In Verbindung mit (16), ergibt dies die Behauptung (13) des Hilfs-
satzes. :

HIrrssATZ 6.

i

v Dy, .
a1 Pufe) =% 31

=1

k
r
T R Y S,
+D””2 2( p ) Zn e 7 -+ Bz 0gX.

2gg<al2 hmodg nge

)R.(m) o
o

Beweis. Wegen (1) ist
‘ #Ploge < o og 2.

Nach (1.4.3) und (1.1.1) ist daher

(8 - Agpfn) = Dzkzﬂk"l +Dy, 2 +Ba* T og s,

ngT 2cqgt/?

wobei unter der ¢-Summe dasselbe wie in (17) steht.

Die Behauptung (17) des Hilfssatzes folgt aus (18), (4), (1.4.2) und
der Definition von Py(z).

Zum SchluB noch ein Hilfssatz {iber die Ramanujanschen Swmmen
(1.1.27).

HirrssaTz 7.

(19) ' ¢, = D) d#(%)-

a|(h,q)

‘Beweis. Beide Seiten von (19) sind, als Funktionen von ¢ betrach-
tet, multiplikativ. Fiir die linke Seite ist es beim Beweise von Hilfssatz
3.3.3 gezeigt worden, fiir die rechte Seite folgt es aus der Multiplikati-
vitdt der Funktion u(n). Somit gentigh es, (19) fir g = p™ und g = 2"
zu beweisen. Wir hehandeln nur den Fall ¢ = p", da der Fall ¢ — 2" wort-

icm
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lich genau so geht. (19) nimmt dann die Gestalt an
0, wenn  p"l4p,
(20) Clhy p™) =1 —p™ 7, wenn  p™!|p,
P"—p"7Y,  wemn  p"|h.

Ein reduziertes Restsystem nach dem Modul p™ wird erhalten, wenn
man aus dem vollen Restsystem die Vielfachen von p ausschlieBt, d. h.
die Zahlen pa ausnimmt, wo o ein volles Restsystem modp™! durchliutt.
Daher folgt, auf Grund der Definition (1.1.27),

ha) ha
= 3ol 3 o3
amodp amodp

Fir p™'+h sind beide Summen gleich Null. Fiir p™ Y ist die erste
Summe gleich Null, die zweite gleich ™. Ist endlich Pk, 50 ist die erste
Summe = p", die zweite = p™ . Damit ist (20) bewiesen.

§ 2. Der erste Lursmanaschwilische Satz

In diesem Paragraphen ist & gerade. Fiir s > 1 fiihren wir die Funk-
tion {(s), die sog. Zetafunktion, mittels der Reihe

.w 1
W te) == >

ein. Bekanntlich ist

1 -1 1 -1
@) :(s):(l—F) Q(l_;;) (s> 1);

vgl. z. B. Winogradow [4], Aufgabe 13, a zu Kapitel IT.

Weiter sei :
3 g, — 7~k 5 i - k/2+12r—-k ik B _1/_ _Zr‘r(l. .
(3) ¥,y ,Z“ Br(u +(-1) ,Z“ o)~ B | L

Da die Funktion B,(y) nach (1.3.3) beschréankt ist, so konvergieren die
Reihen in (3) wegen (1.1) absolut und gleichméBig. Daher sind auch die
Funktionen ¥ +(y) beschrinks,
Sarz 1. Bs sei & gerade, % > 2j-+2. Dann ist
i
(@) Pulo) = Dzk{k(l—r"’)cuc)}-‘2<—1>’(

r=1

k

r) ¥ () 2"+ Bo* T Tog .

A, Wallisz : Gitterpunkte in mehrdimensionalen Kugeln 12
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Beweis. Fiir die ¢-Summe in (1.17) ist nach (1.1.9), (1.1.27) und

(1.19)
3= 3 g S

Kq{zl/z sgugm‘ nL hmodw
T 1 OV nh
(g 2 q—kZ“k 12 e(ww
4€q<ml/2 N hmod ¢ 4
qu(modjn)

= W N 0O (i, ) (— 4 Z q"’“Ew"‘IO(n,q)

sgugal? <P rca<ntl? n<w

q=0(mod4)
7 U
= w® N gkt E du (E) -+

3gusal/? n<E: da|(n,u)
2 1 § Vg 2 1 q
_+_( __4)76/2 q—-la ‘va 1 (Z‘M (—{i .
scaeall? n<n dlma) '
g=0(mod 4) '

Wegen (1.6) ist daher in (1.17)

= 2 ’M—kS () +(— k/z Z q'kS (z).
2<g<al? 3qugal/? 1<g<ati?
g=0(mod 4)

In Verbindung mit (1.13), ergibt dies

3 =23 3w Suls)en(s)+

2ol 2 r= - 3usall? alu
el gy Vj’( ()kr 2 ~7~2 ( )aB(‘)-P
k é{ 4<q<11[2 dlg ‘
=0 (mod 4)
[=+] [=¢]
+ Ba®-i-1 2 W t1=%1o08 g | Bat-I -1 2 Fi*logly.
u=3 =4 ’

Wegen (L.1) ist hier jedes Restglied Bz*7~!. Lift man ferner u alle
ungeraden Zahlen u > 3 und ¢ alle durch 4 teilbaren Zahlen ¢ > 4 durch-

§ 2. Der erste Lursmanaschwilische Satz 179

laufen, so ist der Fehler, nach (1.2), (1.3) und (1.1),

7
BZw’”‘r( 2 w e (u)+ 2 q"‘gr(q))
=1 woal/2 sy
i i
=B " 3 qrolg) =B ) 3 Hlogg
=1 st =1 a>zi2
i
=B ) o000 - BekPlogy
2 : g
(5) = Ba"7-loga.

Somit: ist in (1.17)
7

13 e S Dol

2gq<ali2 u=3 d|
« 7 00
1 . k) q = [z
—(—4 kj2 _ r( ) )k—r —k (_) r __ﬁ)
+k()§(l),,w §q§'uddB’d+
r=1 a=4 dig
g=0(mod 4)
+But7og .

Setzt:' man dies in (1.17) ein, so ergibt sich

Dy % o i
6)  Pulr) = 22 (—W(T)mk"’}ju-kz (d)d'B( )+

u=1 dju
‘D2 2 : ”
+—];1‘(—4)’°'21( () 2 qu/l( )dB( )+
=  gmimoas)
+ Bz ogs,
Weiter ist
(7) 2 wPulu) = {1-27¢E) 0 (5> 1).

Das Summenglied links ist nsmlich, als Funktion von % betrachtet, multi-

- plikativ. Die linke Seite ist also gleich

Ht+o=up) = [[Ja—p7),

»>2 »>2

d. h. wegen (2) gleich der rechten Seite (vgl. hierzu auch Winogradow
[4], Aufgabe 15 zu Kapitel II).
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In der w-Summe von (6) ist d als Teiler von « ungerade, kann
also mit v bezeichnet werden. Hs ergibt sich daher, mit Riicksicht
auf (7),

f; > RN AW o
(8) . = Z’M . Z /I(*TJ') v Dy (‘;")

u=1 U=l )
- 2\ !
= NvB, (——\) Z w g (w-—)
» n
=1 U=1
vju
0 " @
= Zrn’l?, (—) Z (u) "0 (1)
v=1 v U=1
= DB (5] )t
v
p=1 U=1
— {12} () IZ M—’“Br(f).
%
Ue=1

Ersetzt man in der ¢-Summe von (6), ¢ durch 4¢, so folgt

2 ZJ‘Q)_IZ 7)oz (3)

auq

= Sen5) S (i)

Setzt man hier 49 = nd, so komm$

d=1 N=1
d=0(mod 4)
0
rkp [ & I
= @ B | — nu(n
DeE(2) 3wt
d=1 n=1
nd=0(mod 4)

Ist darin » ungerade, d. h. # = u; so durchliuft d alle durch 4 teilbaren
positiven Zahlen und kann durch 4d ersetzt werden. Ist n das Doppelte
einer ungeraden Zahl, alo. n = 2u, so durchliuft d alle nabiirlichen ge-
raden Zahlen und kann durch 2d ersetzt werden. Ist endlich n durch 4
teilbar, 80 ist p(n) = 0, d. h. diese Glieder konnen fortgelassen werden.

§ 2. Der erste Lursmanaschwilische Satz 181
Somit ist
N7 _ r—I —k B 90\ =k
_/E 732 (4dy" "B, (7)142; u~ () } 2dy~*B, (Od)Z(zu) b (2u).
- - = =1

Wegen w(2u) = u(2)p(u) = —y(u) und (7) folgt hieraus

q d=1 d=1
Setzt man (8) und(9) in (6) cin und beriicksichtigt die Definition (3)
von Wg.(z), so ergibt sich die Behauptung (4) des Satzes.
Der Spezialfall § = 1 von Satz 1 wird im niichsten Kapitel angewen-
det werden. Daher soll er hier als besonderer Satz formuliert werden.
Hierbei bedeutet y(y), wie stets in diesem Bueh, die Funktion (1.3.1).

SATz 2. HBs sei k gerade, k > 4. Dann ist

(10)  Pufa) = Duc{<1-2"°)c(k>}‘l(* 2wty (z) +

U=1

- z ® .
(=10 2 wl""{w (—;) —2y (-2?)}) 214 B log .

M=)
n=0(mod 2)

Beweis. Fiir j = 1 folgt aus (4) und (3), sofern & >4,

(1) Pyl@) = —Dy{(1—2"5 £ (k)} ¥ ()2 + Br2log,
WO

(2) — —kg (% 1yl —k 1— k{ z A Al
Wiglo) = ), () (vt Naosp ()0, (2

U=1 d=1
Setzt man hier 2d = n, so ergibt sich wegen (1.3.6)

o e = Juy (e 3ol f)

=1
(11) und (12) ergeben (10).

n=0(mod 2)

§ 3. Der zweite Lursmanaschwilische Satz

In diesem Paragraphen sei k ungerade. Ferner seien H, M ungerade.
Wir brauchen noch einige Hilfsséitze. Es sel

4g—1
1) T(an, g) = Z (——:—})e(—%ﬁ) fir a = 1 oder —1.
Uu=1

(©,0)=1
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HivpssaTz 1.

© T(n,2°H) =0 fir n 92,
—1 (H
a a .. D1 ] A —1.
3) T(2°M, 2°H) = 2 (Tw)ﬁ 2 u,u(u)
wu|(M,H)
Beweis. Sei
41

o - SR

U=l
Dann ist, wenn 4 = 2m-—1 gesetzt wird,

2g
_ 1)1 n(2m—1)
(8) Un,q) = m§=l (—1yKem= }G(T)

bq

n T
o[~ 55) X i—r=el)

(—1)@m-1-1, (JT’_(E"ZL.:E_)) +

=l

i

a

m=1
a

2nm
)
+m2=1' (—1) %

g S
4g/ U\ - 2¢ ~ \aql
Nach (5) ist

(6) Uln,q) =0 fir gtn und fir 2¢|n.
Fiir gtn ist némlich 3’ = 0 und fiir 2q|n ist {} = 0. Weiter ist nach (5)
m

™ Vg, 9 =2
Die linke Seite ist nimlich

=8(—-"i){e(—ﬁ =1 g = —2i"" = 24" g = 2¢ - q
4 2 uw |7

Andererseits ist nach 4)
-1 [nu
Un,q) = E E (:—)@(—‘)
vlg - u=l u 4'[[
(2=

§ 3. Der zweite Lursmanaschwilische Satz 183

Ersetzt man hier % durch wo und beriicksichtigt (1), so folgh

4q/v—-1

—1 —1 nUL

U(n = — —el——

mo=35) X F)l)
(u, gfv)=1

= ()24

Hieraus ergibt sich weiter

ol )= 2w Sl

“'q i
= ;}; T (oz, %) ng’: (%) n(w) (:@—1) N
= %(—g) T(a'l,é);#(u) =1T(n,q),

wegen (1.9), da die ungeraden Zahlen H nur ungerade Teiler besitzen.
In Verbindung mit (6) und (7), ergibt sich jetzt

—1 - ~1
) T, q) = 2(7) ,t(u)U(n,%)zw > (%)M(u)(—;—)%.

uig ulg
n=(afu)v
Die zusétzliche Bedingung n = (q/u)v in (8) bedeutet, daf » und ¢
die Zahl 2 in derselben Vielfachheit enthalten miissen, damit T'(n, q)
von Null verschieden ist. Damit ist (2) beweisen. Weiter folgt aus (8

1 _1\2°H
T (M, %°H) = 2% 2 (—%—)y(u)(T) =

ulH
M=(Hu)v

Da zugleich mit % auch H/u alle Teiler von H durchliuft, kann » durch
HJu ersetzt werden. Dann' folgt

. —1 HY[ -1
T8I0, 2°H) = 2a+122 (H/u)'u (—u—) (1’[/74)“’

u|H
u| M

womit auch die Behauptung (3) des Hilfssatzes bewiesen ist.
Es werde jetzt gesetszt

9) Tyly) = Z( ;@L )@k_lv Z d”(%\)'

<y
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Dann gilt der folgende
Hirrssarz 2.

(10) Tyz) = ( )M"“
2

( )é( H )“(U)_Hh..
< 5

v/ M1
Der Beweis verliuft analog wie der von Milfssatz 1. 3. Auf Grund

von (9) ist
2 () Fads)

an

Tua) = )

i s fit
gl 3 e 5ol
S Y ek 1 P au (X
;( M (u”ﬁzm;m v mZM d
—1
) ( )M’c B YPH ( ) (_)Ok_l_
% 2 (vvﬂ%i;iﬁl ’
Wegen (1.9) ist in (1)
1
2= (T)”""’ D wm
v v<z[ M A Hi(v,%)
= D 3 (e
II!—}‘[ 1J<Ha:llvM
_1) _1
- (~ wmm= 3 (Lo,

Setizt man dies in (11) efn, so ergibt sich die Behauptung (10) des Hilfs-
(12) Gy, q) =

satzes.
5 (¥ 15 { Y y—q
B__Qle( ) Zrl( )
2) () emom (Y
HIurssaTz 3.
VT r=1

Es sei
03k S o pY <17 () eutn, 14 3,

icm
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Beweis.
—1 o .
S ;‘ S 5’ 1
P e L
VLT VLT =
v=1 (mod 4) v=3 (mod 4)
Y _?'h-l__A ,l)k—l
=2 E J E
eI V<L
p=1(mod4)
=9 E (dm -1yt — E ety E
Vsms (6—1) /4 ng<E nLr
<=1 n=0 (mod 2)
— — k-1 k—1
(14) =9 (dm41)F1— E 142 E T
ogm (T—1) /4 n<T N2

Aus (14), (1.4) und (1.5) folgt

—1 I.:-l_ k 02 B 5”—1) fot
S - 22 (e

<z

+ Ba—i-1,

In Verbindung mit (12), ergibt dies die Behauptung (13).
HILFSsATZ 4. Filr @ > 3u 4t

! k , —1 w\ L )
(18)  Tufz) = —-}G—Z(——l)”(;)w’“” Z( - )/L (7))1. Gz, )+

ra=1 n|u

+ BTN+ 1og* 24

Beweis. Auf die v-Summe in (10) kann (13) angewendet werden,
denn aus @ > 3w folgt o/ MH > 3, so daB in (13), # durch o/ MH ersetzt
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werden kann. Es folgt

-1\, —1\
Ty(n) = TaZ (—ﬁ)M’ ld‘; dy (%) 2 (ﬁ-) p(H)H" %

Muw
i
R ] = x \F-r g \F—i-1
X{ g(—l)(w)(”('ﬁif’l)(mzﬂz) +B(MH) }’

i
1 B . —1 ro1 \
o =3 Sl S Sulz)
r=1 am

M

X 2 (;Hl_) ,LL(H)H’”‘G,( JH , 1) +Bm’c—f—12 e Z’ a 2117.

u
H[m— M aM U

Hier ist das Restglied, nach (1.2) und (1.3),
) i
= Bot1 N g d(ﬁ) log 2u
22
= Bar* 74/ log(2u) d

= Be*4log? (2u) 2 M = BaF—=1y*10g0 20,
also von derselben Grofenordnung wie in (15).
Setzt man in dem Hauptglied von (16)

MH=n, H=_,
: M
so folgt i

3-3 5 S el nfe
1) = n_%; (:ni) @, (1—1;, 1) 2 @ (%1;—) dé du (%)

Min

2= anlz) Xel3)

Min din
) a1

Hierin ist

=M
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Ersetzt man in der M-Summe rechts M durch dM und beachtet (1.9),
so folgt, daB in (17)

Y n %
2 = Z dy (Tl) 2 1z (—d—M—) =nu (7)
M|n dajn ﬂq%

Setzt man das in (17) ein, so folgt, daB in (16)

N (:i) (1‘) (_
ﬁ WZ”; ol L b G, 'n"]' .

Nach (12) ist andererseits

x
A—, 1] = ).
(2, 1) = 6o,

Z = 2 ( .Hl ),u (9-)71,’G,(m, n).
M " n

nfw

In (16) ist somit

Setzt man dies in (16) ein, so berzeugt man sich, daBl auch das
Hauptglied in (16) mit dem Hauptglied von (15) iibereinstimmt.
Fiir das Folgende brauchen wir noch die zur Zetafunktion (2.1) ana-
loge Funktion
o0
-1\ 1
(18) 1) = >[5 6>,

w | u
U=1

Fiir sie gilt die zu (2.2) analoge Produktdarstellung

(19) =[] (1 - ("71) -;—s)—l (s> 1).

D>2

In der Tat ist das Summenglied in (18), als Funktion von » betrachtet
nmultiplikativ, und daher

—1\ 1 -1\ 1
L(s) = (H— ——'-)—s+ (——) —gs——%m),
H ( p |y PP

woraus (19) folgt, wenn man die geometrische Reihe unter dem Produks-
zeichen summiert. Aus (19) sieht man, daf L(s) 7 0 ist. Ferner ergibt
sich aus (19) die zu (2.7) analoge Formel

U=1
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In der Tab ist das Summenglied mulml)hkcmtw, 8o dafl die linke Seite von
(20) gleich ist

[ o)== 5))

n>2
SehlieBlich fithren wir die zu (2.3) analoge Funktion

(21)  Dy,(y) :..Z(w_ll_) Wr B, (u) (1) D21 Icz =G, (y, )

Ueal ==l
ein. Wir kommen nun zum zweiten Lursmanagschwilischen Satz.
Sarz 1. Bs sei b ungerade, k > 2§+3. Dann ist

7
(22)  Pyfw) = Dm{kL(k)}'lZ(——l)r(f) &y @) 4 Ba*1"og .
r 1

Beweis. Ohne Beschmnklmg der Allgemeinheit sei o > 16, d. h.
#'® > 4. Wegen

v ila(_l)(u-«l)k/z — ilc(_1>(u_1)/2 — ¢ (:?;_)

ist die ¢-Summe in (1.17), nach (1.1.9),

2<gml/2= Z ( )WkZ?z"‘ 2 ( nb)

3gual/? n<T

hmodu

(2 St S 2(_)0(_ﬂ) Su+2i)S%,
sa<al/? n<T %=1 u q
¢=0(mod 4) (%,9)=

zur Abkiirzung. Fir die #-Summe in 8, gilt nach (1.1.27), (1.19) und (1.6)

R 2 = 2 W10 (n, ) = 2 nk-1 Z du (%) = Sy(®).
n<e

n<z n<a ditmw)
Somit ist

(24) 8 =

sugal/2

(:1—) u " 8(@) .
u

In 8; ersetze man ¢ durch 4¢ und wende (1) an. Es folgt

(25) 8y =47 y g * n"‘l_’l’(—n,g).
e 'é
a<—

=T

§ 3. Der zwelte Lrsmanaschwilische Sata 189

In (24) werde Sy(®) mit Hilfe von (1.13) ausgedriickt. s ergibt sich
dann, da nach (1.1) die Reihe

i .
2 w1 =Flogy
U=3
konvergiert,
i
-E Sl 3 e bk e
M= Ty % d
=1 Baguacall2 o

L4Bt man hier « olle ungeraden Zahlen u > 3 durchlaufen, so ist
der Fehler, wie die zu (2.5) fithrende Rechnung zeigt, Br*Yog . Daher
ist
(26)

j o
1 k T 1 —k U\ rp _Am) B k_j“IIO 2.
8= k (_1)7'(7‘) - §3 (T w dé r\ @' B, Fi + Bz g

Nach (1) ist ferner T'(—n,q) die zu T'(n, g) konjugiert komplexe
Zahl. Wegen (2), (3) ist daher

T(—n,2°H) =0 fir n #2°M,

— H
1 )@ Z u,u(————).
H Wi %
Zusammen mit (25), ergibt dies

\ _l H
o « caTry\— 1 sayk=loatl ) .
B = —4 kg > (2°H) k E (2* M) Lpet (——[H) E u,u( 'u)

T(—2°M,9°H) = -2""'1(

an Ko wj(3L,H)
2H<
Wegen
,*(27)" -0t — 1)16—1)1"21 2
ist somit

(27)  (20)8,

-t ) ) 3 e
oy H Me)2® w(M.H)

Hierin ist nach (9)

(28) 2 =Ty (—;)

M
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Da aber in (27)
z _ o
w2 2

so darf anf die rechte Seite von (28) Hilfssatz 4 angewendet werden. Es
folgt

‘ . 1 d k —1
2558, = (—1 D291~k ” _
(29)  (20)°8, = (—1)®+D2y k; (—1) (7) E (——~ )H By

- =1 st 21/2
2‘7 —1 H / z \-r
X (—h) # (M) l“’rG,' (—f‘*ﬂ, w) (i) +
n n 2 P
niH

x k—j—1
+B 2 7);) H* 11100300

)
20 H<xl/2

Hierin ist das Restglied, wenn man 99K — n getzt, wegen (1.1.),
Baf-i-1 Zn"J“l‘klogsZn = By~71-1,

LaBt man ferner im Hauptglied von (29), @ alle nichtnegativen ganzen

Zahlen wnd H alle positiven ungeraden Zahlen durchlaufen, so ist der
Fehler, nach (12), (1.3. 3), (L.1), (1.2) und (1. 3),

z k—r
B E y mek M (“)
0
z1/2 n|H -
H>
20+2

7 IS
=B) ah=r Y gt D H%E)
r=1 a=0

z1/2
H>ga+2
J ©
= BZ‘E"*’Z gdlr=4) 2 n" Flog2n
r=1 a=0 z1/2
n>2a—+i
7 o
N 2 Z Qalr~Fk) (r—k+1),2,; (a+2)(k—r-1) logx
F=1 a=0
i oo
=B Zw("“’“)’zlng () 22“’ = B*Plogs
=1 a=0-
= B Yoge,

=1

§ 8. Der zweite Tursmanaschwilische Satz 191
Somit ist
7 o0
1 % 2 \F-r
wk _ (k+1)[221—k___ 1y il
(30) (20)°8, = (—1) 7 g (—1) (7) _EO (2) X

S S {2

Aut der rechten Seite von (30) ist n ungerade, so daB n = u gesetzt wer-
den kann. Nach (12) ist ferner

x
G, (—97.—, 11) =@z, 2%n).

Mithin ist in (30), wenn man die Reihenfolge der Summationen nach H, n
vertauscht und (20) beachtet,

o] o0 o0
1/ —1 —1 & H)
— T 284, — -
E ( ” )uG,(m, 7()2( T )H 'u(u
H=1 u=1 13I=H1
© iad —1
= ‘(-__1 )uC'T ) Z(— H)(uH)"fp(H)
=1 " H=1 i
-1 ,ur kG z, 2a

In (30) ist also

Zm’ Zm’ {L ()}~ f’ Z(aﬂ-u)’—k(;,(.n, 2%)
a=0 H=1 a‘—:d =1

a*G (e, d).

N

= [L(k)) "

d=

it

Das gibt

(31) (208, = (—1)+0 1R k}‘lz ()w""x

X N d*@z, d)+ Bt loga.
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Aus (1.17), (23), (26) und (31) folgt -

o

Dy 1 AN
(32) PZ"(W)ZTLZ () Z(u) %/((T,)m(?%
J 0
+ Dy~ 1R HEI () Y (—1 () " M &G a4
r=1 =1

+-Ba 7 ogx.

In (32) ist, wenn man die Reihenfolge der Summationen nach u,9
verfauscht und (20) beachtet, ’

00 0 00

S-S SR
Ev’ﬁr(”)g(%)wm M)

| &

blid

<

Il

I
=1

o g 32 ).

V=1
Die Behauptung (22) des Satzes folgt aus (32), (33) und (21).
Der Spezialfall § = 1 von Satz 1 soll, mit Riicksicht auf die Anwen-
dungen im n#chsten Kapitel, als besonderer Satz formuliert werden.

Sa1z 2. Es sei k ungerade, k > 5. Dann st

)

25

(34) Pyfe) = DyfL(k)}™ (_

U=1
_ gk NV 1wl (FY (TN o m—n} ¥l
(=1 2 é“ {w(n) 1'u<2n) Y\ "o v
+ Bz *logz.

Beweis. Es sei ¥ ungerade, %
(21) und (12)

Py() = — Dy L(k)} "By s(0)a*~ +Ba*loge,

(35) By () ='2 (-7}) w%B, (%) +

U=1

> 5. Dann folgt fiir § = 1 aus (22),

oo

1\ gl klg (Z) _B (jc_) _o B (=M
(=1 Zn {Bl(ﬂ) 1|5 (T

=1
Zusammen mit (1.3.6) ergibt sich hieraus die Behauptung (34).

=M
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§ 4. Der dritte Lursmanaschwilische Satz

In diesem Paragraphen ist die Dimension der Kugel ungerade und
> 9. Aus technischen Griinden, um die Schreibweise etwas zu vereinfa-
chen, soll diese Dimension mit 2k+-1 bezeichnet werden (wobei unsere
Annahme % > 4 also immer noch in Kraft bleibt). » und j mogen nach
wie vor der Ungleichung (1.1) genfigen, d. h. es sei

%
1) P <<y -l

Aus den Sdtzen 2.1 und 3.1 soll jetzt ein entsprechender Satz fiir
Py.1(w) hergeleitet werden. Wir setzen
o) o l(1—2~’“)5(75) fiir gerade %,

L(k) fiir ungerade %,
wobei (k) durch (2.1) und L(k) durch (3.18) definiert ist. Ferner setzen
wir

. (y) fir gerade %k
3) Qply) ———l o ’

Pp{y) fiir ungerade k,

wobei ¥y (y) durch (2.3) und @ ,(y) durch (3.21) und (3.12) definiert ist.
© Aus der Definition der Funktion £,(y) und der Ungleichung (1)
folgt

(4) ‘Qk,r(?/) = B.
Die Siitze 2.1, 3.1 lassen sich jetzt gemeinsam so ausdriicken:

Fir & = 2j+2 dst

(5)  Pula) = Dy, (RZ(E) }-12 ()Q, £)a=" 4 Bt oga.

Wir setzen ferner, wie in § 2.4, zur Abkiirzung z = z'*. Weiter sei

fly) = (@—p®)F Hr —z<y<e.
Dann it

1@ =F@ =... =) =0.
Daher ergibt eine Anwendung von Hilfssatz 1.3.2 mit » =k

(6) Z (—m?)F = f( —y )’”de—

—ZLMC2 —z

2
fB ¥) ]’U‘ (y)d

A Walfisz: Gitterpunkte in mehrdimensionalon Kugeln 13
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Hierin ist nach (2.4.7)

. £ D) Mk+1)
7 VY. ALY 2 K-+-1/2
(7 _{(w oy ~—-—~————F(k+%) R
Weite ist
f) = Bo¥,  flo) = B,
und nach (1.3.5) ist

o\ R
%) = Bm”(l) = Ba'P
@x

[ Buw)dy = B,

wenn links iiber ein beliehiges Intervall integriert wird. Da sich das In-
tervall —2 <y <2 in B Intervalle zerlegen 1aBt, in deren jedem f®(y)
monoton ist, so ist nach dem zweiten Mittelwertsatz

®) [ Buy)i®y)yay = BoH,

Aus (6)-(8) folgt

a (k1)
(9) (x—m* = B ST kg Bk,
_z<2”;<z F(k—]—%) +Bw

Benutzt man (9) statt (8.8.14), 8o ergibt sich, genau wie in § 3.8,
(10) Pya(@) = D' Pufo—m?)+Ba*,

—I<M<E

Aus (10), (5) und (4) ergibt sich

r et A4
—g<m<z

H . .
(11) szﬂ(w)=D2k{kzus>}-12(—1>*(’“ D Oy lo—mt)@—mt
r=1

+ BT P og g,
Wir setzen

[(—1)’“’”12”"‘{1?, (%) —é’E,(%)} fiir gerade %,

(12) Hy) =
[(—n”‘“’ﬂzl—" (B2 (4) -2, (25}
r 2 r 4

fiir ungerade %;

(13) Sl = 2 Er(m_m )(x__mZ)k—r’

(14) 8y = 2 H,("’“m

) (z~—m?)%—T,

icm
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Aus (11), (3), (2.3), (3.21), (12), (13) und (14) folgb

7 ©
k —1\*
W) Paate) = Duliz) Y =1y ()37 (S v

r=1 U=1

~

L]
+ a "“Sz}—}-Bm"’i ~2loga.

Wegen (1.3.3) hat die Funktion B,(y) die Periode 1. Also ist

(1
h=1

S z—h’
(16) = ’g; B, ( "

Nach (1) ist hierbei k—r = 3. .
Auf die 7-Summe in (16) wenden wir Hilfssatz 1.3.2 an mit
—2—h 2—h

1) =lo—twff, X=—p— ¥Y=—]

—B<mMLE
m=h{mod )

{o— Rty

) (—2—h) fu<l<(e—h)u

und k—r statt . Dann igt die Summe nach # in (1.3.4) gleich Null. Dag
erste Integral in (1.3.4) ist wegen (2.4.7)

(e—h)ju 1 ]
fo— (b ?Yray = = [ =y~
(~g—~Myu -z

_ APPE—1+Y)
T oul'(k—r+3)
Weiter ist
o ! oY
Hy) = B2 jy) = Dot (—) e

k4

k—r
1%N(y) = Bk~ (ﬂ) = Bl

Nach dem zweiten Mittelwertsatz ist daher das zweite Integral in (1.3.4)

auch
B2k

Mithin ist in (16)
(17) Z _ féfﬂ—’"%'l) TR | Ryt
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Aus (16) und (17) ergibt sich

APLE=1+D) o

18 8, =
a8 & ul“(k—r—i—z)

Z B, (“"” v )_‘_Bw(lc—r)/z Wl
% .

he=1

Unmittelbar aus (13) folgt
(19) 8y = By,

‘Wir benutzen die Abschitzung (18) fir « < 2 und die Abschitzung
(19) fiir w > 2z Dann kommt

12 8y
a Bk —r+ ) 2 -1 kw"'kS
Pk—r+1) &\ w | !

—1\* o [e—H
— g Pt
roroe S M (220

ULz h=1
-!—Bw(k_')’z E u+Bwk-r+l/2 § ,ur—k
U< u>g
© .
— wk—r-f-l/z -S- +Bmk—.r+1/2 E ur"’°+Bm“°'r)/z § "
U=1 usg uge

Die Restglieder sind hier

B{r:(k“")/“'l = Byg®tD/2
Also ist

(20) )7 ( ) g

;i(—t%;i” e 33 S

Wegen (12) und (1.3.3) hat die Funktion H,(y) die Periode 4. Nach
(14) ist daher

)+ Bakni

1d 2
8, = E H,(x_ ) E (—m?yT
d
h=1 —2 < TE
m=n(mod 4d)
ad 2
(21) =. § H,(””“ ) [z —(h+-adlp)e.
d
h=1 (—2—n)ad<i<(e-nsd -

icm
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Die I-Summe in (21) unterscheidet sich von der I-Summe in (16)
nur dadurch, daB u durch 4d ersetzt wird. Da aber beim Beweise von
(17) nicht davon Gebrauch gemacht wurde, daBl « ungerade war, so gilb
(17) auch f{ir die I-Summe in (21), sofern man rechts » durch 4d ersetzt.
Auf diese Weise ergibt sich

4
I (k—r-+1)
02 fm APLE 4D i 2 H,(
4dl’'( c——r-l— ot

) +Bm(k—r)/zdk~r71

Unmittelbar aus (12) und (14) folgt
(23) ‘ 8, = Bt~

Indem man mit (22) und (23) genau so verfihrt, wie oben mit (18)
und (19), bekommt man die zu (20) analoge Formel

w 4d .
Zdr—ks 1IZF( —r +1) k——r+1/22 dr_k_lzﬂr(m“h )+Bm("'”)l2,
4F(k ) d=1 h=1 d
Aus (1.4.2) folgh
Y
T

Dk%(f) AT (k—r+1) =

Nach (1) ist ferner

7!

B+l
73

76—]—-—

Setzt man daher (20) und (24) in (15) ein, so ergibt gich der folgende
Satz 1. Fir k& > 2§42 ist
i k—ri1j2
(-1 @
)2 o\ %
O5)  Pale) = 220N Y

w

N PR b
+5 Z’af—'w Z‘H (

wobei die Funktion Z (k) durch (2) und die Funktion H,(y) durch (12) defi-
niert ist.

Speziell fiiv j = 1 ergeben sich aus Satz 1, Wegen (2), (12), (1.3.6)
und (1.4.2), die beiden folgenden Satze:

)}4— Bz loga,
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Sarz 2. Es sei kb gerade, & > 4. Dann ist

(26) P%H(w)=Dzzc+1{(1-2-">¢<7a>}"(‘ NS (m-m)
4 ’{/)

© ad "
y 2 2
A (—1ytrp-r-r N g { (fb—’j P e
42.1 7;1 LAy 2 i AR LR

+ B log .
Sarz 3. BEs sei k ungerade, k = 8. Dann ist
00 1 w 9
— -k x— N
—|u P (_.._,_) -+
22

e 4d

2
o (—1)-Drg=1-k N gk { (m-—h .
| 2725

©—h? z—h—d |
- (Td") - (_”H_)}) 214 Bt Ploga.

(27)  Pyp(z) = Dzk+1{L(k)}—l(—

iom

VI KAPITEL

DIE FUNKTIONEN P,, UND g

§1. Problemstellung. Py, und gg

Nach Satz 2.2_.2 ist die Funktion
2 ~H Pyfa)

fur jedes & > 4 beschrinkt und nach den Sitzen 4.4.8 und 4.4.9 hat sie
einen oszillierenden Charakter, der durch die Eigenschaften des Sym-
bols £, beschrieben wird. Bs erscheint daher angebracht, fir k> 4 die
Funktionen von k
« 2P, .
_ Pt mint—d g
L=00

. 2Py(%)
1) Himsup L DT

-1
L=00 .Dk’Dk“ E

einzafithren. Die Normierung durch den Faktor 2/D; erweist sich dabei
als bequem; sie tritt schon in (4.4.68) und (4.4.69) auf.

Der folgende einfache Hilfssatz zeigt, daB es gentigt, stath der Funktio-
nen (1) die Funktionen

9Py(n) . 2Py(m)
2 Jim sw R =P liminf-——5—= = @
@ "liw“ v Dk’lbklz—l B ale Dknklz—l *
zu betrachten.
Hiessarz L Fir %o > 4 ist
(3) P =P, =02

Beweis. In jedem Intervall n <z <ntl, wo nzz3 nimmt die
Funktion P,(z) ihrer Definition nach ab. Daher nimmt in emem solchen
Tntervall auch die Funktion a*~**Pya) ab, so daf auf Grund von (1)
ud (2)

2 Py(n)

2P(x)
P* — MU =y = UMSUP =5 = Py,
B = LmSup 35 ogmy = 2 Dt
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