IV “‘KAPITEL

PETERSSONSCHE SATZE

§1. Der erste Peterssonsche Satz

In diesem Kapitel setzen wir

yzn, wenn z kejne i
o o 2 ganze Zahl ist,
Ly = Vv
k2 o i \
<= 28t 38,  wenn z eine ganze Zahl ist.

n<T
Ferner werde % > 4 angenommen.

) ]‘IILFSSATZ 1. Die Funktion fly)
c?efmmrt, ihr Real- und Ima
il:.l;f(y) = 0. Dann ist
2 23 [ ) cos@nay)ay

1

n=1 0

1y s;ei auf der Halbgeraden 0 Ky < oo
gindirteil dort von beschrinkter Variation,

#

M
- 7 “
= lim (3/(0-+0)+3 2 Hm—0)+m-+0)) fwf(y)dyr
Ist insbesos pal | u
8t imsbesondere das Integral ! fly)dy vorhanden, so gilt
(3) of Tay+2 3" [ f(y)cos 2nay) ay
a=1 0 N

-

= 3(0+0)+1 Y {f(m—0)+f(m-+0)}.
m=1

Beweis. i i i
unmittelbamsfolEst gznugt, dli? Gl.elch‘ung (2) zu beweisen, da (3) daraus
1) w1y, gér .b:s (.ier R}chtlgkelt von (2) fiir zwei reelle Funktionen
dant die T ;nk tiogl sich die Richtigkeit fiir ) =H (¥)+ifa(y). Also
dont angenommeyll fy) selbst a.ls. reell angenommen werden. SchlieBlich
jede goren Non werden, daB die Funktion f(y) nicht zunimmt, da man
gen Null strebende Funktion von ‘beschrinkter Va,ri;tion als
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Differenz von zwei gegen Null strebenden picht zunehmenden Funktio-

nen darstellen kann.
Setzt man ; el

() F(ryy) = “osmay

so ist bekanntlich (was man ohne Schwierigkeit dureh Induktion nach-

priifen kann}) '

(5) 2 cos2nmy = F(r,y)—3.
) n=1

Daraus folgt insbesondere
(a+1)2
(6) | Feo,pdy =t
aja
Wegen f(y) - 0 sind die Integrale links in (2) vorhanden. Man hat daher,
auf Grund von (5) und (6), i i

2 3 [ jeos@nay)dy =2 [ f@{F(r,y)—Hdy
ip=1 0 0 .
(7) ‘ = lim (8,— 8, — S5,
wobei . o ‘
® . 8 = (0+0)+} D {f(m—0)+/(m+0)},
A1 =

(9 8y = J fy)dy,

M milj2
(10) Sg=2> [ {fm+0O)—f@)}F(r, Ny,

m=0

M m
(11) S,=2 3 [ {fn)—1m—0}F@,y)dy.

Mm=1 Mm-—-1f2 .

Da die Funktion () in y die Periode 1 hat, so ist in (10}
mi1j2 12 i
(12) j - j {j(fm+O)—]‘(m+y)}F(r,y)dy.
Hieraus folgt nach dem zweiten Mittelwertsatz
mE1/2 14‘2 i
(13) ] = {f(m+0)—f(?7%+%~0)}J F(r,y)dy,
m 1]

wo 6 eine gewisse Zah!l im Intervall 0 < 0 < g ist. ®
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Nun ist fir 0 <0 < 4, 7> 0 wegen (4)

12 12 @r+lmz |

1 . sin
d—%fsnml —————v—~—~f~—yr
; B(r,y)dy . ( + ﬂy}(sm-zy ny)dy+ 27 —dy
@r¥1)nn
12 1
=B |— =
J |sinay @y y+B,
also
12
(14) [P, pay=B (0<0<4, r>0).
8

Bs sei jetzt 0 < s < §. Rechts in (12) ist dann nach dem zweiten
Mittelwertsatz

12 s 12

[ =]+ ] =ltmt0—jonts) [ For, y)ay+
oy

1/2

H{m+0)—f(m+- 1) [ F(r,y)dy,
02

wobei 0 <OH<s<0,< " Hierin ist, wenn man noch einmal den
zweiten Mittelwertsatz anwendet;. wegen: (4),

12

fﬁ‘(hy)dy = 98m 7 jsm {@r+1)ay}ay = 5

rsinnf,  rs

Somit ist nach (14) in (12)

12
[ = B{f(m+0)—f(m+s) == (0+0)
L]
Ist ein beliebiges ¢ vorgegeben, so wihle man s so klein, daB
fim+-0)—f(m+s) <e,
und hernach 7y 50 groB, das

FO+0) Sers  fir =,

. ) 12

Fiir 7 > 7 ist dann { = Be, und das bedeutet wegen (12), daB in (10)
. my1/2 v

(15) : lim [ =0

=00 g
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ist. Andererseits ist nach (13) und (14) in (10)
mi1/2

[ = B{f(m+0)—j(m+3—0}.

m

Wegen
{f(m~+0)—f(m+3—0)} <f(0+0)

Ms

m

ist ‘also die Reihe

Il
o

o mt1j2

m=0 m
absolut und gleichmiBig konvergent. Jedes Glied strebt -mit wachsendem
r nach (15) gegen Null. Wegen (10) ist daher

(16) lim (limg§;) =0.

r=c0 M=o0
Auf analoge Weise ergibt sich fiir die Summe (11)
an lim (lim8,) = 0

=00 M=c0

S, und 8, hiingen nach (8) und (9) nicht von r ab. Daher folgt die
Behauptung (2) des Hilfssatzes aus (7), (16), (17), (8) und (9).

HILFSSATZ 2.

(18) S ak-te(—fn) = lim Z f ¥ le | —(0+m)y}dy

ficz M=
Beweis. Setzt man in (3)
yHle(—0y)  fir 0 <y <,
1 ={

0 fir y >,
so folgt, wegen (1),

f §* e (—0y) dy +92 f o216 (—By) w dy

M==1 0
= >t te(—tm),
n<T
also (18).
Wir fithren jetzt fiir das vorliegende Kapitel die folgende Bezeichnung

ein. Es sei h
u e—|—+mlz
(8, Q\E { (9 )}
@ egn= 3 (50 )351,,,,_2 "W'

hmodg =—M
ma—hjg

q

A. Waltisz: Gitterpunkte in mehrdimensionslen Kugeln 9
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Ausfithrlich geschrieben, lautet dies:

9 Y §in2mas i 1

& o ir ¢ =1, 24r,

> co8 2mme N
ZWZAT fiir q=1,2|7‘,

' {8(h,q) * ha\lq [ e(—ma
SR Sl
hmodg q Mol (._ +m)

(20) Ry(z,q ,7) = q
e(me ’
+h( ))] fir g¢>1,r=1,
o= —m
2'(3(’»:4))"8(_E) Zw o(—ma)
hmodg g 1 M =00 (.;i +m)f
q
fir ¢>1,r>1

Wir brauchen die folgenden einfachen Abschiitzungen :
HILFSSATZ 3. Filr 0 <h < q; (h,q) =1 ist
B fir

e(—my)__ g=1,

h r
g g (—g +m)
AuBerdem ist
(22)

(21) 8 =1im

Mmoo

BMax'(L 2 i
X(h, q—h) far ¢> 1.
FRal@, 4,1) = B 103,
Beweis. Fiir ¢ =1, » = 1 igh nach (2.3.3) und (1.3.1)
=]
Y 8in 29mmy . !
8= sz =2nip(y) oder 0= B.

Mam]

Fir g=1, r> 1 ist

(23)

(24)
M=l
Es sei jetzt ¢4>1,r=1, Wegen_
£(—ny) e(ny) . cos2namy smznny o §in2nmy
Tetn eon nr—g? e n(n®—e?)
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und (23) ist
I e(—my) (my) )
h
m=2 | — -m — =
q
o0 -]
1 sin 2may 1
<2 —_— +2 —— = B.
- 2 m*—1 2 Z " + Zm (m*—1)
Mm=2 m=2 =2
Somit ist
e(— e
(28) S=%+ }E ¥) + h( v +B = BMaX(— ——qh)
: R

h
M= ~00 e L9,
q
(e 4
(26) = BMax (? q_h),
also
: (4 4
27 § = Max’ (h’ P h)

Wegen (23), (24), (25) und (27) ist (21) erfills.
Fiir ¢ = 1 folgt (22) unmittelbar aus (19), (21) und (1.1.1). Fir ¢ > 1,
r =1 ergibt sich aus (19), (21) und (1.1.2)
q-1

Ri(z, ,1) = Bg™" 2% = Bg'~*logg,
h=1

so daB (7) auch in diesem Fall zutrifft.
Ist endlich ¢ > 1, » > 1, so folgt aus (26)

o 3

o<h<a
(7,9 =1

P

hmodq M=—00

— By Y% my

=1
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Nach (19), (1.1.2) und (28) ist hier

Rulw, ¢, 7) = B,
go daB (22) erfiillt ist.
Wir setzen jetzt

00

(29) Mo, r) = D Ryl@, q,7)  (r <Tj2—1).

=1

Nach Hilfssatz 3 konvergiert die Reihe rechts absolut und gleichméfig
in @. Genauer ist
(30) Melw, 1) =B (r < kj2—1).

Satz 1.

(31) Pk(erO)‘l'Pk(w'_‘P_)_

2

1 nlc/2

- .
re(k-1)/4 (2@) I (1;- —r+1)

Beweis. Ohne Beschriinkung der Allgemeinheit sei z > 9. Wegen

r < (b—1)/4 I8t r < k/2—1, 5o daB die Funktionen Ny(w, r) in (31) de-
finiert sind.

2T Ny (@, r)+Ba*loga.

Es sei jetzt § <k/2—1. Dann ergibt j-fache partielle Integration,
sofern 0-+m == 0 ist,

1 F '
(62)  — [ —(0-+m)y) ay
1
2

0

wklz—-r

= —e{—(0+m)m}2

% +
r=1 F(E —r—}—l) (2m3)" (0 +m)"

x

. fykﬂ—l—!e{ _(0+m)y} dy.
r (5 —y‘) (2m2)/(6+m)’ ¥

N 1

Dabei ist nach dem zweiten Mittelwertsatz

go2-1—1

0+m

(33)

fyk/%—l—ie{_.(O-—{—'m)y}dy =B
0
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Aus der Landauschen Formel (1.4.3) ergibt sich
Am+0)+A(a—0) _ Dy o (S(IL,Q) )" an,z_le(__ ﬂ) n

2 2

q

q<w112 hmod g N e

Dy ! S(h,q))" kj2—1 (_ﬂ) /4
+-§— Z Z(T gn e p “+BatHlogx

g<zl/? hmodg

= 8, +8,+Ba**logw,

‘zur Abkiirzung. LéB8t man g in 8, iber das Intervall ¢ < #'* laufen, so

ist der Fehler, wegen (1.4.26) und (1.4.36), gleich
/2

Byt wklz—lf”h_ — Bk,
h<wl/2
Somit ergibt sich wegen (1)
A3{o+0)+ Ao —0)
2

S, O\ XV s nh
—D, 2 Z ((_q_) Z nkl 13(_-—;) +Bspk/410gm.

(34)

q

a<all? O(ifg)iql n<e
Auf die n-Summe in (34) werde jetzt Hilfssatz 2 mit 6 = h/q ange-
xz
wendet. Das Integral f werde dabei nach (32) mit
0
35 . [k—l
(33) el

berechnet. Da 6--m nur fiir b =0, ¢ = 1, m = 0 gleich Null isb, ergibt
sich

Ay(@-+0)+ Aglz—0)

(36) 3 = 83+&,+8;+Balogm, .
wobei
(37) 8y = Dy [ 4"y,
[}
k 8k, g)\* he
w nrfl) 3 3 )
g<all? 0<h<g 1 ¢
(h,9)=1
i kj2—r
@ . e(—mw)
lim B
XZ p M=c0

——‘———k B — h T
= r(g -r+1) (@ami)” " (g +m)
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] P
(39) K = p,ﬂr(.k. 2 (.‘%M)c
2, g<all? 0<had 9 X
- - ST ng =1 )
M *
1 - X 1 h
e Sy e o
5 ! (27v1) ,’,’,‘;:,f‘lfl (E "I~m) 0

H..1erbe§ ist zu beachten, daB aus dem iiber die Funktion (19) Gesagten

fhe Existenz des Grenzwertes in (38) folgt. Daher ist auch der Grenzwert

in (39) vorhanden, so daB §, und S getrennt behandelt werden kénnen.
Aus (37), (1.4.2) und der Definition von Ay(®), Pylo) ergibt sich

(40) Ay(z+0)+ 4z —0) 8, = Pi(@+0) -+ Py(w—0)
5 .
In (38) kann h wegen (1.1.1) ein beliehiges reduziertes Restsystem
modg durchlaufen, und es folgt, wegen (1.4.2), (19) und (35),

(41) )3'4 _ _ 1 ooty

@mi) %
r<{k—1)/4 ) r 5 _7.+1)

L&Bt man hier ¢ iiber alle
(22) der Fehler

B Z ghir=r qulk,zlog =B

iz~

2 R, ¢, 7).

a<at/?
Positiven ganzen Zahlen laufen, so ist nach

oj2—r (rop 1
g ORI-kDR 005 . Baloga.

r<(e-1)/4 a>xf2 re=se
Aus (41) und (29) folgt daher
(42 S, = — _‘1‘_ nk/z B -‘
- e By Ty ey ) +Ba loga.
rfy —r+)

Nach (39), (1.1:2) und (33) ist

’ <
(43) 8 = Bghit-1-1 —kj2 1
7 4 h i+l
o= ‘()’fi?)i{i ":ln::i;q E +m

(44) = 85484,

wobei ‘Ss derjenige Teil der rechten Seite in (
g‘ntspncht, wihrend in 8,
laufs. Aus (35) folgt

k k,> o— it
) - i F_4_ 1 k k-4 %

43) ist, der dem Wert ¢ = 1
der Buchstabe g tiber das Intervall 2 < g <"

icm
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Aus (43)-(45) und (28) ergibt sich

©

: 1
(46) 8= Baft Y o = Ba,
P ny
(47) S, = Bakia=1d 2 FASSLE
g<all2
Fiir % > 8 ist nach (35)
_ ko k—1 k h—3
‘}‘|—l“—2~<—4—+1-—; =-——7 < -1,

also nach (47) und (45)
(48) 8; = Ba*,

Fir k=7 ist j =1, also auch j+1—k/2 < —1 und (48) erfiillt. Filr
=5 ist § = 1, und (47) ergibt

8, = Butl? 2 q—l,lz — B = Bt
qsml/z
Fiir & = 6 ergibt sich analog

8;=Bw Y ¢ = Balogy = Ba™.
q<¢1/2
(48) gilt also auch fir k =5 und % = 6. Aus (43), (44), (46) und (48)
folgt
(49) 85 = Batl*,

Die Behauptung (31) des Satzes folgt aus (36), (40), (42) und (49).

§ 2. Die Hardysche Identitiit

Wir werden im nichsten Paragraphen den zweiten Peterssonschen
Satz beweisen, der eine Verschéirfung des ersten Satzes 1.1 fiir die 4 Werte
k = 5,6, 7,8 ergibt. Dieser zweite Satz kann nicht mehr aus der Landau-
schen Formel (1.4.3) hergeleitet werden, da diese nicht scharf genug
ist. An ihre Stelle tritt eine wichtige Hardysche Identitdt, die wir in die-
sem Paragraphen bringen. Diese Identitéit ist eine Verscharfung der Har-
dyschen asymptotischen Formel (1.4.40) fiir die genannten Werte von %.

In diesem Paragraphen ist & eine der Zahlen 5, 6, 7, 8. Wir bezeich-
nen ferner mit w eine komplexe Zahl mit positivem Realteil und definie-
Ten -

(1) w¥ = exp(ylogw), Wwo —g« < Im(logw) < —Z-
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7/

Insbesondere ist

1
OEN

2) Re(w™P) >0, wH? = (-l —

Fiir beliebiges # sei Z, wie tiblich, die konjugiert komplexe Zahl.
Sodann fithren wir die drei Thetanullwerte ein:

o]

(3) dw)= D} exp(—amw),
(4) Hylw) = 2 (—=1)"exp(~—am*w),
(5) Biw) = 3 exp{—n(m+4 w).

Die iibliche Bezeichnungsweise fiir diese Funktionen ist 95(07),

94(0]7), 95(0]7), wo der Modul = = iw positiven Imaginirteil besitzt. Mit

der Fupktion F(w) hatten wir schon in § 1.4 zu tun; sie hieB dort 9(2).

Wir schicken dem Beweise der Hardyschen Identitst drei Hilfssitze
voraus, von denen der erste nur wohlbekannte Eigenschaften der The-
tafunktionen bringt, der zweite der Haupthilfssatz ist. Der Buchstabe a
bedeute in diesem Paragraphen eine der Zahlen 2,3,4.

Hirrssamz 1.
(6) Byw) = Fy(w+4i) = Fy(w—i),
M By(10) = w5, (i)
. w
) B(aw) = wiig, (i)
w
(9) Do) # 0.

?Tweis. (6) folgt unmittelbar aus (3) und (4).

7) und (8) ergeben sich ams Hilfssatz 1.4.1 mit v — 0 und y =

{2), (8), (4) und (5). ! e
(9) ergibt sich aus der Produktdarstellung der Funktionen Da(w);

vgl. z. B. Pélya-Szegé [1], 8, Aufgabe 53. :
HILFSSATZ 2. Die reclle Funktion Ry(n) sei so beschaffen, daf

1) Ry(n) = Bn*, also die Potenereihe S RBy(n)z™ i /
_ 1% ;
2) die Funktio'nz .,,;1 e J9r <1 Bomorgtert

(10) Dy(w) = 14 D' Ryn)exp(—anw)
N==1

=M
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die Bedingung N
By(w) = w PP —1—)
(11) (W) = 3\
erfullt;
3) fiir k = 8 die Funktion
e o, 1
(12) Oy(w) = w™ Py ’H‘;}‘
die Bedingung
(13) lim &y(s+yi) = 0,
§=00
gleichmapig fir —% <y < % erfillt.
Dann ist
(14) Ry(n) = r4(n).
Beweis. Es sei
(15) Dy(w) = Py(w+1),
' 1
(16) Py(w) = w 1P, (;)
17 gaw) = Bglw) 85 (w).

Wegen (15) fallt die Funktion (16) fiir k¥ = 8 mit der Funktion (12)
zusammen. Nach ihrer Definition sind die Funktionen @y(w) fiir alle w
regulir. Wegen (9), (17) sind auch die Funktionen gq(w) fiir alle w regulér.

Aus (17), (15), (6) und (10) folgt

(18) 94(0) = glw+i) = gylw—i).
Aus (17), (2), (7) und (11) folgt

1
(19) gs(w) = g5 (;) .

Analog ergibt sich, mit Hilfe von (8) und (16),

1
(20) Fa(w) = gs ( )

w,
und, indem man hier w mit 1/w vertauschs,

1
(21) g4{w) = g5 (——)

w
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Aug (20), (18) und (19) ergibt sich’

I R I
-of5) - afid-afl)

(22) Pa(w+4) = z( ).
Endlich folgt aus (18)

(23) © gw+d) = gy(w).
Wir setzen jetzt

I

'w)‘“!h(’w)‘i'ga W) +g4(w),
(24) Fy(w) = go(w)g. ) +ga(w) gy(w ) +ga(w) gy(w),
Fy(w) = go(w) g ( ) ga(w) .
)

Die Funktionen Fyw) sind fiir jedes w regulir, und aus (18)-(24)

folgt
(25> Fa(w) = a(w+7/)y
(26) Fyw) = F, (—1—)
w
Wir setzen jetzt
20 @alz) = pa(_ @)
20

Da die Funktionen F,(w) in der Halbebene Re
nach (25) die Periode ¢ besitzen, so
arteten Kreisring 0 < [¢] <1 eindeu
diese Funktionen auch im Punkte #
nachzuweisen, daf

(28) lim{zGy(2)} =

2=0

(w) > 0 regulér sind und
sind die Funktionen Ga(2) im ausge-

utig und regulir. Wir zeigen, daB
= 0 regulir sind. Dazu reicht es hin

igt. Alsdann sind namlich die Funktionen 2Gq(2 m de;

Nullpmnktes beschréinkt, also- im Nullpunkt rggulﬁ.r I’ng%?};intif:;
Gufz) sind somit in diesem Punkt reguldr, oder haben einen Pol erster

Ordnung; letzteres ist aber nach (28) unmpglich. Aus (27) und (25) folgt

daB es geniigt, statt (28) zu zeigen, dafB ’

(29) iI:(eXp {=2n(s+iy)} Fols+iy)) =

icm

gleichm#Big fir —% <y < §. Wir verabreden, daB auch die folgenden
Beziehungen (30)-(32) gleichmiBig in diesem Sinn zu gelten haben.

§ 2. Die Hardysche Identibit 139

Aus (17); der Bedingung 1) des Hilfssatzes, (10), (15), (3) und (4)

folgt -
(30) Hm gy(s +w) limg,(s+4y) = 1.
. =200

§=00

Nach (b) ist weiter

00

exp (lf—) By (w)-= Z exp { —am(m-+1)w} = 2 2 exp | —am(m+1)w},

M= —c0 =
also
(31) tim (exp {5 50} s-+in) =

Wir wollen jetzt zeigen, daB
k ,
o2 i exp {72} o.+in) =0
8=00

In der Tat ist nach (16), (15), ( 10) und Bedingung 1) des Hilfssatzes fiir
bl <$<s

1 )
sy
o, +z)[

3(H—iy |

S (S WA =

=1

= B (1+ 2 nFexp {—— %}) = Bs*+.
fiml

Damit ist (32) fiir & = 5, 6, 7 bewiesen, und fiir k = 8 ist (32) we-
gen (13) ebenfalls erfiillt. )
Die Beziehung (29), gleichmiBig fir —% <y < %, folgt jetzt aus
24) (17), (30), (31) und (32). Damit ist*gezeigt, da8 die Funktionen
@,(z) fiir # = 0 reguldr sind, wenn man, wie ubhch

@,(0) = lim Gq(2)
2=0

|Dy (s +iy)} = (sz+z/’)‘k’4i¢4(

= (")

setzt. Diese Funktionen sind also im Kreise |2| < 1 regulér. )
Fiir die Funktion logz in (27) nehmen wir denjenigen Zweig, fir .de»n
—z <Im(z) <a (welchen Zweig ‘wir nehmen, ist wegen (25) gleich-
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gﬁltig). Bs sei K die geschlossene Kurve [loge| = 27, wo 2| < 1. Sie
enthilt den Punkt 2z = 0 im Inneren, genauer ist fiir jeden Punkt 2 auf K

e el Lo

Setzt man
_ loge
- 2
80 ist nach (27)
(33) Golp) = Fo(w).
Aut der Kurve K ist |w| =1, also 1jw = w, und daher, nach (26),
(34) Folw) = Fo(w).

Fiir beliebiges w ergibt sich aus (1), (10), (15) und (16)

DofiD) = Bofw).
In Vérbindung mit (3), (4), (5) und (17), folgt daraus

9a() = ga(w).
Wegen (24) ist somit ’ fult)

(35) Fa('w) = Ea(w) .
Nach (34) und (35) sind auf K die Funktionen F(w) reell. Wegen

(33) sind also die E.‘unkti'onen G4(2) reell. Da sie zudem auf K und im Inne-
Ten von K analytisch sind, so muB jede der Funktionen @4(2) eine reelle

Konstante sein. Daraus folgt weiter, auf Grund von (27), daB jede der

Funktionen F,(w) in der Halbebene Re(w) > 0 konstant ist.
Nach (24) ist g;(w) = W Wurzel der kubischen Gleichung

W°—Fy(w) W +Fy(w) W —Fy(w) = 0

’

i algo hijchstens drei erschiede]le i
nimmt ( ) ! ! \4 Werte an, ist also auch konstant.

ga(w) = 1,
und daher nach (17) und (19)

85(10) =14 3 Ryfn) exp(—mmp). :
n=1
Andererseits ist nach (3) und der Definition von ()

Sw) = 1+ Z 7(m) exp( —mmw).

N=1
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Somit ist
S Ryma = Y (1l <),
n=1 n=1

woraus die Behauptung (14) des Hilfssatzes folgt.

Unsere Aufgabe wird jetzt sein, eine geeignete Funktion Dy(w) zu
finden, die den Bedingungen von Hilfssatz 2 geniigh. Hierzu brauchen
wir noch die folgende Formel:

HILFSSATZ 3.
o 1 hid
(36) > orzmiyE D, ) exp(—anw).
M o0 n=1

Beweis. Es sei w > 0 fest. Nach (1.3), mit

fly) = 4" exp(—mwy),

ist
og 0
(37) Nk exp (—anw) = [ "= exp (—moy) dy+
=1 0
12 f 3 ~Lexp (—mwy) cos (2nmy) dy
m=10

M o
— %im 2 fyklz-lexp{_n(w+2m¢)y}dy.
Me=o0 ) ="M 0

) s

K21 _ —_—— e
of Y exp (—nwy)dy P T Dk

Nun ist wegen (1.4.2)

Durch analytische Fortsetzung, unter Beriicksichtigung von (1), ergibt
gich hieraus .

o0
1

kj2—1 _ . .

(38) ny exp{ 7o (w-+-2mi)y} dy Do Lo
Aus (37) und (38) folgt fiir w > 0
o M 1

39 k[2—1 — =1 U ————,
(39) Dkgg exp(—am) =lm )

In (39) konvergiert die Reihe rechts absolut; nach (1) ist nimlich
[0 +-2ma )R] = fo-+2mi* > jm%.
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(36) gilt somit fiir w > 0. Von hieraus ergibt sich (36) fiir jedes unserer
w durch analytische Fortsetzung. Setzt man niimlich w = 8-y, so kon-
vergiert die Reihe rechts, wie man sofort sieht, in jeder Halbebene s >
absolut und gleichméBig. Die Reihe links konvergiert aber absolut und
gleichmiBig in jedem Halbstreifen s > 0, |y| < H. Es ist nimlich

2 < X e Y
vt o+2md S L @ || —H)P ST L R

Wir sind jetzt in der Lage, die Hardysche Tdentitit zu heweisen,
némlich den folgenden Hilfssatz. :

Huessarz 4. Pir & = 5,6,7 und 8 ist

&  (8(h, q)\* nh
 (40) ri(n) = Dy (__,_) e(~——-).
qzﬂ;h%r:q g q
Beweis. BEg sei
00 o0 m x S
(41) Biiw) = N ifte-nite (—) w2y,
Z m;_'w =) (wao--2mi)

Diese Doppelreihe konvergiert absolut. Setzt man nimlich w = s42yi,
Wwo s und y als fest anzusehen sind, so hat man die Majorante

0

X = 2 Juw +2mi| M = Z Z [us 42 (m—+uy) 4] ~**

Um]l M= —00 U=l m=—00
=Z 2 {8 -4 (m+uy)?) "
U=1 m=—c0

Bei festem u ist hochstens fiir zwei Glieder der m-Summe die Ungleichung

Im+uy| <1 erfiillt. Bezeichnet 3, da8 diese Glieder fortzulassen sind,
so folgt weiter :

0 00
X<o Zu-’"’s-"“+2 D A (g} = X, 4 X,
U=l U=1 ’

Uber X, ist weiter nichts zu sagen, da diese Reihe konvergiert. In X,
ist ;

w4 (mty) > us im+y|.

Also ist
o0 . , o ) .
X, <Zl' u™ "s“""z [y | ~H < 95k 2 " 2 g
Y= =1 me=1

wo die beiden Reihen rechts konvergieren.
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Wir setzen weiter
1
42) W) = w Y, (E) ,
(43) _ DPy(w) = Fy(w)+Fyw).

Ersetzt man in (42) w durch 1/w und beachtet (2), so folgt
1
(44) P (w) = w Py, (;)

Aus (42)-(44) ergibt sich daB die Bedingung (11) des Hilfssatzes 2 erfiillt
ist. ’

Weiter ist

2 [ m\® N s v N
S wmtams = 3R 57 wosans
m=—00 hmodu M=~00

m=h(mod u)

‘[ h\E . W2 e
= add ww ++2hi+-2ums

hmodu m=—00
—~kj2
[ h k = 2ht
= E (——) o H2 E (w—}—w— +2mz‘) ,
U U
hmodu m=—oo

nach (1). Auf die m-Summe kann man hier Hilfssatz 3, mit w-+2kifu
statt w, anwenden und bekommt

0

&
2 (f’-) (uaw -+ 2mi) 12
m=—00 % .
, k ke ;
=D, 2 ({i—) 1t‘k’22n"’2‘lexp {——am (fw+ ?—Zl)}

hmodu n=1

Wegen (41) ist somit

00 , P o\
(45) Wi(w) =Dy, ) ity h Z (%) Zn’“’z’]exp{—nn(w—]— 7&—%)}
u=1 hmodu n=1

‘Wir setzen jetzt

(46) Ru(n) = Dpr=1 371 3

4=1 hmodu

Nach Hilfssatz 1.1.8 ist dann

o % -
21\ Vgw-nm w2 NV (R nh

(47) Rpa(n) = D21 E L1123, § (—) e(—— .
Umel hmodu w
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Aus (45) und, (47) folgt

= ZR"‘(”) exp ( —mnw).

n=1

(48) ¥y(w)

Um YP,(w) behandeln zu kénnen, definieren wir, in Verallgemeine-
rung von (1), fiir z 5 0

(49) & =exp(yloge), wo —m< Im(logz) <=
Es ist dann

w —kj2
(50) C TR (-q; -|-2mi) = (w--2mawi)~*?2,

Aug (42), (41) und (B0) ergibt sich

k
(51) i) = L1 (1"_ N
2(w) Z m_z_; m (w+2mawd) =
Diese Reihe konvergiert: absolut, da die Reihe (41) absolut konvergiert.
In (51) ist
S (i3 (=)
~k/2 —_
=\ + ( ) (w+2quwi)~" 4 (——) (0 —2quwi) =",
=00 ge=1 qg; (13
Dabei ist
7=t lg)=0 m ow>y,

T4 (L) (4) = |l
=)0 =)
Wegen (49) ist ferner

. _ ok k
(w+2qwi) ™ = ~HF(2gu —yg)=H2 — ¢ (.—— -8—) (2qw—ui) ™",

(u—2quwi)~*? = : (—8) " 2qw +-ug) 2 = e(k)(fEsqw—}-m)""2

Somit ist
k) i x
Py(w) = l-i—e(-— .—) K10 ( g ) @ N
y quw —ui) " -
K012 k- -1k ( ) (2gw i),
SO »
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In der ersten u-Summe setzen wir » = —[ und lassen I die negativen
ungeraden Zahlen durchlaufen; in der zweiten u-Summe setzen wir u =1
und lassen 7 die positiven ungeraden Zahlen durchlaufen. In der zweiten
Summe wird dann

. , (_]i) i{(u-l),z}ik+(u~1)k —e ( k) 1.{(1_1)/2}2k+(1~1)k —e (_ ﬁ) ,L-{(l+1)/2}2k .
8 8 8 )

Daher ist
(==} o0
k . 2, q k .
— = {@+1)/23°k 2 —kf2
Pow) = 1+e( 8) 1_51 i Z( 5”) (2qw +18) ™™=,
{=1(mod?) =

Hieraus folgt, da die Doppelreihe absolut konvergiert,

k o0 =] ' I k )
(52) %(w)=1+e(— 35-)2 » z{(’fmz}z"(}—‘;) (2qw +13)~+*

g=1 I=—

T=1(mod 2)
k o o0
—1te(-4) Y Y ) scorrms (L gq 1t
g=1 0<h<4q

==
(Rag)=1 1= h(mod4q)

In (52) ist
(53) PGS (S

Ferner ist, wie wir jetzt zeigen wollen,

q q
54 2 =(3).
*4 (=)
Beim Beweise gentigh es anzunehmen, daB ¢ ungerade oder eine Potenz
von 2 ist, da der allgemeine Fall durch Verkniipfung dieser beiden Spe-

zialfille folgt. Es sei ¢ ungerade. Dann ist nach den Eigenschaften des
Jacobischen Symbols

q l 1y~ q h e l 3
2 =) (—1)E-De 1)14’ (__) =(__) — 1)1 1)14, (_) =(__)_
(lll) (q)( ) h q (=) g q

Ferner ist 1= h(mod4), also (I—1)(¢g—1) = (h—1)(¢—1)(mod8), d. h.

(__1)(1—1)(41—1)14 = (—1)B-Dl-nA

woraus die Richtigkeit von (54) folgt.

A. Walfisz: Gitterpunkte in mehrdimensionalen Kugeln . 10
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Ist zweitens ¢ = 27, so-ist I=h i =
daher ' : e (mod8), also il = £h{mods), und Setzt man jetzt .
(3) _ (_2_) V (60) Ryln) = Ria(n)+Rialn),
il T \n) . .
; 50 ergibt sich aus (43), (48) und (59), daB Py(w) durch (10) gegeben ist.
woraus (54) ebenfalls _folgt: Dall die Bedingung 11) erfilllt ist, wurde schon im AnschluB an (44)
Aus (62)-(54) ergibt sich gesagt. Damit ist gezeigh, daB die Bedingung 2) von Hilfssatz 2 erfiillt
ANRE B> ist.
Pylw) = 1+e(———8~) 2 2 R (%) 2 (2quw-+Ti)~", Die Funktion Ry (n) ist reell. In (46) durchliuft nimlich —% zugleich
g=1 ?ﬂﬁ‘kg . }(—«3104 ) mit h ein reduziertes Restsystem modw. Die rechte Seite von (46) dndert
240 =1 . safi(mod 4¢)

sich daher nicht, wenn man k durch —h ersetzt. Wegen (1.1.1) geht aber

Hierin bekomms man, durch Anwendung von Hiltssats 3, dabei die rechte Seite in die konjugiert komplexe Zahl iiber. Also ist

0-01 > ad . —kj2 P
Z = 2 (2q+hi-+dmgi) ™ — (2g)-4" Z (w _]__7}3 n 2mi) _ Bia(n) = Rp(n),
=0 mE—wm M=—o0 2q d. h. By(n) reell. Analog zeigt man, daB Rg(n) reell ist, denn in (56)
o hi kann h ein beliebiges reduziertes Restsystem mod4g durchlaufen. Wegen
= Dy2g)* M klz‘lexp{~:rm (w +l)}_ {60) ist somit die Funktion Ryn) reell.
= 2q Weiter ergibt sich aus (46), (56) und Hilfssatz 1.1.1, daB
Es ist daher . . Rua(m) = BaF=Y Ry(n) = Bn®*,
= _ —k . 25 [ 4 i .
(85)  #afw) 1+Dke( )2 " 2 i ‘k(f) x ‘Wegen (60) ist also gewil
- ' o(if,raﬁql Ry(n) = Bak.
Xink/z_lex — . [w+ _@ Also ist auch die Bedingung 1) von Hilfssatz 2 erfiillt.
=~ Py 2q/1 Es soll jetzt die Bedingung 3) nachgepriift werden. Wir nehmen
Wir setzen jetzt B daher an, daB k = 8 ist. Nach (41) ist dann
5 kN \O (S 4g\E [ b & _
(56) Tpg(m) = Dy 1./}1 Z (“fi’q el — Z{T) . | W, (w) =Zl' mZ (waw +2mi) .
= s
Hierin ist nach Hilfssatz 1.1.9, mit 4q statt g, Da hier —m dieselben Zahlen wie m durchliuft, so ist
(87) ((_4,{&)) = (2¢)7%2 (%) (%) ¢ (_h;_) . Yi(w) :u_,:: m;; (ww —2m)~ u; mgm —uw-+2mi) 4.
Ferner ist . (mu)=1 (mu)=
58 2\ [k % Durch Addition der beiden letzten Formeln ergibt sich
(58) i) e(?) = e(__) HOrDe N .

AW (w) = % N (o +-2mi)
wie man nachpriift, wenn man beiderseits b — 1,8,5,7 einsetzt ' "o mIT

l=—0c0 M=-—w0

Aus (55)-(58) folgt i ’ 1=1(mod2) (m}=1
(59) Vi) = 14 Y Rg(n)exp(—mmw). 0 = X (wet2mi)t = 3 (omiy,
n=1 311 = — DO

1, Me==—
(L,2m)=1 (l,%n)xx,';?m


Yakuza


148 1V. Peterssonsche Sitze
Aug (61) und (42) folgt

2, (w) =2'w"4‘P1(—14)= Z’ (14 mawi) ™

w e

U m) =1 2|m
(62) = D (mtwi)t = > (omi)™
IM=—c0 1, M= 00
Lm)=1,21 ,m)=1,2[1
Aus (43), (61) und (62) folgt
(63) 2Pq(w) = 2 (lw+mi)™.

1 m=—o0
t,m)=1,2|m

Aus (63) und (12) ergibt sich ferner

o I 4 o
2Byw) = wt > { L eyl = 2 {1+ (1 m)wi) .
l’n‘/—J w j Im=—o0
(lm) =1,2{lm (I.'m.) 1,2|lm

In jedem Gliede dieser Summen sind die Zahlen 1, m von verschie-
dener Paritit. Setzt man also I4+m = h, so ist » ungerade. Umgekehrt,
ist b ungerade, so sind I, m von verschiedener Paritis. Daher ist

o

20y(w) = > (Hhwi) ™t = 2 (haw++15)~* Z‘ Z(uw+u)—4,

Lh=—c0 U=1 I=—

Lh=—o0
) =1,2%h (lh) =1,2vh (Tu)=1

(64) N O N
U=1 l=-00
Fir jy| < %, s> 1 ist in (64)

3

’ R

SoSh 3w i S (i)
=m0 |lY<[3us] |}>[3us] 1<{3us] Ill>[3u3]

< (6us+1) (us)™* +2 2 (S

1> [3us8)]
Nach Hilfssatz 1.3.4 mit b — co ist somit
[ o0

< Tus(us) ™ +2([Bus]+1—w) 42 [ (t—u)~dt

=" [3u&]+1

< T(us)+22us)™+2 [174a@
2us

< 7 (us) ™ (us) "4 (us) " = 9 (us)
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Wegen (64) ist also fir |y <3, s=>1

[@y(s +yi)] < 957° Du®,

woraus hervorgeht, daB auch die Bedingung 3) von Hilfssatz 2 erfiillt
ish. Es gilt daher die Identitit (14), wobei Ry(n) durech (60), (46) und (56)
definiert ist. Bezeichnet man die rechte Seite von (40) abgekiirzt mit &,
so folgt aus (60), (46) und (56)

S—Ryn) = Dt N \“’( h,q) (—ﬂ)
, . :

pras— sl
g=1 hmodg
g=2{mod 4)

Nach (1.1.2) ist hier die GauBsche Summe S(h, q) gleich Null. Somit
ist § = Ry(n), und (14) ergibt rx(n) = S, was zu beweisen war.
§3. Der zweite Peterssonsche Satz

Der folgende zweite Peterssonsche Satz ist eine Versehirfung seines
ersten Satzes 1.1 fir die 4 Werte k = 5,6, 7, 8.

Sarz 1.
1 Ds gien .
(1) ?{Ps(iz’—l-(l)-f-Ps!.l'—O)} = _'T.S{"'a"- Ns(r, 1) +Bir,
. 1 ) 7 D ,
(2) ?{Pﬁ(.er())TPﬁ(x—O)} = =5 Nylr, 1)+ Brlogr,
3 1 P ) Dy 52
@) 5 {Pla+0)+Prla—0)) = — %2, 1)~
5D, 3/2
— (‘)m)«-m N.(z, 2)4 Bz,
1 ) ) Dy
(4) Y {Ps(I+O)TP8(-T—O)} = T o 2 RNyl 1)~
3Dy, ’
— W.}'} Ny (i, 2)+Bzloge.

Beweis. Es habe & einen der Werte 5, 6, 7, 8. Ohne Beschrinkung
der Allgemeinheit sei # > 4. Aus (2.40) und (1.1) ergibt sich, an Stelle
von (1.34),

o0

~ Shy O\ O nh
() b4sla+0)+ 4z —0)) 1 = D, ¥ ( ) N le(——).
g=1 &gl{; q n<T 4
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Auf die n-Summe in () werde jetzt Hilfssatz 1.1 mibt 6 = h/q ange-
wendet. Das Integral f werde dabei nach (1.32) mit

(6) j=1 fir k=25und6; j=2 fir % =17 und 8
berechnet. Bs ergibt sich dann, an Stelle von (1.36), ’
(7) é{Ak(m—}—O)-{—Ak(m—O)}—l = Y3+ 8, +55.

Hierbei ist §; durch (1.37) gegeben. 8 unterscheidet sich von dem durch
(1.38) gegebenen 8, nur dadurch, daf ¢ iiber alle ganzen Zahlen lauft,
und ebenso unterscheidet sich §; von dem durch (1.39) gegebenen §;.

(1.40) bleibt in Kraft. In (1.38) kann h ein beliebiges reduziertes Rest-
system mod g durchlaufen, und es folgt wegen (1.4.2) und (1. 19), an Stelle

von (1.41), -
i - i
4 k —1 A "
® & .2 @my [k " ;}/ Rl ¢ 7).
=1 r 5 —7r+1 7=1

Hierbei ist die ¢-Reihe nach (1.22) und (6) absolut konvergent. Auf gsie
kann die Beziehung (1.29) angewendet werden, denn die Bedin-

gung 7 < k/2—1 ist wegen (6) erfilllt. Aus (8) ergibt sich daher, an Stelle
von (1.42),

j
, 1 k/Z -
(9) 8= — (Zm')'. kn 2Ny, 7).
=1 I’(;—H—l

Aus (7) und (1.40) folgt
HPuo+0)+Pa—0)) = §+8;+1.
Hierbei ergibt sich aus (9) und (1.4.2), daB §; die Hauptglieder auf den

rechten Seiten von (1)-(4) Liefert. Der Satz wird daher bewiesen sein,
wenn gezeigh wird, da8

(10) 8 =Bz firk=5und 7; & — Bglogs  filr k¥ = 6 und 8.
Die Summe 8; spalten wir in die beiden Bestandteile

’ k °°. k Y k , .
1) 85 = D}J’(E)Z = chp(—z“) _,\J +-DI.F(§) Z = 8+87,
>z

q=1 <z

wobei das Glied der g-Summe dasselbe wie in (1.39) ist,
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Aus (1.39), (11), (1.1.2), (1.33) und (1.28) folgt

- kel k21—
g Vg VN
=P L Ly
o<z o0<h<g M=—00 |._.. “+-m
(h,9)=1 m#—~hjq q

o0
_ pgfr-1- Y‘ g N e NN L -
ps, @7’+ “ “d h 174
m=1 2L 0<h<g M=—00 | _ll_m
) =1 ¢
(12) = BafRo 4 BRIt Mgk,

q<m

Aus ( ) und (12) ergibt sich

(13) 8 = Bm1/°+Bm1/” D¢ =Be  fiiv k=5 und 7,
<
(14) 8 = Be+Bo D' ¢ = Balogs fiir k =6 und 8.
<z

Weiter ergibt sich aus (1.39), (11), (1.1.2) und (1.21)

@ a e{ ( +m) }
) 8 =B VgV [y im NV gy
' Ld L Moo Lned h /
o>z (U]<1‘;.<(11 0 m=-—M — _(._n@
h,G) =

L4
k=1 >z

—B Y‘ _q“"’z v mk,‘«—y = Bmqu 7 k/zZ =
Aus (6) und (lo) folgt

Bx*? E ¢ **logq = Bxlogz fir k=25,

>z

Bax* E ¢ *logg = Brlogw fir k=8,

(16) 8 = @
T B Y e — Be fir k=7,
o>z
2 -2 5 —
Be* ' g™ = Bx fir k=8,
a>z

Aus (11), (13), (14) und (16) bekommt man die Behauptung (10)
fur & =6, 7 und 8, wihrend fiir ¥ = 5 nur Si = Bzlogz herauskommt.
In diesem Fall muB die Abschitzung (16) verbessert werden, und das
gelingt folgendermaBen.
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B sei k = 5, also § = 1. Die Summe §; werde dann noch weiter ein-
geteilt, und zwar sei

8 =pr5 3 Y

>z h<aln
(1,0)=1

Al \ 1

+ +
AL~-1z)<h<q
,9)= (,9)=1

a/w<(7i’< q()l(;ll—-l/w)

(17) = 83+85+810.

Die Summen 8; und Sy, werden genau so, wie oben die Summe 81,
behandelt. Bs ergibt sich dann, unter Beriicksichtigung von Milfssatz

1.34,
S48y = qu—s/z 2 xS +B \ o el
oL
> h<gjz > a(1-1jz)<h<q
B2 —3p2 1 372 —spy. B4
o>z h<gjz ' - e x
- 3
= Byl (m’3’2+ f y“mlog—y cly)
E @
oo
(18) = B (m‘3’2+w‘”” f y~**log(3y) du) = Bu.
1

Fiir die Summe 8, ergibt sich aus (17), (1.39), (1.1.2), (1.33) und (1.26)

00

1/2
72 &
Sy =B ¥ g ) N
’ o i Zi |h 2
>z gfe<h<g(l-1jz) mi=—0o | __ +m
q

= g2 \1 g
i

>z

V0
P

¢ ¢
Max (T, “"—2)
gje<i<a(i~1/z) B (q—h)

2
— B v —5j2 g
o R y

2

e
a>x gjr<h<q(l—1/x)

=B Y 1% =B Y it
o> h>_qﬂr 4 ﬁ 4

19 = Bz 3% — By
(19) 2 g_;q Bz.
Aus (17)-(19) folgt
S—; = Be.

In Verbindung mit (11) und (13), ergibt dies die Behauptung (10) fiir k= 5.
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In diesem Paragraphen sei % > 7 (mit Ausnahme von Satz 9),n >3
g>1, »>1. Aus (1.31), (1.30) und (1.4.2) folgt

1
Pk ()'lr—{— T))

ps

’

Dy,
2mi

I

1 k-1 1
(n+ 9) 9N, (n + 5 1) +Br*2 L BuFlogn

D, o 1 30
1) = — 2—7;— 71}""‘19%()1 +5 1) +Bu®-Mog

Im folgenden soll die Abschitzung (1) dazu benutzt werden, um das
Verhalten von Py(n-+3%) fiir gewisse ins Unendliche wachsende Folgen
von n-Werten zu untersuchen. .

HirrssATz 1. s gst

Fk(”‘, Q)

2 P

o0
1 1
e R e = 1) =
Bl “'("“Lz’I) ‘E:

wobei fir ¢ = 2(mod4)

®3) Filn, q) = 0;
fir ¢ =1(mod?2)
(4) Fk(@;@
i
el — —
Xinmival ("‘)k( Q)( (el
—e{—-—— - TI—[——] ey(Bn+1)—¢);
8 g h%:q 1_(3(& g /| }
q

fir ¢ = 0(mod4)

ol (» q_’“)ﬁl
3 oz N0 [2q\F 1 ) q) . qk\ h
(3) Fyln, q) = 2% h%z _,) ] - _(1‘6 l(zﬂ+1—?)z} :
he=1(mod 2) "¢ E

Die linke Seite von (2) und jedes Glied der rechten Seite sind reell.
Beweis. Wegen (1.20) ist

(6) Ri(n+4,1,1) =0.
Wegen (1.19) oder (1.20) und (1.1.2) ist
] Ri(n+%,¢,1) =0 fir g¢=2(mod4).
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Hs sei jetzt ¢ ungerade. Nach (1.20) ist
@) Runti,g,1)

B S, g) \* Nhfg, v, w1 1
e L O |

O<h<y =1 — .+m
(1,0)=1 —m
) q g

Hierin ist nach der Partialbruchzerlegung des Cosecans

4N 4 b\ (=0t
(9) - M =2 N o n008ec —.
L (_h_) e g
Weiter ist .
(10) ifa-ney? _ (E) (i)’
8 q

wie man nachpriift, indem man fiir ¢ die Werte 3, 5, 7 und 9 einsetzt.
Aus (1.1.21) und (10) ergibt sich

1 _ (g1 -2}»)”
() 80, 0) = o[ L5) (2.

Aus (8), (9) und (11) folgt

e —1)Ek) {—2\F h\*
= ayg A/q,{(!l - ) }(T) 2(5) g{— (aH— -;-) —g}cosec—gzl—h—-

h<gq

Die 7-Summe in (12) formen wir um nach. dem Schema

o i = 3 (10 +1(a-n).
=2 W

Hierbei ist
I3 y
HB)+Fg—h) = (-) e{— (72+ ~1)E}cosecn—h
q q

Il
.‘_
—
=
|
=
~——
’ba
—
|
[
+
| =
~———
|
=
S —
o
(=3
wn
[«
o
=
|

I
—
IS
=

o
o
———
|
B}
+
o[ =
-~
Y
—_—
o
S
o>
o
&
SE
f
——
e ||
|
~———
&
—
-
S,
——
=
_|__
~
=22
[]
S
m
@
&
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In (12) ist daher

. wh

. h\E wv? —1\k f l

ay =i V(*) —-———(1—(——) (2n+1)- )

ﬁ hé?//z q 1—e zb_ \ Q l 9'
q

Aus (4), (12) und (14) folgt fiir ¢ = 1(mod2)
2
(1B) Fyn, q) = — o7 Ru(n+%, ¢, 1).

Es sei weiter ¢ = 0(mod4). Dann bleiben (8) und (9) in Kraft, wih-
rend (11) durch (1.1.23) zu ersebzen ist. Aus (8), (9) und (1.1.23) folgt

_ 7 [2g\F gk 1\ h wh
(16) Ry(n-+3, g, 1) = a2klRg—? ,{—\j (7) e{—(n — §+5) E}cosec e
h=1 (1<nod2)

Hierin werde die h-Summe wieder nach dem Schema (13) umgeformt.
Zunéchst ist

20\ _(24) e
-

Um dies nachzupriifen, wenden wir (1.1.1) und (1.1.23) an. Es iolgt dann

einergeits
, 2q —h
Slg—h,q) = (g 71) (q )(24)1’2,

andererseits

2: 2
Stg—t, g = Y { o S (~h—“)
amodg 1

|
-

8o dafl (17) erfiillt ist. Aus (16) und (17) folgt

s %
1) +ita— = (5 e = (1L + 1) Hooses 24
q
20\ (_ ok {(“@ﬁ 1)_4:_’} ah
h)e( 8)6 7 —+ q cosec Z

(
A A e o e e B B
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In (16) ist daher

k\ b}
& ¥ o 2g\k ek—- [ H{}l . e{ o1 gk h)
w Y=—2 M (T “_(h) ‘ T gl
h<g/2 1 —el|-
h=1(mod 2) q
Nach (5), (16) und (18) bleibt (15) in Kraft.
Die Behauptung (2) des Hilfssatzes folgt aus (1.29), (6), (7), (3) und (15).
Weiter ergibt sich aus der dritten Zeile von (1.20), daB Ry(n+1,¢,1)
rein imagindr ist. Mit & durchliuft némlich auch —J% ein reduziertes Rest-
system mod g. Ersetzt man aber & durch —h, so geht der vor der geschweit-
ten Klammer stehende Ausdruck in den konjugiert komplexen Wert

fiber. Der in der geschweiften Klammer stehende Ausdruck ist fiir
% = n-+% reell und wegen

e(mz) = e(;mm) = (—1)"

dndert dieser Ausdruck sein Vorzeichen, wenn man kb durch —% ersetat.
Also it in der Tat Ry(n+4,¢,1) rein imaginér. Nach (15) ist mithin
Fyn, q) fiir ungerade ¢ reell. Da aber (15), wie oben. gezeigh worden ist,
auch fiir ¢ = 0(mod4) gilt, so ist Fi(n, q) selbst fiir diese ¢ reell. In Ver-

bindung mit (2) wnd (3), ergibt sich jetzt die letzte Behauptung des
Hilfssatzes.

Hrmrssatz 2. Bs ist Fy(n, u) =0, wenn' entweder

i—1
(19) k gerade, mn= -,lio—~(m0dlu,),

oder wenn
u—1
(20) k ungerade, mn= ——(modu), u = 1(mod4).
Beweis. Unter den angegebenen Bedingungen ist in (4) fiir qg=1u

®
1—(;(11—) e{(Z’n—!-l) —;i} = 1—e(1)

Il
=

HiLrssaTz 3.

(—1yk2 filr gerade k, n = 0(mod3),
(—1jfR2 fibr gerade k, n = 2(mod3),
. 2 [—1
(21)  Fin,3) = 3 (ME«) fir ungerade %, n = 1(mod3),

1 —
— g11_2(_76_1_) fibr ungerade k, n = O(mod3);

icm
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/2 . ko 2
o fir gerade kb, n= - oder (mod 4),
2 L k44 k
— okl fir gerade k, n= ; oder —;ﬁ (mod4),
(22) Fuln, 4) = P
28Dty ungerade k, n= —zi;(mod 4),
. k+5
—2FDE fhr ungerade ¥, n= ;'_ (mod4);
PP i i~k =0,1,2, 3(mod8),
8) =
@8) B8 =) goner g, n—k = 4,5, 6, T(mods).

Beweis. Nach (4) ist

3

2n4-1
et
1~e(%>(1( " Ts )
Fir gerade & ist somit

n
(.’-(—")
i 3 2n4-1
N {1 k2 —
Fy(n, 8) = (—1) 1—e(d) (1 0( 3 ))’

Fy(n, 8) = i*

woraus die beiden ersten Zeilen von (21) folgen. Fiir ungerade % ist

n
e\ —5
Fun,5) =i( Y | > (1+e(2”,+1))-

Fir # = 1(mod3) ist also

-1 27 ot ) —coseeﬁ*——g—-
| Fuln, 8) = %W—f 3 T R
fiir' n = 0(mod3) ist
-1 1te(d) = _ 1
(T)Fk(n, 3) =1 1_6(%) = -——Ctvg 3 = 31/2 .
Weiter ist nach (5)
k
{2

8 =2""pyn 4) = — T—ed
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Da die rechte Seite ihr Vorzeichen dndert, wenn man n durch n+2 er-
sefizt, 5o gentigh es, die erste und dritte-Zeile von (22) zu beweiser. Fir
gerade & ist

ki)

§ = e (I (1)),

woraus die Richtigkeit der ergten Zeile von (22) folgt. Fiir ungerade %
wd n = (k+1)/2(mod4) ist
_ oty i 12
=2 m)— = seeI = 27
also die dritte Zeile von (22) erfiillt.
Endlich ist nach (5)

. (k~n)
E‘klzl*’k(wz, 8) = —8—~ (l_g (M))_}_

1—e}) 8
. (370—3%)
8 6n+3—6k)
+T:@(H(_‘s‘— )

Wird also

z—'m.

B =2 fule) = T =™, o) = () ()
gesetzt, 0 soll gezeigt werden, daB
2 fi =0

(24) gm(z)zl UI' m 11;2:37

=2 fir m=4,5,6,7.

Da hierbei fu(2) und g,
m-+-4 ersetzt, so geniigt
geht z. B. so: Hs ist

2) ihr Vorzeichen wechseln, wenn man m’ durch
es, die erste Zeile von (24) nachzupriifen. Dies

We) =1, also () =1, gye) =2

17
hE) =27 1— = e (142t e?) = 1afa?,

1le) = 1427423 = I——z, gz) = 2,

Be) = 1deta7 42 42, fye) = 1—p gt
18e) = 1detatd bty g =0 1+ 422,
he%) =122

H gﬂ(z) =2 1

)y ga(z) = 2.

=M
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HILFSSATZ 4.

7h
(25) B, wl < ) coseo =",
h<uf2
(hu)=1
U w—1 '
(26) [Frln, w)] < -5(17{-10g. 5 ),
1 wh
(27) B, 49)] <2 ) cosee7
h<2g
(ha)=1
(28) [Fin, 4q)] < 2"+ ¢{1+3log(2¢—1)}.

Beweis. Nach (4) ist
-1

\’ 7h
B, <2 ) = D cosee—.

)

pd
h<uf2 h<uf2
(h,<u;q=1 (hu)=1

Das ist (25). Genau so ergibt sich (27), mit Hilfe von (5).
Aus (25) folgt, nach Hilfssatz 1.3.4,

@-1)f2 -1/
A U_ 3 dy

[Fr(n, w)] < TS S3 + )
h=1

also (26). Analog ergibt sich aus (27) »
0k Frm, dg)| < D cosec o < 2g L
< 3 s
= B

1

v
q--1 q9—
1 dy )
=9 > <21 f———
2qm TR q( +0 2y+1)

also (28).
HiurssaTz 5.
(29) |Fy(n, 12)] < 4,9-2%2;
>‘3°% |Baln, 40)] _ 66,41-872  fir k=71,
) & o T|5243-87  jur  k>8;
{'% [Fn,w)| _[0,78-27* iy k=7,
1) < P So58-27% fir k> 8.
Beweis. Nach (27) ist
%7 4 4

D A
27HY B (n, 12)] < eosecl—nz’ +cosec — = V24 < 4,9.

2T Vv Voia
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Nach (28) und Hilfssatz 1.3.4 ist

" T 4] _ e VH—%Iog 2g—1)

Z K[% Jej2—1
= (9 ~ q

A4-3logT £ 144log
L 2 k’”( = f y%:/z-gl y(l?/)

1 .
= g1k (1 4 Slogr 21088 8 )

k—4 (e—4)?
Fiir k > 7 ist also

0
<814 LogT+ 2§ +log16+3) < 817.8,3012
g=

-

< 66,4182
und fir % > 8 ist

3

Zg 811+ Hlog T+2 +log8+3) < 8'F2.6 ,583 < 52,43 872,

a=4
Analog ist mach (26)
v Fe(m, w)l 1 0 1+4logm
2 Ly

£ ps " 19m L VEE=T
.J
u=27 m=13 (2m+1)

L 1+log13 r 1+logy
=72 27}:/2 -1 B f (2y+1)k12 ) (h/
<om- k,z( 1+logl3  1+logy 1 )
B4 2(k—4) ' (k—4)

Fir ¥ > 7 ist also

ke W L+logl3  14logd
orkz-2 p 2 1
U=27 54‘ 6 + E 0 78

und fiir-k > 8 ist

0 27
ki 1+10g13 1-+-logs
272 31 — +—~8—g2+§é<0,58.

uU=27 °
Wir haben jetzt die notigen Hilfsmittel beisammen, um den Fall

eines geraden % behandeln zu kénnen. Fiir die ungeraden k ist aber noch
der folgende Hilfssatz notig.

=M
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HILFSSATZ 6. Piir ungerade k ist

(32) Fry(n, 7) =0 fiir  n = 3(modT);

3  fur n=0(mod9),
(83) Film, 9) = { —3 far " n=6(mod9);
(34) Fr(n,11) =0 fir m=1(modll)

Beweis. Es sel & ungerade. Fiir n = 3(mod7) ist nach (4)

\Fun, 7)] = 2[2(?)2—(36:(%{

Setzt man also e( ) = 2, 80 geniigt es zu zeigen, daB

= — =0
§ 1—e + 1—2 12
der Tab ist
—1-(1—2; V(1 —2%) 8 = (F+24) (1 —2) +1 =2 —2H(1—2%)
=St 11—t =0,

also § =
‘Weiter ist nach (4)

=
Fy(n,9) = Z ——9—{1#¢((2n+1)%)}.

h=T124 ] g(h)
R Y)

Daraus folgt sofort die erste Zeile von (33). Um die zweitg Zeile zu be-
weisen, setze man z = e(%). Dann geniigt es zu zeigen, daf

zS 6

§ =L -t
PELL YT T I

In der Tat ist
8 = P ta+ 2 ) FEL 2+ ) HL LA+
e R R R i
= 242" 4328 2" +2° 435" 44+
= —142° 428 = —34+2(14+2°+<°) = —3.

A. Walfisz: Gitterpunkte in mehrdimensionalen Kugeln 1

(1—2"%) = —3.

=)+
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Damit ist (33) bewiesen. (Der Leser ‘wird bemerkt haben, daf diese For-
mel und ihr Beweis auch fiir gerade & gelten.)
SchlieBlich ist fiir » = 1(mod1l) nach (4)

A ,
\Pin, 1)) =| Z (Ihi) i—:(% (1 +e (%)) I
i

Es genfigh daher zu zeigen: Fiir 2 = ¢() ist
10 9 8 1

T ) ‘ 1:3 (1) 4 4
, 2
+ -

1—2°

(35)

(14-2)+

1—2*
(142" = 8= Sy + 85+ 8,+85 = 0.
In der Tat ist
(1—2)(8,—8,) = 2L +2) (142°) =2 (1 +27) = 2 +1 42" 4* —2* 2,
(L—2*) (81— +8y) = 2+ 1+ 4+ 2" ot Lot Lot pe® — 1 —2 2 4
= 2422 +0 2" —f 2T+ 2
= 14—t 2252,
(1—4) (1 —0) (8, — 81 8,) = —14+2*— oA 225 — 20125 —2® 4210+ 22+24*
= — 1424+t —2 —2F — 2" 12"
6 6

2 z 2

1—2 1—2% ~— 1’

(1—2%)(85+85) = AA+2)(1+2") —2(1+2Y) = 241425 +2° —2—7,
(1= (1—2%)(83+8;) = P4+ 142°5 42" —e—2f —z—2t —20 —22 44542

= —(—142 42+ —25 282" 121,
also (35) erfiillt.
Wir kommen nun zum Hauptergebnis dieses Paragraphen, dem drit-
ten Peterssonschen Satz, der so ausgedriickt werden kann:

SAvz 1. Bs sei k > 7. Dann gibt es ¢ine von & unabhingige Zahl M
und drei von k abhingige Zahlen ay, by, s, so daf
1 1 > s ir n=a mod M »
(36) —-,,—.9tk(n+—,1) A
27t 2 < —s fir n=DbylmodM).

Diesen Satz hat Petersson auch fiir % = 6 ausgesprochen und bewie-
sen. Der Fall % = 6 erfordert aber noch die Beréchnung ven Fg(n, 16)
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und eine bessere Abschitzung als (29) fir Fy(n,12). Zudem bekomms
man fiir s, einen weit ungiinstigeren Wert, als er durch (38) geliefert wird.
Wir wollen daher den Fall ¥ = 6 hier nicht aufnehmen.

Die Peterssonsche Methode ergibt fiir M, ay, by, s, konkrete Werte,
die es gich lohnt, mit in die Formulierung des Satzes aufzunehmen. Dies
soll im folgenden geschehen, wobei der Fall eines geraden k (Satz 2) und
eines ungeraden % (Satz 3) getrennt behandelt werden. Es wird sich da-
bei herausstellen, daB man fiir M den Wert

(37) M=5-7-8-9-11-13-17-19-21-23-25 = 1405485081000

nehmen kann; daf die ay, b, nur von dem Restcharakter von % mnach
dem Modul 8 abhiingen, und fiir s; der Wert

(38) 8, = 277240,001-37
zuléssig ist.
SATz 2. Es sei k gerade, k > 8,

-1
39) nzu—2-(m0du) fir w=5,7,11, 13,17, 19, 23.

Ferner moge n entweder den Bedingungen
“0) {n, = 0(mod3) fir k= 0,4(mod8);
n = 2(mod3) far k=2,6(mod8),
(1) V{nzl fir E=0, wn=2 fir k=2, ]
n=6 fir k=4, n=0 fir k=6(mods),
oder den Bedingungen '
(2) {n = 2mod3) fir k= 0,4(mod8);
n = 0(mod3) fir % =2,6(mod8),
(3) {7LE7f’iiT k=0, n=0firk=2,
n=0 fir k=4, n=2 fir k= 6(mod8)
geniigen. Hs sei
1, wenn n die Bedingungen (40), (41) erfallt,

(44) 1=
—1, wenn n die Bedingungen (42), (43) erfillt.

Dann ist

(45) - 2L Nu(n+1,1) =279 40,001-37%2,
T
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Beweis. Aug (40)-(44) und (21)-(23) folgt
(46) WFyn,3) =1, 1Fyn,4) =2" 1Fyn,8) = 2"+
Nach. Hilfssatz 1, (46), (39) und Hilfssatz 2 ist

2 [Fyn12)|

4
(47) —EE%(MA-%,l)?ngrW%—W— 15

1 Fan, 9) [ Fy(n, 15)]  |[Fy(n, 21)]

gk 152 - o 1%

2 | Fu(n, 44)| Z [ Fr(n, )]
7 12 - %2 .
(4¢)"° =l w
Hierin ist nach Hilfssatz 5

[Fn, 12)] & k2 1 4 \H
kj2 ) i ' o2
4.{ 1o 4 MV E} ( ) +52,43 (“2) 40,5827 (27)

Q=4 =27
2 4 ¢
B
( )+a243( >+0 58 -7 (27)

78 4 52,43 148,48

= —— 729 < 4‘;451
also
2 | Fr{m, 12)] ad = 2,45
— — A — > - ———
4:1:/2 1.4"/2 41:24, u;;] 476/2 )
2,45 [ 3\** 2,45 (3\* 0,78
Schlieflich ist nach (26)
o.gh-1 [Fi(n, 9)] | |Fy(n, 15)| | Fy(n, 21)|
= gkl2 1552 o1k2
1-+log4  1-+log7  1-4logld
= 31:/2—1 5lc[2—1 7k/2—1
1+logd 1-4log7 1-4loglod
(49) < 33g i 5f + o <022,

Aus (47)-(49) ergibt sich
1 1
- Q—nicﬁk(n + 5 1) >

womit (45) nachgewiesen ist.

1

i
o T (1—0,78—0,19) =g
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SAarz 3. Es set k ungerade, k =17,
(80) n = 1(mod11).

Ferner mige n entweder den Bedingungen

-1
(51) n= ﬁ—r)— (modu) - fir k= 1,5(mod8),

“=3,5,7,9,13,17,21, 25,

u—1
(52) n = 0(mod9); n= —T(modu) fir k= 3,7(mod8),

{nzlﬁim k=1, =a=1Tfirk=5,
53 . .
n=6 fir k=3, n=0 firk="7mod8),

oder den Bedingungen

(4) n=""—(modu) fir &=37(mods),

w=3,8,7,9,13,17, 21, 25,
uw—1
2

(58) m=6(mod9); n= (modw) fir k= 1,5(mod8),
. . w=>5,17,13,17, 25,
56) {zs’?ﬁmkzl, n=1firk =5,
6
n=0 fir k=3, n=26 firk= T(mod8)

gendigen. Es sei

57) 1, wenn n die Bedingungen (51)-(53) erfiills,
m =
—1, wenn n die Bedingungen (54)-(56) erfilli.
Dann ist
(58) R Qly’;im,ﬁ(n 13,1) > 2742 40,0013,

Beweis. Aus (51)-(b7) und (21)-(23) folgh
(59) mFyn,3) =371,  mFyn,4) = 2EV2 mPyn, 8) = 2",

Wir unterscheiden jetzt zwei Félle.
1) Bs geniige n entweder den Bedingungen (51) und den beiden ersien
Bedingungen (53), oder den Bedingungen (54) und den beiden leteton Bedin--
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gungen (56). Nach (2), (3), (59), (87), Hilfssatz 2, (32), (50) und (34) ist
dann :
21/2 3-12 9

(60) : ———mk n+ %7 2k/2 + 370/2 '| ZE/’E -

\Fi(n, 12)]  |Faln, 15)]  |Filn, 19)] | Fyin, 23)]
ST 15’°12 BT X

[Fu(n, 44)] |Fo(n, w)|
_‘2 k4a Tz Z u la/z .

Hierin ist nach (26) und Hilfssatz b

: =< o0
we [Hnln, 12)] | [Fy(n, 15)]  [Fiu(n, 19)] | |Fyin, 23)|
4 ( 1972 + 152 + 19’k[2 + 03k 2 2

<49( J# 4+ 5 (1+1ogT) ()% + 22 (14+-1og 9) (5] +
+ 3 (1+1og11) (¥4 66,41 (3)*2 4 0,78 - 272 ()"
< 4,9 (3)"+ T (1+10g7) ()2 3 (1 +-log 9) (5] +
+3 (1+log1i) (5] +66,41 (3)2 40,78 27°(s5) "2

< 1,18640,2174-0,131+0,086 +5,870+0,712 < 8,21.
Also ist in (60)

2 o . 28,21 6,21
@z"---*‘gn 2 = —ﬁ,
0 %2
k2 [~ 3 3\
3 i2(4k12 ...-2); —6,21 (Z) > —6,21 (Z) > —2,27,
U=2
3~ 2 o 379,97 1,7
3k + A T 2/ —_ﬁ_‘gka = —3_,k/2‘7
U=27
L (31 L 9\72
2k/~( e Z) > 1,7 (~) —0,412
9 U == 27 . 3
2. g S 20,412 | 1,00
W+,3k12 +"'_2 = ‘)k/.': = ;k/é .
u=27 = 2

Damit ist die Ungleichung (58) im ersten Fall bewiesen.

'2) Es geniige n entweder den Bedingungen (52) und den beiden loteten
Bedingungen, oder den Bedingungen (55) und beiden ersten Bedingun-
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gen (56). Bs bezeichne zur Abkirzung V die rechte Seite der Unglei-
chung (60). Nach (2), (3), (59), (b7), Hilfssatz 2, (32), (50) und (34) ist
dann )

mFyn, 9)  |Fyn, 21)|
o2 - ok
Der im vorigen Fall gegebene Beweis von

V = 2+%10,001-37%

—E’i%ﬂ(nﬁ, H>V+
Ty

bleibt in Kraft, weil dabei die Bedingungen (51)-(56) nicht benubzt wur-
den. Ferner ist nach (33) und (26)

mB(n, 9) | Fp(n, 21)} 3 21 1-logl0
N L TN T

3 3
9,{,2( (1—|—10g10)( ) ) > 0.

Die Ungleichung (58) ist also auch im zweiten Fall erfiillt.

Satz 1, und auch seine préziseren Formulierungen, die in den Sitzen
2-3 gegeben werden, sind deswegen von Belang, weil sie Anwendungen auf
das im IIX Xapitel behandelte £2-Problem zulassen.

Aus (1) und Satz 1 ergibt sich sofort der folgende

SATz 4. Es sei k = T7. Dann gibt es eine von k unadbhingige Zahl M
und drei von k abhdngige Zahlen ay, by, t, so dap
(61) Py(n+3) > D~
fir alle hinreichend grofen n, dic der Restklasse n = a, (modM) angehd-
ren, und
(62) . Pyn+3) < —DytgP!
fir alle hinreichend gro/jen n, die der Restklasse n = by (modM) ange-
horen.

Dabei kann man als #, jede nur von k abhingige positive Zahl neh-
men, die kleiner ist als das s; von Satz 1. Z. B. bekommt man, auf Grund
der Sitze 2-3, den folgenden

SArz 5. Es sei k = T7. Dann ist
(63) Pk(“"’r%) > 2—k[2_Dk%k/2~1

filr alle hinreichend groflen n, die bei geradem k den Bedingungen (39),
(40), (41) und bei ungeradem k den Bedingungen (50), (51), (82), (83) gendi-
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gen. Ferner ist
(64:) Pk(n—‘—%) < _,,_2-—70/2])10/”‘]0/2,1

fir alle hinreichend grofem n, die bei geradem % den Bedingungen (39),
(42), (43), und bei ungeradem k den Bedingungen (50), (54), (55), (56)
geniigen.

Von Pn-3}) kann man, auf Grund von (3.1.2), zu Py(n) ibergehen.
Ferner bekommt man, durch denselben Schluf wie bei (3.1.2), die ana-
loge Beziehung

(65) Pyn+3)—Pin+1—0) = D=+ Bn"%,
mit Hilfe der man von Py(n-+3) zu Pyn-+1—0) ilbergehen kann. Auf

diese Weise ergibt sich, statt Satz 4,

SA1z 6. Bs sei &k > 7. Dann gibt es eine von k wnabhdingige Zahl M
und drei von k abhdngige Zahlen ay, by, e, s0 daf

(66) Pyn) = IDy{1+g)nF?

filr alle hinreichend groPen n, die der Restklasse n = oy (modM) angehd-
ren, und )

(61) - Py(n+1—0) < —3 Dyl +ep)n*i?

fitr alle hinreichend groBem n, die der Restklasse n = by (modM) ange-
horen.

Hier kann man fiir ¢, jede nur von % abhiingige positive Zahl neh-
men, die kleiner als 1 und kleiner als das Doppelte der Zahl s; von Satz 1
ist. Z. B. bekommt man, statt des Satzes 5, den folgenden

Sarz 7. Es sei k > 7. Dann st

(68) Py(m) = 3Dy (14-0F3) k21

fiir alle hinreichend groPen m, die bei geradem. k den Bedingungen (39),

(40), (41) und bei ungeradem k den Bedingumgen (50), (1), (52), (53) ge-
wiigen. Ferner ist ‘

(69) Py(n4+1—0) < 3Du(1 42174921

fiir alle hinreichend grofen n, die bei wngeradem &k den Bedingungen (39),
(42), (43) und bei ungeradem %k den Bedingungen (50), (54) (55), (56) ge-
niigen.

Aus Satz 7 ergibt sich fiir k > 7 die folgende Verbesserung von Satz
3.1.1:

§ 4. Der drifte Peterssonsche Satz und seine Anwendungen 169

Sarz 8. Fiir B > 7 ist

2Py
(70) limsmp ‘17,;];(72—% S 1
o 2P() : _k
(71) alaz?omfm’ﬂ/z:i < — (142 Ry,
Insbesondere ist '
(72) Piw) = 2, (a7, Pyz) = Q_(a").

Fiir k¥ = 4,5 und 6 ergibt sich aus Satz 8 der folgende
Sarz 9. Fiir k = 4,53 und 6 ist

. 2Py(x) _sn
(73) il:gsup i >1427%,
9
(74) Iiminfﬂ < —(1+42757),

veco DT =
Insbesondere ist »
(75) Py(@) = Q@) Pya) = Q_(d"7).

Beweis. Es sei k¥ =4, 5 oder 6; a =1 oder —1; § =1-427%2
Wegen (70} und (71) gilt die Ungleichung

24P, (%)
Dkﬂ'lf(k'“)/z'l =

(76) lim sup )

T=00
fir k¥ = 6. Eg geniigb daher zu zeigen, daB aus (76) die Ungleichung

o 20Py(@)
(77) Bgsup D1 = 8
folgt. B

Um den Ubergang von (76) zu (77) auszufithren, hrauchen wir dic
Abschatzungen

72 ().)
2
(18) Z (=P Pt = ———— IR By (r =45 6),
—z2gmscal/2 ]‘(,7 _:1 )
(79) Proylz) = Py(x—m?*)+Ba*L,

—o!2em<all2
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(78) ist bereits fiir » = k+2 > 6 bewiesen worden; vgl. (2.4.6)-(2.4.9).
Der Beweis bleibt auch fiir r = 4 und B in Kraft. (79) ist in § 3.8 fiir k > 4
bewiesen worden, doch gilt der Beweis auch fiir k = 4.

Es sei

(80) aPyz) <t fir 2> DB =3.
Dann ist nach (79) und (78) '

..‘

(w——'n'bz)kﬂ"l—{-Bwkﬂ—l = w(7c~1)/2+13$k/2—1A

aPyle) <1
g 2gmgat2 r (-———k +

Zusammen mit (76) ergibt dies

k
tw'r (—)
Dk+1 < 2

g 'S F(7a+1) :
p)

Hieraus folgt wegen (1.4.2)
, D,

(81) t}—z‘—vg.

(77) folgt aus (80) und (81).
Damit ist Satz 9 bewiesen. Fir k¥ = 4 gilt nach (75)

(82) Pye) = Q,(2), Pyo) = 2_(2).

Aus (3.1.3) geht hervor, daB eine der beiden Abschatzungen (82)
verschirft werden kann; man weif aber nicht, welche.

V KAPITEL

LURSMANASCHWILISCHE SATZE -

§ 1. Hilfssiitze

In den §§1-3 dieses Kapitels ist die Dimension der Kugel gerade
und > 8. Aus technischen Grinden, um die Schreibweise etwas zu ver-
einfachen, soll diese Dimension durch 2% bezeichnet werden (wobei
unsere Annahme % >4 also imme? noch in Kraft bleibt). Es sei
stets

(1) r<i<——1.

Unsere Aufgabe wird sein, Niherungsausdriicke fiir Py(x) zu finden, die
ein Restglied von der GroSenordnung Bz*~7~'logws besitzen. Fiir gerade &
wird dies in § 2 geleistet, fiir ungerade & in § 3. Im vorliegenden § 1 wird
eine Reihe von Hilfsséitzen bewiesen.

Es sei : i
@ . ay(n) = Zd.‘l
am
die Summe der ¢-ten Potenzen der Teiler von n.
Hrirrssarz 1.
®3) agn) = Bnflog2n.

Beweis. Nach (2) ist, da n/d zugleich mit d alle Teiler von » durch-

liufs,

n\? 1 1 1

aim = D(5f = DG <t Dz < 312,
dan am am asn

woraus die Behauptung (3) folgt.
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