11T KAPITEL

2-PROBLEME

§ 1. Abschitzungen von Py(z)

In diesem Paragraphen sollen zwei einfache -Abschiitzungen
von Pyx) gegeben werden, von denen die erste fiir alle % gilt, die zweite
fir ¥ = 4.

Sarz 1. ' |
Pylw) = Q(a**Y),
Beweis. Nach der Definition von Pf) und (2.1.6) ist
Py(n)—Pyn+4) = 4k(%)—Akf%+lr)+Vk("-l-%)—Vh(’ﬂ)
= Vin+)—TVin

)
2D e 1\
" {(H%) =

E 1
e

(1)

2D,
= Tk E)
% 2 2n @ nt)’
d. h.

@ De

Pin)—P (n+1) e

Aus (2) folgt (1); denn die zu (1) gegenteilige Annahme
Pyo) = o(a"*™)
wiirde die Abschiitzung
Py(n)—Pyn+3) = o(n2"Y)

ergeben, die zu (2) in Widerspruch steht.

) Eix}e Zusammenstellung der Sitze 2.2.2 und 1 zeigt, daB diese beiden
Ssj.tze fiir kein % > 4 besiiglich der GréSenordnung in  verschéirft werden
konnen. Fiir jedes k > 4 hat Py«) die genaue GroBenordnung #**~>, Fiir
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% = 4 kann man dagegeh die Abschitzung (1) noch etwas verbessern,
wie der folgende Satz zeigt.

SaTz 2.
3) Py(z) = R2(xloglogz).

Beweis. Hs moge » alle Zahlen der Gestalt
(4) U= Uy =1-3-(20—1) (n=2,3,...)
durchlaufen. Wegen

(@)t (2n)!

T od---on 2™l

ist nach der Stirlingschen Formel

log4 = nlogn-+Bn,

d. h. bei wachsendem %

(8)

loglogu ~ logmn.

Anderergeits ist nach der Eulerschen Summenformel *(Hilfssatz

1.3.1)
‘ 1 1 F oy 1
(6) 14+ —=4...4 = + B = —logn+B.
3 2n—1 !2@/——1 2
Aus (1.2.1), {4), (5) und (6) folgt

also

(7

(8)

sein.

u W U
o (u) _Zr > u g et g~y loglogu,

riu
o(u) = 2(uloglogu).
Aus (7) und (1.2.20) ergibt sich weiter '
ra(u) = Q(uloglogw).
Wire nun die Abschitzung (3) nicht richtig, so miiBte

2
A w) = i}m?+ o (xloglog »)

Daraus folgte
r{gu) = Ay(u)—A(u—1) = o(uloglogu),

im Widerspruch zu (8).

Aus den Sitzen 2.2.2 und (1) folgt, wie schon am Ende von §2.2

gesagt worden ist und hier wiederholt wurde, daB fiir k > 4 die Funktion
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Py(z) die genaue GroBenordnung w1 hesitat, Tm Falle & = 4 hesteht
aber zwischen den Sétzen 2.8.1 und 2 immer noch eine Liicke werin e
sich anch nur um eine log-Potenz handelt, Die genane GT(iB(:nordnﬁn

von P,(z) ist nicht bekannt. £

§ 2. Neue Fragestellungen

Wie wir aus dem vorigen Paragra i b i
. phen. wisgen, hat Py(w) fir & > 4
die genaue GroBenordnung &**~%, d, h. fiir die E‘t;nlct;:i()rl @ >

Pyt
) out) =
gilt die unverbesserliche Abschétzung
@) a@) =B (k> 4). -

Wenn dies auch ein endgiiltiges Ergebnis ist, so heilt das nicht, das
gjﬂtstdll[ g;lte]:suchli?g de? Funktion ox(®) als abgeschloBen zu beti'&ch-
- .f" " -aml jer einige Frg{geste]lungen mit Erfolg behandeln

lie fiir % = 4, u‘nd erst recht fir die zweite und dritte ’D.imension’
garrgcht 7 @enkgn ist. Solehen Aufgaben sind der Rest des vorliegender;
Kapitels sowie die folgenden 4 Kapitel gewidmet. Bei den meisten unserer

Untersuchungen -werden wir k als gerade annehmen miissen und im VI -

Kapitel werden wir o ini

< gar einige Resultate nur fir % =0

fiir 7;35 4(mod8) oder & = 2(mod4) erhalten. (rmod®) o

Allge ;;iglgi;:ri?;husfz d(ifn Funktion (1) kann ¢ ohne Beschrinkung der
J Z

Poe t ganzzahlg angenommen werden, d. h. es geniigh die

(3) ox{1), ex(2), ...

zu behachf}en. In der Tat ist nach Deflnlblon von Pyt und F 3 9 ‘gl

(4) Py(m)—Pn-te) = Vi(n+e)—Vin) = eDyn*t=1 L Bpbi—2,

Ans :

dem (:)ée(:gn“ﬁg (2 folgt, daf die Differenz ga(n)—g(n-+¢) bei wachsen-
halten der kailo;‘?iz)ﬁt GDE strebt Da es ung abor nur um das Ver-

rofe ¢ i 5 . .
Unte}r;uchung der Folge (3)gbeschr"a'ZJZk?;n el
S - . - N .
donen ksziex;{ g:ﬁzb vier Sitze iiber die Folge (3) formuliert werden, bei
in den §§4-7 beggmde Zahl > 8 angenommen wird. Diese Sitze we,rden
werden. Dabei bzlze?i;?et? gﬁ?}:m " §i ornige Vorbereifungen. gofroffen
. ! e aus natirli .

metische Reihe, also eine Folge n,,n,, urhrcr}lliin Zablon. bestehende arith-

(5) ny < N, :
1 2 <.j  Mpp—n, =H vyon r unabhingig.
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Mit s,(m), so(m), ... werden geeignete positive Zahlen bezeichnet, die
nur von m abhingen diirfen. Es bezeichne ferner M (k) die Ableitung der
Folge (3), d. h. die Menge ihrer Hiufungspunkte. Dabei heiBt § Hiufungs-
punkt einer Folge, wenn es eine gegen 6§ konvergente Teilfolge gibt. Ana-
log sei M(k, D) die Ableitung der Folge -

(6) 0u(M1) 5 @r(Tg)s -+ o)

wenn g, ng, ... die arithmetische Reihe ® durchlaufen.

Es gilt der folgende Satz.

Samz 1. Jede Menge M(k, D) ist perfekt. Insbesondere ist die Menge
M (k) perfekt.

Satz 1 schlieBt noch nicht die Méglichkeit aus, daf M(k) ein abge-
schloBenes Intervall sein konnte. Dies ist aber, zumindest fir groBe &,
nicht der Fall, Es gilt némlich

QATZ 2. Zu jedem m gibt es ein solches sy(n), daB fir jedes gerade
% > sy(n) die Menge M (k) mindestens n komplementdre Intervalle ( vielleicht
auch unendlich viele) besitat. .

Die beiden folgen Sitze behandeln die Frage: Wie sind die konver-
genten Teilfolgen von (3) beschaffen ?

SaTz 3. Die Folge (6) ist divergent, wenn
(7) Ny <Ny < oeey e = By
ist. Sie ist insbesondere divergent, wenn
(8) Ny < Ny < oo App1—hy = B.

Savz 4. Ist 6 ein Punkt von (k) und f(») eine nicht abnehmende
positive Funktion von 7, mit f(1) =1, f(r) = oo filr r — o0, §0 ist

(9) lim gp(ny) = 9

r=00
fir eine geeignete Folge ny, Mg, ... mit
(10) 1 =mn<ng<...3 Prpa—7r <jlr), 4 h < rf(r).

Diege vier Sitze werden, wie gesagt, nur fiiv gerade k& > 8 behaup-
tot und sollen in den §§ 4-7 bewiesen werden. Tn §8 wollen wir wieder
alle % > b zulassen. Hier werden wir aber nur den folgenden Satz bewei-
sen konnen:

SATz 5. Fir jedes & = b hat die Folge (3) unendlich viele Hiufungs-
punkie.

A. Walfisz: Gitterpunkte in mehrdimensionalen Kugeln 7
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§ 3. Hilfssdtze

In den §§ 3-7 ist, mit Ausnahme des Beweises von Hilfswatz 1, stets
k >8 gerade. Ferner sei dort ¢ > 1. Die Funktion Cyln) = Oyn; k)
sei, unter Verwendung der Ramanujanschen Summe (1.1.27), wie folgt

definiert:

0 . fir ¢ = 2(mod4),
ik n ‘
(—-—1-) P ZO(WL, 9 fir g=1(mod2),
(1) Cyn) =1\ 4 =0
n
oFR ki O’(m -2, q) fir g = 0(mod4).
&3

. Hiurssarz 1. Bs gibt ein solches nur vom % abhdngiges Xy, daB fir
" — co

@) on) = Dy( }) Oyln) +X3) +o(1).
=2
Beweis. Bei dem jetzt folgenden Beweise der Formel (13) weiter
unten lassen wir die Forderung, daB % > 8 gerade sei, fallen und betrach-

ten beliebige k > 4. Die o-Zeichen seien auf % — oo bezogen. Nach Satz
1.4.1 wnd (1.1.1) ist 4

(3)  Ayn) ‘ ,
. k-1 8k, @)\ K1 mh ka1
=Dk2m +D, Z 2 T Zﬂn el ——) +o(n"P),
m=1 2ggnl/2 hmodg M==] g

Nach der Eulerschen Summenforme] (Hilfssatz 1.3.1) ist hierin

§ ,,nlcjz -1

2 kJ2 kj2—1 % - ;‘.q 9
=2 W —p(n)n R4 5 —1 f"p(y)y 2=ty
m=1 = p

Berticksichtigt man (1.3.1) und wendet auf dag Integral rechts den zwei-
ten Mittelwertsatz an, so folgt

4) mH2-1
2
Aus (3) und 4) ergibt sich
() Pyn)

2 . 1
= —nFl 2 ki 4 Bpki-2,
3 2

n

1 . (S (h: q)\%
= Dk{:,;nm 14 Z 2 (__‘h( _q’ Q)) Zm"/z“le(— %)} + o (n*2-1y,

2<0<nY2 hmod g m=1
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In der m-Summe von (5) setzen wir

(6) n:aq+b; wo O0<Lb<yq.
Wegen n > ¢ ist @ > 0. Es folgh
- mh
y mE e (— ———)
L q
MLm=l

% a-1 g-1

m PIP)

Mm=0 ¢=0 I=0

b Th
th “lo — —
(cq+l)"’2"e(——q) + E (g +1* 16( q)’

1=90

Hierin ist wegen (6)
b

b
b

! ” 1 -1 1
Z(aq+l)klz—le (_ ﬂ) - ,nk/-_12€(#‘ _q_) + B 42

q e =0
e . N ]
_ nkﬂ—lz e (_ ,l_l_) + B2
(8) £ q :

Weiter ist, sofern L <e<a, 0 l,<]32’ )
(eq+D " = (eq/"™ (1 + ;;)

= (e + (k B l) U(eq)*" 4+ BiF (e
- 2

o 93 bj2—3 Rfa—1
=(cq)k/2—1+(é—l)l(cq)’”"“w‘-lm’”’ T

Daraus folgt

a
a o 22 kjo—2 Kj2—-1
Za( q+l)kﬁv1 . Z(CQ)RIZJ"*'(% ~—1) lgk/-—zz' P24 Ba ¢ -
c - e

e=1
- ! . . . “‘n
0 Nach der Bulerschen Summenformel (Hilfssatz 1.3.1) ist hieri
) k-1

/
f‘ L L
& kj2—1

d. h. wegen (6)
z NPT kj2—g k21
k k-2 §) k22 — lqklu_‘d’"/i '+ Ba 4
(512 |

Cesl

- l,nk/Z—l_'l, i {(ag”t =P +B (ag)"" "¢
q q

= lnkﬁ'l—}-B'bkn-ZQ-
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Daher ist

a

St~ = <

C=

n*P=1 - B2y

-

LBt man hier ¢ iiber das Intervall 0 < ¢ <
vall 1 < ¢ < o laufen, so ist der Fehler nach (6)

B{(aq—{-l)kﬂ‘l—~(aq)k/2”l+lk’2‘1} - B,”/k/z—zq.

Somit ist fiir 0 <I < ¢

a—1
(9) Z(GQ-H 2(641) 2~ ‘—I— n"/2 1y BpkiE-tg,
¢=0 c=0

Wegen (h, g) =1, > 1 ist ferner

(10) Ze(~%—) 0.

Imodg

Aus (9) ergibt sich daher

a-1 g~1 g—1 a—
_ h
(eq+1) k/z ( ) — e (_ l_) oq--1)k2-1
Z 2 Z ; 2( ¢+0)
w1 G ih
(11) = 2 le ( — —E-) +BrFt-2g2,

1=0

Aus (7), (8), (11), (6) und (10) folgt

(12) Zm"lz-l ( mh)
kid Tya—1 471
= k=1 N, (__ &) L _ _?1’_ ¥j2—2
12: p’ + Z le 4 +Bn 2,

=0 =1

Setzt man jetzt die reehte Seite von (12) i
g in (b) ein, so ergibt das
Restglied Bu'*~%? wegen Hilfssatz 1.1.1 einen I‘ehler ’ ¢

M2 2 P
Z q 2 q kj2 — Bnk/2~2 2 qa_klo
g<nil? pmodg a<nl/2

— Bpkr-2 \ s "
= Bt 3 gt = Bt — o(nti).
S

a—1 statt itber das Inter-
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Somit ist

e 5, SERSA-
1=0

2<a<nt!? nmodg

1 1w (8, 0\ S h .
w25 2 () 2 S A

2<g<nt/? ” nmodg

(13)  Pr(n)

Formel (18) gilt, wie gesagt, fir beliebige % > 4. Von jetzt ab ver-
langen wir wieder, da8 % > 8 gerade ist.
Nach Hilfssatz 1.1.1 und (10) ist das allgemeine Glied der ersten
g-Reihe in (13)
B Z q——k/zq — qu——k/z — Bg—z,

hmodg

und das allgémeine Glied der zweiten ¢-Reihe ist
B qz k2 _ B q-.

1 _
B_q_zqk/zz

hmodg

LBt man also die ¢- Reihen in (18) iiber alle Werte ¢ > 2 laufen, so sind
die dadurch entstehenden unendlichen Reihen absolut konvergent, und
es entsteht ein Fehler der erlaubten GroBSenordnung

Bui-t Z T

a>nii?

2 Bt g (R,

Setzt man also noch zur Abkiirzung

o o SIS

hmodg =0
o0 —1
1 1 v [8(h, )\ Ih
. 1, \11 8(h,y q) Uy _
o 2quh§( g )1_2116( Q) *
- . -

und beachtet die Definition (2.1) von pg(f), so ergibt sich die zu bewei-
sende Abschitzung (2). Es ist aber noch zweierlei zu zeigen,'némlich:

1) daB die durch (14) gegebene Funktion Cg(n) mit der in (1) defi-
nierten zusammenfills;

2) da8 die Reihe (15) reell ist (der Buchstabe X 1st bei uns fiir reelle
Zablen vorbehalten).

Das Frste wird festgestellt, indem man in (14) fiir die GauBschen
Summen S(k, ¢) den Hilfssatz 1.6 anwendet und die Definition (1.1.27)
der Ramanujanschen Summe beachtet.
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Zu dem Zweiten beachte man, daB sich die linke Seite von. (15) nicht
sndert, wenn man h durch —h ersetzt, weil zugleich mit A auch —h ein
reduziertes Restsystem modg durchliuft. Nach der Definition (1.1.1)
der Gaulischen Summe geht aber, wenn man & durch —bh ersetzt, die
linke Seite von (15) in die konjugierte komplexe GréSe X iiber. Also
ist Xy = X}“ X reell. )

Wir bemerken noch, daf auch die Funktion Cy(n) reell ist. Dies
folgt, auf Grund von (1) oder von (14), ebenso, wie wir die Realitéit von
X, festgestellt haben.

‘Wir getzen jetzt

- o0

(16) ou(n) = D' Coln)
a=2

und betrachten die Folge )

(17) oi(1); ox(2), ...

Dieser Folge entspreohén die Mengen N (k) und N(k, D) genau s0, wie
die Mengen M (%), M(k, D) in bezug auf die Folge (2.3) definiert waren,
d. h. RN(k) ist die Ableibung von (17) und N(k, D) die Ableitung der Folge

(18) or{m); on(na), ...,

WELD 7y, Ny, ... die arithmetische Reihe D (vgl. (2.5)) durchlaufen.

Aus (2) und (16) ergibt sich sofort die Richtigkeit des folgenden Hilfs-
satzes:

Hivessarz 2. Jede Menge Mk, D) entsteht aus der entsprechenden

Menge R(k, D) durch eine Ahnlichkeitstransformation wnd eine darauf

folgende Verschicbung, wnd swar besteht Mk, D) genaw aus denjenigen
Zahlen '

0 = 2D4(6"+X3),

fiir die 0 2u N(k, D) gehirt. Inshesondere enisteht auf diese Weise auch
M(k) aus N(k).

Konvergiert ferner fiir eine wachsende Folge ny, ny, ... der Ausdruck
ai(ny) gegen 8', so kowvergiert oy(n,) gegen 0, und umgekehrt.

Al}f Grund des Hilfssatzes 2 kann man die Beweise der Sitze 2.1-24
durchfiihren, indem man statt der Folge (2.3), ihrer Teilfolgen (2.6) und
den Mengen M (%), M(k, D) die Folge (17), ihre Tejlfolgen (18) und die
Mengen RN (k), N(k, D) betrachtet.

Hurssarz 3. Fir (m, q) = d ist

(19) ‘ mm@=ﬁ@_@)

T
"\
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Beweis. Beide Seiten von (19) sind multiplikativ, d. h. erfiillen die
Bedingungen -

Plags) = F(@)F(g)  tir (@, q) = 1.
Fiir die rechte Seite folgt es aus der Multiplikativitit der Funktionen
@(n) und p(n). Fir die linke Seite wird es, dhnlich wie Hilfssatz 1.1.5,
so gezeigt: Hier ist wegen (1.1.27)
’ " 6(177'(721q2+712@2)

G192 ’

. F(q) Flgs) =

hymodg; hgmod gy

Durchléuft h; ein reduziertes Restsystem modg, und h, ein ebensolches
System modg,, so durchliuft b = h,g,-+h.g, ein reduziertes Restsystem
mod ¢,9,. Es ist somit

PP = Y
hmodgygs

Wegen der Multiplikativitit beider Seiten von (19) gentigh es, die

Behauptung fiir ¢ = »" zu beweisen, wobei wir diesmal ausnahmsweise

den Wert p = 2 zulassen wollen. Es sei (m, g) = 9%, wo also 0 < a < 7.

Fiar ¢ = r ist die Behauptung klar, da dann beide Seiten den Wert ¢(p")

haben. Fiir a < r setze man m = p“, wo also (I, p ) = 1. Dann ist die

linke Seite von (19), da mit A auch IA ein reduziertes Restsystem modp™*
durechliuft,

’ th ’ Th ’ h _
el =r X elm) - X el -,
%mod p hmodp"—® hmod p” ¢
(vgl. z. B. Winogradow [4], Aufgabe 12,a zu Kapitel IIT), und die rechte
Seite hat denselben Wert.

Wir fiihren jetzt, bis zum Ende von § 7, die folgende Bezeichnung
ein: Bs sei

mh
i

) = F(q102)-

0 fiir g¢=2(mod4d),
(20) . ¢, =41 fiir ¢=1(mod?),
2 fir g = 0(mod4)
HIrFssaTz 4. Fir n > r st .
(21) %W—%ﬂﬁi%; Cm, q),
q m=>b

: 2
(22) y r4+1— Z—g, ¢ =n— —82 fiir g = 0(mod4),

r+1, c=n fiir  ¢==0(mod4).
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" Beweis. 1) Bs sei ¢ = 2(mod4). Die Behauptung (21) lautet dann
wegen (20) .
Cyfn) = Ofr).

Nach: (1) ist dies richtig, da beide Seiten gleich Null sind.
9) Bs sei ¢ = 1(mod2). Dann lautet (21), wegen (20) und (22),

n
Oyln)—Cyr) = £~ D' O(m, ),
m=r41

_\ke2

und das ist nach (1) richtig, wobei das Zeichen L durch (———{)

bestimmt wird. ) q
3) Es sei ¢ = 0(mod4). Dann lautet die Behauptung wegen (1.1.27)
n-ka|8

Clm) —Cylr) = =242 “(ﬂh’)
q

m=r+1—kg[8 hmody

n ’
Y 2'6 A
- L 8/ ql
Mm=r+1 hmodg
und auch das ist nach (1), mit + = 4, richtig.

Hiwpssarz 5. Fir 1<l <p, ¢ =lp ist

a¥Plogl+1) akl?
pk/z—llk/2—1 ,pk/z F2=2

) Beweis. Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit gei # > r; denn
fiir n = r ist die linke Seite von (23) gleich Null und fiir » < » kann man
n und 7 miteinander vertauschen. Wir diirfen also Hilfssatz 4 anwenden.

Wir setzen in (21)

(m, q) = (m,Ip) =d', (m,l)=4d.
Fir pim ist dann &' = pd; tir p¥m ist @' = d. Nach Hilfssatz 3 ist also

P o) (g
Cim, ¢) = Ratis (~)

(23) [Cy(n)—Cy(r)| <

-y (i)
m=b ] (_lg) &
d’

1
Sels) " elS)
(24) - ﬂ@#(l)Jr ¢(ip) M(li) _Zc' o(lp) (Ip
Mm=b l d meb lp d o § Zp # d
o ¥ d =@ “a Pim ? ki
3 = 8+8—8,

icm
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gur Abkiirzung. In S, S;, 8 ist

[§ l l [4
26) ¢ = p(@)olD), w(%—)=¢(p)q’(§), M(-{?)=—M(E)~

Somit ist wegen (24), (25)

o P\ m P\
. pd) (1
(27) = PZ M (E = pSy,
m=b @ (._)
pim ¥\

zur Abkiirzung. Auf beide Glieder der Summe 8, wenden wir Hilfssabz
3, mit I statt ¢, an und erhalten wegen (1.1.27)
[

we 3 S

m=b hmodl
pim

Schreibt man hier pm statt m, so folgh

' mpl
e 3 )

hmodl

wo i eine gewisse Rejhe aufeinander folgender Zahlen durchifuft. Da
aber mit h auch ph ein reduziertes Restsystem mod! durchliuft, so ist

5= 3 Se(F)= 3 3e(7)
hmodl ™ o<h<t M
Nach (1.4.35) und (1.4.26), mit 1 statt g, ist mithin

@h)=1
1 1 4 1
8, <= Max |—, —}) <1 ——
Id\z § ax(h’l——h) § 7’
h<l k<l

d. h. nach Hilfssatz 1.3.4
(28) 18, < 1(logl+1).
Aus (24)-(26), Hilfssatz 3 und (1.1.27) folgt weiter

c e c
&, = —Zﬂ (}, _ _2 2'6 mh\ Z' Z ;m,ll
> (z mal = )= e\ )
m=b g 7 m=b hmodl hmodl M=b
\ 4
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Da hier die m-Summe gleich Null ist, wenn m ein vollstindinges Rest-
system

‘ mod!

durchliutt, ist

Sl

M=

also
(29) 18| < T
Nach Hilfssatz 4, (24), (25), (27), (28) und (29) ist
o
(30) [Og(m) —Oylr)] < E’% {pllogl+1)+1}.
Nach (20) ist hierin, da p ungerade ist,
Ay = Qg = (.
(30) ist daher die zu beweisende Ungleichung (23).
HirpssaTz 6.

sy(k)log g
qk/z-x"' o

(31) 10y(n) —Cyr)] <

Beweis. Ohne Beschrénkung der Allgemeinheit sei # > #. Nach

(21), (20) nnd (1.1.27) ist dann
c
S .l ( m-h)
E z el ——1|.
M=b q

hmodg

(32) [Cg(n)—Cyfr)| < 2"g~*

Die Summe nach % wird analog behandelt, wie die Summe §, beim Be-
weise des vorigen Hilfssatzes. Es exgibt sich

(33) | 2] < atiog+1).

Aus (32), (33) folgt die Behaptung (31).
HriurssaTz 7.

~ ¥, (logm 1)
g~——:{;—-<094

(34)

MM
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Beweis. Nach (20) und Hilfssatz 1.3.4; mit b —oo,"ist die linke
Seite von (34)

log(2m—+1)+1 lo 47;1—1—1
ﬂy g( 116 2 g

_mz—l—l 4'm
log3+41 log(2y +1)--1 0g4+1 ‘logé—b—l logl2+1 |
ST f T e S R TR T S

+% f log4y+1 iy

log3+1 2log3+3  logi+l log8+1 logl2+1 2logl2+3
= g ] !

27 12 It 108 144
= o (583log2-+76log3+337) < 0,94.
HILessATZ 8. Fliir p > s3(k) ist .
> = o 0,93
(35) q;‘pz [Cg(n)—Cyfr)] +Z [Crp() — Crp(7) pwz 1
Beweis. Es sei p zundichst beliebig. Nach Hilfssatz 6 ist
Z!(’(I(")—Cg(a)! < 32(7"‘) Z qk/zp1 < 84(k) Z qk/-z__slq
q=p? g=p? g=p"
i s5(k) ss(k) _ ss(k) 1
(36) < pz(k12~9/4) :pk_9/2 < Pl Pt
Weiter ist nach (20) und den Hilfssétzen 5.7
z-1 -1l k2 =l kg
B 1 aflogi+1) | 1 aj
(37) l}_,’iczp(m—om(rn D Zt};;k,g;i
1\ ab(logm+l) | 16 1 1
< pkﬂv] 1%: m® s pklz g m?
16 w1 1) 1
< (0’947“ > 2 7) P

M=

Es sei jetzt s3(k) so grof gewéi,hlf, daB fiir p > s5(k)

ss(k) 16
it Z—— 0,01

ist. Dann folgt die Behauptung (35) aus (36) und (37).
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HILFssATZ 9. Fiir

(38) n=l(modp), 0LI<yp s
il 1\ p—1-1
(39) Cy(n) = >

Beweis. Nach der zweiten Zeile von (1) und. (1.1.27) ist
1 kj2  —kj2
Cp(n) = (—) p 8,

n

5 mh
N :Z Z e (7)

Mm=0 h=1

WO

Hierbei ist die -Summe gleich p—1 fiir plm und gleich —1 fiir pim.
Ferner ist bei festem % die m-Summe Null, wenn m ein vollstéandiges
Restsystem modp durchliuft. Wegen (38) ist daher

1 p-1 ‘/ 1
mn \
S:Z e(~——)=p—1-—21=p—l—1.
m=0 ’; p m=1
§ 4. Beweis des Satzes 2.1
Wir schicken zunichst noch einen Hilfssatz voraus.

Hrurssarz 1. Ein beliebiges H ses vorgegeben. Dann kann man eine
Folge &1y e2y ... Wit &> &y > .11y & — 0, so finden, dap es zu jedem & = e,
eine Primzahl p = p, gibt, fiir die

(1) p > Max(H, s;(k), 100),
5 e 1 &
(2) 1< P <3

Beweis. Bekanntlich kann man zu jedem s> 0 unendlich viele
Paare von Primzahlen-p, p’ so finden, daB

P <p<p'(lts)

186 (vl  .B. Winogradow [4], Aufgabe 9,¢ zu Kapitel II). Wendet man
dies fiir 5 = 27%~_1 an, 50 ergibt sich das Vorhandensein einer Folge
PuyPa ... wnd einer Folge py, p,, ..., fir die

(3) Max (H, s3(k), 100) < p; < pj < .
(4) Pr<pe <2 hpl (19 .

ey

@
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Bestimmt man jetzt e. durch

2 \%(k~2) s
() (_) = Pr,

&

so erfilllen die Zahlen ¢ = ¢ und die Primzahlen p = p, wegen (3)-(5)
alle Forderungen des Hilfssatzes.

Wir gehen jetzt zum Beweis des Satzes 2.1 iiber.

Ey sei D die arithmetische Reihe ny,n,,... mit der Differenz H,
also

(6) Ny = Mm-+(r—1)H, r=1,2,...

e sei eine Zahl der in Hilfssatz 1 definierten Folge; p eine Primzahl, die
die Bedingungen (1) und (2) erfiillt; 6 ein Punkt von N(k, D); § sei so ge-
wihlt, das

) 10—csln)] < 75

B1y -+, Ba seien die von p verschiedenen Primzahlen < p*; m sei eine der
Zahlen 1, ..., d;

10g‘p2]
Ay =
(8) m [Iog ol
(9) M =g B
Nach (8) ist ]
logp? logp
—1 <oy < s
log fm, " log m
also
logp®—10g fm < m10g frn < logp®,
p2 o 2
(10) o < fm <P

Wegen B, % p folgt aus (10)
(11) pom < p* <

Aus der Folge (6) greifen wir zwei wachsende Teilfolgen ¥, ¥s, .-
und 2, 2,,... 80 heraus, daB fir ¢ =1,2,...

(12)  yo=0(modp), &= p—1(modp), Y= 2 = ny(modHM)
ist. Das ist moglich, denn man setze

Yo = ny+rH, 2g=mn+r'H
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und bestimme #, #' so, daB die Kongruenzen (12) gelten. Das gibt die
Bedingungen

n+rH = O(modp), ny++'H = —1({modp),
(13) rH =9"H =0 (mod.M).

Wegen (1) -iét (H,p) = 1. Die erste Kongruenz (13) ist also nach #,
die zweite nach ¢ losbar. Die dritte Kongruenz ist erfiillt, wenn 7 =y
=0 (modM) ist. Wegen .(9) ist (M,p)=1. Difﬁ Kongruenzen (13)
werden- also befriedigh, wenn » und 7’ alle positiven ganzen Zahlen
durchlanfen, die gewissen zwei Restklassen mod pJ[ angehéren. Da dabei
r und ' beliebig groBe Werte annehmen konnen, so gibt es zwei
wachsende Folgen yy, ¥z, ... wnd 21,2, ... der verlangten Art.

Nach (3.14) und (3.10) ist
(14) Cgn) = Cg(n’)  fiix = n'(modg).

Ist nun ¢ < p*, pte, so ist g|M. Jedes solche ¢ besteht namlich aus den
Primzahlen By, ..., fz, die in M aufgehen, und wegen (11) ist

M.
Nach der dritten Kongruenz (12) ist daher
Vo =2, = n;(modg) fir ¢<p’, plg.
In Verbindung mit (14), ergibt dies
(18)  Cylya) = Colza) = Cylny)  fiir- g < p*, plg; 6 =1,2,...
Aus (3.16), (7) und (15) folgt fir « = 1,2, ...

0—0u(ya)| < Joulya)—ou(ny)] + 1%

p—-1
\ | .
< 103~ Colm)l + D 1Culya)—Crnlry)| +
T2

+ D10y = Gl + 55
‘g a a\ 'y 40
a=p?
Wegen (1) sind hier die Hilfssitze 3.8, 3.9 anwendbar. Man bekommt
daber, unter Beriicksichtigung von (2),

T ()] < 1 n 0,96 g < 1,95 1 . .
— (1 — e e =
. ©\Ya, \pk/z_l pklz_l 0 S b 20 i

icm
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d. h. die erste der beiden Ungleichungen
(16) 0—0oxyal <2, O—alza)l <& (a=1,2,..).

Die zweite Ungleichung wird wortlich ebenso bewiesen.
Aus (3.16), (15), (1) und Hilfssatz 3.8 folgt fiir a,b =1,2,...

o) —oulzn)] = | 3 {Catya) —Celn)} |
q=2

p-1 0o
= 10p(a) = Calza)l = D 1C(ra)—Conlen)l — 3 [04w) —Colen)]
=2 q=p2
0,95
> 1Y) — Cplin)| — ]—,k—,%

Wegen' der beiden ersten Kongruenzen (12), Hilfssatz 3.9, (1) und (2)
ist somit ) 3 —i 004
(A7) louya)—onlzn)] > 1’7,1 - po,,,i - ig;’,m—;ll’; > > 0016,

Es sei jetzt 6’ ein Hiufungspunkt der Folge ox(y1), 0x(¥s), ... und 6"
ein Héufungspunkt der Folge oy(z;), ox(#), ... Nach (16) und (17) ist
dann
(18) 0—01<e, 0—6"]<e, |6'—07] = 0,01e.

6" und 6" sind ihrer Herkunft nach Punkte von N(k, D). Nach (18)
ist mindestens einer dieser Punkte von § verschieden, z. B. §, und es ist

(19) 0,005z < |0—0"] <e.

\%

Zu jedem Punkt 6 von N(k, D) und jeder Zahl ¢ — &, der in Hilfssatz 1
definierten Folge gibt es also einen Punkt 8’ von N (k D), der die Bedin-
gung (19) erfiillt. Wegen &, — 0 folgt hieraus, daB 0 Hiufungspunkt der
Menge (%, D) ist, daB also diese Menge in sich dicht ist. Da Nk, D)
zudem als abgeleitete Menge abgeschlossen ist (vgl. z. B. Carathéodory
[1], 48), 80 ist also 9 (k, D) perfekt. Daraus folgt nach Hilfssatz 3.2, daB
auch M(%k, D) perfekt ist. Damit ist Satz 9.1 bewiesen.

§ 5. Beweis von Satz 2.3

In diesem Pa,l:agraphen bezeichne & die in Satz 2.3 genannte Folge
(2.7). Auch hier schieken wir einen Hilfssatz voraus.

HILFSSATZ 1. Zu jedem & gibt es eine nur von & und F abhingige po-
sitive Zahl s(s; ), so daf jede Primeahl P > s(e; F) die folgende Higen-
schajt besitet.
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Es seien Py, ..., fa die von P verschiedenen ‘P:rimzahlen <P, ., g
seien durch (4.8), M = M(p) durch (4.9) definiert. o
Dann gibt es eine Zakl ¢ und mehr ols ep 'm..odulo P ptfuwwelzse nkon-
gruente Zahlen by, ..., b; (also i > ep), so daf jedes der § Kongruemzen-
systeme
(1) n, = e(modM(p)), ny=bu(modp); h=1,...,]

fir unendlich viele v erfillt ist.

Beweis., Ware die Behauptung falsch, so gibe es eine Zahl ¢ und
eine wachsende Folge von Primzahlen p;,pg, ... mit folgender Rigen-
schaft: . i

Zu jedem m > 0 und jedem @ gibt es hochstens spp,modp, paar-
weise inkongruente Zahlen by, ..., b;, fiir welche das Kongruenzensystem

(2) 2, = o(mod M (pn)), ne =ba(modpm); h=1,...,9

fiir nnendlich viele r exfiillt ist.
Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit sei

(3) Dmgr > P (M =1,2,...).

Dann it M (Pmyq) dureh p,,M(p,) teilbar, also fiir ein gewisses ganzes
N =N,

(4) M(pmia) = M(pm)pmH, . (H, pn) = 1.

In der Tat gehen in M(p,) nach (4.9) alle Primzahlen f << pi, f % Pm
auf, wihrend in M (py,,) alle Primzahlen g < Phi1s B F Pmyr uigehen.
Fiir jedes B|M(p,) ist daher wegen (3) auch A|M (Ppy.). Jedes solche g
geht ferner nach (4.8) und (4.9) in M (py.,) 2 mindestens derselben‘VieI-
fachheit auf, wie in M (p,,). Also ist M (p,,) ein Teiler von M (pp.;). Wei-
ter it Pl M (ppy41), pm+ M(pm), so daB, wie behauptet, p,M (D)l M (Dpia)-
Bs sei 1, die Anzahl derjenigen Restklassen mod M (p,,), die in der
Folge & unendlich viele Vertreter besitzen. Wenn eine Restklasse
amod M (p,, 1) in & unendlich viele Vertreter hat, so gilt das Gleiche fiir
die Restklasse amodM (p,) und amodp,. Fir die Klasse ¢ gibt es also
mod M (p,) genau 1, Moglichkeiten und fiir jede von diesen Moglichkei-
ten gibt es nach der tiber die Kongruenzen (2) gemachten Voraussetzung
héchstens ep,, Moglichkeiten modp,,. Ts gibt also hochstens elyp,
Restklassen modM (p,,)py, die.in F unendlich viele Vertreter besitzen.
Jede dieser Restiklassen modM(p,,)p,, zerfdllt nach (4) in pN—"H Rest-
klassen mod M (p,,,;). Daher ist
g — o _M'(Tf’mﬂ)

(5) lm+1 < Elmpm'p;lx ™ -Zl[(pm)

icm
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Hieraus folgt fiir jedes m > 0
(6) I < €™ (p,,).
Fiir m =1 ist ndmlich (6) klar, weil I, < M(p,) ist, wnd der Ubergang
von m zu m~+1 wird mittels (B) ausgefiihrt.
Nach (2.7) gibt es ein gewisses ¢, so daB
(&) ) N < tr, r=1,2,..

ist. Wir wilhlen ein festes m so gro8, daB

(8) gl <

i) =

ist. In denjenigen Restklassen mod3 (P), die in F niecht unendlich viele
Vertreter haben, mégen zusammen y,, Glieder von & liegen. Die Anzahl
aller Glieder n, der Folge &, die < @M (p,,) sind, wo x ganzzahlig ange-
nommen. wird, ist wegen (6) und (8) hochstens

X
ym+x1m < ym_f"'zam_lj[(pm) < Ymt+ ‘)—t M(pm)

Wir wihlen jetzt # so groB, daB
Yt 5 M (Pm) < = M (pm)—1,

und setzen
2
R = [7 M(pm>].

Dann gibt es also weniger als R Glieder n, der Folge &, fiir die n, < 23 ()
ist. Daraus folgt

xr
g > mM(pm) =t [‘t" J'I(pm)] z tR,

80 daB die Ungleichung (7) fiir » = R nicht erfillt ist.
Wir gehen jetzt zum Beweise des Satzes 2.3 iiber. s sei

(9) p > Max {5,(%), £(0,995;F), 200},

W0 $(0,995; &) der Wert der Funktion s (c; F) von Hilfssatz 1 fiir & = 0,995
ist. Weiter sei M — M (p) die in Hilfssatz 1 definierte Zahl. Dann gibt
es eine Zahl ¢ und mehr als 0,995p modp paarweise inkongruente Zahlen
byy ...y by, 50 daB jedes der § Kongruenzsysteme (1) fiir umendlich viele
# erfiillt ist. Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit sei 0 < by < p- fiir

A. Walfisz: Gitterpunkte in mehrdimensionalen Kugeln 8
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‘114
=1 j. Wegen § > 0,995p und (9) gibt es unter den Zahlen by, eine,
= TR . X
sagen wir by, fiir die
(10) < by < 0,01p,
und eine andere, sa,gen wir by, tiir die
(11) 0,99 <by, <p
ist. Denn erfiillt kein b, die Bedingung (10), so ist
| 0,01p <bp<p (h=1,...,j),
also {venn wir uns die b so numeriert denken, daBl b < b, < ... <Y
]
ist, ) . )
>0,0lp, b >001p+1, ..., b >001p-j—1>1,005p—L.

Nach (9) ist aber p > 200, also 1 < 0,005p. Somit. wére .b, > p, gegen
unsere Annahme. Also ist die Bedingung (10) fiir ein gewisses _bl erfl}llt,
und ebenso zeigh man, daB sich auch die Bedingung (11) erfiillen laBt.

Nach Hilfssatz 1 gibt es in der Folge & zwei Teilfolgen ¥, 4s, ...
und 2y, 2, ..., 50 daB fiir jedes a > 0

(12) o = bi(modp), 2= Dby(modp), Ya=2

ist. Wegen der dritten Kongruenz (12) ergibt. sich, genau wie bheim Be-
weise von (4.15), daf

(13)  Cy¥a) = Cyfza) = Cilo) fir ¢ <p’, plg; a=1,2,..

Aus (3.16) und (13) folgt fiir a > 0

104(Ya) —0n(2a)| > [Cp(Ya) —Oplea) —

-1

= > 10ulya) = Culzall— D, 1Colars) =yl
1=2

g=p?

Wegen (9) sind hier die Hilfssitze 3.8, 3.9 anwendbar. Man bekommt
dann, unter Beriicksichtigung von (12), (10) und (11),

b=y
pk/z

0,95
B T

4

0,98—0,95
PR

Daraus geht hervor, daB ox(ny), og(ny), ... i alle My e - mit
(2.7), also auch fiir alle mit (2.8), divergiert. Nach Hilfssatz 3.2 ist dann
auch die Folge gyn,), gy(ny), ... divergent.

0,03
= pk(Z—l

|0%(Ya)— onl2a)| =

icm
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§ 6. Beweis von Satz 2.2
Fiir :
) g<r, g2, r=z=2 (modd),
ist nach (3.20)
a a,

2 Lot
(2) i
Wegen (1) und (3.20) ist nimlich a, =1 oder 2, g, =1 oder 2. Wire

also
@,

-1
q

<

= i
so folgte @, =1, a, =
mdaglich ist.

Aus (1) und (2) ergibt sich, daB man die Zahlen

2, r=2¢, ¢ = 1(mod2), » = 2(mod4), was un-

(3) g>1, ¢s=2(mod4)
80 in eine Reihe ¢y, ¢,,... ordnen kann, daB
(4) RN B .

11 1723
wobei zur Abkirzung
(8) . g, = &,

gesetzt worden ist.
Nach {3.13) und (3.1) ist

= Zw:"(}' (n

ar
r=1

(6)

Die Reihe (6) konvergiert absolut und gleichmissig in #; auf Grund von
(3.14), (1.1.2), (3.20) und (3.10) ist néimlich
ak?

gk/z—z

Wir nehmen jetazt eine beliehige Primzahl p und halten sie fest. Bs
sei p = g;. Nach (4), (3) und (3.20) ist dann

) [Cy(m)] < g-2Pg~Frg < L

al - aj
— >'—2>
A qa

I
> I _ %41
P

1
= > > ..,
? Qi1
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also . .

>1/p fir r<j,
(8)

wl<1p fir r>i.
Nach (3.20) ist ay/4 = % > 1/p. Nach (8) ist somit j > 1.
An dieser Stelle schalten wir einen ﬁﬂseaﬁz ein.

BirrssaTz 1. Bs gibt ein s¢(p) mit folgenden Eigenschaften:
Erstens: Filr alle Systeme von Zahlen by, ..., by_y, fir die

(9) bl <dls s bl <@, WAL B >0,
ist .. .
O, (e 10
a
10 = b, {_..T_} > .
(10) éﬂ% e
Zwettens :

1)

- a, l"ﬂ 1
&52¢F‘<—WP
el V% BT

Beweis. Die Zahlen by,...,b;_, mogen die Bedingungen (9) erfiil-
len. Die erste von Null verschiedene dieser Zahlen sei by, 50 daB |by| = 1.
Zur Abkiirzung werde gesetzt

= Max(ey, ..., &)

D6 = si(p).

r=1

r=1,2,..),

Wegen (4) ist dann 0 < & <1, 0 < & < 1, wie es sich gehort. Wegen
P = ¢; ist ferner
@y 1
G1  DPE
Somit ist, unter Beriicksichtigung von (4) und (9),
j-1 a,'. k2 [a;n &2 . a; kj2
bf - - Z /22 et
of 17l “)

r=m <r<j

? j
al Y2 a Ef2 al ke

;{_ﬁ} _{Lﬂ} §‘qu{_"'} (1= ()
Gm Omi1 q.

r=1 "
I k2
> {“1—1} {1_
91

8, =

. 1\ L—epls(p) _ [1*2 1—¢/e,(p)
enlso(p)} = {~} —*~—~Ek,217 P {;} — :1_1.-.;31 .
7 - 7

icm
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Daher ist

Fiir k& > sg(p) ist
1
ra > 10p+8,(p).

Fiir diese % ist dann die Ungleichung (10) erfiillt.
Nach (3.20), (3), (8) und Hilfssatz 1.3.4, mit & — oo, ist

. ” 117:]2 {2}&/2
Sy = Bkl G N
. g;{%'.[ ;;71 q2 ar

>3

Ry 4lap
< @Ry oki2 Z‘q«-—kl” < Z‘j)?’z_k/;)%Qk]z2(27”‘)24:/2
q,->2-r a,>2p m>p n>p
2lay
5
= E mA R afyz kRay = 3P 3~k
L/‘)
m>p
Fiir & > s(p) ist
ap® 1
e
k2—3 " 10

Fiir diese k ist dann die Ungleichung (11) erfiillt. Fiir

k> s3(p)+so(p) = 84(p)

117

sind beide Ungleichungen (10), (11) erfiillt. Damit ist der Hilfssatz bewie-

sen, und wir fahren mit dem Beweis von Satz 2.2 fort.
Es sei von jetzt ab & > ss(p). Nach (3.14) und ¢3.10) ist

(12) Cfn) =0 fir n= —1(modg).

Fir diese n kann ndmlich die I-Summe in (3.14) iiber ein vollsténdiges

Restsystem modg erstreckt werden, ist also fiir jedes A gleich Null

Da die rechte Seite von (3.19) eine ganze Zahl ist, darf nach (3.1)

und (3.20) gesetzt werden:

PALE
Co(n) = {‘q‘} ly,  Ig=1l(n).
Hieraus folgt nach (3) und (7)

(o

kj2
(13) %”“F% by b=bn), [l <dl
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Nach (4.14) héngt der Wert von b, = b,(n) nur von der Restklasse ab,
in der » nach dem Modul ¢, liegt.
Wir setzen jetzt

(14) M= M; = ¢1¢z--- g

und teilen die natiirlichen Zahlen n in Restklassen mod.M ein. Hs seien
My, ..., Mg diejenigen Restklagsen, in denen

(15) by=...=b_1=0

ist. 'Wegen (12)-(14) Tlla.t z. B. die Restklasse n = —1(modM) diese
Eigenschaft.

In den Restklassen mit (15) ist nach (13)
i-1
(16) N0, (m) =o.
r=1

Ist @ < M, so gibt es Restklassen von » nach dem Modul M, in de-
nen die Bedingung (15) nicht erfiillt ist. Wir wollen diese M —da Restklas-
sen die komplementiren Restklassen nennen. In diesen gelteri wegen
(13) die Bedingungen (9) des Hilfssatzes, was zur Folge hat, daB die Un-
gleichung (10) exfdlly ist. Wendet man noehmals (13) an, so folgt, daB
in den komplementiiren Restklassen

= 10
@ Cam) | > Py

In Verbindung mit (6), (11), (13) und Hilfssatz 3.9, ergibt dies
i-1

o 2| 3 ot = 10501 3 0| > e — iy — b

In den komplementiren Restlklassen ist somit

8 -
an log(n)] > T ‘

Auf Grund von (8) ist pig,, ..., P11 Wegen (14) ist daher pt M.
Jede der ]?iest%;]assgn my (h=1,...,d) modM zerfillt in p Restklassen
mod Mp, die wir mit my (I =0, .oy p—1) bezeichnen wollen. Da p12,
80 durchlaufen bei festem 7 die Restklassen my,, ..., my,_; alle Rest-

klassen modp. Wir kénnen daher die Numerierung dieser Restklasgen
80 gewihlt denken, daB

(18) n=p—1-l(modp)  in  my (=0,...,p-1).

icn
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Es gehore n einer festen Restklasse mymodMp an. In Verbindung
mit Hilfssatz 3.9, wo I durch p—1—1I zu ergetzen ist, ergibt dann (18)

Colm) (”l)kﬂ !
() ={—] —-
b ? P

Hieraus folgt, nach (6) und (16),

—1\k2 1 =
a(n) = (——) R + Z Co (n).
p p r=F+1
Wegen (11) und (13) ist somit

t ) —1 k2 7
19 ()

1
10pk]2 -

Wir behaupten: In jedem der p abgeschlossenen Iniervalle

(20) (—1)kzzz 1 <(——1)"I’l L1
) 7] 2 10p SV ST o 10

1=0,...,p-1)
liegt mindestens ein Punkt von N(k). Im Rest des offenen Intervalls

(21) [ . I
= —por <Y =
pk/'.j 1 pklz 1

liegt kein Punkt von N(k).

Zundchst ist zu sagen, daB die Intervalle (20) nicht iibereinander
greifen; denn ihre Liinge betrigt ~p "/ die Entfernung zweier aufeinander
folgenden Mittelpunkte aber betrigt »~*/, also das Fiinffache. DaB ferner
in jedem Intervall (20) ein Punkt von N (k) liegt, geht aus der Ungleichung
(19) und der in §4 bewiesenen Perfektheit der Menge JN(k) hervor.

Das Intervall (21) enthilt alle Intervalle (20); in den Intervallen
(20) ist ndmlich

) > p—1 1 < 1 y<
4= pklz 10pk[2 pklz—l H pk/z-x .

Gehirt n einer der Restklassen my, ..., mg mod M an, so liegt ox(n)
wegen (19) in einem der Intervalle (20). Gehdrt aber n einer der M —d
komplementiren Restklagsen an, so gilt die Ungleichung (17) und ox(n)
gehért nicht dem Intérvall {21) an. Damit sind unsere beiden Behaup-
tungen, die die Intervalle (20) und (21) betreffen, bewiesen. Zugleich
geht hervor, daB (k) fiir & > ¢4(p) mindestens p -1 komplementéire:
Intervalle besitzt. Nach Hilfssatz 3.2 gilt das Gleiche fiir die Menge
M (k). K ’
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' Zgleich ist Satz 2.2 bewiesen. Man hat nur nétig s(n) = sg(p) mu
setzen, wo p die kleinste ungerade.Primzahl mit der Rigenschaft p >n
ist. : .

§7. Beweis von Satz 2.4

Es sei 0’ ein Punkt von N(k) und f(r) eine nicht abnehmende positive
Funktion von r mit (1) > 1, f ) = oo fiir » — oo, Nach Voraussetzung

gibt es zwel wachsende Folgen 1y 92y --- und dy, dy, ..., fiir die
(1) lim o3(j) = ¢/,

hamoo
@) fd) > (1)) (h=1,2,..).

Wir definieren jetzt durch Induktion eine wachsende Folge n(1), n(2), ...
folgendermaflen: Es sei zunichst

(3) n(l)=1, n(2)=2,

Ist weiter n(dy) bereits definiert, so sei
@) n(ds) < n(d+1) <)+ R+D)!, - n(d+1) = jayyfmod (R+1)1),
B nldatm) =nldtm—1)+(h+1)!  fir m=2,..

: Es sei nun r > ;. Dann ist dy, < < dpyy fiir ein gewisses h. Somit
ist, nach (4), (5) und (2), wenn n(r) = n, gesetzt wird,

(6) 0 <71r—71,._1 (A1) < fldy) < fr—1).
Nach (3) und (6) ist

oy n(dy) =d,.

oy d;,+1—-dh.

(7) 0<me—me_; <flr—1) fir =2
‘Weiter ist nach (4) und ()

)3, ...

e = fpa(mod (h+1)l)  fir @ <r <
Wegen (4.14) ist somit

dh+1

(8) Odny) = Ofjn)  tir ¢ <h+1l, dy<r
Aus (3.16), (3.31) wnd (7) folgt fitr d < »

< dyyq-

< gy

IO’};("?r)“Uk(jh—t-l 2 [Cylny)y — G' (fns1)] < sa(k) 2 logg

g=h+3 g=h+2 qkﬁ‘l ’
Daher ist, mit Riicksicht auf 1),

) i oy(n,) = lim oy(fs) =
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Dabei erfiillt die Folge n,, n,, ... nach (3) und (8) die Bedingungen (2.10).
Ist nun ein beliebiger Punkt 6 von M (k) vorgegeben und wird
= 2Dy(6"+ X)
gesetzt, so ist nach Hilfssatz 3.2 6’ ein Punkt von N (k). Nach demselben

Hilfssatz ergibt sich dann aus (9) die Behauptung (2.9) des zu bewelsen—
den Satzes.

§ 8. Beweis von Satz 2.5

Ein k > 4 sei vorgegeben. Zu zeigen ist, daB die Felge (2.3) unendlich
viele Hiufungspunkte besitzt. Der Beweis wird indirekt gefihrt. Wir
nehmen an, da8 die Folge (2.3) nur die endlich vielen Hiufungspunkte

1) Y1y Y25 «-oy Ya
besitze und wir zeigen, daB dann fiir Jeden der Werte ¢ = 0,1, 2,3 auch
die Folge

(2) Orol1)s Or4e(2),

nur endlich viele Hiufungspunkie besitzt. Setzt man jetzt ¢ =3 fir
k=25,6=2firk =6, ¢ =1 fir ungerades ¥ > 7 und ¢ = 0 fiir gerades
k =8, so ist k+c gerade und > 8. Das ergibt dann einen Widerspruch
zu Satz 2.1, demzufolge die Menge der Hiufungspunkte von (2) perfekt
ist. Natiirlich koénnte man von vornherein die geraden Werte k% =8
ausschlieBen, denn fir diese ist nach Satz 2.1 tiberhaupt nichts zu be-
weisen. Im folgenden sei stets ¢ =0,1,2 oder 3.

Wir wollen zunichst zeigen: Man kann ein solches M > 1 finden,
daB die Folge
3) exli+M), elj+2M),
bet beliebigem festen j konvergiert. Fiir d = 1 ist dies nach (1) klar, weil
dann jedes M > 1 das Gewinschte leistet. Also sei d > 1. Wir setzen
(+) Min iyl_:’/m! = R.

Igi<mgd

Es sei ¢ > 1. Wir setzen ferner

- h ’1 & U‘V
5 v ) — it 2
(3) C(h, g, n) = E e( q)—l— 7 j Ze( q)'

I=0
Aus (3.13), (2.1) und (5) folgt

S(h, q) k

(6) ox{n) —.'%‘- +Dy, 2 2( 7 )C’(h,q,n)—{—o(l),

2<gcnli2 0<h<q
(9)=1

wobei sich das o-Zeichen auf n - co bezieht.
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Zur Abschitzung der Funktion (5) benutzen wir (1.4.33), wobei
dort s durch (1.4.26) gegeben ist, und die aus (1.4.35) durch partielle Sum-
mation (Hilfssatz 1.3.3) folgende Abschétzung ;

g-1

2 le(—— E}i) = Bgs
i= e

Es ergibt sich dann

0 O(h, g, n) = Bs =BMax(2,i—q—»—).
S k' g—h
Aus (7) und Hilfssatz 1.1.1 ergibt sich fir #® > &
8, g)\* '
("“’) G(h'a q, n)

agggnlf2 0<h<q
= (hg)=

B q—1 q -
= BZ q‘k’zg Max (%, _(Z——Q—T) = BDZE ql—"li; %

=2 2

I .
8 = BZ ¢ logg = BZ ¢*Plogg = Ba~loga.
s =

ﬁaeh (6) und (8) 14B% sich ein r = r(k) > 3 so0 bestimmen, daB fiir
n >

D 5 §’ "8(h, g) \¥ ' R
9 or(n) L D, (___’_q_) Ok
2 ) ?ﬂ(f‘{ q P 3

ist. Andererseits ist, wegen (5) und (3.10),
Clh,q,n) =O(h, q,n') fiir =n= 7’ (mod g).

Setzt man dahﬁr M = 7!, so folgt, daB die ¢-Summe in (9) nur von der
Restklasse abhingt, der nmod M angehort. Daraus ergibt sich weiter,
wegen M > %, daB fir beliebige m > 0, m’ > 0

(10) L el md) — gy ' M) < ?

is.t. Da die Hiufungspunkte der Folge (3) unter den Zahlen (1) zu suchen
sind, so folgt aus (4) und (10), daB die Folge (3) konvergiert, was gezeigt
werden sollte.

. Zweitens wollen wir zeigen: Piir jeden unserer Werte von ¢ und belie-
biges feste j konvergiert die Folge o

(1 eI+ M), ol +2.),

icm
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Fiir ¢ = 0 ist das soeben bewiesen worden. Es braucht daher nur der
Ubergang von ¢ zu ¢+1 ausgefithrt zu werden, wo ¢ einer der Werte
0,1,2 ist.

Zunichst muB die Abschitzung (2.4.9), wo & = 2", noch etwas ver-
gehiirft werden. Zu dem Zwecke wende man auf die Summe links in (2.4.9)
nicht, wie in § 2.4, Hilfssatz 1.3.1, sondern den Fall » = 2 von Hilfssatz
1.3.2 an. Bs folgt dann, wenn z = &*2, f(y) = (2 —y*)*" gesetzt wird,

m [ 1 (o
w2 N et = [y — [Bai®ma.
—sgm<E -z Tz
Hier ist

19y) = Bt

Nach (1.8.5) ist ferner
fgz(f'/)‘ dy = Ba
wo links iber ein beliebiges Intervall integriert wird. Nach dem zweiten
Mittelwertsatz ist demnach
(13) JBay) /O y)dy = B,

Aus (12), (13) und (2.4.7) ergibt sich die gewiinschte Verbesserung
von (2.4.9), némlich

k
ser(E 1)
(14) D a—mi = - a®HDE L Bkl
a2l omal? ‘ ]"(k_:l + 1)

Nach (2.4.1), wo z = 2, und (14) ist, unter Beriicksichtigung der
Definition von A, (t) und P,t), sowie von (1.4.2),

dppal2) = D Aalo—w)+B
|m|<ali2
2D T s
= kk Z (2 —m2)FR L Z Pyl —m?)+B

mj<at/2 jm]<etf2

2D L1 Ck
=ﬁx(k*l)’z+ 2 Pyl —m®) -+ BT,

my<at2

Pry(x) = E Pyle—m?)+ B2,

jm)<ati2
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Nach (2.1) ist somit, wenn % durch k¢ ersetzt wird,
(18)  Qryopr(@) = a=Cre-nie 2 (o—m?)E+IB gy (@ —m?) - BaIr,
m| <at/2 .

Nach Annahme konvergiert die Folge (11)

werden » & h.oes kann gesetst

(16) 1 gy ofj +00) = #(j).

Hierbei hat f(j) die Peri
P m)l‘g) eriode M, kann also auf alle ganzen Zahlen ¢ durch
(17) flay =f(a") fir o= o' (mod M)
ausgedehnt werden. ’ '
Wir haben zu zeigen, daB fiir jedes feste r die Folge

(18) Orora(r+M),t  opyeyq(r-2M),

konvergiert. In (1)

werde jetzt ¢ = » . .
unten seien auf n 1B @ = r+ndl gesetat. Die o-Zeichen weiter

—o00, d. h. auf z—oo bezogen. Es sei zur Abkiirzung

(19) @)=} (w—mtron-1
[my<z/2
m=a({mod M)
Aus (16), (17), (19) und (15) folgt
2 (a:—mz)(k+°)/2"lg;,+c(a‘c~mz) — S
pm) <2 a=0
= l_mkgal/z
M m=a(mod M)
= D Hr—a®) T(a)+o D (w—m?)ton-1
a=0 1] <al/2
M1
= Hr—a) T(a)4o(a®re-iny,
a=0
) e M-1
Oktoa(®) = 2= 0+ N 5032 (a) 40(1).
a=0

Zur Abschitzung d ;
g der Funktion (19) w i
2 . erde die Eulersch _
ormel in der Gestalt von Hilfssatz 1.8, 1 benutat. Bs ist, : Summen

2P ye 22 _g

m=a+hM, X=— Y —
M’ M

icm
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gesetzt wird,
T(a) = > {o—(a+RIPJEIRT = 3]
a2 PcarhM<t? X<h<¥
¥ ) ¥ a :
= [ fo—(aryd@Eor-iayt [pu)7 -1 E Ny = Wt Wa,
x x dy
gur Abkiirzung. Hierbei ist nach (2.4.9)
212 .
a1 LoV ia s(k,c) _
W, = = J‘ (2 —y") 1y :_lri[_w(k-)-c e

— /2

wo s(k, ¢) eine nur von k und ¢ abhingige positive Zahl ist, auf deren
genauen Wert es nicht ankomms. Ferner ist nach dem zweiten Mittel-

wertsatz
W, = BMg¥+o-IE,

Somit ish
T(a) = ?%_o_)w(k+c—l)/2+o (m(k+c—1)/2) .

Setzt man dies in (20) ein, so folgt

M-1
Ohponala) ZS(M‘) 2}‘(7‘-—&‘)—!—0(1),

woraus hervorgeht, daf die Folge (18) konvergiert. Damit haben wir
durch Induktion die Konvergenz der Folge (11) fiir jeden der Werte
¢=0,1,2,3 bewiesen.

Da der Grenzwert der Folge (11), nimlich die Funktion (16), die
Periode M besitzt, so exgibt sich, daB die Folge (2) nicht mehr als M
Héaufungspunkte haben kann, im Widerspruch zu Satz 2.1. .
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