II XAPITEL
0-PROBLEME

§ 1. Elementare Abschitzung von Py(x)

Bei dem folgenden elementaren Satz mag der Leser, wenn er will,
sich iiberlegen, daB dieser Satz und sein Beweis auch noch fiir & = 2
und 3 gelten.

SaTz 1.

(1) — Bo-Dr,

Pyl)

Beweis. Wir ordnen jedem Gitterpunkt 4 = (ay,..., az) des %-
-dimensionalen Raumes den k-dimensionalen Wiirfel K = K(4) vom
Volumen 1 zu, der aus allen Punkten (y,,...,y) des Raumes besteht, fiir die

<o+l o G <Y <oy

Diese Zuordung zwischen Gitterpunkten A und Wiirfeln K ist einein-
deutig, und zwar ist jedes A eine Ecke von K. Wir wollen A die zugeord-
nete Ecke von K nennen.

Der Durchmesser von K, d. h. die groBte Entfernung zweier seiner
Punkte, ist k2

Im folgenden goll ohne Beschra,nkung der Allgemeinheit z > 2k
angenommen werden.

Ay(w) ist die Anzahl derjenigen Wiirfel K, deren zugeordnete HEcke
A der Kugel
(2) Nt i <o
angehfrt. Bezeichnet man das aus diesen Wiirfeln zusammengesetzte Poly-
eder mit L, so ist Ay(x) das Volumen von L.

Alle Wiirfel von L, und damit auch L selbst, gehoren der Kugel

3) Vit ah < @R

an, da kein Punkt von L weiter als um % von der Oberfliche der
Kugel (2) entfernt ist; oder auch, arithmetisch ausgedriickt, weil aus
G+ +a} <o, Imttels der Cauchyschen Ungleichung folgt, da8

(@ + 12 (o] +1) < @R,
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Andererseits gehort die Kugel
(4) Vit ok < (@K

dem Polyeder L an, da die zugeordnete Ecke A4 eines Wiirfels K, der mit
der Kugel (4) einen Punkt gemeinsam hat, der Kugel (2) angehdrt; oder
arithmetisch, weil aus (4) die Ungleichung :
: (Il + 1P+ (el +1)? < 2

folgt. Bezeichnet daher V,(s) das Volumen der Kugel v, +'l/q§s,
80 isb

(8) Vaf(@'— 2} < An(@) < Vil (2 + 5}
Es soll jetzt gezeigt werden, daf
2 2D,
Vi) = st = —L 0
© ) = T

ist. In der Tat ist dies fiir ¢ — 2 wegen (1.4.2) richtig, und der Ubergang
g-> g+1 folgt so:

Vit vy s

s1j2

dipy...dy,dy = ‘ dy f

sl

Tosals) = dyy...dy,

2 2 o 2
Tll+...+115<hAII

s1/2 -
= | Vils—y")dy = —2 f (s—y*) " dy
—alf? 4 e
1 q
1 I’(m) F(~ -+ 1)
— ﬂs(q-i-l)]ﬂ f (1—y) %y = 27;4/23(¢I+1)12 2
¥ 1
a b F(%+1) 21’(4+ +1)
— _'"‘(.q.“m sane 2Dg1 e @i
1 1
1,( qj +1) g+
Bs folgt jetzt aus (6)
Vk{(;tllz—!—kllz)z} _ E}C‘T_)ﬁ(m1/2+k1/2)k _ Z—i)—ﬁmk/2+34t(k‘l)/z,

a4 BylE-1r

\ . s 2Dy ..
V. 12 plz2) k2
(@ 7} -
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In Verbindung mit (5), ergibt dies
kjz

(7) Axlo) = —=

P o By,
1‘(F +1

und das ist nur ein anderer Ausdruck fiir die Behauptung (1) des Satzes.

§ 2. Genauere Abschitzung von Py(x)

Hivrssarz 1. Bs ist
2

7 1 i
@ T "”Z " w(;)—l-Bm,
n<a
inshesondere
7Z2 .
(2) S(z) = T)mz—l—Bwlogw.

Beweis. Nach (1 -2.1), (1.2.23) und (1.3.1) ist

8 (@) =22 Z a _dnza'd |
P BRI

._izZi”m§Ylw(ﬂ)+12[m] x +12 [m] z\?
P) = n® .n<z n\n Znsaz: 7 n Zn\ nl|  n
7 o 1 1
DL
2 v w '\ +Ba,
A=1 <

woraus (1) unmittelbar folgt.
(2) ist eine Folge von (1) und der ‘trivialen Abschiitzung

1 =z 1
3 -— —] = . —_—
®) DvE) =8 3%~ puga.
<L nex
Sarz 1.
(4) © Pyla) =
Beweis. Aus (1.2

Brlogz.
-24) und (2) folgh

2
Ay(m) = %mz—]—Bwlpgm,

und hieraus ergibt sich sofort die Behauptung (4).

icm | .
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SATz 2. Fiir k> 4 ist
() Pifz)

Beweis. Wir werden zunidchst nur k > 4 voraussetzen.
Sondert man in (1.4.3) das Glied ¢ =1 ab, so folgt, wegen (1.1.1)
und (1.1.2),

6) Aye) = Dkzﬂm 118 2 yHn 2 Iznk/z a ( ulz)‘ .

<z 2<gal/? h— n<T

— Bgfr-1

—{—Bw""logw
yH-t
Die Anwendung von Hilfssatz 1.3.1 mit X =0, Y = a, f(y 2
ergibt, wegen (1.3.1),

(7 anlz—l _ fyklz_ldy_l_Bmk/z -1 __
N

In (6) ist nach (1.4.26) und (1.4.36)

— BgfR-1 yq_k/zzs, - BgF-1" vql k/ZZh_l

;;wkﬂ—!-Bmk/z"l.

2&1{31/2 g<zt? h=1 g<wl/2
(8) = Br'P™t 3 ¢ *Plogy.
a<atl?

Fir & > 4 ergibt sich aus (8)

S‘ = B! /vq‘wlog_q — Byl
2<q<al? =
In Verbindung mit (6), (7) und (1.4.2), Lefert dies die Behauptung (5).
Fiir & = 4 ergibt (8)

2 = Bz S ¢ 'logg = Bzlogm,

2<e<at a<ati2

und man bekommt nur

9 Py(z)

Das ist weniger scharf als (4), ergibt sich aber immerhin durch dasselbe
Verfahren wie (5), ohne daB man nétig hat, von der Jacobischen Formel
{1.2.20) Gebrauch zu machen.

Die Jacobische Formel (1.2.20) 148t sich aber wesentlich einfacher
beweisen, als die Landausche Formel (1.4.3). Bs fragt sich daher, ob man
nicht umgekehrt, (5) mit Hilfe der Jacobischen Formel beweisen kann,

= Bzlogz. -
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ohne von der Landauschen Gebrauch zu machen. s wird sich in §4
herausstellen, daB dies tatsichlich moglich ist. Dabei wird es sich zeigen,
daB man die etwas weniger scharfe Ahschitzung

(10) Py(z) = Ba"*tlogw

ziemlich rasch herleiten kann. Um aber in (10) den Faktor loga loszu-
werden, sind besondere Anstrengungen notwendig. Mier wird ein Satz
van der Corputs benutst (unser Hilfssatz 3.4), der im néchsben Paragra-
phen gebracht wird. ’

Im nichsten Kapitel werden wir zeigen, daf
(11) Pyw) = Q(a"F),
(12) Py(w) = 2(xloglogs)
ish (Sdbze 3.1.1, 3.1.2). )
Wegen (11) ist die Abschitzung (8) endgiiltig. Wegen (12) 148t sich
in (4} jedenfalls der Faktor logs nicht mehr streichen, go daB die Ab-
schitzung ziemlich scharf ist. Wir werden sehen (§§5-8), daB man mit

Hilfe der Theorie trigonometrischer Summen, unter groBem Mitheaufwand,
die Abschétzung (4) noch etwas verbessern kann (Sitze 6.1, 8.1)

"§ 3. Hilfssiitze van der Corputs

In diesem Paragraphen hingt B nicht von % ab, éo daf die |B| unter-
halb von absoluten Konstanten liegen.

Himrssarz 1. Bs sei X < Y, F(y) im Intervall X <y <Y reell
und differenzierbar, F'(y) dort besténdig wachsend oder bestindig abneh-
mend wnd {F'(y)] < 1/2. Dann ist

X
(1) W = 2 e{F('m,)}—— 3{F(y)}d?/ = B.

Xgmgl x

Beweis. Nach der Fulerschen Summenformel = (Hilfsyatz 1.3.1)
und Formel (1.3.1) ist

Y
@ - W = 2ai [ y(y)e{F (y)} F'(y) dy+B.
X

Nun ist bekanntlich (fiir die hier und bei Hilfssatz 4 benutzte;

n Bigen-
schaften von y(y) vegl. z. B. Titchmarsh [1], §1.76) fiir nichtganzes y
1 sin 2zny
3 yo=—=y ——
3) ¥ () TZ =,

icm
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wobei die Reihe in jedem abgeschlossenen, keine ganze Zahl enthaltenden, |
Intervall gleichmiBig konvergiert und ihre Partialsummen

1 - sin 2any

(4) s{y) = — '__;;_:_{ "

auf der Gesamtheit aller y gleichmiBig beschrinks sind'(zu den beiden
letzten Eigenschaften vgl. auch den Beweis unseres Hilfssatzes 8.4.1).

Somit folgt aus (2) v

(5) W =omitm W,+B, wo W,= [a@e(Fu)}F ).
r=c00 X :

Aus (4) und (3) ergibt sich
r ¥

1yl [ T
W, _;_gzlfsm(%ny)e{ﬁ’(y)} (y)ay

X

I

r Y

1 E—;« Xf 2isin (2any) e {F (y)} F'(y) dy

2ai
I

r ¥ \ ¥ .F’
=_1_ vl( {&d@{f’(y)—}—ﬂy} — ’ (¥)
dn® i n \J ) %

g F<y>—ny})-
() +n g Pl {

Wegen |F'(y) < 1/2 und da die Funktionen

Py o m
Fayen L Flgan

monoton sind, ist nach dem zweiten Mittelwertsatz der Integralrech-

nung .
1 3

1
J— — =B e
W"WB;Z;L n—3%

2
L

= B.

s

]
n

1
-

In Verbindung mit (5), ergibt das die Behauptung (1).
HILFSSATZ 2. Bs set X < X, F(y) im Intermlll X<y<Y reell
. 3
und zweimal differenzierbar. In diesem Intervall sei F'(y) = & wo & von y
unabhingtg ist. Dann ist
¥
(6) [efPy)}ay = B
x

Beweis. Da F'(y) bestdndig zunimmt, zerfillt der Integr&}.tionswye‘zg

in héchstens zwei Teilstrecken, im Inneren derer F'(y) bestidndig positiv
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oder bestéindig negativ ist. Ohne Beschriinkung der Allgemeinheit darf
daher angenommen werden, daB F'(y) im Inneren des ganzen Integra-
tionsweges bestindig positiv oder besténdig negativ ist. Weiter sei ohne

Beschrénkung der Allgemeinheit ¥ —X > 2:7%, da sonst die Behauptung
klar ist.

It X<y <93 <Y so gibt es ein Ys mit y; < yy <y, 80 daB

F’(?/z)“F/(?/l) = (Ya—y1) F""(y,).
Somit ist

(7 Fly)—F'lyy) > H—y)e fir X <<y < < Y.

Sei erstens F'(y) fir X <y <Y positiv. Aus (7) folgt dann fiir
X+ <y <y

F'y) > F'(X)+(y~X)s > e = L,

Daher ist, nach dem zweiten Mittelwertsatz,

] L[ delp
e{F(y)ldy = — 6{’ )} = Be ik,
2 F'(y)
X412 Xpe—1/2
folglich
¥ Xe~1f2 b
f@{F(y)}d?/ = f -+ f = Bg~ L Be—12 Be-1,
X x Xe—l/2

Ist zweitens F'(y) fiir X <y < Y negativ, so folgt aus (7) fir
X<y Y-
—F) = —F(X)H(T—y)e > o1,
und ein gleicher SchluB wie oben liefert die Behauptung,

HILwssarz 8. Bs sei X < Y, fy)
und zweimal differensierbar. In, diese
oder bestindig f'(y) < —e,

(8)

im Intervall X <y <Y reel
m Intervall sei bestindig '(y) =«
Wo & von y wunabhdngig ist. Dann 4st

2 _elfm) = B(p () —(x) 41) s

[
Xm<<?

Beweis. 1) Es sei besténdig f'(y) > . Weiter sei X <X <Y<Y
und h—1/2 < f(y) Sh+H12 fir X, <y Y,. Nach den Hilfssiitzen 1
und 2, angewendet auf X =X, Y=101, Ply)= fw)—hy, ist dann

D eliim)} = D) elf(m)—hm)
Xism<¥, Xy<m< ¥y
r

= [elf(v)~hy}ay+B = B2 1B — B
Xy
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Da man das Intervall X <y <Y in héchstens f’(Y)—f’gX)+2
Teilintervalle X; <y < ¥, der verlangten Art zerlegen kann, ist (8)

bewiesen. y
2) Fs sei besténdig f''(y) < —¢, also —f"(y) >¢. Wegen

| 3 el—toll=]_ 3 elim),

Xm<gY Xmg ¥
hat man dann nur nétig, den bereits in 1) bewiesenen Teil des Hilfssat-
zes mit —f(y) statt f(y) anzuwenden.

HILFssATZ 4. Bs sei X <Y, f(y) im Intervall X < y <Y reell
nd zweimal differenzierbar. In diesem Iniervall sei bestiind-zg' f'y)y = ¢
’Zder besiéndig f'(y) < —e, wo & von y wnabhdngig ist. Dann ist

(9) D' w{ftm)} = BIf (D) —f(X)| e+ B
Xm<Y
Beweig. Da man die Reihe (3) in endlichei Grenzen gliedweise
integrieren kann, so ist

+1/t
tf p(y+0)do

e 1 :l‘:"l/t o
) =-—5= - (e{n(y+0>}~e{—n<y+6)})de=a=2_wwae(ay),
=1 0
WO . L1t
0
wy =10, 1= — 2nmof e(aB)dd  (a #0),
d h
' m(2Y) (@0,
(11) we =0, |wal < Mm(m;;g
Somit ist
+1/t 00 o ] 1 t
m) -6} o< 2 e{af(zn)}jm(—,;i)
(12) 1L§dof p{f(m)+6} | é'k;;y S a
. ~ 5,
=za§1+2a§_1_2&+ A

zur Abkiirzung, Hierin setzen wir
-3
(13) ] t=38e"",

so dafl insbesondere ¢ > 3 ist.
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In 8, ist
laf""(y)] = ae = &,

WO 0 <& < 1. Wir kénnen daher auf die m-Summe in 8, Hilfssatz 3
mit af(y) statt f(y) und & statt ¢ anwenden. Dann ergibt sich

D elaf(m)} = Balf(X)—f(X)| s+ Bey

Xms ¥
= BIf Y)—1' X ~1/2 1/2 n—12, —1/2
ko [F(X)—f'(X)| e 0 - Be~tg~12,
— 7 ’ — . 1 ¢ = \ 1 1
8 = BIf(X)—f(X)|e ”’ZamMm (-;,Ez—)—}-Ba 2 Z a'l’gl\ﬁn(—“—-,%).
t<e] age—l
Hierin ist, wegen (13),
D aPMin D a7t 3™ = B — g
a<e! o<t a>t
(-]
2 o Min < Vg2
a<e—1 =
Somit ist )
"(14) 81 = BIf(X)—f'(X)|e*P B2,

Weiter ist, wenn y ein geeigneter Wert zwischen X und ¥ ist,

7, Y i — . 1t
o FIO—F D] = (T—X)"(y)] > (T—X)e,

(15) Y—X <X —f(X)fe .
Hieraus folgt weiter
) ,g;; laftm) = B 2;{ AT BI X4 = BIF (D) —(X)| e 1.
Andererseits ist, wegen (13),

{1t
Zle (7,?) < tZ o™ = Bis = BB,
e a>s—1
Fiir 8, hat man daher die triviale Abschitzung
(16) 8 = BIf(X)—f(X)|eF +B.

Aus (12), (14) und (16) folgt
+17t

an- 1 X[ elitm+0}a8 = BIf(Y)—/(@)je 1 Bete,

Zm¥ 0

&l
I § 8. Hilfssiitze van der Corputs 49

Andererseits ist nach (1.3.1)
P(¥2) =9 (1) = Ya—y1—([Ze] — 1)),

also
(18) P —p(y) <y.—y T Yy =0
Hieraus folgt weiter
1/t 1/t
t > [ (p{fem)+6}—yp{f(m)})do <t 2 foas
Xgm<gyY 0 Xgmg¥ 0
_1 L IoX4
2 2t
XmgY
. Y—X+1
t D [lelim)—vlrm+olas <———,
X<m<Y g .
und daher
Y—X+41 e
I Y [efimtsjas < S pliow)
2t X<m<Y 0 XmgF
Y—X+1 R
< S [l +o)as.

0.
2t XmgY ~1t

In Verbindung mit (13), (15) und (17), ergibt sich daraus die Be-
hauptung (9).

§ 4. Zweiter Beweis von Satz 2.2

In diesem Paragraphen soll Satz 2.2 mit Hilfe der Jacobischen For-
mel (1.2.20) und des van der Corputschen Hilfssatzes 3.4 bewiesen wer-
den, ohne daf von der Landauschen Abschiitzung (1.4.3) Gebrauch ge-
macht wird. Es sei zundchst nur & > 4. Ferner werde in diesem Paragra-
phen z = z'# gesetazt.

Es ish, nach Definition von A(t), -

A= Y 1= ¥ 2 L

o 2 2 2 2 2 2
<4y +...hotmi<T —2SMLE 0] + .., 0p<T—
also
2
(1) Apya() = 2 Ap(z—m*)+B.
—s<m<e

Dies schreiben wir zun#ichst fiir & = 4 auf

(@) Agw) = D' A o—m?)+B.
—Z<M<E
A. Waltisz: Gitt te in mehrdi jonalen Kugeln 4
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Wird zur Abkirzung

1
3 rw =3 2o(Y)

n<y
gesetzt, so folgt aus (1.2.23) und (2.1)
Sy = g P (t)+Bt
() 0 =1 :
Aus (1.2.24') (wir erinnern daran daf (1.2.24) in § 1.2 unmittelbar
qus der Jacobischen Formel (1.2.20) hergeleitet wurde) und (4) folgt
! t .
Ayt = —z-tz—StF(t)-{—EstF (Z)—l—l +Bt.
Wegen
2 (x—m?) = Bz E 1 = Ba**
—amz —aLMLR

ergibt sich hieraus, in Verbindung mit (2),

at '

(5) As(z) == (@—m?)—8 Z (w—m%) F (5 —m?)+
2
—BEMLB —2KMLE
o
+38 2 (w—mz)ﬁ‘(m 4’” )+Bm3/2.
—GEMLE
Nach der Eulerschen Summenformel (Hilfssatz 1.3.1) ist
z 2
(6) D @—m? = [(@—yPay— [p(y)y (@ —y}dy.
—BEMR —2 -2
Hierin ist
1\ [k
: ‘ I’(E)T(é +1)
7 27— zk/zd — opk+1/2 1— 2k/2d — (k+1)/2
M [ ooy Ja—y"ay e
rl——+1

und, nach dem zweiten Mittelwertsatz der Integralrechnung,
2

(8) k[ ply)y(a—yfr-ldy = Ba*H2-1 — Bpl-dr2,
—2

Aus (6)-(8) folgt

al’r (ﬁ +1)
(9) D (p—mt) = a2 | Bal—biz,

—rM<E P( k_;—l ‘l"l)

§ 4. Zweiter Beweis von Satz 2.2

Setzt man daher zur Abkiirzung

(10 : Gz) = Z (x—m?) F(z—m?),
—2ME

(11) A Hz) = 2 (wwmz)F(I‘—.}mZ)’
—s<mss

so folgt aus (8), (9) (mit ¥ = 4) und (1.4.2)
(12) Ayz) = 3 Da*® —8G (x)+8H () + Ba*%,
Wegen (1.3.1) und (3) ist augenscheinlich
(13) F(z) = Blogz.
Aus (10) folgt daher
G(2) = 2 D) (x—n*) F(@—n?)+2F (z)
n<E
(14) =2 Y(z—n) F(z—n*)+Brlogs.

n<s

Wir fiihren jetzt die Funktion
n
(15) D Fla—r*) = Ryn)
=1
ein und wenden auf (14) die Abelsche Formel (1.3.7) an. Das ergibt
G(2) =2 D' {(o—n")— ([e—(n+1)%)} By(n)+

= FOR,([#]) (o—[++1F) + Baloga.
Aus (13) und (15) folgt

R,(n) = Bnloguz.

Mithin wird
G (@) =4 ) nRy(n)+Blog(a) Y n-+Bar'log(z)s** + Baloga,
d. h. umsomehr "~ = )
(16) G(z) =4 D' nRy(n)+Ba"".
=

Ebenso ergibt sich aus (11), wenn man die Funktion

an by (”“72) = Ryn)
. 275 =
einfiihrt, ’

(18) H(z) = 4 Y nRyn)+Ba*”.
<z
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§ 4. Zweiter Beweis von Satz 2.2 53
Aus (15), (17) und (3) folgt (16) und (18) ergeben jetzt
Ry(n) =2 L, ””“"2) G(z) = Bz )'n = B = Ba**,  H(z) = Ba*""
' ¢\ ¢ =
<N gez 12 . . -
1 2—p2 Sefzt man dies in (12) ein, so folgt

(19) =D~ > w( ), 5 n o
Pt A r<Mingm@—a) 2} q A5(x) = 7 Dsx** B3,

1 (w_,,ﬁ) d. h. wegen (1.4.2)

Ry(n) =2 —y 17

Py(x) = Ba*2.
< q

n o 1. g

a<z (@)
: ‘ 2 Damit ist die zu beweisende Abschitzung (2.5) fiir & = 5 bestétigt.
(20) = y 1 2 p i ) Aus ihrer Riehtigkeit fir k folgt aber die fiir £4-1; denn, auf Grund von
“~ q 4q (1), (9) und (1.4.2), ist

ach@y T r<Mingn,@—10)1%

. 2Dy, v 2.k/2 %j3—1
Auf die r-Summe in (19) werde jetzt Hilfssatz 3.4 angewendet, Appa() =— 2, le—m)"+By 2 1
. e
indem dort —aEmsz —am<s
. z—y? k
T =1, ¥=Minfn, (@, j) = 0 ”mf(g +1)
q - —_— FHDR_ B
. . k
gesetzt wird. Eg ist dann F(; +1) F( 'i“ +1)
2:‘/ " 2 - -
F) =——=, f'ly) = —== —, .
g g = 2Dy sy pogonn
’ ’ 2 2z k+1
F(O)—f(X) == (T-X) < —. - - ; . . .
q q Damit ist (2.5) durch Induktion bewiesen. Der Beweis der schwi-

cheren Abschétzung (2.10) ist sehr viel einfacher. Wegen (2.4) ist ndmlich

Bs ergibt; sich somit fiir ¢ > 2 (2.10) tiir % = 4 richtig, und der Ubergang % —> k+1 wird wie soeben

T p—p? ausgefiihrt. Man hat nur notig, in jedem B-Glied den Faktor logz anzu-
(21) 2 'l,u( ) = Beg~'P L Bg'?, bringen.
r<Min{n,(z—g) 1/ 2} g
und diese Abschitzung ist auch fiir ¢ =1 und ¢ = 2 richtig. § 5. Weylsche Abschétzungen
Analog bekommt man durch Anwendung von Hilfssatz 3.4 auf die
r-Summe in (20) Im Rest dieses Kapitels ist & = 4 und die B-Schranken von % unab-
2 héngig. Im néichsten Paragraphen soll die Abschétzung
(22) Ty _ Beg=" 1B\
¥ 7= 29~ +By zlogw
r<Mingn,(e—4) 23 (1) Falo) = B logloga’
(man kann auch (22) unmittelbar aus (21) herleiten, indem dort ¢ durch
4g ersetzt wird). die etwas scharfer als (2.4) ist, bewiesen werden. Das wird erreicht, in-
Aus (19)-(22) folgt dem die Abschitzung (2.2) auf entsprechende Weise verschirft wird.

Als Vorbereitung dazu dienen die folgenden Hilfssitze. In ihnen ist
Rym) =B Y qeq " +¢'®) = Bz, Ry(n) = Be.
< (2) f) = 6y 460" ... +0,, R =2
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HiLrssaTz 1. Bs dst, falls f(y) das Polynom (2) bedeutet,

3) Ije{f(m)}[R
<Pt 3T Min{n, |cosec (abrthy. .. h,_y)]}).
Beohp_1=1

Fi v =1 ist dabei das Summenzeichen rechis zu streichen und das leere
Produkt hy...h,_y durch 1 z2u ersetzen.

Beweis. Wir beweisen die Ungleichung (3) durch Induktion. Dabei
werde zur Abkiirzung

(4) 8= Y elfim)

gesetazt.
BEs gei zunichst » = 1. Dann ist

181 =] fe(ﬂm%,)j ~| S’le(em)l~

Fir alle 0 ist deranach [8] < n, und fiir nichtganze 6 ist

1—e(fn) 2
8| = < =
18] - < o) lcosecn].
Jedenfalls ist also
. |8] < Min(n, |cosecnt|),

d. h. die Ungleichung (3) fiir » = 1 richtig.

Es sei zweitens # > 1 und die Behauptung fiir » —1 schon bewiesen.
Hier ist nach (4)

n—1
81 =88 = >'e{f(m)—1(m).
hB=0
Sta.{.:t h werde ein neuer Summationsbuchstabe by durch h = b4, ein-
gefiihrt. Dann laufen 5 und by durch alle Wertepaare mit
0<b<n—1, 0<b+h <n—1;
d. h. By lduft von —(n—1) bis n—1, b fiir jedes dieser
von 0 bis n—1—hy, falls b, >0,

von —h; bis n—1, falls b, < 0.’

icm
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Jedenfalls Iduft also b bei festem h; iiber n' = n—|hy] < n aufeinander
folgende Werte, die dem Intervall 0 < b < n—1 “angehéren. Zugleich
wird

ISP — _§3 Nelfb+h)—F(0)).

hy=—(n-1) b

Bei festem 7, sei hier ¢ der kleinste Wert, den b annimmt (also ¢ = 0
oder —h,). Dann ist, wenn man b durch b-+tc¢ ersetzt,

n—1 n—1

(5) 87 =N Nefg®),  g(d) = fb+et+h)—f(b+e).

Hierin ist wegen (

o
-

gy} = fly+othy)—fly+e) = brhyy 0y " .0 46,5

Nach dem als bewiesen Angenommenen, kann man auf die b-Summe
in (5) die Ungleichung (3) mit r—1, 6rh,, »' statt 7, 6, n anwenden. Auf
der rechten Seite darf man dann wieder n statt »’ schreiben, da diese
rechte Seite bei wachsendem s nicht abnimmt. Auf diese Weise ergibt
sich, wenn noch zur Abkiirzung

(6) Min = Min {n, lcosec(abrhy...h,_;)|}
gesetzt wird,
n—-1 s . n 1ar—2
(7) ISP <4 E (n2 Tl T E Min) "
by=—{n-1) Rayeeatip1=1

Nach der Holderschen Ungleichung ist

n—1 rea n—1 )
aF—= . -2 or—2
Nou) ey N
= "n-1) h="(n-1)
Aus (7) folgt somit
ISP = (s
n—1 n )
-2 —2 -2 -2 .
< TEF T 3 (T T 3 i)
h1=‘——_(7,3—1) hgyeenlip =1
<-1»27'“2(‘)1@)21-2‘1("n-112"_2“’J]—1L27_2_“'1 115_’1 % Miu)
2 a0 2 ) .

]z]=;(n_]) hgyuney ﬁr_lzl
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Da Min wegen (6) eine gerade Funktion von hy ist und fir b, = 0 den

Wert » hat, ist also

7 —~1 =297 —2_ 1 of—2__ r—2 R P SR R
IS|2 < 422 1,2 1(2”/2 —]—%2 Pof 1o 17 2

F-opd e ﬁ‘ Min)

By g g =1

n
F—2 or—2_ |1 gr—l_ 7—1_ -
< 4477792 ‘(nz 7§ Mlll).
e
Rserolye_g=1

Wegen

4:.421-_2221'—2_1 - 42r—2./,2r-—2+1 < 421'—2‘)21'—1 _ 4zr~—21:2r—2 121‘-—1
< = P == 4 = 4
ist gomib
n
8 < 427_1(1L27—1—1+)L27~1_r 2 Min)‘
Ry fip =1

Wegen (4) und (6) ist dies die zu beweisende Ungleichung (3).

HirrssaTz 2. Es ist, falls f(y) das Polynom (2) bedeutet,

n-—-1 n
(8) }_l;e{f(m)}m“ = B! TNy pyl-rifte( D'Min{n, [cosec (0! =)},

= . @)=1
Hierbei ist das Summenzeichen, rechts fiir r = 1 2y streichen; H = h,..
(h) steht zur Abkiiraung fily hyyooiyh

Beweis. Nach Hilfssatz 1 ist

. 771'-—1;
r—1-

. n-1 n
Y
I}_’De{f(m)}, < 47@1‘”&—}—471,1“”3'( > Min {n, |cosec (nr! H) IR,
M= (h)=1
Hieraus folgt die Behauptung (8) durch Anwendung des Abelschen Hilfs-
satzes 1.3.3.

§ 6. Verbesserung der Abschiitzung (2.4)

In diesem .Paragmphen soll, gestiitzt auf Hilfssatyz 5.2, die Abgchit-
zung (5.1) bewlesen werden. Zuvor bringen wir 4 Hilfssétze, von denen
der erste nur fiir § = 1 benutzt wird. Hilfssatz 4 liefort die entsprechende

Verschirfung von (2.2).
Hrrrssarz 1. Bs sei R — 2L Ry = R(r+1),0 <5 < 1,
(l) £ ; 2r+3,

)
(2) D KM < W< 2l < ol

§ 6. Verbesserung der Abschitzung (2.4) 57
Dann st

M
3) Z p (—t—) — BIMVR-URL R o0y

i m-$
Beweis., Wir setzen
2 1) ;=1 {r+1} MM

(4) "= [M("+ )(r+1) 4= 1/(r+ 1, 'l = —————‘n .

Dies ist erlaubt, denn wegen (2) ist

MDD YR o gD -HEH) g

also n > 0, wie es sich gehort. Aus der Definition von R und R, ergibt

‘sich ) 1 1
2 (1 1, 1)_( 1 n_l_)z_ (1_,)<0,
r+3 (7~+1 TET R, r+1 | R, r+3 B

In Verbindung mit (1), (2) und (4), ergibt dies
MUY FURKYRY Y4 ) ~4Ry _ B
n = Bﬂl(r+2)/(r+l)t~11(r+1) — BMl-l[R-l]RltI/RlJ[11(1+1)+1/R+1/th—1/(r+1)—1[R1’
(3) n = BMI-UE-UEL R
Fir 7 <1 ist (3) erfiillt, denn alsdann gilt nach (4) und (5)

=t " MM
y(g( ):B(M’—Jl[-]—l) =B(-n———+1)
2

m--8 w
M= +

= Bn = BM“HE-UE B,

Sei also fortan I > 2. Wegen (4) ist
M —-M
M—(M+n—1) < M' —M—n (—n- —1) +1 =n+1= Bn.

Wegen (4) und (5) ist somit

M—-M ,
(6) MAin < M+ p n =M,
M : M4+In—1 :
al R 1-1/R—1/R; 1Ry
— ——| = Bn = BM 1,
(N 2 e(m—f—s) 2/ e(m—}—s)
M= m=M

a bedeute, falls es nicht eingeschréinkt wird, eine beliebige Zahl
aus der Reihe 0 <o <1—1. Wir setzen

(8) X, = M+stan.
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Dann ist
M4n—1 I
9
®) "é; (m—|~) 22 ( )
Nunmehr sei fir Jy| < X,
1 1

(10) T4y =Z{P(QI)+7JHIT(’J)};
W) P =Py = Y—1p(-LY

(©) = Proly) 2( ) (Xa),
(12) T(Z/)=Ta = (=1 r+1X;,-__1 e _ G(L)O

(9) = (~1) g( Ulx)s

1) ey=

: .
Gr,u(']/) = 6{ r+1T(4/)} wahy __2 why

h=0

Aus (13), (12), (8), (4), (2) wnd (1) folgt

) .
(o]
14 Z - Py - vy
(14) = { S ““2(—1?(3,—)},
=0 =0 a
% " pUAvIGR

Aug (141), (18), (8) und (4) er
gibt sich, mitbels des iiblichen M
tenkunstgriffs (vgl. Pélya-Szeg 11, 9) o

{16) 2{7.0;,[ S exp (S X" 2) < exp (4t MM — B,

Aus (10) und (13) folgt

n—1 n—1 ©

,g’: (JX :wn) Z"{*—P m}quhm

m=0 h=0
(17) ~ Y {t } g
, = 3 e P(m)sm".
2 X
Nach (11) ist

13
M) =5 P) = (=X 40" .. +6,.

icm

-§ 8. Verbesserung der Abschitzung (2.4) 59

Aut die innere Summe in (17) wenden wir jetzt Hilfssatz 5.2 mit diesem
f(y) an. Aus (5.2), (8.8), (17) und (16) ergibt sich danu, wenn noch zur

Abkiirzung

~ wtrt H
(18) ; Yo=Yoo=Fm
a
gesetzt wird,
n—1 4
2 lww)
=
e atm <
- = 1R
=B Z 205] 0™ ('11.1‘1’R+ pi-TiR { 2 Min (n, |cosecY | )} )
h=0 (m=1
= YR
(19) = Bn "I’R—i—Bnl“”R{ ZMin(n, ]eosecY,,l)}

=1
Aus (9) und (19) folgt, wenn man die Holdersche Ungleichung &hn-
lich, wie im AnschluB an (5.7) anwendet,

Myln—
> dlae)
e
= m-s
-1 n -
1
— BB BpirR Z { ) Min (n, [eosec Y| )}
a=0 (B)=1
» l-1 R
/
(20) = Bln!~ YR BIi- 1By l-riR Z Min (n, lcosecYa])}
(m=1a=0
Hier ist nach (4) und (2) .
(21) nl-UE BMI—I]R—I]thllRI,
(22) [-UR TR _ p gpl-riB~(r—1Ry j=1)E;

Nunmehr soll die geschweifte Klammer auf der rechten Seite von
(20) abgeschétzt werden. Fiir 0 < @ < 1—2 ist, nach (18), (8), (6) und (2),

1 1
o Faos = iy )
e X T
(Xg+ny T —XgH (r+1)n
=ﬂt’[‘!H—'—,——'——_-—— t‘H
XX X

23 wt(r+1) Hn tHn
(23) = oriirir T g rid
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Bs sei Jp ein Intervall der Gestalt
7T T
—b < —(b+4-1).
Fh<¥<3 0+1)

Wir betrachten dann die Summe
-1
(24) 8= D' Min(n, [cosecY,)),
Y: —_i;lon N
welche als nichtleer vorausgesetzt wird. Ist b* die ganze unter den Zah- ,
len /2, (b+41)/2 und o dasjenige @ in (24), wotiir | ¥, —nb*| am kleinsten
wird, so ersetzen wir bei der Abschitzung von §, nach oben dies Glied

durch n. Auf die iibrigen Glieder, falls solche vorkommen, wenden wir
aber (23) an. So kommt

tHnd
(25) 8 < 'n-|—2 00800 =y
a

wo nur iiber diejenigen d zu summieren ist, fir die

tHnd _|n
<=
QMR T g

(26) 1<d<l,

ist. Aus (2B), (26), (4) und (2) folgt
L
w2 M M+t
———— = Bn+B =
tHnd nt tHn logl = Bn+B tHn

1
@) & <nt Y logt.
d=1

Nach (8) und (18) ist ferner
wir! H
Y, < iR
Die Anzahl der von Y, betroffenen Intervalle J, ist alsoi

rlH

Daher ergeben (24), (27), (4) und (2)
n 1-1 "
e tr1H u+
(ng a; Min(n, |cosec¥,f) = B (h)_S__l ("M‘ﬁr +1) (n+ Elogt)

it T+2

[ TL o 1 gy T N M -
= (__M”:T +n" 4l Z_MIOgt—}— o logtlog l(n—}—l))

t,nEr-—l - . MH_g
(23) = By!log'(t) (_W 00 EM ” )

icm
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Hierin ist nach (4) und (2)
it
M1‘+1

— BMCHICr DI+ fl-(r-D/r]) g gpr-3iral L3+
W = BATEHDIOHY =i+ o BTS2t 9 ()
_ BMv-s/(r+1)t—1+3/(r+1)’
WM = BMEHDU-DIEH = (-ie+) . B Yr-d+) -1/
MR

- ZBMr+2—(r+2)/(r+l) t-1+1/(r+1) — BMr—sl(r-)—l) t—1+3[(r+1)(ﬂ[t—Z/(r-}-S))(r—p-a)/(r-)-l)
'

— BT 143D
Bs ist somit nach (28)

n  1-1
' 3 Min(n, [eosec¥,|) = By MM~ 10+ Joghy,
#H s )
Wegen » << R und (r1)¥® = B folgt hieraus
n I-1 =
}II — B.M"R_isl‘L—IIRH/RllOg‘t,
(#)=12=0
also, wegen (22),
n 11
. _ s R 1-1/R—1Ry j1/R,
(29) YR TR = BM 1R]ogt,
(2.2

Die Behauptung (3) folgt nunmehr aus (7), (20), (21), (29) und (1),
Hirrssatz 2. Fir R = 2™ ist

1 @
i =B —1/2013"10 Hm.
(30) > = ’/’(m) &~ log
22/ (r+4) ezl (r+3)

Beweis. Der Ubergang von Hilfssatz 1 zu Hilfssatz 2 vollzieht
sich auf &hnliche Weise, wie der von Hilfssatz 3.3 zu Hilfssatz 3.4. Zu-
néchst sei ohne Beschréinkung der Allgemeinheit

(31) @ >

da sonst die Behauptung klar ist. Ferner sei

(32) 2l < M M < 2M L 20+
2
(33) z= -,
@
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Aus (3. 10) und (3.11) folgt fiir s >3

o A5 Tl poles 31 St

Z +2Z~ 28,428,

a>z

zur Abkiirzung. In 8; nehmen wir
(35) ar =1.

Nach (35) und (31) ist (1) erfillt. Nach (35) und (33) besagt die Un-
gleichung a <z, daB /0% < M ist. Aus (32) und (35) folgt ferner

M O+ < I+

Es sind also auch die Bedingungen (2) erfillt, Wir diirfen daher die Ab-
schitzung (3) mit dem ¢ aus (35) § =1, B = R(r+1) anwenden und
erhalten

M M
S a 1-YR—1R; 1R
(36) Ze(m ) ~7rgue (m—l-l ) +B = BM 147/ 1]ogi.

m=M

Aus (34), (35), (36), (33) und (32) folgt

8y = BMI“‘/R‘”Rlx”RIZ a'™11og (az) Min (3-, 'ST)
a o

a<z

= B =NE-UELAR o0 () Z a1 Min (1 ) iz)
@

@
u<z
= BI-UR=UR R g0 0 (Z ARy 82 al/Rl—-z) ,
a8 a>3
= BMI-YR-URE o0 () (sl/Rl alts “1/121‘2)
(37) = BM VR Ry g0 iR 100 plog s.

In 8, ist wegen (34) und (32) die innere Summe
=B(M ~M+1) =
Wegen (33) ist somit .
1
38 8, = BM. —5 =B-— = BM"™}
(38) A 32 = BM-"1gg,

icm
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Aus (34), (37) und (38) folgt
M’ x1js
z 1~1R~1)R; 1Ry, 1R el
9) s — +01d8 = B( M E-URIURL IR ar-r~1eplogglogs.
(39) L4 o gelog
m=M

Andererseits ist nach (3.18)

M 18

o 2= M+1+ Zf( +0)dﬂ ZM’w(%)
m=M

=M
M 0
M —M+1 @
s Syl
m=M —1f8
In Verbindung mit (39) ergibt dies, wegen M'—M+1 < 2M
o
Zw (ﬁ_) — B(MI_IIR—llRl.S'uRI.EIIRl—]~41_r—18m+M6‘_1)10g$10g'8.
m
m=M

Durch partielle Summation (Hilfssatz 1.3.3) folgt hieraus

o
(41) 2—1— P (f-—> = B(MHE R R R i -T2 4 =Y Tog alogs.
m=M '
Das Summationsintervall fiiv m in (30) zerfillt in Blogz Teilinter-
valle der Gestalt M < m < M’, wobei M und M’ den Bedingungen (32)
geniigen, Aug (41) ergibt sich daher, mit s = 32",

22 +4) ema?/(r+3)
— B(m—2(11R+1/R1),(r+4)+11/10R1 +w—2(r+2)/(r+4)+11]m+m—1/10) Iogsm’

und hierin ist

2 (1 1) 11 _L(_ 7 +]_)
T4 _+E+10RI"R, r+4 10

1 1 1) 1
S \T3 T 20Rr’

2r+2) 11 _ r 1 1,1 1
rrd 10T T rgd T10S 5T0° TS s

HILPsSSATZ 3.

22 emsz
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Beweis. Der Kiirze wegen setzen wir z = 2'*, wie schon in §4.

Nach (1.3.1’) it
1 = 1 1 2 1 Z 12
(43) 2 w ' \m =" Z M2 Laom mlm]|
Z2<MT <ML Z<MLL BLMLT

Hierin ist nach der Eulerschen Summenformel (Hilfssatz 1.3.1)

= dy —_
(%4) ngj @ f 1B =24B,
45) Z %: f%% 4B = %1ogm—|-B

ML

Analog ergibt sich

Zalr- 252

g<mge Z<MKT n<im
1 Tay B
DM NE
m Yy 2
n<z s<MTIN n<g 2 E
= Z (3logz—logn)+B
n<z
= tlog(x 5’1— Zlogn +B
n<z n<g
= $log(x) 21— 2 logn+B
n<2 <n<e

= H[zlloga— [ logydy+4v(e)logz+B
1

£

=3}(z—§)logw— flogydy—l—B
1

= }‘(z —3)loga— elogz+2+B

(46) = z—}loge+B.
Die Behauptung (42) folgt aus (43)-(46).
HrirpssaTz 4.
? zloge
47 =_—a*+B .
) S 12" + loglogz

icm
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Beweis. Ohne Beschrénkung der Allgemeinheit sei 2 so groB, daB

(48) X = 4[}loglogz] > 4

(Man konnte hier einfacher X = [loglogz] annehmen; fiir den Beweis
von Hilfssatz 8.3 ist es aber wiinschenswert, daB X durch 4 teilbar ist.)

Dann setzen wir

(49) 2117w(%)= 2 + 2 +

n<a2/(X+4) 22/ (X +4) el /2 212 cn<a

= SI+SQ+‘S’5~

Fir §; ergibt eine triviale Abschitzung, wegen (48) und (1.3.1),

(50) =8 Y LﬂBlogwr _p logz
Ry SV X loglogz
Fir R = 2"~ X wird ferner

HES
logx ) ( logz
g ‘~1/20R1' — _
’ GXP( 20kr) S P\ T g x Ty

1 1—-log2
oga ) _ Oxp{_ (logz) }

ex)
R T ologloez g0 100 o 10loglogs

Iog mloglogm
Somit ist nach Hilfssatz 2 fiir » < X

1 z B B
D )

eed
22/ ("+4) cng a2/ (7+3)

Fiir S, ergibt sich daraus

x
(81) 8= Do, = B.
r=1

Nach Hilfssatz 3 ist weiter
(52) 8; = B.

Aus (49)-(52) ergibt sich
, 1z logz
53 —_— —}=RB .
(53) Z n w(n) logloge -

n<e

In Verbindung mit (2.1) liefert dies die Behauptung (47).

A. Walfisz: Gitterpunkte in mehrdimensionalen Kugeln
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Samz 1.

loga
(54) Pyz) = B8

loglogs’
Beweis. (54) folgt aus (47) genau so, wie (2.4) aus (2.2) folgte.

" §7. Hilfssitze von L.K. Hua

Im nichsten Paragraphen soll die Abschétzung (6.54) weiter ver-
schirft werden, indem gezeigt wird, daf a

1. Py(z) = Brleg** x(loglogx)™™,

Das wird erreicht, indem Hilfssatz 6.4 .auf entsprechende Weise
verschirft wird. Bin Blick auf den Beweis dieses Hilfssatzes zeigt, daB
hierzu notig ist, die triviale Abschétzung (6.50) zu verbessern. Mit ande-
ren Worten, wir werden fiir den Beweis von (1) den ganzen Inhalt der
§§ 5-6 notig haben. Weiter wird es aber notig sein, noch einige Abschit-
zungen trigonometrischer Summen zu beweisen. Da,s soll im Vorhegenden
Paragraphen geschehen.

Wenn im folgenden von einem Intervall die Rede ist, so sind, falls
nichts anderes gesagt wird, stets Intervalle gemeint, die links offen und
rechts geschloBen sind, also die Gestalt ¥, < 6 <y, haben.

Hirrssarz 1. Es ser

(2 X>1, Y>1, Z=2XY,

(3) l=g<a<...<a <Y,

(4) S NS B WS

(8) ) 0<w<Z,

(6) —w+(—1)X <b, < —w+a,X fir n<r,

€1y ..., & Seien vorgegebene Zahlen, die nur dic Werte 1 und —1 anneh-
men konnen.

Dann ist die Anzahl der Zahlensysteme by .oy by, filr die die Aus-
driicke

(7) el e (1<h<r)
in.gegebenen Intervallen der Limgen < Z*' liegen, hichstens gleich
(8) (2ryye-ne,

Beweis. Fiir » = 1 ist der Hilfssatz richtig. Also sei r > 1 und der
Hilfssatz fir »—1 schon bewiesen.

iy
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Es sei 1 <k <r. Bs seien by, ..., b, und by, ..., b, zwei Systeme von
Zahlen, die beide den Bedingungen des Hilfssatzes geniigen. Dann gelten
die Ungleichungen

IZ(’nbn Z("n. hi -t (] < h < )').

In denjenigen Gliedern der Summen links, bei denen ¢, = —1 ist (falls
es solche gibt), sollen b, und b, miteinander vertauscht werden, ohne
daB8, der Einfachheit wegen, die Bezeichnungsweise gedndert wird. Die
Ungleichungen nehmen dann die Gestalt an:

1 y(bnl 1 (1 éh\<\r)

Mit anderen Worten, setzt man zur Abkiirzung

(9) o=t = 2 (Ba)"
=1 s

n=1

s0 gelten die Ungleichungen
(10) lp—al <27 (LR ).

Die jetzigen Werte der Zahlen b,, I, brauchen zwar mit den vor-
gegebenen Werten nicht iibereinzustimmen, sie geniligen aber immer
noch den Ungleichungen (6). Bis auf weiteres sollen, wenn von by, by,
die Rede ist, stets die neuen Werte gemeint sein.

Es ‘bezeichne o; die h-te elementarsymmetrische Funktion von
by, ..., b, und oy die hi-te elementarsymmetrische Funktion von bj, ..., by.

Nach {2), (3), (5), (6) und (9) ist

T
1) loal < D) 1bal* <rZ%,  Jem) <02,
n=1
' fod r h ’ r h
(12) lonl <\, 127, lowl < )27
h h
Es soll jetzt mit Hilfe von (10) gezeigt- werden, da8
(13) lon—op| < F@2Z' (2 <h <)
ist. Wegen , -
6 = Hei—a), o = 3='—2)

.ist, nach (11) und (10),

(14)  je—a < Hlm—al(al+lel) +Ha—al} < 3@r+1)2 < $(207).
Mithin ist (13) fiir b = 2 erfiills.
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Wir nehmen jetzt an, (13) sei fir 2 <A << g—1 (<r) richtig, nnd
wollen die Richtigkeit fiir & = ¢ beweisen. Es ist dann

(15) lon—oh < (202" (1 <n<g—-1).

Fiir n = 1 ist dies nimlich wegen (9) und (10) erfillt, da oy == 2, of = 2|
ist. Fir 2 < n < ¢—1 gilt dies aber reichlich nach der Induktionsannahme
(13). Aus (10), (11), (12) und (15) ergibt sich jetzt fir 1 <n < ¢—1

]O'n”q—n"";z?;-n‘ = [(F7b—‘71lb)£’q—1z’|‘ 97’1 (Zq—')\_z;_n)i

(16)

< 1“7;*0";&! |"’q—n1+i57'b| |zq—'n“'7r’1—'n.!
7 1\ ..

< {(27)"""‘)’—)» ( )}Z”“1 < (1 + MT) (2™ h 20,
n N

Andererseits ist nach den Newtonschen Formeln
2g— 0171+ G gea— - H(— 1) o+ (—1)go, = 0,
A=) o) (=1 goy = 0.

o ’
2y—61 g1 Ca g+

In Verbindung mit (10) und (16), ergibt dies
-1

0ot : ) .
log—0g| < 5{1%—%4- Z |°’nzq—n—an~;—ﬂ|}
n=1
1, 9L 1
< ;{1+ 3 (1+ —,) (2v~)"-‘r}7ﬂ*l
2 ~ n!
q-1
1 1
< ;{l +2r 4+ —r (27')"‘1}24‘
< n=2
1 3 (2r) 2]
=142 — g ey 701
2 T ©9r—1 }
1 3 (2rpet
<= —7 —1Zet,
S3 {”+ 5! 27-1}
Da hier 2 < ¢—1 <r, so ist ¢ >3, r > 3, also
3 (2r)? 3 3 .3 -
Ut <a+—2—-3(2a)ﬂ 43(21')4 .

Mithin ist
log—oql < $(2r2)"7,

also (13) fiir b = ¢ richtig.
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Fir [W| < Z ist
(W —by)...(W—by)— (W —b})...(W—bj)

r r
al -

Jop—cp|Z7 ",
1

= Y= 1or—a) W <)
h=

h=1

(1

Hierin verwenden wir fiir » =1 und b = 2 die aus (10) und (14)
folgenden Ungleichungen

loy—0i] = [n—21/ <1, |e—al < F(2r+1)Z.
Fiir 3 < h < r benutzen wir (13). Wegen

3 1 r—1
TSl = —

folgt dann

r

3 T . .——-1
18 Y la—aiz < (1+ = D - ’—)ZT
h=1 =2
_ (1 .

< (L@t -1l =Yz =

3r
2(2r—1)

r—1
{(21.)7—--1_1}_ - \)rr-—l
(2rZy =121

Da |b]! < Z, was schon bei (12) benutzt wurde, so darf in (17) W = b
gesetzt werden. Es ergibt sich dann wegen (18)

[(br—b) ... (b7 =B, 1) (B, —b,)| < (202)' =327

Andererseits folgt aus den Ungleichungen (6) fiir die b, und by, wé_—
gen (4),
by—b = X, .. b ~b_ = X.
Somit ist
XY= < (2rZY T =32

Dividiert man beiderseits durch X", so folgt wegen (2) und (3)

i

(19) by—b, < (20 Yy —3Y < (20 Y)Y 1

Wir kehren jetzt von den neuen Werten fiir die b,, b, zu den alten
vorgegebenen zuriick. Dann gilt die Ungleichung (19) immer noch, da
die neuen Werte fiir b,, b, entweder mit den alten ibereinstimmen, oder
aus ihnen durch Vertauschung hervorgehen. Aus der Ungleichung (19)
ergibt-sich, daB b, nicht mehr als (2rY)""' Werte annechmen kann,
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Bei festem b, liegen die Zahlen
Wit Feab (1 <h<r—1)
in gegebenen Intervallen der Léngen < Z"'. Da der Hilfssatz fiir r—1
als bewiesen angenommen wird, so ist nach (8), mit »—1 statt », die An-
zahl der Zahlensysteme b, ..., b,_, hochstens '
{2(r=1) 1’}(’“1)(’“2)’2.
Die Ayza,hl der Zahlensysteme by, ..., b,_y, b,, welche den Bedingungen
des Hilfssatzes geniigen, ist daher
P (27’Y)"“1{2(¢'——1) Y}(r—-l)(1‘~2)/2 < (2},Y>r(r-—1)(2,
was zu beweisen war.

HILFSSA.TZ 2. Bs set r>1, ¢>r, ¥Y>1. BEin Zahlensystem
Uppeeg e mit 1<y <Y,...,1<0, <Y heife regulir in bezug auf
Y, wenn man wnter den Zahlen ay, ..., a, solche r Zahlen af, ..., a. finden
kann, daB, falls ag =1 gesetet wird, S

(20) =ty >1 (L0 <),

Behauptet wird, dap die Anzahl der nichirequlé
Nochatons o s guldren Systeme ay, ..., a,
(21) ¢13°y"t
ist.

Beweis. Es geniigt zu zeigen: wird d. i
eiters Baitgen g em System a,, ..., ¢, noch die

(22) 1<y <...<q

aglferlefct],?r s_o1 ist die Anza..hl der nicht reguliren solchen Systeme héch-
; zg;sn . ‘Penn aus jedem System a, ..., a,, das der zusétzlichen
gung (22) geniigh, entstehen durch Umformung nicht mehr als
¢! Systeme der allgemeinen Art.
Es sei also die Bedingung (22) erfiillt. Wir setzen ay =1
) 7
U=y =my (1 <n <o)
Ist ein System nicht regulir, so gibt es bei ihm héchstens r—1 Zahlen
My, > 1. Solche Systeme teilen wir in  Klagsen ein, wobei zu der A-ten

Klasse diejenigen gerechnet werden, bei' :
e: p
| t e h‘ By s nen es-genau h Zahlen m, » 1

Unter den Zahlen my, my, ..., m, kénnen k Zahlen auf (c) lArten
el 1 k . \h .

(Bhtotpebtach S . |
ergeb’ra,'cht Werden. Wl;’ tsllen daher jede der & Kla,ssen in ( Z)"Teﬂ—
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Kklassen, wobei in einer Teilklasse diejenigen Zahlensysteme untergebracht
werden, bei denen die & Werte n mit m,, > 1 an fester Stelle stehen, etwa
die Werte n = ny, Ny, ..., i; annehmen.

Nach Voraussetzung ist a, = 1. Ist ferner n = n;, so kann a, bei
festem @,_; nicht mehr als 2 Werte annehmen, da hier

Uy S Oy < 1

ist. Ist aber n = n;, 50 kann @, bei festem a,_, nicht mehr als ¥ Werte
annehmen, da hier
("n—-1+2 < Oy, < Y.

In einer zu der h-ten Klasse gehdrigen Teilklasse liegen daher hoch-
Stens 2°*T* Zahlensysteme. Die h-te Klasse enthilt somit hoehstens

¢ ge—hyh
(3

Systeme. Die Gesamtzahl der nichtreguliren Systeme, die der Bedin-
gung (22) geniigen, ist somit hdchstens

r—1 14
CNoe—hyh r—lZ{w(c oc~h  _ oyeyr-1 . geyr-1
T};ﬂ‘(h)d <Y 20 = (14+2)°Y 10 i

was zu beweisen war.
Im Rest dieses Paragraphen sei

(23) f2) = wd +. e,
(24) oty = Y effm)-
n<t

HILFssATZ 3. Es sei r > 3,
23) ¢ = [r+1)(r+2)],
(26) r<ae <,
(21 Zy > (a—1y0-10
(28) Z; =2f- 1< <),
(29) V<<% (1<j<a),
(30) —wy <ligy, Mig K Zj—w; (1I<K<j<a, LLg<L0),

o(w) = o(wy, ..., w,) sei die Lisungszahl des Systems diophantischer Glei-
chungen o ' '

a .

(31) ZEZ%:ZZM; T <h <,

=1 g=1 =1 g=1

a ¢
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wo die L, und mj, den angegebenen Bedingungen gentigen. SchliefSlich sei
(32) o = Maxa(w),

wenn die Zahlen wy, ..., w, die Intervalle (29) dmchlaufen
Behaugptet wird, daf
1
(33) [1CAZ) ™ Ays.... Ay, < (3217 B.) 0.
0
Beweis. Wir teilen das Summationsintervall 0 < # < Z; der Summe
ClZy) in ¢ = [Z,/Z,]+1 glelche Teile der Gestalt
02<n\02.—|—£z, wo 0<Az-——Z—1~\Z;,. :
: 2
Jedes der Teilintervalle werde weiter in ¢y = [Z;/Z,]-+1 gleiche Teile
der Gestalt

7 Z‘)
0, <n < 0;+2Z;, wo 0<da—?<Z3
3
eingeteilt u. 5. w. Im ganzen werde das Teilungsverfahren ¢« —1 mal aus-

gefiihrt.
Es bezeichne C; (1 <j < «) die Summe

G = D'elf(m)},

n

wo n ein aus der (j—1)-fen Teilung hervorgehendes Intervall durch-
l4uft. Dann ist

(34) 01 = OT(ZI)

und
%41

0= Cn (1<j<a),

N
wobei )’ eine Summe von héchstens N Gliedern bezeichnet. Insbeson-
dere ist
a2
=30
Nach der Holderschen Ungleichung folgt hieraus

22
lGﬁ“‘ — [01?%[0112(“-1)6 < |01|zc(2|02‘)2(u—1)c
L]

< Iolichi(a-—l)c—lz 102¥2(u_1)c.
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Analog ist
a3 .
10, (u—l)c< 10, 120 2(a—2)c— Z'G e

Cums™ < Caf e ‘Zwﬂ

Das gibt zusammenfassend

(35) lenzac < qg(a—l)c——lq%(u—i)c—ll . 'qicA Z’ [010;’“-0,,‘20

Bs mégen I, I,, ..., I, die Summationsintervalle von Cy, Cs, ..., C,
in einem Gliede der Summe rechts sein. Dann ist
I,21,D...01,.
Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit darf angenommen werden, daf
in I, eine ganze Zahl a enthalten ist; andernfalls ist das betreffende Glied
der Summe leer. Nach Definition ist
;= D eli(n)},
nyely
also

00 o= N elf(n) oAl

ad
wyel e, toely

Wegen (23) folgt hieraus
100G G = N eff )+ AT —F ) —...—F (i)},

s
"1511 ..... 7,
"1 I1 ﬂ,u’el

d. h., unter abermaliger Benutzung von (23),

OO G = 5 o3 o))

1</ <a, lco<e  j=1g=1
migel s Nl
— v Ih
T Z”hz; 2 "Ja“”yrz
I<J\ a, Iﬁq'\( f=1 g=1
st an
r a ¢
— h h
=12 el X D).
h=1 1<i<a, 1§q<c J=1 =1

Iy, 0! el
e s Yigeli Mgl
Somlt ist

(4
ffcl(}z lzcdqll---d?/r = n 2 (?/hZZ{ "z’q})dl/h
h=1 1<1§ a, 1<q<c 0 F=1 q=
te,

,_

JQC'
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Rechts ist das Integral gleich 1, wenn die Doppelsumme gleich Null ist,
und das Integral ist gleich Null, wenn die Doppelsumme von Null ver.

schieden ist. Bezeichnet daher o' die Losungszahl des Systems diophan-
tischer Gleichungen

3 ¢ [ ¢
h ! .
(36) 2 Ny ZZ Z'”iézy h=1,..r; njge Iy, '”:/{!,lelh
=1 g=1 J=1 g=1
50 ist
1
(37) [100s...0 2 ay,...dy, < o'
0

Nach Definition hat das Intervall I; die Gestalt
(38) b <n < 6;4Z;, 0 <2 < 7.
Die Ungleichung (37) bleibt daher bestehen, wenn in (36) das Intervall
I; von der Gestalt '
(39)
angenommen wird.

Nach V?raussetzung ist eine gewisse Zahl a in allen Intervallen
enthalten; diese Zahl 4 Liegt daher auch in allen Intervallen (39)
Setzt man ‘

(40) Ry = ligta, ny = Mig+a,
80 gehen die Gleichungen (36) tiber in

'3 ¢
D Dyt oy

=1 g=1

wo

b<n<6+7 (1<j<a)

(38)

a c
=22<7171q+0«)h 1 <h ).
F=1 q=1

Diese Gleichungen» sind gleichwertig mit den Gleichungen (31). Denn

3118 der . Er;ten Gle.mhung .(41) folgt die erste Gleichung (31). In Verbin-

( 31111)[8;1 ngnW g nfgt\:;lﬁ;ﬂﬁ(}lfe;e]hung (41), folgt hieraus die zweite Gleichung
8w kehrt ist klar, daB die Gleic : i

gon. 51} folpen: i »1e eichungen (41) aus den Gleichun-

Setzt man noch §,—a = —uw;, 5o ergibt sich aus (39) und (40), daB

die Zahlen I, m;, den Bedi
! ” dingungen (29) und (30) geniigen. D: ist
¢ = o(w), und aus (37) nebst (32) folgt (60} gentgen her 18

{41)

1 .
2
(42) fgcl('z...cr,|2'-‘dyl...dy, <o.
0
)

Aus (34), (35) und’ (42

1

Jiczy=ay,...ay,

o

(4#3)

@58y 1

< le-le-1 2(a—2)e—1 26 . Loe
e e L T
- .0
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Fiir 2 <j <o ist nach (28)

Z;; ::ZJ%/—"I‘
Ferner ist nach Definition der ¢; )
’ ZJ'—-I
K14 ———.
G <1+ z,
Somit ist
Z a—1 Z" -2 Z _
g, < (10 2 (0 2] 7 1 22
< 10 Zz) 2 "
A
={== 2) 14 1+ i
(zg) Nzl 7\l U 7o,
(44) L TN Ty, . L) ALY P 1+ 27 e L (2.2,

Andererseits ist nach (27) und (28)

Z7Mr = Zl_l(llr)(l—mu—? < (a_l)_u_]/r)—l <(a—1)71,
also
(a—1)log (1+Z7M) +(a—2)log (L+2:) +... +log (L+Z7)
‘ < (a—1) 27" +(a—2) 27 . 422
S a(a_'l)Za_—I{r< Uy
d. h,
(45) (427N L2 (22 < o <3
Die Behauptung (33) des Hilfssatzes ergibt sich aus (43)-(45).
Hrirssatz 4. Unter den Bedingungen von Hilfssatz 3 ist
1
(46) J1C 2Py, dy, = (Bryegpe oD shni-m®,
(]

Beweis. Bs seien die Bedingungen von Hilfssatz 3 erfiills.

setzen
(4 g
(47) DUy = Xp,  Dmly = Tp.
q=1 .(1—1-
Dann nimmt das Gleichungssystem (31) die Gestalt

(48) Py s

= Vy (1<h<)
i=1 fF=1
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an. Nach (29) und (30) ist fir gerade h
0<ty, my <A
und fiir ungerade h

h h
—ul iy, mly < (Zy—wyit

Weiter zeigt man durch Induktion nach h, da8
Gt <)
ist. Es ist also, mag % gerade oder ungerade sein,
[t —mlt| < 27,
Daraus folgt nach (47)
(49) [Xp— Yl < cZ;
Fir 1 <

1<ji<e, 1<h<r).
< a—1 ist nach (48), (49) und (28)
=Yt X p— Y+ Xp— Yl

+ XYl <e(Zy+...+20h
= oz}

= 1X7'+1,h‘“ i+Lh +...
< aeZl,y
Daraus folgt fir 1 <j<a

{50) 1 X g~ Y1h+. AT =Y Xp— Yyl < aCZI_z(l-l/r) .

fir j = o ist ndmlich die linke Seite dieser Ungleichung gleich Null.

Es sei 1 <A <r. Fiir j = 1 folgt dann aus (60), daB die Differenzen
X—Yy, in Intervallen der Lénge

CL(’7 h(1-1/r)

liegen. 8ind Xy;, ¥y, fest, so liegen nach (80) die Differenzen X,,— Y,
in gewissen Intervallen der Lange

\ acZ, B(1~1/r)

; 8. w. SchlieBlich liegen die Differenzen X— Y, in Intervallen der
dnge

aczﬂh(l—lfr),
wenn alle X, ¥y (L <j < a—1) fest sind.

.Ber'uckswhmgt man die Definition der Funktion o(w) in Hilfssatz 3
sowie die der Zahlen Xy, Yy, durch (47), so ergibt sich, daf

(51) o(w) < 0,9;...9,,

icm
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wobei @; (1 < @) die Anzahl derjenigen Zahlen Iy, my, in (47) ist,
fiir welche die Bedmgungen (30) erfiillt sind und die Differenzen X,h—Yﬂ,
in gewissen Intervallen der Lénge

aCZj}"(l"lm
liegen.
Bs wird sich jetzt darum handeln, jedes @; nach oben abzuschifzen.
Dabei soll, um die Schreibweise zu vereinfachen, der Index j zeitiweise
weggelassen werden. Wir schreiben also

D, 7, w, g, Mg, Xy, ¥ statt By, Zyy wy,y L, Mgy Xy Y-

Bs ist somit @ nicht gréBer als die Losungszahl des Gleichungssystems

(-.

(52) z" Y‘w,,, = X,—T, a<h<gn,
q= 1 q= 1

wobei
V<w <2, —-w<l, m<Z-w,

X—7, liegen in Intervallen der Liinge acZ™ 1.
SchlieBlich soll noch m, = I, gesetzt werden, so daB das Gleichungs-

system (52) die Gestalt

Zl’”

g=1

2¢
V = Xp—

q.—c+1

Y, (A<h<r)

(83)

annimmt und jetzt

(54) - —w <, <Z-w (1<g<2)
ist. '
Es werde nunmehr
logZ]

5 = 1
(65) ! ['rlog‘? +1
(56) Ry=22"" (1<M<M)
gesetzt. Aus (55), (56) und (26)-(28) folgh dann

logZ
Ry > 72270 >Zexp{»— (E%i +1)10g2}

— %Zl—llr > 7.12_Z(11A1[1’ — %Z:(ll—llr)a_

(57) > a—1"1> 3 8% > 10.

(=
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Jedes der 2¢ Intervalle (54) werde jetzt in oM gleiche Teile der Linge
Ry geteilt. Diese Teilung soll die M-te Teilung heifien. BEin Intervall
der M-ten Teilung hat die Gestalt

(88). —w+H(aa—1)Ry <1 < —w+aBy (L <0 <2, 1 < 6, 2%).

Aus den 2¢ Intervallen (34) entstehen nach der M -ten Teilung 2%
Systemé von Teilintervallen. Jedem solchen System entspricht eine
Reihe von Zahlen ' '

(59)

Nach Hilfssatz 2 mit 2¢ statt ¢ wnd ¥ = 2™ jst die Anzahl der in bezng
auf 2™ nicht reguliiven Systeme (59)

(60)

b3
a’l:---,“‘a’c’ 1@&,,,.(\2 .

< (20)13% M1,

Die Ungleichung 2¢ > r ist wegen (28) erfiillt.

‘Wir wollen ein System von Teilintervallen (58) als regulér oder nicht-
reguléir bezeichnen, je nachdem die zugehorigen Zahlenreihen (59) re-
gulir oder nichtregulér sind. Nach der ersten Teilung entstehen insge-
samt 2% Systeme von Intervallen. Unter diesen gibt es also hochstens
2% reguléire Systeme in bezug auf ¥ = 2. Die Anzahl der nichtreguldren
Systeme ist nach (60) héchstens (2¢)!3%2"*,

Die Intervalle eines in bezug auf Y = 2' nichtreguliren Systems
werden nun in zwei gleiche Teile geteilt. Es entstehen auf diese Weise
hochstens (20)!13%2"-'** Systeme von Intervallen der zweiten Teilung.
Unter diesen ist die Anzahl der in bezug auf Y =9 reguliiren Systeme
hichstens gleich der eben genannten Zahl. Die Anzahl der nichtregulé-
ren Systeme ist nach (60) hochstens gleich (2¢)!3%2%¢~Y. Jedes Intervall
enes nichtreguldren Systems werde nun in zwei gleiche Teile geteilt
. 8. W

Die Anzahl der dabei in bezug avf ¥ = 271 (2 < M < M,) entste-
hendgn unregelméfigen Systeme von:Intervallen der (M —1)-ten Tei-
lung ist nach (60) hichstens (2¢)!32°27-0¢-D Jedes Intervall eines golcher

Systems werde wieder in zwei gleiche Teile zerlegt. Dadurch entgtehen
héchstens '

(Gl) (20) !3202(M—1)(r7--l)+ac
in bezug auf 2 1:egulé:re Systeme der M-ten Teilung. Diese Systeme
sollen mit J bezeichnet werden. . 1 bedeutet das aus der ersten Teilung
entstehende regulire Intervallgystem.

Es moge jetzt @(M) die Anzahl derjenigen in & eingehenden L-
;ungen Iy der Gleichungen (53) bezeichnen, bei denen die I in (58) die
ntervallsysteme Jy durchlaufen. SchlieBlich bezeichne Y(M,) die ent-

icm
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sprechende Anzahl, wobei die nichtreguliren Systeme der M,-ten Tei-
lung durchlaufen werden. Dann ist

My
@< D OM)+P ().

=1

(62)

Ist nun (B9) ein zu J gehoriges in bezug auf 2™ yegulires Zahlen-
system, so kann man aus ihm, indem nétigenfalls die Bezeichnungsweise
geéindert wird, ein Zahlensystem ay, ..., @, herausgreifen, das den Bedin-
gungen von Hilfssatz 1 mit X = Ry, Y = 9¥ geniigt. Die Ungleichung
X > 1 ist dabei nach (57) erfiillt; auch ist Z = XY wegen (56). Bedenkt
man noch, daf ein Intervall (58) nicht mehr als [Ry]4-1 ganze Zahlen
enthalt, so ergibt sich ans Hilfssatz 1: Die Anzahl der zu Jj gehorigen
Zahlensysteme 1,, fiir die die Ansdriicke (53) in gegebenen Intervallen
der Lénge < Z"! liegen, ist hochstens gleich

(27,_ Qni)r(r—l)lz([]?M]_I__l)zafr < (2M+1).)1-(;'—1)[2;20—1*R§&—r‘

Wegen (36) und (25) ist diese Anzahl .
(@MY :)'r(r—-lj lzzzc'zzc_ ro—M(ae—1) ’

< .
< o (=) [20 M{r(r+ 1) -2} p2e—r

Bin Intervall der Linge «cZ®~"" kann in
aczh(l—l/’r) zagzh(l—l/r)
[ Zh—l ]+l < Zh~1

Teilintervalle der Linge <C Zh-t geteilt werden (1 <h <7).
BEin System von r Intervallen der Lénge

acZ®MY (1 <h )

kann also in hoéchstens . B
(zac)rz(uz-(-...+r)(1—1/r)-(1+z+._.+r-1) — (2ac)Zr-D

Systeme von r Intervallen der Linge < 281 (1 < b < r) zerlegt werden.
Die Anzahl der zu J,; gehorigen Zahlensysteme I, fiir die die Aus-
driicke (53) in gegebenen Intervallen der Linge acZ™ 7 liegen, ist also
hochstens gleich
(2a({)7‘246,)_‘)‘0—1)/22;1[{{r(r+ 1) —20}Z2c—(r+1)[2'

Hieraus ergibt sich, da die Anzahl der J, hochstens gleich (61) ist,
die Ungleichung
@ (M) < (2¢) !3202(D[—1)(r—1)+2C(2'ac)r24crr(r—l)/2 . 2M{-l~r(r+l)—20}226—(7'4‘-1)/2

(63) =9 (20) !24207,1(7‘—1)/2(ac)r2M{§r(r+1)+7'_—1—2¢:}Z2c—-(r+1)/2'


Yakuza


80 11, 0-Probleme
Anderergeits ist nach (25)

P (rH1)+r—1—2¢ < Jr(r+1)-r—1=2{{ (1) (r-+2)—~1) =0,
d. h.

Yo+ dr—1-20 € —1, Z2M{'%’f*'f~1>+”"1~2”> < 1.

M1
Wegen (63) ist daher
My
(64) D' B(M) < 2(20)1 24297 0-D gy o=
M=1

Die Anzahl der in ¥(M,) ein icht ! ]
; gehenden nichtreguldren Int -
systeme (58) ist nach (60) hochstens ¢ nervel

(20) 1322 Molr-1),

icm

In einem der Intervalle (38) mit M = M, liegen nicht mehr als

[Bar,]+1 < 2Ry, ganze Zahlen I,. Mithin ist

V(M) < (2e)!8%9%pMol=1 po
My
Hierin ist nach (55), (56) und (25)

‘ 2“0('-1)13;;0 = 2%~ Moe=rtl) o pre-(ae—rir
: )

2e—r+1 > (1) (r4+2)—2—r+1 = }r(r
o ) +1 = Jr(r41),
22110(7-“1)12320 < ch-(r+1)/2.
Somit ist

(65) V(M) < (2¢)1 6272~ 412

Aus (62), (64) und (65) ergibt si i
der in die Bezeiehnung(a:u.)fningninﬁ, Pt e . Qen Farameter § wie-

(66) P; < 3(20)1247 70D ggy g2~ 412 1<j<a).

Aus (32), (51) und (66) folgt

(67) o < {3(20)124%7 D13 goy )y 7

Z1. . .Za):'c—(r-yl)/z.
Aus (33) und (67) folgt

1 f
( 2ac . N o :
of IOY\ZI)! d:i/l .. dy,, < {3 (20) ! 24‘”1"{"—1)/~(a6)f}a(3Z1~/2ac(zl 5 .Za)—('+1),2.

§ 7. Hilfssiitze von L. K. Hud

Hierin ist nach (28), (25) und (26)

/i VA e ZRoe= b+ a-in®
<

{@e) ) < (26 < {1}(r+1)(}~+2)}2“ <™

rr(r—‘l):xIZ — (Tf(r—l)/M)Zac < ,','J.qc,

(uc)ﬁl — {(ac)rj‘zc}ﬂm‘- < {(7.5)21/72}2@ — (r1o/r)2uc < (45)2@.
Damit ist die Behauptung (46) des Hilfssatzes bewiesen.
HrrrssaTz 5. Es seir >3, R =r'logr,

f(z) = 8311-1_'_0]21‘_%_' . '+0r5

M

8 =3 elfim),

M=1

(68)

0 <2(r41)|6] M <1.
Dann. ist
8 = Br MR LB o7
Beweis. Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit sei
(72)

M6, 07 < M3,

da sonst die Behauptung klar ist. Es* werde
(73) a = 2[rlog(r-+1)]+2

gesetzt. Dann ist

: . 1
(74)  2rlog(r+1) < o < 2rlog(r+1)+2 < 2 (logr—[- T)+2 ' 3rlogr.
Weiter sei
(75) N = (a—1y6-1m'"e,
Wir wollen zunfichst den Fall betrachten, daB

(76Y MUE o« N1

ist. Dann werde fir die Summe (69) die triviale Abschitzung
|S[< M = VSR Jy1-16R < (N_,(_]_)l/(&R—-l)ﬂIl—l/sR

< QNSE JI-YSE

A. Walfisz: Gitterpunkte in mehrdimensionalen Kugeln

(1M

81
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82 11. O-Problems

benutzt. Wegen (73) ist

1\1-e 1\ -2loglr+1)-2 1
(1__‘) < (1_7) — exp {——(2rlog(r+1)+2)10g (1— 7)}
; ,

/ 1
< exp {(2r10g'r+ %— +2) (_:_ + 7)} = Br,.

Wegen (74) und (75) ist also
¥ < (3rlogr)®” = exp(Br'logr) = exp(BR).
In Verbindung mit (77), ergibt dies
S =R Ml—l[GR,

womit die Abschétzung (71) bewiesen ist.
Es sei jetzt die Ungleichung (76) nicht erfiillt, also

(78) MR > N,
Dann setzen wir
—1yr - —yr

I

Bs soll jetzt erstens gezeigt werden, dafl .-
(80) SKHKM
ist. Fiir
(81) o] > ¥
folgt (80) aus (72) und der ersten Zeile von (79). Es sei also
(82) 67V < .

Aus der zweiten Zeile von (79) folgt dann H < M. Ferner ist hier we-
gen (72)

> 61‘1/(6"’)3—1 >3,

Also ist (80) ebenfalls erfiillt,
Zweitens wollen wir zeigen, daB

H6l >1

ist. Im Falle (81) folgt (83) sofort aus der ersten.Zeile von
§82) folgt aus (78) und der zweiten Zeile von (79),
Jetzt nochmals (82) benutzt, so ergibt sich

H|6] > (HNY >1,
80 daB auch hier die Ungleichung (83) erfiillt ist.

(83)

(79). Im Falle
daB H > N ist. Wird

icm

(84)

(85)

§ 7. Hilfssitze von L. K. Hua

Bedeutet f(z) das Polynom (68), so werde gesetzt
H

D elf(h+w)},

h=1

fletw) = W ()& + W) +... + Wolw).

Sofw)

Nach (68) und (85) ist

Nach (69) ist
... 1 &
8= }5226{7‘(%)} = 57;: a;:{f(wa)}.

In Verbindung mit (84), ergibt dies

(87

(88)

und

WO

(89)

M
1
's—stﬂ(m)lgw.
m=0
Fiir beliebiges » ist nach der Holderschen Ungleichung

M
D I8um)*,

M E
| 3 Sum)| < M
m=1 m=1
hierin ist, mit Riicksicht auf (84)

M M

2 18(m)" = 3

mel m=1 g

DM

4)-(86),
) e(F),
el =1 B —1

H
h,

seeost

e
3"

F = f(hy+m)+...4f(Fn-tm) —f (hi+m) —...—F(hy+m)

=0 (ag; M ghﬁf‘“)—kW,.(m) (; W— g h;) +o+

83

n
h;).

n
+Wom) ( 3 ha—
0 a=1 a=1
Somit ist
M H H ‘ M n n
D<M 3| Y efwm (3 - dwe)+
m=1 h]_ﬂ~-nh‘n=1 hi:---ahqg,:l m=1 Q=1 a=1

+...—1—W1(m)(2ha—

a=1

n

S

a=1
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_ Fiir jrgend welche a,,..., a; bezeichne ¢(a,, ..., a;) dié Anzahl der
Losungen By, ..., kg, by, ..., by, des Gleichungssystems
(90) WA A== == (1< <),

;venn die %, b' unabhingig voneinander die Zahlen von 1 bis B durchlau-
en.

Nach (89) und (90) ist

M

o
2 8m < 3N ey, a)x
m=1 lap(< B l@j<nd

Dk

X | e{ Woim)a,+... + Wl(m)al}’,

m:

i

1

M
9 Q01202 .
(91) (S, 18 30)] )« Mo N e a)x

m=1 | <nEH"  18q[<nH

M .
X 2 2 iZe{W,(m)ar—I—..‘—I—Wl(m)al}}ﬁ.

lap|<nBT |&|<nH m=1

Da g¢(a,,...,a;) gleich der Lisun i

) ) gszahl des Gleichungssystems
(20) ist, wenn .dle hyh' alle Zahlen von 1 bis H durchlaufen, so ist
@ (@yy...,a;) gleich der Losungszahl des Gleichungssystems

IEE S A R Y B 81—
wenn die h, b, 1,1’
jetzt iiber die g,
rechts in (91)

cmll=a (1<i<,
dle Zahlen von 1 bis H durchlaufen. Summiert man
wie in (9}) angegeben, so folgt, daB der erste Faktor
gleich der Losungszahl des Gleichungssystems

Mt M —hf—. —pd = Bttt g (1
ist,‘ wenn 1 <<k, b, 1,1 < H.
weise der Ungleichung (37)
erste Faktor rechts in (91)

<SPS

SchlieBt man jetzt dhnlich, wie beim Be-
» S0 folgt, daB diese Logungszahl, d. h. der
» gleich dem TIntegral

H

1
JI D etw 4y [ ay,... ay,

h=1

ist. Dies Integral hat nach (23) und (24) die Gestalt
1

(92) f [CH{H)*™dy, ... Yy,

0

dumhAui 3da,s Iytfagra,l (92) wenden wir Hilfssatz 4 an mit Z, = H,- dem
(78) definierten ¢ ung 4n = 2ac. Dag ist gestattet, denn zm;éi,chst

icm

§ 7. Hilfssiitze von L. K. Hua 85

ist o gerade, also wegen (25) ist # positiv ganz. Die Ungleichung (26) ist
wegen (74) erfilllt. Die Ungleichung (27) hat wegen (75) die Gestalt H > N.
Diese letzte Ungleichung folgt im Falle (81) direkt aus (79); im TFalle
(82) ergibt sie sich aus (78) und (79). Die Voraussetzungen von Hilfssatz
4 sind also erfiilllt, und aus (46) folgt

©3) Y D gMar ey @) = (Bt gresFOR DDA

vee 3o
|a<nH"  lol<nH

Nun soll der zweite Faktor auf der rechten Seite von (91) betrachtet
werden. Dieser ist

M
(04 3 3| St W)

u
= 2 Z Z e{(Wr('m)—Wr(m’))a,+..,+(W1(m)rW1(m'))al}
\ap|<nEl (G| <nH mmi=1 .

M
= Z : 2 e{(Wy{m)—Wim'))a} ... x

mmi=1\a;]<nH

= Z t’.’{(“vr.d(m)“Wrr—l(’“'l))“rfl} Z e{(W"(m)_W"(m,)) a"}

|8y _ql<nET—1 (ap] <nHT
M
- N ’
< E Z 1... by 1\ 2 e{{Wo(m)—We(m ))a,.}!.
mmr=1 |ayj<nH \ap_1l<nHT=1  ja|<nH"

Hieraus ergibt sich wegen (86), daB der Ausdruck (94)

M
< (2ny LER D ¥ ‘E e{(;~+1)6(m—m’)ar}

= 1
mm=1 |apf<nH"

M
. —1 pprr—1)/2 i ([ T leosee . —m).
< @)y 'H j Min (2nH", [cosec {z(r+1)0 (m—m')}|)

m =1

Wegen (70) ist also der Ausdruck (94)
M

1
ap)LETe-DE \' Min | 2nH" ______..~————)
< (2n)'H > Mm( N ") |0 (m—m)]

mml=1
M

» 1
o Lgre=02 inlonH", —M——|.
(98) < (@ 7H "fm_ZMMm( " ’2(¢—{—1)10m1)


Yakuza


86 II. O-Probleme

In (95) ist, unter Beriicksichtigung von (83) und (72),

M M M
X 1 1 1 1
Min < WH F—— Y — =2 H'(l N )
m=Z_|M T (r+1)16) £ m _n +2n(r—|—1)H"[0[ g m
logM 41
96 < MmAN1+ —=—""| < 4nH" i
(96) InH (1+ 2'n(r+1)) < dnH logM

Da der Ausdruck (94) nicht groBer als (95) und 2n = ac ist, folgt
also wegen (96)
au

on Y .. Y \Ze{W,(m)a,+...+W,(m)al}f

| nH" layl<nH  m=1

< 2(ae) H ™2 Y logM .
Aus (91), (93) und (97) folgt

M

(Z [‘S'o(’m)lzn)z — (Bq,s)z.zc(ac)rHzac+§r(r+1)(1_1/r)aM10gM,

m=1

M

S = (Br)(ac) PH DA R o g B
Ma=1

Wegen (88) folgt hierans

m=1

M
l 2 So(m) |zn= (BrBJHG(aG)TIZHaC%-iT(T+1)(1——1/r)E-M2’n—1/2 loglle

und daraus ergibt sich weiter, wegen 27 = «c,
M

Z So(,'n) — BTS(ac)rlzacﬂl+T(T+1)(l—1[r)°/4ach—l[2nc 10g1]2u1:M

m=1
Nach (87) und (80) ist somit
(98) ’ 8 = Brﬁ(ac)ﬂzac]ul-(»(1j4ac)l’(r+l)(1—1/7')“—l/hclogllzvsz_{_BH.
Aus (28) und (73) folgt weiter

(ac) ™™ — exp rlogac _B
2a¢

(1 1\* 1 2rlog(r+1) 1
- <{i-—- 7) © = exp {Zrlog (r+1)log (1 — T)}

<ex|—arlogtr+1) ) = 17, oty (12 <1,
r

y

T

icm

Wegen (98) und (72) ist somit
8§ = B MM log' P M + BH = By M'-%%®I*° | BH .

Nach (25) und (74) ist weiter, wenn von der Abkiirzung R = r3logr Ge-
brauch gemacht wird, :

dao < 3r(r+1) (r+2)logr < 3r- 51 3riogr = TR,
Somit ist

§ 7. Hilfssitze von L. K. Hua 87

8 = B M*~ELBH.

Damit ist ‘die Abschitzung (71) bewiesen. Im Falle (81) ist nimlich
nach (79) und (70)
H = B|o|~"
und im Falle (82) ist nach (79)

H < MI—IIGR i

§ 8. Verbesserung der Abschitzung (6.54)

In diesem Paragraphen soll, gestiitzt auf Hilfssatz 7.5, die Abschit-
zung (7.1) bewiesen werden. Wir schicken drei Hilfssdtze voraus, die den
Hilfssitzen 6.1, 6.2 und 6.4 analog sind. Wie in Hilfssatz 6.1, werde hier
der Parameter 0 < s < 1 eingefithrt, obwohl spéter nur der Fall s =1
benutzt wird.

Hmessarz 1. Bs sei r =37, R =1rlogr, 0 <s<1,t>1, MM’

<2M,
1) e - 3y <tg/5r.

Dann ist

. 2 t
(2) 8 = 3‘13(#4) _ B a-veE,
o Zdo\m+s
m=M

Beweis. Wir setzen

(3) Cp = [ ] [M'—M ]
n

Wegen (1) ist dann
MOEDEHD-UEF) S D=+ 5 1
<1

algo n > 0, wie es sich gehort. Es seil > 2; denn fiir 7 ist M —M < 2n,

also
’Sl < M —M+1 < 2n < 2M(r+a)/(r+z] —5r/9(r+2) _ 2][/[1—(51'—9)[(91'-1—18) < 2];11/2’
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d. h. (2) erfiillt. Ferner sei M > 2(r+1). Denn fiir M < 2(r+1) ist (2)
klar.

a bedeute, falls es nicht eingeschriinkt wird, eine beliebige Zahl
aus der Reihe 0 <a <I1—1. Wir setzen noch

(4) Xy = M+stan.
Aus (1), (3) und (4) ergibt sich erstens

n " I\ 519) [9(+2 12 1
6 <z <\t MO - <{2(a~»+«~1)}*"2<§,
zweitens
'— M
X 4n=Mts+in> M+ (M —1) "= M—n,
—-M
(6) Xz_1+n M+1+ w=M+1,
also
-1 n-1
™ (1 ve( ) B
=PIMe AT
Nunmehr sei fir |y| < X, "
1 1 I
Yoty =5 (P +y T,
a a
41 y A
®) Py = Y (—1p{-L
) 2{'( ) (X)

() — ”. e S NERY
() = (—177%; 22(4) (7{) ,

[
A, VT } Z”"”’
Es wird dann
u’hll ‘“6‘{ l\rw'-z —1—3 7 2‘\101 . (?/ )Ol ’
; =e{(—1)"*4X; + -1 =) .
Y / ( J X, ]'

c=0

Aus (3)-(5) ergibt sich daher, mittels des {iblichen Majorantenkunst-

griffs (vgl.. Pélya-Szeg [1], 9)

0

o Qmin’+? n\) 16t M7
(9) ZPUM g CXP{W'Z(“M—‘) } < exp (W) =B

a=0 =0

icm

§ 8. Verbesserung der Abschitzung (6.54) 89

Andererseits bekommt man fiir die m-Summe in (7)

n—1 -1
‘\“1(3( ¢ ): Ve‘ili(-’.“_} ‘171’;,_mh
i Xo+m — [ X, hA_J
[=%] n—1
. Plim
=8 Ny N EUL
~ =~ 1 x, ||

‘Wendet man hier auf die m-Summe den Abelschen Hilfssatz 1.3.3 an

und beriicksichtigt (9), so folgt

M1

(.2 A

) =B v]uh n M‘

Mrgn

M=0 m=0

3

=1

t
¢ ( Xo+m

(10) = BMax

Mrgn

‘Hierbei ist nach (8)

tP(m—1
—(;——) = "t 0w ... 6,
WO “ :
(—ml)”’lt
(11) b =—5a—
“a

Da M > 2(r+1), so folgt aus (11), (4), (3) und (1)
. " 2(r+1Din 12) T (P 1) (2
< 2(r41)|6| M <_—(M’+’) < 2(r L) M EHNNE -T2y 1](r+2)

< ][[("'i 3)j(r4-2) —r—142(r+1)/(r+2) = j’l—(r—l)/(r+2) < 1.
Auf die m-Summe in (10) darf daher Hilfssatz 7.5 mit M - u

und dem Wert (11) von § angewendet werden. Hs folgt, wegen M < n
und nach Definition von R, '

n—1
v = Brdpi—HeR L B=Ur x e
m Xa 4-m

In Verbindung mit (7), (4) und (6), ergibt sich hieraus

8§ = Br¥mt~ VB = ity By,
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Hierbei ist nach (1) und (3)
VSR — BYp— YR — B ISCANR IR
— B+ ARL0NESELDR . Bl (r+33)/66(r+DE . B rLi-1/66R
- b
u—l/rM(r+2)[?‘ —_ .B.M-’I'b‘,lt‘llr.M(HAz)/r — BM] —(I‘+3)/(1‘+2]+(1'+2)/rt1/(1‘+2) —=fr
— BM1+(r+¢)/(r+z)rr-z/(r+2)r — BMI+(r+4)/(r~[-2)r——10r/9(r+z)r
— BMI—(T-36)/9(1-+1):- — BMl—l/Q(r+2)r — BMI"IIM':.
Nach (B) ist weiter » < M. Damit ist die Behauptung (2) bewiesen.
HinrssaTz 2. Fir r > 37, B = r’logr st
g

1
12) it ’/’(%) — B iR ogly

B cmgadlAr—1)
Beweis, Der Ubergang von Hilfssatz 1 zu Hilfssatz 2 vollzieht

sich auf &hnliche Weise, wie der von Hilfssatz 3.3 zu Hilfssatz 3.4 und
von Hilfssatz 6.1 zu Hilfssatz 6.2. Es sei

(13) O < M M OM < 2P0
lor/11

(14) 2 = el .
x

Aus (3.10) und (8.11) tolgt fiir 5 >3

3T v sl 31 Sufe) (2, 4]

(l»-l M=
= 22 +22 = 28,+28,,
zur Abkiirzung. In §; nehmen wir
(16) aw =1.
Nach (13), (14) und (16) ist dann -
M= (w)n[lo

> (a )mm — tu/w,
P > g5 > g2y > M,

5o daB die Bedingung (1) von Hilfssatz 1 erfiillt ist. Nach (2), mit dem ¢
aus (16) und s = 1, ist somit

SelE)- 3

m=M m=M

an
— B3 AFI-1/66R
( -l-l) +B=BrM .

icm

§ 8. Verbesserung der Abschitzung (6.54)

Ferner ist
1 s )
- B -+ Bs — = Blogs
H 2
Sunft5)-2 3t n 35
Wegen (15) ist daher
17 8y = BrMYSEogs,

In 8, benutzen wir fiir die m-Summe die triviale Abschitzung BM

und erhalten, wegen (14),

18 8, =BMs » — = B———— = BM 10 gy,
(18) ) ;’
Aus (15), (17) und (18) folgt
M’ 418
Z f ( +B) d6 = Bfr aMl_”“R—l—.Ml_m'/usw}logs.
m=M 0

In Verbindung mit (6.40) ergibt dies, wegen M'—M -1 < 2.M,

Iy
Z v (—;%) = B{r“M“"“R+.M‘“‘°""sw+Ms“]logs.

Mm=M

.Durch partielle Summation (Hilfssatz 1.3.3) folgt hieraus

w
1 .

Z v (i”.) = B{r* M SF 4 Y0 4~ ogs.

m\m

Hierin darf :

s = 3MOTM1E

angenommen werden, denn nach (13) ist dann
s> 3@ -1z . g2 >3.
Es ergibt sich jetzt, da logs = Blogez und
Mg g —SiLL L < gp(~3MErAN Y2 _ g,~21L
ist,

M’ .
1
(19) D=y (—Z—) = B{r M9 =4 loga.

M= M

Da die Summe (12) in Blogz Summen der Gestalt (19) zerfillt, so

ist, wegen (13),

1
R e "/’(fn) B{'ra _1/44rR+w_2/11}10gzw,

23127 g3 /2(r 1)

woraus die Behauptung (12) unmittelbar folgt.
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HILFSSATZ 3.
. 2
(20) S(z) = %w“—}-valog“”m(loglogm)”g.

Beweis. Wir setzen

21 [ log's
1) 1= |3 iogloga)™

and nehmen von vornherein  so groB an, daB nicht nur die Bedingung
(6.48) erfiilly ist, sondern sogar r, = 37, 7, >N ist. Sodann fithren wir
81, 8q, 85 durch (6.49) ein. Fiir §,, 8y haben wir dann. die Abschétzun-
gen (6.51), (6.52). 8, soll jetzt aut Grund von Hilfssatz 2 von neuem ab-
geschiitzt werden.

"Nach (6.48) und (21) ist

" 1 )
], Ry =r3logry, 1 =3 [Eloglogml-{—4

2 3 '

X+4  2(n—1)
Wegen (6.49) ist somit

o
‘ 1 & 1, (= C
(22) s Y W(?{): ZT”(W)“LE"”

<l (X+4) n<ad2n Tty
wo

Q 1 fid
o T ]
n n
2B <ngad2(r—1)

Wegen (21) liefert eine trivia;le,’ zu (6.50) analoge Abschitzung

1 [z 1 logw
94 N o B \7 - _ pl%% _ 3/4, 1/2
24) ) " T’(.n) 2 B P Blog™*x(loglogz)™*.
nadl2ro n<adl2ro

Fir die Summe (23) gilt die Abschitzung (12). Somit ist, unter Be-

riicksichtigung von (21),
"o
E o = Brja~nfeing? p

r=1
.

logo |
= Bexp (410,!;7"0 8% + 210g10gm)

44rdlogr,
1 81logz(loglogz)®
= Bex (4~—1o logz — ———————— 421
4 4 g gw’ 4410gm-i10g10gm“+ ogloga

81
= Bexp (3 loglogw — T loglogw),

§ 8. Verbesserung der Abschitzung (8.54) 93
d. h
7o
(25) Do =B

=1
Aus (22), (24) und (25) folgt
‘ 8, = Blog**u(loglogz)*>.

In Verbindung mit (6.49), (6.51) und (6.52), ergibt das die folgende Ver-
besserung von (6.53):

1 T
26 el L 304 12
(26) é - w(”) Blog**z (loglog ).
Aus (2.1) und (26) ergibt sich die Behauptung ‘{20).
SATz 1. 4
(27) P,(x) = Bulog*x(logloga)'.

Beweis. (27) folgt aus (20) genau so, wie (2.4) aus (2.2) und (6.54)
aus (6.47) folgte. . : .
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