I KAPITEL

VORBEREITENDE HILFSMITTEL

§ 1. GauBsche Summen

Die GauBischen Summen §(%, q) sind durch

8(h, g) = S’e(E)
q

)

amodgq

definiert.

Hruessatz 1. Sei (b, q) = 1. Dann ist

12

o far ¢ =1(mod2),
@ 18(h, q)| = [0 far g =2 (mod4),
(29)'* fir =0 (mod 4).

Beweis. Sei (h, ¢) = 1. Nach (1) ist

S(A 2 _ - — l’_(iz.__ai)_
180, OFF = 800, 018(~, 9 e(H=,

amodq ecmodg

Zebe) 27

Imodg amodg

also, wenn ¢ = a1 gesetzt wird,

8k, = e(———~h1(2:+l))

amodg Imodg

Hierin ist die a-Summe nur dann von Null verschieden, und zwar
gleich g, wenn ¢|2hl, also g|2l. Diese Bedingung ist bei ungeradem ¢ nur
fir 1= 0(modg), und bei geradem ¢ nur fiir I =0 oder 4¢ (mod ¢)
erfiillll. Damit ist die erste Zeile von (2) bewiesen, und fir gerades
¢ bekommt man C ’

[8(h, Q)ff = q{l +e (%q—)} - q{1+(f—1)hq,2}1

also die zweite und dritte Zeile der Behauptung.
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HILFSSATZ 2. Bei ungeradem h ist
0 fitr
S(h, 2y = (12

r =1,
fitr  gerade r,
1
e (é)iﬁ”“”* fiir  ungerade v >1.
Beweis. Fir » = 1 folgt (3) aus (2). Fir r = 2 oder 3 kann man
3) direkt mit Hilfe von (1) nachpriifen. Es sei daher r > 3. Dann ist

2(r—2) > r, folglich
2 ha’ 2 h(E 2 ey

S(h, 2

amod2z” emod 2™ pmod4
he? heb
= 2 elw) 2l
cmod2™2 , bmod4
hé ! he*
=1 o) =1 Y efoes
Z i g2
2cl1:ncrd‘xl"_2 cmod2™ 3%
c

(die letzte Summe ergibt sich aus der vorletzten, wenn man ¢ durch 2¢

ersetzt)
1( [ hé he+23)
S b e
emod 2™3 :
}mz v r—2
=2 971 | = 28(h, 277%),
cmod 2" 3
d. h.

8(k, 2" = 28(h, 27%).
Von hierans ergibt sich durch Induktion
2t (p, 4)
2038 (p, 8)

fir gerade 7,
S(h,2") = {

fiir ungerade » > 1.
Setzt man hier fiir S(h, 4) und S(k, 8) die sich aus (3) fiir » = 2 und 3
ergebenden Ausdriicke, so bekommt man den Hilfssatz fiir » > 3.

HirrssaTz 3. Bei pth ist

72 i

P fiir gerade 7,
4 Sh,p" =’
( ) ( 3 P ) lp(y._mz!g(h’p)

fir ungerade r.
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Beweis. Bsseir>1, da fitr r =1 die Behauptung klar ist. Dann ist

no N, RN R R0
Sh,o') = e(pr o2
amodp” cmodp"—1 bmodp
( h(=2) al ( 2heh )
-3 )
4 P

emodp”™1 bmodp

Hier ist die b-Summe gleich ¢ fiir ple und gleich Null fitv pte. Daher ist

som=r 3 o) 20

7)1‘ )
cmodp emodp =2
folglich

8(hy 9"y = pS(h, ™).

Hieraus ergibt sich cder Hilfssatz dirch Induktion, wegen S(h,
=8k, 1) =1.

HirrssArz 4. Fir pth dst

?') =

(5) 8(h, p) = (—Z—’)S(J ),

AuBerdem ist ’

(®) (1, p) = (:l),,‘
P

Beweis. Nach (1) ist

St = Y e(ﬁ;—«) —1+ e

amodp

2
) (ﬁﬂ)
P
Bs durchlaufe a ein reduziertes Restsystem nach dem Modul p.

Wir unterscheiden zwei Fille, je nachdem & quadratischer Rest oder
Nichtrest von p ist.

i . )
Falls b quadratischer Rest von p, d.h. (5) =1 ist, so durchlauft

ha® dieselben Restklassén nach p wie a?, so daB

’ 2
st =1+ 3o(2) 50,0 = (2)sa,p.

amodp o

h
Ist dagegen h quadratischer Nichtrest von p, d.h. (vp—) = —1, 80
durchigutt ha® alle quadratischen Nichtreste, jeden zweimal, wd ¢

icm
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durchliuft alle quadratischen Reste, auch jeden zZweimal. Das gibt
’ 2 r 3\
'Sﬁ im, yei:Dve“):—u
P P < \p ’
a.modp amodp amodp
worats, nach (7),
' a? h
o) = 1= 3e[S) = =500, = 5)s12, ).
amodp p p
Damit ist (5) in belden Fillen bewiesen. Nnnmt man darin b = —1,

so folgb

8(—1,p) = (;1)8(1,1)).
Andererseits ist nach (1) und (2)
8(1,p)8(—=1,p) =181, p)/* =p.
Aus den beiden letzten Gleichungen ergibt sich (6).
HrssATz b, Fir (¢, ¢s) = 1 ist
_ Sk, &) = 8(hs, ¢1)8 (ka1 @)
Beweis. Nach (1) ist

8

Tgen  hgyad
Shas, 1) Sy a9 = > ) e( R
aymodq; aamodgy kit %
_ ZZ’ ( (ai gz +a30) ) “‘ (h s+ 0oy’ )
019, —4 UL

Durchlduft e, ein vollstindiges Restsystem nach dem Modul ¢,
und @, ein ebensolches System nach dem Modul ¢,, so durchliuft
@ = t,;-+asq; ein vollstindiges Restsystem nach dem Modul ¢,9,. Daher ist

ha?
S(hgs, ¢1)S{hgy, = e(———) = S8(h .
S(hgs; ¢1) 8 (ha1, go) D_ﬂ;} Py By 0102)
amodgies
HiurssATz 6. Es sei (h,q) = 1. Dann ist
—1
[(—q—)q fiir ¢ = 1(mod?2),
& Sh =13 fir g = 2(mod4),
ot*q  fir g = 0(mod4).

Beweis. Es sei zunfchst ¢ ungerade. Fiir ¢ = 1 folgt die Behaup-
tung unmittelbar aus (1). Fiir ¢ = p" ergibt sie sich aus (4)-(6). Sei wei-
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ter ¢ = (i9s, 1 > 1, 65 > 1, (1, ) = 1 und die Behauptung fiir ¢ = ¢,
¢ = ¢, richtig, d.h.
S2(h ) = (—:1—) S*(h ) = (—:i)
A (‘Q2)g.1 -\ Giy, NG, ) = n 2.
Wegen (8) ist dann

—1 —1\
Sz h = (——) (w) = (m)( '
(hy 1 4) P ¢ Py 0 o 014»

so daB die Behauptung auch fiir ¢ = ¢,¢, richtig ist. Damit ist die erste
Zeile von (9) fiir jedes ungerade ¢ durch Induktion bewiesen.

Die zweite Zeile ist wegen (2) richtig.

Fir ¢ =2",» > 1 ist die dritte Zeile von (9) wegen (3) richtig.
Fiir ¢ = 2", > 1 ist aber nach dem bereits Bewiesenen und (8)

2 | —1 ;
S(h, q) = 8 (hu, 2) 84 (h2", u) = 2" (T)u = 2itq.

Hiurssarz 7. Fir pth ist

(10) i) = )iy,
insbesondere
(11) 81, p) = 7;{(12—1)/2}2?31/2‘

Beweis. Wegen (5) geniigt es (11) zu beweisen. Es werde zur Abkiir-
zung 8(1, p) = 8 gesetzt. Wegen
5
P

F(A+P)(1—0)8 = £ p'.

) a-9)
und (6) ist
(12)
Andererseits ist

(p-1)2 (-1)/2

R B TR I W

Ist weiter f(t) eine beliebige Funktion, die fiir alle positiven ¢ bestimmt

ist, go folgt
p-1
')

Denn die erste Summe links enthélt diejenigen Summanden der rechten
Seite, die geraden ¢ entsprechen, wihrend die zweite Summe links die

(p—1)/2 (@=1))2
> fa+ ) (% -a)

a=1
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Summanden der rechten Seite mit ungeraden a enthilt. Setzt man hierin
insbesondere f(t) = e(£*/p), woraus

e -5

so ergibt sich wegen (13)

p-1

2.

.
(14) H1+7)(8—1) =5§"(zp‘) — Wiz,
wobei

(52 ‘(7,9‘
SR T

pPcagp-1

Nach (14) ist
FAHP) (L —i) S— (L +) (1—i) = (1—i) (W +2).

Hieraus folgt, da

Re{3(1+®)(1—i)} =1 oder 0

dafl
(16) Re{F(1+#)(1—i)}8} = Re{(1—i)(W+2Z)} > Re{(1—i)W}—2'%2Z[.
Nach (15) ist

74

2 2
A7) Re{(1-OW} = Z (cos% —i—sin%%) > [p*] = W',

apll?

da cosf+sing > 1 fiir 0 <0 < =/2.
Um die Summe Z zu behandeln, sefzen wir

(18) = e(““gl’), fa=oomeo T, g = ).
Dann ist
. e
(10g— g 1) = 2ie (E)a
also, nach (15) und (18),
p-1
(19) %7 = Z (20— 1) 24
a=g+1

Andererseits gilt fiir beliebige w, und 2z, die Identitit
»—1 »-1

2 (g—ig_1)2, = Z Wa(2a—2a41) +Wp_1%p —We¥g11-

a=g+1 a=g+1

(20)
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Nach (18) ist [wg| = 1, whhrend 2, positiv ist und mit zunehmendem
@ abnimmt. Daher folgt aus (19), (20) und (18)

p—1

{Z! < %{ Z (za""za+t'>+zm '{’”'zq—}—l} = zq+1 < "L
a=g+1 q+1

In Verbindung mit (16) und (17) ergibt- dies

<p

Re{}(14)(1—0)8) = (§—2"%)p*? > —p/2,
Wegen (12) folgt hieraus
HUP) i) 8 = p,
und das besagt genau dasselbe, wie (11).
Hrrrssarz 8. Pir ungerades g und (h; q) = 1 ist

(21) S(h, ) = (%) itla-nt e,
d. h.
e -

q fiir ¢ =1 (mod4),
(22) Shyg) =1, |
(»q»)z‘q‘” fiir g =3 (mod4).

Beweis. Fiir ¢ = 1 ist die Behauptung nach (1) klar; fir ¢ = p°
folgt sie ans (4) und (10).
Ist endlich ¢ = g5, ¢, > 1,4, > 1, (01, ) =1 und die Behaup-

tung (21) fiir ¢ = ¢, und ¢ = g, richtig, so folgt nach (8) und dem Rezi-
prozititsgesetz fiir das Jacobische Symbol

8(hy q105) = (@) (ﬂl) ,i&(al—l)"ﬂ(qz»l) ()™
'3 P

— h (_1)i(n-l)(az—l){1(41—1)2+5(q2—1}“
192 ‘ (

h ) - H@195-1)2 12
= |—14
( Tt ()",

5o daB (21) auch fir g = g,q, richtig ist.
Hirrssarz 9. Fir g = 0 (mod4),h >0, (b, q) = 1 st

1/2

019s)

23) 800, 0 = (5o () ear.

§ 1. GauBsche Summen 17

Beweis. Setzt man ¢ = 2", s0 ist nach (8) und (21)
2’7} 9
S(h, q) = 82"k, u)S(hu, 2") = (J-)i{(“'l”‘*’}‘ul/iS(hu, 2n.
i

In Verbindung mit (3), ergibt dies

h \
( ,)i{(u—l)lz}’“ + iy fiir gerade 7,
U

(24) 8k, q) =

2 9 U
(:})i{w-l)lﬂ}‘g(}—;u—)(2g)”’ fiir ungerade 7.
1

Ein Vergleich von (23) und (24) zeigt, daB es geniigt, die beiden fol-
genden Ungleichungen nachzupriifen:

(Zl FLE=02 g ey _lli‘)g(h auz
\ U h ) \8

2R . 2 [h(u—1) U
il F2(CIR 103 Y Rk Sadiiiall S
[ e H) =)

Dies wird bequem mittels des Reziprozititsgesetzes ausgefiihrt, indem

man die Fille #, v = 1,1; 1,3; 3,1; 3,3 (mod 4) einzeln betrachtet.
Neben der Summe (1) wird noch eine Abart von ihr, nimlich die

Summe

(25) Sth,b,q) = e(

amodg

h* +ba
q y

vorkommen. Fiir sie branchen wir nur. die triviale Abschiitzung, welche
durch den folgenden Hilfssatz geliefert wird.

Hivrssatz 10. Fir (b, q) =1 ist
(26) (8(hy b, @] <2¢'7.
Beweis. Wie beim Beweise von Hilfssatz 1, bekommt man
R0l 2hla
2 ' j
18(h,b, ) :ZL( p ) Ee( ; )

aemodg
und hierin ist die ¢-Summe fiir hochstens zwei I-Werte von 0 verschieden.
Ferner werden wir im folgenden vielfach auch die sogenannte Rama-
nujansche Summe

Imodg

21 Ch =2'e(h_“)= V’e(_ﬂ)

(27) (h, @) I vy p

verwenden. Die von ibr bendtigten Eigenschaften werden wir an geeig-
neter Stelle entwickeln (Hilfssitze 3,3- d 5.1.7).

A. Walfisz: Gitterpunkte in mehrdimensionalen K 2

\1
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§2. Uber die Anzahl der Darstellungen einer natiirlichen Zahl
als Summe von vier Quadraten

Es sei
1) ot) =Dd
an

die Teflersumme von #; diese Funktion ist Null zu setzen, wenn ¢ keine
ganze Zahl ist.

Ferner sei im vorliegenden Paragraphen |w|< 1, und es mogen

folgende Abkiirzungen, anch nur fir den vorliegenden Paragraphen,
gelten:

©°) W, = = _SJ’M"

1.6
(3) 8 =8(w;0) = ctgo+Wising+ Wysin20+..,

.

10\
4) Z, = Zyw, 6) = (thga) +Wa(1--W5) cos B+ Wy(1+Wy) cos 26+ .,

(8)  Zy = Zy(w, 0) = Wy(1—cos 6)+2Wy(1—cos26)--3Wa(1 —co36) ...
HirpssaTz 1.

»

w
6 1 = = '
(6) AW =005 mz_:mw ’
(7) Wqu.,r = q(]- +Wr+Wq—r) (Q > T)J
(8) Warrt- WeWosr = Wo(Wo—Wo).

Beweis. Die Richtigkeit des Hilfssatzes ergibt sich unmittelbar
aus (2). -

Hrressarz 2.
(9) S Wall A W) = X' W,
m=1 N=1
(10) D WLt Wa) Z uWa.
M=1

Beweis. Wegen (6) und (2) ist die linke Seite von (9) gleich

oo <] o o0
S' _S- gnw ynnggnm,“
1= P
M=1 Mm=1 fi=1 =1 M=1 Nn=1

icm '
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und die linke Seite von (10) ist gleich

0 1,2 0
Z ( (ll)m " 2 m 1 v“l’?mr
—ZL’

m=1 m=1 r_l
0 o0
2r
. m—1 emr __ e
= 7 (—-‘1) w == i
d 14w
r=1 m=1 r=1

4n-—2

o0 -
ruw" 2rw* (2n—1) w
3 ) - S S,
r=1

n=1

HILFSSATZ 3.

(11) 8Yw; 0) = Zy(w, 0)+3Z(w, 6).
Beweis. Nach (3) ist

(12 8= = t 6 i’w inn(i}2 1ct +,s' +8.
12) S ZC gE ‘5‘”31 n8 1 g 1T 02
wobei ’

o 6 (=]
8 = %2 W,,,ctg; sinnf, 8, = ZWmWnsiansinnﬁ.

n=1 mn=1

Benutzt man hier die beiden Identititen
1 6 . 1 1
Ectg;smnﬂ =3 +eos6—|—00520—l—...—]—eos(n—l)ﬁ—}—g cosnf,

2sinmfsinnd = cos(m—n)0—cos(m-+n)b,

von denen die erste ohme Schwierigkeit durch Induktion nachgepriift
werden kann, so folgt

(13) 8 = ZW %+00s0+cos‘)6+ .+cos(n—1)0+4Fcosnb},

(14) 8, =1 Z‘ Won Wa{cos (m—n) 8 —cos (m~+n)6}.
mn=1
Sechreibt man jetzt (13), (14) als einfache Kosinusreihen, so folgh
(15) 818y = Cp+ D Cyeos g6,

g=1
wobei die Koeffizienten O nicht von 6 abhingen.
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Wir betraehten zundehst Cy. Zu dieser Konsta.liten liefert die Reihe
(13) den Beitrag EZW,,, die Reihe (14) den Beitrag 52 Wi, welchen die

=1

Glieder mit m = n ergeben. Im Hinblick auf (9) folgb alﬂo

(16) Oy =13 D (Wat Wh) =4 X n¥W,.
MNe=1 n=1

Der Beitrag zu 0, von (13) ist
%Wq“‘l‘{Wq+1+Wq+2+--- = AWot D Wosrs
Pe=1
von (14) ist er
%(Wlwq+1+W2Wq+2+~-~)+%‘(WQ+IWI+WQ+2W2+---)‘
—l(Wle_H-Wz Wooateo W Wy)

l\qs

WoWgpr— %YWW_
r

7.

Somit ist, mit Riicksicht auf (7) und (8),

i
il

C el

Oq = %Wq‘{"WqZ ( T q+1‘ %'W y ]+WT+WQ-T)
F=1

= Wq{%+W1+W2+...+Wq—7(q~—l)-W1—W2’~...-— qu}
) = W1+ W,—10).
Aus (12), (15), (18), (17), (4) und (B) ergibt sich

& =(l(tg )-f

oo

2
L\/ qu—i-E W1+ W,—1%q)cosql
1 q=1

a=
( -ctg )+2W“]+W‘1 cosq(i—}»%ZqW —cosga)

g=1
=7+ 7.
HrinrssaTz 4.
—1
(18) ra(n) = 42 (M)
e U

Beweis. Sei f(n) die Anzahl der Wurzelnr der Kongruenz
m* = —1 (modn).

§ 2. Darstellungen als Summe von vier Quadraten 21

o(n) beze;chne die Losungsanzahl der Gleichung
a* b = p
in teilerfl;lllden Zahlen @, b. Dann ist
~e(n) = 4f(n)
(Winogradow [4], Aufgabe 9,a zu Kapitel V). Andererseits ist
nm) = M1=¥ M

adiplan (l?]n a-+b2—n
(a,b)=d

Ersetzt man hier o, b durch da, db, so folgt

1 n
=3 N 1= Nl
d-m a2V dn
(ab)=1

—’}rz(n) = Ef (ﬁ)

an
Die Funktion f(n) ist multiplikativ. d. h. es ist
flmng) = flm)f(ny)  filr (g, np) =1

(Winogradow [4], IV Kap., § 5). Also ist auch die Funktion $r2(n) multi-
plikativ, denn man hat zunichst

1 Ny
- 3 1{)

dzlnlmv

Wegen (my, n,) = 1 ist hier d = d,d,, wobei d; alle Zahlen mit d3|n,, d,
alle Zzhlen mit dijn, durchliuft. Daher ist

(R R TE

Yra(mny) = Vf('Il) Z (:‘3) = ire(n1) Jra(n).

diiny Tyl

und somit

—1 . .
Da auch die Funktion Z(—u—) multiplikativ ist, so geniigt es, die
un

Behauptung (18) fir # = 1 und n = ¢, ¢ Primzahl, zu bewsisen.
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22
Def Fall #» = L ist klar, denn (18) besagt dann, daB 4 = 4-1 ist. Andererseits ergibt sich aus der Definition von ry(m) wnd )
Also sei n = ¢". Wegen f(1) = 1 ist dann . i,
P, (113 212
1+ +. .. () fiir gerade », LZ’: o) W :{ by vzpm}’
. B M= U= —00
inld) Z f (42) "\ @)+ @)+ (¢ tiie ungerade 7. -
y 74(m yum={ M w"‘z}“,
Wir betrachten jetzt gesondert die Fille ¢ = 2 unp‘l q = . ] . = =
1) Es sei ¢ =2. Damn ist f(g) =1,/({*) =0 (Winogradow [4], also . ]
Kap. V, §4), also 1r,(2") = 1, in Ubereinstimmung mit (18). yrq(a7z)w’” - { yr_,(m) w’"}
2) Es sei ¢ = p. Dann ist P <
{2 fir g=1(mod4), HILrssaTz 6. )
=10 s 4= 3(mod 4) (20) r2e) = | 800 fira=0,
= Uo(v) fir a>0.

Beweis. Nach (4) und (10) ist

(Winogradow [4], Kap. V, §4), mithin
27 1 e 1 x
% (w,g) T35 T 2 Y el Wam) = = S,

142 ; =r+1 fiir gerade », p = 1(mod4),
4 Nach (5) ist
) =12——=r+1 fiir ungerade 7, p = 1(mod4), " o o )
a0 Zz(ﬂ',T) =271Wu—|—4Zqu.
1 : fiir gerade 7, p = 3(mod4), . - =1 =1
‘ Somit ist
0 fiir ungerade 7, p = 3(mod4). X | = -
B M T
. N Z ‘ Z V| = — & — q 7
Dasselbe liefert auch (18), denn hier ist 1(" )+ (” a) %73 ‘g; uﬂ7u+gqu,
-1 -1 —1\2 -1\ und hierin hat man nach (2)
27:1+7+7+--+7' - .
upne Z”‘W" = 2 uw Z w™ ywnz u,
HiurssaTz 5. =1 U=1 =1 a=1  um
- o " . oo =] 00 _ 00 o0 n
s el 3) = Smwn. 2= S S = S S Sun 3
m=0 S U=l U=l m=1 n=1 un =1 u).ﬁ
’ 2
Beweis. Binerseits folgt. aus (2), (3) und (18) Folglich ist
(21) lb{Zl(w, )+ Zz( —)}— 1+32w Zu+1 "Z’u.
un =1 ol
12

48 (w, ) =144 W, —4 W, +-4W,—4W, ...
= 1+4Z( )Zw’”“ ' Nach den Hilfsséitzen 3 und 5 ist r4(n) der Koeffizient von ™ auf
o der rechten Seite von (21). Das gibt ’
1 00 e i 2 _
=1+42wn2(___)=1+ Z?‘z(’ﬂ)w”= ng(m)w’". (22) o(7) 81‘211;14—1—16211,
=1 upm =l !

u
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Fiir #. = o ist die zweite Summe in (22) glelch Null, und es crgibt
gich wegen (1)

74(0) =82=u=82d=80(9)).

ujy djv

Tir n = 2%, ¢ > 0 erhilt man analog

v) :82u—|—162u: 24 ¥V = 240()

£ Uy dv

Es sei
(23) 8ty = D o(n).
ngt
HrrrssATz 1.
(24) At) = 1488(1)—328 (i)
Beweis. Nach (1), (20) und der Definition von A,(t) ist
(25) A5) =14 D'rn) =148 >’ M'a+24 3 3o,
n<t | ut dju m<t v|n
Hierin ist wegen (1) und (23)
D Y=} (Ya— 3
<t vin n<tf2  din 2djn
= ya(n)—z 5’ d= o(n)—2 ¥ a(n
'ng_t/lz 2n‘zt/2 2.1% ngzz/‘z n%tt e
) ¢ t
(26) - s(~) o8 (Z)
folglich :
"V = d— a
= 8@)— 22d+2 v)
2ng! 2d|2n vin
= 8(t)—2 Za(n)— v
n<t[2 m<t vin
— — l — t ) t
= sw-as(z) {s()- ()
27) — 8t —38(L) 2L
2/ \a)

Die Behauptung (24) des Hilfssatzes folgt aus (25)-(27).

icm
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§ 3. Eulersche Summenformel

Es sei, in diesem ganzen Buch,

(1) py) =y—Myl—

Fiir ung wird in den meisten Fillen die folgende einfache Gestalt
der Eulerschen Summenformel geniigen:

HILrssATz 1. Die, nicht notwendig reelle, Funktion f(y) habe eine
stetige Ableitung im Intervall X <y < ¥, wo X < Y.

Dann ist
I ¥
@ > fom) = [ fyay+y(X )f(X)—w(Y)f(YH.('w(z/)f’(:l/)dy-
Xemg ¥ X X

Bewels Ist X < ¥, < ¥ und die Formel (2) fir jede der Summen

D fm f(m)

X. <m< ¥ Yi<m<Y

und

richtig, so bekommt man durch Addition der beiden betreffenden For-
meln die zu beweisende Formel (2). Daher darf ohne Beschrinkung der
Allgemeinheit angenommen werden, daf auf der Strecke ¥ <m <Y
hochstens eine ganze Zahl m gelegen ist. Wir betrachten jetzt drei Félle.
1) Auf der Strecke X < m < ¥ gebe es keine ganze Zahl. Dann
liefert partielle Integration, unter Beriicksichtigung von (1),
-

[y @) dy = (DY

p.q

¥
—yp(@)(X)~ [y,
X
und das ist die Formel (2), da die links in (2) stehende Summe ver-
schwindet.
2) Auf der Strecke X < m < Y gebe es genau eine ganze Zahl m,
und zwar sei dies m kleiner als ¥. Dann liefert partielle Integration we-

gen (1) &
v mo ¥ om0 ¥
Teyfwmay = [+ = [ +]
X X m X "
= p(m—0)f(m)—p(X)HX)— [ (y)dy
X
¥
+p(DH(T)—p(m)f (m)— [ fly)dy
¥
= f(m)+p(DFT)—p(X)(X)— [ fy)dy,
p /
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womit (2) auch fiir diesen Fall bewiesen ist, da hier die linke Seite gleich
f(m) ist.

3) Es sei m = ¥ die einzige ganze Zahl auf der Strecke X < m < 7.
Dann ist

Y—o Y
(

¥ .
[ @)Wy = [ = p(T—0){(X)—p(X)f(x)— [fway .
X X

X

Y
=¥V —p@XNX)— [1y)dy
X

h'g
= {X)+p(D)H(X)—p(X)}(X)— [ i) ay,
x
Wwas zu beweisen war. .
Fiir den folgenden Hilfssatz, der Hilfssatz 1 als Spezialfall enthalt,
und auch fiir das V Kapitel, brauchen wir einige Eigenschaften den Ber-

noullischen Zahlen B, und der Bernoullischen Polynome B,(y), beziig-

lich deren auf das Buch von Nérlund [1] verwiesen sei. Es werde noch
gesetzt

(3) B.(y) = B(y—[y)).

HiurssaTz 2. Die, nicht notwendig reelle, Funktion f(y) habe eine
stetige r-te Ableitung im Intervall X <Y<Y, w X<7.

Dann ist
¥ r
(=1 & .
(4) fim) = | fy)dy + ByX){"N(X)—
g = 1w B ey

_— 1y
~Bxjeml+ 0 [ B oy,
4

Beweis. Wegen B,;1(1) = B, 4(0) ist die Funktion EH_,(;) im Punkt
¥ = 1, und folglich fiir
formel

B.{y) = rB,_y(y)
der Bernoullischen Polynome ergibt sich daher

1 .
(5) —;-l;/—B,+1(y) == ('V"I“l)Br(y)‘

Wegen Bj(y) = y—1}% folgt aus (1) und (3)

(6) Byy) = »(y).
Fiir r = 1 ist daher (4) nach (2) erfillt,

icm
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Hat nun f(y) im Intervall X <y < Y eine stetige (r--1)-te Ablei-
tung, so liefert partielle Integration, wegen (5),

r

¥
_1)r+2 B (r+1),

B, (D)) By D)+ [ Bty

=m{3r+1(y)f (X)—B, (X)) fO(X)} + ST e

Aus der Richtigkeit von (4) folgt also die Richtigkeit der entspre-

chenden Formel fiir r4-1. o . _

Wir beschlieBen diesen Paragraphen mit zwei Hilfsséitzen, die bei

mancher Gelegenheit niitzlich sind. Der erste ist als Abelsches Lemma,
oder Abelsche Transformation, oder partielle Summation bekannt.

HiLrssaTz 3. Fir o < b ist identisch

mn

b b

~ an = Zm—Rma. Wy wo Wy = 2 Whe
(M) m,‘:“mzm M_E;Wm< m—#mi1) + Woi1s =

Beweis. Fiir o << m < b ist der Koeffizient von 2, auf der recht.en'
Seite von (7) gleich Wp,—Wy_y = wy. Fir m = b+1 ist er gleich
Wy—W, = 0.

HILFSSATZ 4. Bs sei a < b, die Funktion f(y) im Intervall o <y < b
nicht zunehmend. Dann ist

b b
3) [tway < dtm) <fla)+ [fy)dy.

m=a

Beweis. Bs ist

b b b m b
m) = < fla)+ fy)dy = fa)+ | fy)dy,
”;f(m) f(a)+m:2mf(m><f(a> _2+ f ﬂf
b b—1 m41 /3
Dfm =D [ fwdy = [fy)dy.

Hilfssatz 4 wird oft zur Abschitzung einfacher Summen benutzt,
und wir werden uns in den meisten Fillen nicht auf ihn berufen.
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§ 4. Eine Formel Landaus

HirrssaTz 1. Fir Re(w) > 0 st
: ]

(1) Z exp (—amiw —2mmyw) = w2 2 exp {mu (y_ h_)2}7

M=z 00 M= =00
wo Re(w™?) > 0.
Beweis. Bs geniigh w > 0 anzunehmen, da hieraus der allgemeine
Fall mittels analytischer Fortsetzung folgt. Die Funktion

0

1) = D exp{—a(h+y)w)

h=—00

ist differenzierbar und hat die Periode 1. Daher ist sie in eine Fouries-
reihe

f(?/) = Z Zm (7ny)

enftwickelbar, wo

o = [ f{w)e(
0

—my) dy =‘j 2 exp { —m (h+y w —2mimy | dy

0 h==—o0
oo 1
= 3 [esp|=a(ityfo—2aim(ity)ay
=—00 il
00 htl o0
=h§:’ if ex (—my*w—~2wimy) dy = f exp (— o — 2wimy) dy
=00

—00

= oo~ | ,
= exy o J exp{——nw(y%———w—); Y.

Hier ist nach dem Cauchyschen Satze

@ ©0-+Mijw ) 00
j = f exp (—mwa?)de = f exp(~nwy')dy = w? | exp (—my*)dy.
—00 —co-+mijw —00 Y
Somit ist
o = ("GXP(—EZ‘L)M)“”’, wo (= { oxp( —n6%)do,
folglich -

Z eXp.{"-"‘(h'"‘i’l)z w} = Cw™ v exp (

h=-c0 m=—-oo

—z'm,2
" ) (my).

-
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Nimmt man hier speziell 4 = 0, w = 1, 80 bekommt man ¢ = 1. Also
ist
am?®

oo - oo
2 exp { —m(m—+y)b) = w™? S exp (— —;——)e(my),
M=—00 M= -0
woraus die Behauptung (1) des Hilfssatzes nnmittelbar folgt.
Es erscheint hier zweckmissig, fiir davernd, d. h. bis Ende des Bu-
ches, die folgende Abkiirzung

@) D, =

einzufiihren.
Sarz 1.

=D > 2'(-&%—’%)"2””246(—

q ézl {2 hmodg nCx

B
(3) Ay %) +Ba*oga.

Beweis. Es sei Re(2) >”0,

(4) #(z) = N exp(—am).

Mm=—o0

Dann ist nach Definition von r(m)

(49 z9"(z) = V ra(m) e
. m
WOoraus
1 l o0
’""fﬁk( 2yi)e(—ny)dy = €™ | Zrk('m) % {(m—n)y} dy
[ 0 m=0
, i !
(5) = emz:rk(m)e“”m‘ [ e{m—n)y}dy = rn).
= 0
Nimmt man hier z = 1/z und summiert iiber n <@, so folgt
1
1 7
(6) Ay(m)—1 = f o (—‘T -2yi) 2 exp ("ﬁ —2m'ny) dy.
[] x n<ge x

Es mogen die Briiche § = h/g, wo 0 < 6 < 1, eine Fareyreihe mit
der Schwelle &'* (Winogradow [4], Aufgabe 4 zu Ka,pﬂ:el I) durchlaufen.
Znu diesen Zahlen fiigen wir noch die sogenannten Medianen (h--4')/(¢-+-¢’)
hinzu, wobei h/gq und W |q' zwei benachbarte Fareybriche sind. .Teder

(7) 6=%, I<h<g<a® (hyg)=1
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bestimmt dann auf der Geraden —oo <y << oo ein gewisses Intervall
(6), das von 6 bis zu den beiden nichstgelegenen Medianen reicht; dabei
sind § = £ und + als ein Punkt aufzufassen.

Wird das Intervall () so verschoben, daB 6 in y = 0 hineinf4llt,

so mag das dabei entstehende neue Intervall (6,) heiflen. Dann ist (Wino- )

gradow [4], Aufgabe 4 zu Kapitel I)

) lyl <¢ 'z,  wenn y dem Intervall (6,) angehor;
?
lyl =27« wenn y nicht dem Intervall (6,) angehort.
Wird zur Abkiirzung
(9) w = 1 —20%
] @
gesetzt, so ist nach (6)
Ayl f 9% (w) exp {n_n ——2m'ny} dy
7 @) r
(10) = 2 f O*(w —201) Z exp {ﬂ ——2m‘n(y+0)} dy
5 () n<t @
Nach (4) und (7) ist
Hw—20i) = 3 exp{—nm*(w—20i))
M= —00 "

©o

=D D exp{—n(a+tbgi(w—26i)

amodg b=—o0

11 = Z exp{—a(w—20i)a 2 exp (—nb*q*w —2aabqw).

amodg b=—c0

Hier ist nach Hilfssatz 1, mit ¢*w statt w und y'='a/q,

§ - ot ]

b=-—00 b=—oc
< Bi\?
— g Ve _n
‘ ,,Z_m Xp{m (“ qw)}
‘ 2y 7 2mabi
12 = ¢~ w P exp (maPw exp [ — = _ZFa%
(12) q p(m )b;; L (e 7 )

wobei Re(w %) > 0.

icm

§ 4. Eine Formel Landaus 31

Nach (11), (12), (7) und (1.23) ist

Ga)Zex ( wb? 27mbz)
q

S(w—261) = ¢ lw™

amod g b=—0
. - ab® ha*—ba
=g tw exp (—— »——) e( )
bg:o - qqu, amzcdq Q
= gt 2 exp (— T)S(h, b, q)
bh=—c0
Setzt man also
Wk — (w—uz)k
und schreibt zur Abkﬁrzung
(13) | S(b) = 8(h,, ),
so folgt
x B+
OF(w—266) = ¢~ Fw*" Z exp(—f(—i;—zj—")) 8(By)... 8 ().
byyenns bp=—00 w
Hierin ist, nach (13), (1.25) und (1.1)
= 8% 9+ ' =8
) %;_w ot %z_m ot %‘_—w
Bl 4E>0 i >0
Es ist somit
(14) #w—260) = ¢~ h, )+ T(y),
wo
I w(B+.. 4 bD)
(18)  T(y) = ¢ *w %" ex (—il—————f— .
W= Y e porm RUNNILTAR
1reees =00
U1+ B0

Wir setzen, unter Beriicksichtigung von (9),

Re (i) —-_* -
w/ 144z

Dann. ist, wegen (7) und (8), sobald y dem Intervall (6,) angehort,

Y_ =@ 1 1
(16) — = >— -
¢ 7 F+4e” 57 zJw}
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In Verbindung mit (15), (13) und (1.26), ergibt dies, sobald y dem Inter-
vall (8,) angehort,

17) T(y) = Bg™" |w|™ T, (y) = Ba"*(Yq~4*"1,(y),
WO
had 2 2
) = S exp [ FEOE)
Ty(y) 2, X pe .
Dyyunny bpg=—00

2 9
b+ .. +bp>0

Da die Glieder der Summe 7T, (y) symmetrisch in bezug auf b,,..., b
sind, darf in der folgenden Abschitzung b; = 0 angenommen werden.
Sehreibt man noch b statt b,, so folgt wegen (16)

< 7Y b 0'91 T,
Ty(y) =BZ exp(— ——qzﬁ) _ Z exp{——F(b,—l—,..—l—bi)}
b=—co D35enny bpp=—00
b0
> Y o 7Y
- LT T I L
Bg eXp( ¢ ) P “p( ¢ )

= Bexp (— %}{) {1—exla (— %)}—; Bexp (— 7;21)

In Verbindung mit (16) und (17), folgt hieraus, da die Funktion s**¢—"*
itir 8 > 1/5 begrenzt ist,

¥\ Y
18 T(y) = B[} exp(— 5| = Ba**
(1) ) T(f)ew( f) B,

sobald. y dem Intervall (f,) angehért.
Mit Hilfe von (18) soll jetzt gezeigt werden, daB

(19) fT(y)Z exp{ — — 2nin(y+9)}dy = Bo"loga
9 (69)
st. Fir n <<« und beliehiges y ist
) n
Z l Min (z, {cosecay|).
m=1 .

Nach dem Abelschen Lemma (Hilfssatz 3.3) ist somit

n
(20) 2 exp {”7 - 2m:n.y} = BMin(z, |cosecsyl),

n<w

icm
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und hieraus folgt weiter

fl 2 exp {— ——2mng/}

0 'ngx

dy_Bf wdy+B f———Blogm

vz

‘Wegen (18) und weil die Gesamtlinge aller Intervalle (6,) gleich Eins
ist, ist (19) bewiesen.
Aus (10), (14), (19) und (7) folgt

(21) Ak(;v) = 2 2 ( S q, 1 ) f’w“kﬂz exp {—- —-2mn (y-[— )}dy—]—

g<al/2 0<h<g (60) n<T
(hg)=1
-+ BsMloge.
Setzt man hier
(=]
(22) [=[+Ww,
(@) -

8o ist, auf Grund von (7), (8), (9) und (20),

(23) w =B(W1_+W2):

wo

(24) . W, = y~*AMin (w, ‘coseen (y— }—)Ddy,
PR et J Y g

(25) W, = f ¥~ H Min (m, cosecs (y+ —Z—:—)l)dy

2-lg 1172
Bei der jetzt folgenden Abschitzung von W, und W, setzen wir

7 g e
2 = Max|[—,—— .
(26) s ax(h,q_h)’ fiir q}l

Dag ist gestattet, denn fiir g > 1ist in (21) der Wert h = 0 ausgeschlossen.
Wir beginnen mit der Abschitzung von W, und teilen das Integral
(24) in die beiden Teilintegrale
: 2—1g—1

f + f = Wy+Wi.

2_1q_1 2—1g=1z—12

Dann ist
o 2=lg-lyat1 o 1 i i
Wy = f <Z (2— —]—a) Mm(w ]cosecny[
a=0 g-lp—1,, a=0 q

A. Walfisz: Gitterp te in mehrd lonalen Kugeln 3
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Hierin ist, wie wir im Angchlul an (20) vorgerechnet haben,
1
fMin(m, |cosecmy|)dy = Bloga.
0

Somit ist
Wn=2B (q"/2—|~2 a‘."/i)logw = Bg*logs.

a=1
Fiir ¢ = 1 ist ferner

12 ' 0
W< [ ycosecaydy = B [y May = Bake,
RIS a-lg-172

Fiir ¢ > 1 ist hfg > hjg—y > h/2q, also nach (26)

h
cosecw (y‘—— —q—) = Bs,

und somit

Wy = Bs f yTHBAy = Byl

o—lg—lg~1/2
Zusammenfassend haben wir
{Bmk/4 ‘ fir g¢=1,

27 W, =2
(27) P ABE loga -+ B gy g>1.

Dieselbe Abschitzung (27) gilt auch fiir W,, und daber fiir Wi+W,.
Denn fiir ¢ =1 fallen die beiden Integrale (24), (25) zusamnien. Fiir
g > 1 geht aber W, in W, tiber, wenn man b durch g—» ersetzt, was auf
den Ausdruck (26) ohne EinfluB ist.

Aug (23) folgt jetzt

{Bw"”‘ fiir ¢=1,
g logo+Bg* P11 fiir  g>1.

Es sei jetzt X der Fehler, der entsteht, wenn in (21) jedes Integral
tiber (f,) durch ein Integral fiber —oo <<y < co ersetzt wird. Dann ist,

(28)

da zu jedem g nicht mehr als ¢ Werte von % gehdren, nach (21), (1.2),

(22), (28) und (26),

g—1
X = Bm"/‘+B 2 q_k+k/2(ql+k/z logw—i—f’z_lmk”—m 2 8)
2gqgnli? h=1
. a1
= Bo*#+Blog(z) ) g+Ba-12 Y'1.)'=
K;;z qgl/z "Z’Z b
= Ba**logs. ‘
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Aus (21) folgt daher

S(h, q) k TN o h B4
2 Apl) = E g 2 E S D — Bir**100:
(29) Ag(z) ( p 2 exp p TR P Z,+Bx"*loge,

ettt
wobei
(30) Zn= [wPe(—ny)dy.

Es bleibt noch iibrig, das Integral (30) zu berechnen.
Setzt man in (30)

_ mn—az __an
Qanaxi T or?
so folgt wegen (9)
t4ooi —Ep2 d
& Zy = J — —1 = a*ite — )Wk
6 = | (W) exp(s—1) 5 = a*texp( — = )
wo
1 t-(-‘mi
(32) = — J Fer R g,
2i s

Wir schneiden jetzt die Ebene der komplexen Verinderlichen # lings
der negativen z-Achse 2z < 0 auf, wobei auf dem unteren Schnittrand

. argz = —m, auf dem oberen = x ist. Sei weiter £ < ¢ fest und K (e) der
aus folgenden drei Stiicken zusammengestellte Integrationsweg: 1) ge-
radlinig lings des unteren Schnittrandes von 2 = —oco bis 2z = —g;
2) lings des Kreises |2| = ¢ im positiven Sinn vom Punkt z = —¢ des un-
teren Randes bis zum Punkt z = —e des oberen Randes; 3) geradlinig
léngs des oberen Randes vom Punkt 2 = —¢ bis # = —oo. Nach dem
Cauchyschen Satze ist dann
(33) =1 f FrtR gy = F—I(z”-)

2 2
()

(Nielsen [1], §39). :

Die Behauptung (3) des Satzes folgh aus (29), (31), (33) und (2),
wenn man bedenkt, daB in (29) kb ein beliebiges reduziertes Restsystem
mod g, statt des angegebenen, durchlaufen kann, weil sowohl die GauBsche
Summe (1.1) als auch das Glied der n-Summe in (29) besiiglich % die Pe-
riode ¢ hat.

Fir % > 4 kann man Satz 1 auch in der folgenden gleichwertigen
Form aussprechen:
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SATZ 1a. Fir k> 4 dst
v [ 8(k, 0) ket [ 1D kj4
(34) Au(x) = Dy (——- ¥ g | — ——) +-Ba**logaw.

Beweis. Wird s durch (26) definiert und durchliuft m irgend eine
Reihe aufeinander folgender Zahlen, so ist

2=

m
In der Tatb ist fir 0 < h < ¢/2

8
<._

(38) 3 fir ¢>1, 0<h<gq, (h,q) =1.

1 yl <cosec—“—£< 2 -ﬂh— _1——2—<

L0 ¢ \m q] on >

und fiir ¢/2 < b < g ersetze man % durch ¢—h.
Wegen (35) ergibt partielle Summation (Hilfssatz 3.3)

8
'2‘;

(36) 24@"’2“13(— Lk) = Bx®P-lg,
n<w g
Aus (1.2), (26) und (36) folgt, daB in (3)

2

g>al/2

q-1
B qu qk[!’.wk/z—lqh—-l — Bphi-1 qlu-ka logg

(87 = By e-F2 00y — Bytiloga.

Aus (3) und (37) ergibt sich (34), und umgekehrt folgt (3) aus (34)
und (37).

Beachtet man, daB nach Definition von Ay(?)
(38)

) = du(n)—dgn—1) fir w>1
ist, so folgt aus (34) fiir » > 1
, N ' Sk, g)\*

g=1 hmodg

Die Abschétzung (39) 1468t sich noch verschirfen, wie der folgende
wichtige Hilfssatz von Hardy zeigt, den wir zwar spiter nicht benutzen
werden, der aber fiir die Gittertheorie mehrdimensionaler Kugeln von
Bedeutung war und auch an sich von groBem Interesse ist. Dieger Hilfg-
satz soll weiter unten (im IV Kapitel, vgl. Hilfssatz 4.2.4) fiir 5 <k <8
noch weiter verschirft werden,
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HivrssaTz 2. Fir k> 4 ist

[eS) , %

g=1 hmodg

(40)

Beweis. Der Beweis dieses Hilfssatzes ergibt sich durch eine gering-
fiigige Anderung des Beweises von Satz 1-1a. Ohne Beschrinkung der
Allgemeinheit sei » > 3. Nach (5) mit 2z = 1/n ist

1
- l
(41) () = e"J bl (7; vﬁyi)e(—ny)dy.
o

Wir fahren jetzt wie beim Beweige von Satz 1 fort, nur da8 wir fiix die
Briiche 8 = h/q eine Fareyreihe mit der Schwelle n'/ statt %, nehmen.

 Wir kénnen dann die Formeln (7) und (8) mit 2 = n benutzen. Statt

(9) setzen wir

(42) w =~ —2i.

n
Nach (41) und (42) ist

(43) ri{n) = B"E j ﬁk(w'—iwi}e{—n(;1/~1—B)} dy.

6 (8g)
Die Formeln (14) und (15) bleiben in Kraft, wenn w durch (42) ge-
geben wird; denn die Werte (42) sind wegen # > 3 unter den Werten
(9) enthalten. Wir setzen jetzt

1

Re (——)

w

und erhalten wegen (7) und (8) mit # = n, wenn y dem Intervall (6,)
angehort,

o
T

n

¢ +4n

1
T onjwl

(+4) = 4

=

]

1
=
b}

Man hekomms$ jetzt, statt (17),
T(y) = Ba*(Xq Ty (y),

wobei T'y(y) die frithere Bedeutung hat, nur daB jetzt ¥ durch (44) und
nicht durch (16) gegeben ist.

Fihrt man nunmehr wie beim Beweise von Satz 1 fort, so ergibt
sich, statt (18), wenn y dem Intervall (6,) angehort,

(48) . T(y) = Bu**,
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Aus (8), mit 4 = n, und (45) folgt
—In—1/2

[T@el—n+0}ay =B [ |T(y))dy = B2,

(60 —g—1p~1j2

Hieraus ergibt sich weiter, da jedem g nicht mehr als ¢ Werte von 7 ent-
sprechen,

(46) D [Twel—ny+o))dy = B D kN = s

7 (60 q<nl2

Aus (43), (14), (46), (7), mit ® =n, und (1.1) folgt, an Stelle
von (21), '

- 2
(A7) ry{n) = ¢ Z Z ( S(};’ Q)) f'w"‘/zfa{-—n (y—'k%)}dy-}—,lfnk{“.

1/2 0<h<g (]
a3 vt (99)

Wird jetzt wieder W durch (22) definiert, so ist, auf Grund von (8),
mit % = n, und (42),

2 ki 1 —kJa
W=3B f [~ dy = B (? +4;2/2) dy

2=Tg—Ig-1/2 9—lg—in—~1p2
oo o0
— Bnk]z_l f (1+4:y2)“k/4dy — Bplir-1 f y—~k/2 (l(l/
2-lg—1pl/2 2~1g—1nlf2

— Bnk/Z—l(q—IHIIZ)I—kjﬂ — Bnk[d.—lqukﬁ—l.

Wird also in (47) jedes Integral tber (6,) durch ein Integral iiber
To0 <y < oo ersefzd, so ist der dabei entstehende Fehler, wegen (1.2),

{48) B Z q—k+k/z+1+k/z—1”k/4-1/2 = Bplit-Lz 2 1 = Bnk,

a<cnl/2 g<nt/2

Aus (47), (48) und (22) folgt, wenn Z, durch (30) definiert ist,

W  onm=e Y 3 (5%@)2(— =) 2ot

1/2 0<h<g
IS Gup =1

Da die Zahlen (42) unter den Zahlen (9), fiir ¢ = n, enthalten sing
80 kann jetzt Z, nach den Formeln (31), mit & = n, und (33) berec}me'é
werden. Bs ergibt sich, unter Beriicksichtigung von (2),

Zy = ¢ DY,
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Setzt man dies in (49) ein, so folgt, da » wegen (1.1) iiber ein befiebiges
reduziertes Restsystem modg laufen kann,

: L) \E
(S(h, !1)) 6(_%) +Br,
q q

(50) re(n) = D2

gcnlf hmodd

Aus (50) ergibt sich (40), denn nach (1.2) ist

j2—1 _ By k-1 1-kj2 _ R k2—1+@—F2)2 _ p ks
% Z = Bn 2 q = Bn = Bn"*,
TR go>nif?
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