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Wstep

Ksigzka niniejsza ma za zadanie zaznajomié czytelnika z pod-
stawami nowoczesnie unjetej teorii prawdopodobiefstwa przez zapo-
znanie go z elementami tej teorii (ksiega pierwsza) oraz z aparatem
teorii funlkeyi rseczywistych niezbednym przy jej studiowaniu (ksiega
druga). .

W zasadzie dla zrozumienia niniejszej ksiaski wystarcza te
wiadomo$ei z analizy matematycznej, ktére wohodzg w program
wykladéw na pierwszym i drugim roku studiéw uniwersyteckich.
Te wiadomosci z abstrakeyjnych dzialéw matematyki, ktére sa
uzyte w niniejszej ksiazce, a ktére wykraczaja poza ramy kursu
analizy, zestawione sg krétko w ponizszym wstepie. Czytelnik ob-
znajomiony z elementami teorii mnogoéei, topologii i teorii funkeji
zmiennej rzeczywiste]j moze niniejszy wstep opufcié, bez obawy
trudnodei w zrozumieniu wiadeiwego tekstu.

1. Teoria mnogos$ci, a w szczegélnosci teoria mocy zbioréw

Zakladamy, ze ezytelnik obznajomiony jest z pojeciem zbioru,
stosunkiem przynalezno§ci elementu do zbioru i najprostszymi dzia-

laniami na zbiorach. Przypominamy wige tylko, ze przynaleznodé

elementn ¢ do zbioru X oznaczamy symbolem z ¢ X. Na oznacze-
nie przynaleznogci elementdow & ,2,,... (w ilodel skodezonej lub nie-
skoﬁeionej) do zbiorn X piszemy z;,4,...¢ X, zamiast @, ¢ X,
wy ¢ X,... Dla oznaczenia, Ze element ® nie nalezy do zbiorn X,
piszemy ¢ X, ,

Elementy zbioréw, w wypadku gdy o nich nie hedziemy za-
ktadali, ze sg zbiorami, bedziemy oznaczali malymi literami alfa-
betu lacinskiego a,b,e,...,p,q,%,v,w,...,2,9,2, zhiory — duzymi li-
terami lacihskimi, 4,B,..,U0,V,W,...,.X,Y,Z, wreszcie Elasy zbio-
réw to znaczy zbiory, ktorych elementami sg zbiory — literami
A.B,. UV W,.. XYZ

Podstawy rachunku prawdopodobtefistwa : 1
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liczby oznaczajs numery stronic

Absolutnie niemoiliwe * zdarzenic 85,
— pewne zdarzenie 85

absorpefi prawa 29

addytywna funkeja 115, — przelicaalnie
funkeja 115; -e przeliczalnie ciato
Boole'a. 36, — .—- rozszerzenie 45,
— zupelnie cialo Boole’s 86, — —
rozszerzenie 45; -y podzbiér 69,
— przeliczalnie ideal 89, — — pod-
zbiér 69, — zapelnie ideal 60, ——
— podzhiér 65 -

aksjomaty prawdopodobienstwa 116

algebra Boole’a 24, — Brouwera 112;
-y Boole’s uklad postulatéw 25

algebraiczne dwolste wyrazenia 28

aifernatywa zdarzeh 84

asymptotyeeny wzor 148

atom 61, — reprezentacyjny 62; -owe
cialo 62

Buaire’s funkeja 255

Bernouilliego prawo wielkich liczh 155,
— schemat 142, — schematéw wielo-
krotnyeh prawo wielkich lezb 171

Bernsieina twierdzenie 173

bezatomowe ciato 62

Boole'a algebra 24, — algebry uklad
postulatéw 25, — eialo 24, — — prze-
-liczalnie addytywne 36, — — zupel-
nie addytywne 36

borelowska miara 225; -i zbidr 14: -ich
zhiovéw lklasa 14

brakujgeej racji zasada 133

Brouwera algebra 112

Caliia Lebesgne’a-Stieltjesa 243, - Rie-
manna-Stieltjesa 250 :

callowaline Jed.ﬂELkO”ﬁ.U tunkeje 251

eallcowicie niespdjna przestrzenr 75

Carathéodory’go miara zewnetrzna, 204

cialo dtomowe 62, — hezatomowe 62,
— Boole’a 24, - — praeliczalnie
addytywme 36, — — zupeie addy-
tywne 36, — elementdéw niezales.
nyeh 204, — figur elementarnych 47,
— kanoniczne zbioru ‘87, — ilora-
zowe 63, ~— losowe 116, — pier-
wotne 53, — skladowe zespolm 111,
— skoficzone 63, ~— zrelatywizowane
B55; - réwnowasno$é 55, — zhioréw
45, -~ — borelowskich 48

vigg LS) 239, — dwustronny 939 .

fciowo 182, — zestawmny 239
-u funkeji zbieznosé 21, — —
jednostajna 21, — graniea 19, — roz-
pietosé 239

siagla funlkeja 20,
176

claglodeiowa granica 182; -0 zbiesny
ciag 182 4

conbinuwm (moc) 8§

czestedé wegledna zjawiska 144, 170,
— zjawiska 143, 169

cegédiowe uporzadkowanie 33

~—— n zmiennych

- Dopetuienia podwijnego prawo 20
-dwoiste wyrazenie algebraiczne 28

dwoistsds 28

dwustronny cigg 239
dwuzwarta priestrzen 75
dysjunkeja’ zhioréw 65
dviedziceny podzbiér 69
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Element kanoniczny zbioru 86, 102,
— mierzalny 204, — niepusty 39,
— nieskofczony 38, — pelny 54,
— pusty 39, — tworzacy idealu 70;
-y rozlaczne 39; -dw mierzalnych
cialo 204

elementarne Tigura n-wymiarowa 47;
-yeh figur eialo “47 .

Figur elementarnych cialo 47; -a ele-
mentarna n-wymiarowa, 47

fillr (przeciwideal) 72

funkeja addytywna 115, — Baire'a ‘)55
— ciagia 20, — — n-zmiennych 178,
—- homomorfizmu §0, — mierzalna
235, n-wymiarowo niemalejaca
196, — » zmiennych niemalejaea 175,
-~ — nierosngea 175, — niemalejaca
115, — odwrotna 186, — przeli-
czalnis addytywna 115, — punktowo
niecigola 181, — rzeczywista skof-
czona 114, — — w R, 20, — stowa-
rzyszona 220, —  zdaniowa 56,
— ¥y-skofiezona 214; -¢ jednakowo
catkowalne 251; -i punkt nieciggluéei
20, — rozszerzenie 115, — relatywi-
zacja 125, — skok 179

Glswny ideal 182
granica cingn 19, — ciagloSciowa 182

H&Moniczfm odpowiedniods 82, 83

" Helly’ego twierdzenie 184

homomorfizm 50, — przeliczalny 50,
~ gupelny 50; -u funkeja 50
homomorficzny obraz 50

Ideal 69, — elementéw rownowaz-
nych zeru 80, — gléwny 70, — kano-
niczny zbioru swobodnego 86, 102,
— plerwszy 71, -— przeliczalnie addy-
tywny 69, — wilageiwy 69, — ze-
rowy 69, — zupelnie addytywny 69;
- element tworzacy 70, — negacja
112; -¢w iloczyn 76, — suma 76

idempotentny plerdcien 79

iloczyn elemertéw zbilorm 35, — ide-
aléw 76, — zhiordw 2

{zomorfizm 50 .

ilorazowe ciato 53
inplikacja 32

“

Jednakowo calkowalne funkeje 251
jednostajne zbiefnoé ciagu funkeji 21
jednoznaczne odwzorowanie 4

Jordang twierdzenie 172

Kanoniczne cialo zbioru 87; -y élement
zhioru 88, 102, — ideal zbiorn swo-
bodnego 86, 102 -

Lartezjaniska potega zbioru 4, — prze-
strzef n-wymiarowa 8; -i produkt
zhioréw 3, 4

klasa zbioréw 1, — — horelowskich 14

klasyozne prawdopodobiefistwo 132

Eongruensja 52, — przeliczalna 52, — -
pelna 52

koniunkeje wdarzen 84

Laplace’a funkeja tworzacs 145; - Bayese
wzér 125

Lebesque’a miara 232; -Stieltjesa calka
243, -— suma funkeji 240

liczhy naturalnej rozidad 163

lésowe proba 138; -e cialo’116, — zmien-
ne rzeezywiste 129, — — welkto-
rialne 129, — — zespolone 129; -¢j
zmienne] prreniesienie 130; -yeh nie-
zaleinych prob zespdt 141, — préb

- zesp6l 138

Matematyesna nadzieja 129

metryka 17

melryczne przestrzen 17

miara 203, —- borelowska 225, — Tebes-
gue’s 232, — pochodna 255, — regn-
larma 225, — skonezona 203, ~ sto-
warzyszona 325, —— unormowana 203,
— wewnetrzna 218, — zewngtrzna
208, «— - Carathéodory’ego 204

mierzalne funkeja 235; -y element 204,
— zbidr 235; -yeh elementéw eiato
204

micgzany operator réinicowy 191

moe zhioru 4; -y contmuum 7b1rjr 8,
— ¥, zhidér B
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model systemu algebry Boole’a 25

de Meivre'a-Laplace’a twierdzenie 157
de Morgane wzory 30, — — uogdl-

" ione 37

Nudziejo matematyezna 129

ngjmniejsze podeialo - rozpostarte na
zbiorze 45

nasycony podzhior 54

naturalnej liczby rozklad 163

negacja idealn 118, — zdarzenia 84

w-elementowy clag 3

nieciggle punkbowo funkeja 181

niccigglodel punkt 20

niemalejgea funkeja rzeczywista 115,
- — — a zmiennyeh 195, —- — n-wy-
miarowa 196

niemodliwe absolutnie zdarzenie 85

niezalezne zdarzepie losowe 126

nigdeie niegesty zhidr 12

niepusiy element 39 .

nieskoriczony element 38

niespdjne catkowicie przestrzenn 75

nierosnaen funkeja n zmiennyeh 175

nieréwnoé Selwarza- Bumakowsl\lego 9,
— tréjkatowa 9

n-wymiarowa prrestrzeh kartezjaniska 8;
-0 niemalejgea funkeja 196

n smiennych funkcja 175

Obraz homeomorficzny 50

adeinek k-tego rzeduw 101

odleglodé dwoch punktéw przestrzeni
By 9, — — zbioréw 13, — punkiu
od zbiorn 18

adpowiedniods }aarmom-:zna 82, 83

edwroing-funkeja 186

odwzorowanie jednoznaczne 4

speridor Tézmicowy 192, — — mieszany

o191

weobliwy zespdl 103, — — plerwszego

_ rodzaju 108, — — drugiego vodzaju
109, — — trzeciego rodzaju 1104
-ege zespolu skladowa 104 .

otwarty przedzial 10, — zbitr 10

Para 3, — uporzadkowana 3; -mi-nie-
zalpzne zdarzenia 127, — rozlgezne
.elementy 39 ) ‘

pelny element 54
pewne absolutnie zdarzenie 85
plerécien idempotentny 79

* pierwelne cialo 53

plerwszy ideal 71

pechodne miara 255, — zmayzku lzf}

podciale 43, — okreslajace zespolu 108,
~— przeliczalnie addytywhe 43, — sca-
lone 65

podwdjnego dopelnienia prawo 29

podebisr 2, — addytywny 69, — dzie-
dziezny 69, — nasycony 2, — przeli-
czalnie addytywny 64,
addytywny 69

Poincarégn wzér 119

Poissone twierdzenic 162

patega kartezianska zbioru 4

prawdopodobieisiwe 116, — klagyezne
132, — #rednie 147, — wzgledne 117;
-a aksjomaty 116

prawo  podwéjnege dopelnienia 29,
-- wielkich liezb Bernoulliego 115,
— -~ — dla schematéw wielokrot-
nych Bernoulliego 171; -a absorpeji 20

produkt kartezjanski zbioréw 3, 4,

- — swobodny @1, — zbiordw 90,
-w swohodnego rozswerzenic 101

produkiowanie 90

prob zespdl 138; -a losowa 138, — — nad
Zjawiskaroi 138

preeciwideat (filtr) 72

preedyial no-wyiniarowy 47, — utw.um
10, — wymierny 10, — zamkniety 10

preeliczalnie addytywna funkcja 115,
— addytywne cialo Boole'a 36,
-~ — podeiale 43, — — rozsze-
rzemie 101, — addytywny ideal 69,
-~ == podzbiér 89; -¢ kongruencje 52:
-y homomorfizm 50, — zbiér 5

preendesienie zmiennej losowej 130

przestreed, calkowicie niespdjna 75, --
— dwuzwarta 75, — L£* 19, — me-
tryezna 17, —- n-wymiarowa §

praypadlki moliwe 183, -~ — sprzyja-
jace zdarzeniu 133 -

punkt nieciaglosei funkeji 20, — pree-
strzeni  kartezjanskiej m-wymiaro-
wej 8 '

far
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punkiowe nieciapta funkceja 181
pusty element 29, — zbiér 2

Ruacji brakejacej zasada 133
relatywizacia funkeji 125
reprezentacyjny atom 62
Riemanna-Stieltjesa catka 259

razklad liezby naturalnej 163, — szbio-
row 164

rozlgezne. elementy 34, — pammi ele-
menty 39

rozpigtoéé clagu 239
rozszerzenie funkeji 115, — produktn swo-
bodnego 101, — przeliczalnie addy-
tywne 45, — zupeinie addytywne 45
rdwnecliczne zhiory 4 -
rdwnowainesé ciala 55

rdinica symetryczua 78, - zhivrdw 2

rdénicowy operator 192, — — mie-
szany 191
rzeceywista funkeja 114, — — w B, 20

reedi k-tego odeinek 101

Scalone podcialo 65

schemai Bernoulliego 142, — — wielo-
krotny 142; -dw wielokrotnych Ber-
noulliego prawo wielkich liezb 171

Schwarza:Buniakowskiegn nlerdwnosé 9

skladows zespotu 96, — ~— osobliwege
104, — cialo zespolu 111

skok funkejl 179

skofiezona miara 203, — funkeja 114;
-e cialo 63

Stirlings wzor 148 :

stowarzyszons miara 225, — tunkeja 22

sdrukture 38, — dystrybutywna 33,
— typu B: {Boole’owska) 34

suma idealdéw 76, — J.ebesgue’a-Stiel-
tjesa funkeji 240, — — = ciele
Boole'a 24, — zbiordw 2 P

swobodny produkt 91, — zbiér 86;

-ego zbioru ideal kanoniezny 86, 102
sysiem algebry Boole's 25; -u algebry
Boole’a model 25
srednie prawdopodobienstwo 147

Tautologii zasada 29
toisamodé zdarzen R4

iréjlgfowea nieréwnodié 9 - .

twierdzenie Bernsteina. . 173, -— de
Moivre’a-Laplace’a 157, — Ifelly'ego -
184, — Jordana 172, — o dwoistogei
27, — ogblne o prawdepodobien-
stwie zlozonym 125, — o prawdopo-
dobiefistwie catkowitym 118, — —
zlotonym 124, - - o zupelnej dystry-
butywnosei 92, — Poissona 162

tworzgey element idealu 70

Uklad postulatéw algebry Boole’a 23
undversum zdarzen 85 '
unormowend miara 203
wperzqadkowana para 3

uporzgdkowanie czeieiowe 33
ueupelnienie zbiorn 3

Welkiorialne zmienne Josowe 129

wewmnglrzng miara 218

wiclkich liczb prawo Bernoulliego 155,
e — — dla schematdéw wielokrot-
nych Bernoulliego 171

wielokrotny schemat Bernoulliego 164

wiadeiwy ideal 69, — podzbitr 2

wagledna czestoéé rjawiska 144, 170;
-¢ prawdopodobienstwo 117

wzér asymptotyezny 148, — Laplace’a-
Bavesa 125, — Poincarégo - 118,

- Rtirlinga 148; -y de Morgana 30,

— — uogblnione 37 '

Zamkniety zbior 10 ‘
zasada racji brakujacej 133, - - faute-
logii 29

" zowderante 2, 32

zhidr borelowski 14, - F; 12, — G5 12,
~—  gesty 12, -~ mierzalny 235,
moey continnum 8, — — ¥ 3§,
— nigdzie niegesfy- 12, - . otwarty
10, — plerwsze] kategorii 14, — prze-
liezalny 5, -— pusty 2, — swobodny
86, — zamkniety 10, — zwarty 14:
-y element kanoniczny 86, 102,
— moc 4, — potega kartezjanska 4,
— swobodnego ideal kanoniczny 86,
102, — uzupelnienie 3; -dw borelow-
gkich klasa 14. — — eialo 48, — ciala
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45, — dysjunkeja 65, — ioczyn 2,
— klasa I, — produkt 90, — — kar-
tezjaniski 3, 4, ~ rozkiad 164, — rbz-
nica 2, — suma 2; -y réwnej mocy 4,
— rhwneoliczne 4

zbiefnodé clggu funkeji 21

zbieiny ciag 21, — ciaglofciown ciag 182

zdeniowe fankeja 56

zdarzenie 82, — absolutnie niemozliwe
86, — — pewne 85, — losowo nie-
zalezne 125, 126; -¢ negacja 84, — pa-
rami niezaleine 127; -4 alternatywa
84, — koniunkeja 84, ~— tozsamoit 84

zerowy ideal 69

zespil czedciowy rzedu » 107, — oso-
bliwy 103, — préb 138, — — loso-
wyeh 138, — — piezaleznych 141,
— regularny cial scalonych 96,
~- rodzaju pierwszego 108, -— — dru-
giego 108, - — trzeciego 110;

- cialo skdadowe 111, — osobliwego
skiadowa 104 — podeiato okredlajace
108, — sldadowa 98

zespolong zmienna losowa 129

zestgwiony cigg 239

zewnelrana miara 208, — — CQCara-
théodory’ego 204

zjawis.o 138; -a czestos$é 143, 160
— — wigledna 144, 170

zmdenna losowa 129, — — rzeczy-
wista 120, — -— zespolona 129,
— « wektorialna 129; -¢ wolne 56;
-¢j losowe] przeniesienie 130

zrelatywizowane cialo 56

zupelne kongrmencja 52; -y homo-
morfizm 50; -ie addytywne eialo
Boole’a 36, —- — rozazerzenie 54,

— addytywny podzbiér 6¢
swarty ghidr 14
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nych w § 8 .
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. Tresé rozdziahy- .
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. Niezaleznofé prib. Schematy Bernoulliego . . .

- Nadzieja matematyezna czestodel zjawiska ¢ w n proba;ch
. Wzbr ssymptotyezny na P,y dla schematu Bernoulliego .
- Prawo wielkich liczb J. Bernoulliego .

- Twierdzenie de Moivre'a-Laplace’a.
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