Rozdzial IX

' Calka Lebesgue’a-Stieltjesa

§ 1. Tresé vrozdzialu

Rozdzial niniejszy zawiera teorie catki w zakresie niezbednym
przy studiowaniu rachunku prawdopodobienstwa. Zaczynamy od
podania okreflenia i pewnych wiasnodci funkeji mierzalnych (§ 2),
a nastepnie wprowadzamy sumy przyblizone Lebesgue’a-Stieltjesa

. (§3) i calke, jako granice tych sum przy zageszezeniu podzialu osi
rzeczywistej (§ 4).

W paragrafie 4 précz okreflenia calki podajemy jeszcze W1<h~
snosei calki jako funkeji zbioru, daleJ w paragrafie 5 zaleznogé calki
od funkeji catkowane;j.

Przedmiotem rozwazan paragrafu 6 jest ea&kowame ciggdéw
funkeji. Zawarte tam twierdzenia, a w szczegdlnodci twierdzenie 17,
wskazujg na zasadnicza réznice miedzy catks Lebesgue’a a znang
z elementarnego kursu analizy catks Riemanna. Nie nalezy jednak
zapominad, ze juz niektére twierdzenia podane w poprzednich para-
grafach (zwlaszeza twierdzenie 9) nie przenosza sie na przypadek
calki Riemanna.

Paragrafy 7 i 8 omawiajg zagadnienie ca}kowama w przestrze-
niach euklidesowych wedlug miar pochodnych. Podane tam twier-
dzenia, w szezegdlnodei twierdzenie 19, znajduja specjalnie wazne
zastosowania w rachunku pra.wdopbdobienstwa

Paragraf 9 zawiera zestawienie calki Stieltjesa-Riemanna z calks
Lebesgue’a-Riemanna.

§ 2. Funkcje mierzalne

W niniejszym paragrafie bedziemy rozwazali dowolny zbiér R,
naeywany w dalszym ciagu preestrzeniq, w ktérym okrelona jest
miara g¢. Cialo zbioréw mierzalnych wedlug miary g bedziemy

icm

§ 2. Funkcje mierzalne 235

oznaczali przez W. Bedziemy czesto uzywali zwrotw: ,, W zachodzi
prawie wszedzie w A”, gdzie A jest podzbiorem R, W za$ pewns
wlasnoscig, ktéra moze przystugiwaé lub nie przystugiwaé punktom
przestrzeni B. Np. bedziemy méwili: ,funkeja f jest okreflona pra-
wie wszedzie w A” lub ,zwiazek Z zachodzi prawie wszedzie w A",
Ziwrot: ,W zachodzi prawie wszedzie w A, zZnaczy: ,zbiér tych
punktéw zbiorn 4, w ktérym W nie zachodzi, jest miary 0”. Tak
np. w przypadku, gdy R=FR;, g za$ jest miara Lebesgue’a w R,
funkeja logx nie jest okreflona prawie wszedzie w R,, lecz jest
okreslona prawie wszedzie w zbiorze A= FElx>0], zbiér bowiem
liezb nieujemnych, dla ktérych logarytm nie jest okreflony, - jest

~ jednopunktowy, a wiec miary Lebesgue’a 0.

Rozwazanie pewnych wiasnosei pod wzgledem zachodzenia ich
prawie wszedzie pokrywa si¢ w istocie rzeczy z rozwazaniem tych
wlasnosei w ciele W(R), rell,, gdzie I, jest ideatem zbioréw miary
g zero. Latwo bowiem sprawdzié, ze W zachodzi prawie wszedzie
w A wtedy i tylko wtedy, gdy W zachodzi w kazdym punkeie pe-
wnego zbioru A4; réwnowaznego rell, z A.

OxRESLENIE 1. Funkeje rzeczywista f, okredlong w pewnym
podzbiorze przestrzeni R, nazywamy mierzalng wedlug miary ¢
w zbiorze ACR, jezeli jest okvedlona prawie wszedzie w zbiorze 4
i dla kazdego rzeczywistego ¢ mamy A E[f(m <t] e W,1), czyli gdy

zbiér tych punktéw zbioru 4, na ktmych funkeja przybiera war-
todei mniejsze niz ¢, jest nnerzalny wedlug miary g.

Gdy nie bedzie to grozilo nieporozumieniem, a w szezeg6lnose,
gdy o mierze g nie bedziemy nic zakladali, bedziemy zamiast: zbiér
mierzalny wedlug miary ¢ i funkcja mierzalna ¢, méwili krétko:
zbiér mierzalny i funkeja mierzalna.

Dla lepszego zorientowania czytelnika w pojecin funkeji mie-
rzalnej, podamy kilka elementarnyeh wlasnosei tych flmkcji

(2.1) Jezeli funkcja f jest mierzalna w zbiorze A, to zbidr A jest
mwrzalwy

Dowdd. Niech ti5%5,... bedzie clayglem liczb dazgcych do + oo,

" Zbiér Ay = 2 AF [f(x)<t] jest mierzalny, poniewaz jest sumg

plzehczalneJ 110b01 zbioréw mierzalnyeh, cialo za§ zbioréw mierzal-
nych jest przeliczalnie addytywne. Poniewaz jednak 4, jest zbio-

1) W rozdziale tym umawiamy sie, Ze operator F wiafe zawsze zmienng s.
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rem tych punktéw zbloru 4, w ktérych jest okreslona funkcja f,
wiee zbiér A—A; jest miary zero, a wiec mierzalny. Zbiér A4 Jmko
suma dwéeh zbior6w mierzalnych jest mierzalny.

(2.2) Funkcja preyjmujaca prawie wszedeie w zbiorze A tg sama
wartosé jest mierzalna w A wiedy i tylko wiedy, gdy #bidr A jest
mierzalny.

(2.3) Funkcja mierzalna w zbiorze A jest mzerzalom w kazdym pod-
zbiorze mierzalnym zbioru A.

(2.4) Funkcja mierzalng w A jest mierzalng w kagdym 2biorze réwno-
wagnym relly z A, gdeie I0 jest ideatem zbiordw miary zero.

(2.5) Funkcya, mierzalng w zbiorach Ay, A,,...

w. zbzorze Z 4.

La,twe dowody pozostawiamy czytelnikowi.
(2.6) Jezeli f jest funkejg mierzalng w zbiorze A, to zbiory

AFEfw)>t] 4 AEUl <flw )<tz]

sq mierzalne.

Dowéd. Mamy AF[f(z)>t]=A— E[fw)<t],1e11.,, pierwszy
wige z rozwazanych zbioréw, jako réwnowazny réinicy zbioréw
mierzalnych, jest mierzalny.

Dalej mamy

AR <f(#) <t,]=AF[f(x)>1,] A Ff(w) <ty],

co dowodzi mierzalnogei drugiego zbioru jako iloczynu dwéch zbio-
réw mierzalnych.

(2 7) Jeseli fl sfaseestn 8@ funkejami mierzalnyms v 2biorze A, to

2bidr A = E[H

Mamy bowiem

<ti@) <t?)] jest mierzalny.

‘[iétQ' )<th)] = HAE[t,<f,w)<t

a wiec rozpatrywany zbidr jest mlerzalny ]ako 1loczyn zbloréw
mierzalnych. '

TWIERDZENIE 1. Jeseli haida 2 funkeji fy,fay ... fu jest mierealna
w zbioree A, to klasa A tych XCR,, dla kidrych ebidr A E[f,((m) e X]

jest rdwnies mierzalna
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jest mierzalny, jest pmehczulme addyt ywnym cialtem podebiordw prze-
strzeni Ry, zawierajgeym cioto gbiordw borelowskich B, tej preestraeni.

Dow6d. Pierwsza czeéé twierdzenia wynika z nastepujacych
latwych do udowodnienia wzoréw:

28)  AL[(f@) e R X]=A—F[(1(o
29) AE[(j0) ¢ 5 1] =5 45 e e ..

w)) € X ], vel1,,

Dx'uga czgdé twierdzenia wynika z (2.7). Mamy bowiem PFC A,
wige na podstawie (2.9) P,CA, a poniewaz 4 jest przeliczalnie
addytywnym cialem zbioréw, wiee (por. ksiega I, rozdzial I (9.8),
str. 49) [|Py]],=B.CA.

TWIERDZENIE 2. Jeéeli funkeja n 2miennych T jest ciggle w pree-
strzend Ry, o funkcje fi,fay..., s s@ mierzalne w zhiorze A, to funkcya
B((®), o) ey Tl (w)) jest miersalna w A.
' Dowéd. Na podstawie elementarnych wiasnogei funkeji cia-
glych (por. wstep (4.3), str. 20) zbiér (Q)[F((y,))<t:|, to znaczy
zbiér tych punktow (y,) € B, w ktérych funkeja F przyjmuje war-

todci mniejsze niz t, jest zbiorem otwartym; oznaczamy go przez Gy.
Mamy oczyméue

AE[F ( fil) (@) <t]=AE [(f,(w)) €G]

Zblér po prawej stronie réwnosei (2.10) jest mierzalny na pod-.
stawie twierdzenia 1, a wiec i zbiér po lewej stronie tej réwnosci
jest mierzalny, co nalezalo okazad.

TWIERDZENIE 3. Jesli f1,fsye.. S fumkcjami mierzalnymi w 4,
f za$ taka funkejq, 2e Lim fu(@)={f(x) prawie wszedzie w A, to f jest
H—00 . .

(2.10)

funkeja mierzalng w A. :
Dowéd. Z latwoscia mozna sprawdzid, ze

e oo 00

@11)  AF[f@ <t]~22ﬂAE[7’k <t—~] rell,,

I=1 me=) K=m

co ze wzgledu na przeliczalng addytywnosé ciata zbioréw mierzal-
nych daje mierzalnogé zbioru A F/[f(@)<t].
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TwIERDZENIE 4. Suma ¢ zlor'zo/n skoniczonej tlodei fmz,kcy@ mie-
i@
fal
funkeji mierzalnych w A jest mierzalny w A, jeieli tylko funkcja A
jest rééna od zera prawie wszedzie w A.

rzalnych w zbiorze A sq mierzalne w A; réwnieé iloraz dwéch

Dowdd. Pierwsze dwie tezy twierdzenia wynikajg z twierdze-
nia 2 i ciaglofei funkeyj v+ ...-9n 1 ¥1-¥s ... Y. Ostatnia teza

. . , . . feoaia e WY .
wynika z twierdzen 2 i 3, cigglodei funkeji -l—i i zwigzku
Yit =
lim #2¥2 Y1 gy, Yo7 0. Szezegdlowe wyprowadzenie pozosgta-
n—>00 2 1 ?/2
Yat o3
wiamy czytelnikowi. : .

Z (2.2) i twierdzenia 4 wynika:

(2.12) Jezeli funkeje f, @ f. sq mierzalne w zbiorze A, to funkeje —f,
© fi—f, sq rowniez mierzalne w A.

Dowéd. Z mierzalnosei funkcp f» wynika mierzalnogé zbioru 4,
a wiec mierzalnodé funkeji statej f(x) =—1, a stad mierzalnogé funkcj{

—Dfye)=—fi(n) i fi®)— &) =fo(@)+ (—fal).

(2.13) Jeseli funkeja f jest mmraalwa w 4, to ]‘unlacya | f(z)| jest rdw-
nie¢ mierzalna w A.
Z mierzalnogei funkeji f wynika bowiem mierzalnogé zbioru
A, =AF[f(x) <0], przyjmujac wiec
Pla)=—1

otrzymujemy funkecje mierzalng w A spelma]aéezy 1mvna,me |f w)lu
==[*(z)- f(#), co dowodzi tezy (2.13).

dla zed, i fH2)=+1 dla wed—A4,,

§ 3. Sumy przyblizone Lebesgue’a-Stieltjesa

Poczawszy od tego paragrafu zalozymy, ze rozpatrywana
miara g w przestrzeni K jest unormowana, to znaczy, ze
(3.1) , g(R)=1."

Zalozenie to tylko nieznacznie ogranicza zakres naszych roz-
wazan, miare skoriczong bowiem mozemy zawsze unormowadé. Jezeli
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bedziemy mieli do czynienia z miarami nieskoriezonymi, to rozwa-
zania nasze beds dotyezyly przypadku, w ktérym rozpatrijemy
miare tylko na podzbiorach skoriczonej miary pewnego zbioru mie-
rzalnego (por. (2.6) i (2.7), rozdzial VII, str. 204).

Rozpatrywanie miar unormowanych jest z nagzego punktu wi-
dzenia rzeczy naturalng dlatego, ze prawdopodobienistwo jest wia-
snie taka miarg. Rozpatrujge miary unormowane uzyskujemy do-
datkowo pewne uproszczenie wzoréw przez opuszczanie wspélezyn-
nika g(R) wszedzie tam, gdzie bez zalozenia (3.1) musiatby wystapié.

Bedziemy rozpatrywali ciggi dwustronne .. 3 gy Qg y Gy lly ..
oznaczajac je wszedzie tam, gdzie nie bedzie to grozilo meporozu-
mieniem, przez {az}, a wiec tak jak ciagi pojedyncze. Przez Aa
oznaczmy réinicg ari,—a; dwoch sasiednich wyrazéw ciggu liezb
rzeczywistiych {ax}. Liczba Aay jest zatem dla ciggu dwustronnego {ax}
okreflona przy wszelkim k catkowitym.

Dla ciggéw dwustronnych zachowuje sie pojecie podeiggu. Mo-
wimy mianowicie, ze ciag {bx} jest podciggiem ciggu {ax}, jezeli
istnieje taki ciag dwustronny i rosnacy liczb calkowityeh {k,}, ze
by =ag, przy wszelkim catkowitym .

OKRESLENIE 2. Cigg dwustronny hczb rzeczywistych {a;} na
zywamy ciqggiem (LS) jezeli:

(3.2) jest miemalejacy, to znaczy Aay>0 dla kagdego calkowitego k,

(3.8)  @g—>+4oo pray k-—>4oo i ar—>—oo pray

k—+—oco,

(3.4) sup dayg <+ oo.
-k

'Liczbe sup day bedziemy nazywali rozpigtodeiq ciagu {a} i ozna-
e
czali przez A({ax}). Zbiér ciagéw (LS) oznaczamy przez S.

OKRESLENIE 3. Méwimy, ze ciag {az} jest ciggiem zestawionym
z ciagéw {bi} 1 {cx} €S, jezeli ciag {ax} sklada sie z wszystkich ele-
mentéw tworzadeych cmdgl {be} i {e} i tylko z nich, oraz jest me-
malejacy.

Z okre§lenia 3 wynika natychmiast:

(3.5) Jezeli cigg {ax} jest zestawiony z ciggow {b}, {cx} e S, to {ax} e S;
ciqgi {bx} © {ck} sa podeiggami ciggu {ox}.
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OxRESLENIE 4. Dla danych zbioru mierzalnego ACR, funkeji f
mierzalnej w A oraz ciggu {ax} ¢ S szeregi

8

+00
(3.6) Uf,4 :{ak}).: =%;oakg(A];[“k < (@) < ak-{-l])a
(3.7) Iif, 4 {a}) = z 1 g(A o < () < @)

nazywamy odpowiednio dolmp i gornag suma (LS)
-Stieltjesa) funkeji f w zbiorze A dla ciggu {ax}.
Dla skréecenia przyjmujemy jeszcze

91754, 0) =9[4 F @ < @) <]

Odejmujac (3.6) od (3.7) otrzymujemy

(Lebesgue’a-
(3.8)

(3.9)

L(f, 4 {ak}) Uf, 4 {ax)) = 2 Aakﬂf A,0) <
_'

]

{ak} 2 9(f, 4, ax <1{0k} 9(4) < 2{a),
& z drugiej strony

(3.10)  L(f,4,{m})~Uf, 4, {a}) = .Z Aakg(f,fi,ak)>0

gdyz wyra.zy.szerégu (3.10) sg nieujemne. Wnosn:ny stzgd ze

(8.11) Szeregi (3.6) ¢
cze$nie rozbieine.

(3.7) sq albo réwnoczesnie zbicine, albo réwno-

Zbieznogé szeregu (3.6) sprowadza sie do zbieznogci dwéch
szeregéw

- ] : -0 i

2 weg(f A ap) i 2 ag(fy A, ar).
k=1 k=0 .
Pierwszy z nich ma poczawszy od pewnego wskaznika wyrazy nie-
ujemne, - drugi — niedodatnie; warunkiem koniecznym i dostatecz-
nym ich zbieznogei jest zatem ograniczono$é ich sum czesciowych,
przy ezym jezeli s3 one zbiezne, to sg zhieime bezwzglednie. Prze-

prowadzajge analogiczne rozumowanie dla szeregu (3 7) otrzymu-
jemy '

(3.12) Jezeli szeregi (3.6) i (3.7) sq ebiesme, to si bezwzglednie zbieine.

Warunkiem koniecenym i dostatecenym zbzeznoém szeregdw (3.6) 4 (3.7) .
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jest, aby sumy czedciowe

Za’kgf A, ay), Zakﬂﬂf A, a)

byly wspdlnie ograniczone dla wszelkich aalkowm/ch ris(r<s).

Udowodnimy teraz:

(3.13) Jedeli {ax,} € S jest podciagiem ciagu {ax}e S, to dla wszel-
kich catkowitych v ¢ s takich, se r < s, mamy :

k-1

Zaqu(f,fl;ak, Z ary(fy 4 o) <

kH-l_'l

2 e 9(f,4 ak)Qu Wy 9(F, 4y ax,).

Dowéd. Wobee addytywnosci miary g(X) mamy
s kjia—1 _ A,“ 1

(3.14) jZ andlfdsag) =Sas 3 gl 0 =2 3 ayglf, 4,00
2 2

k=k;

poniewaz za§ ciag {ax} jest niemalej%y, wiec pod znakiem sumy
po prawej stronie jest ok, <. Zatem

s ka1 kyi1—1

<2 2 akg(f:‘daak): 2 akg(frA’ak),
j=r k=k; . k

=y

. &
(3.15) j;:ak,y(fyﬂ,akj)
co jest pierwsza nieréwnodcia (3.13). Ostatniej nieréwnogei (3.13)
dowodzimy tak samo jak pierwszej; druga wynika przez proste
odejmowanie (por. (3.10)).

Po tych przygotowaniach podamy dowéd dwéch za,sadmczych
twierdzen.

TwWIERDZENIE 4. Dla danego zbioru mierzalnego A i funkeji
mierzalnej | sq zbieéne albo wszysthie sumy (LS), 1 o bezwzglednie,
albo zadna.

Dowéd. Zalézmy, ze szerveg U(f,4,{bx}) jest zbieiny dla pe-
wnego {bg} e S; woéwezas na mocy (3.11) zbieiny jest takze sze-

reg L(f,4,{b}). Na mocy (3.12) sumy czedciowe k;bkg(f,ﬁ,bk)

, .
i Y brsay(f,A,b) sa wspblnie ograniczone. Oznaczmy ich gérng

ke=r

i dolng granice odpowiednio przez y i I

Podstawy rachunku prawdopodobienstwa 16
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Niech bedzie dany dowolny ciag {c¢i} ¢S i niech {az}e S be-
dzie ciggiem zestawionym z ciggéw {b:},{e:}. Poniewas {bi} jest
podeiagiem {a:}, wiee mozemy przyjad b; =a,. Stosujace do ciagéw
{a;} 1 {a} twierdzenie (3.13), wobec ogranlezonos’ci sum ezescio-
chh ciagu {ax} liczbami y i I' widzimy, ze réwniez sumy czedciowe
clagu {ax} sa ograniczone i to tymi samymi liczbami, a wigc na
mocy (3.12) szevegi Uf,d,{ds}) 1 L(f,4,{ax}) s3 zbieine. Prze-
chodzae do ciggu {¢} i korzystajac z tego, ze jest on réwnies pod-
ciggiem ciggu {a}, przyjmijmy ¢;=day 1 zastosujmy znowu nie-
réwnosei (3.13). Otrzymujemy :

s s M1~
(3.16) 2’ 57/ fi‘A ¢) L Am g f A (1,,,], 2 U 4 7-‘1 ) <F
= m=n,
s, s s ’
(3.17) ji\dr ‘?J'g(]'a*‘i 1¢5) f—“; cay(f, 4 1C1) “‘2’(0j+1—'0'1_')'{/(f7*‘1 16j) =

Z Uy 9(F 5 -A am, ZACJg(f 4,¢) >

mig—1

ng(f s A am) —A{e}) > 7"“2({(’]:})’

\\/

ﬂ

m,

a wiee sumy czesciowe dolne ciagu {ex} sg wspélnie ograniczone,
z czego na podstawie (3.12) wynika zbiezno$é szeregu if,A4,{ex}),
& na podstawie (3.11) zbieznosé szeregu L(f,A,{ct}). Poniewaz zag
ciag {¢} byl dowolnym ciagiem (LS), wiee dowdd tw1erdzema, 4
zostal zakorezony.

TWIERDZENIE 5. Je# eh sumy (LS) jmikcji f w zbiorze 4 8¢

zbieine, to
(318) Z(f7A9“Lbk}) <L(f;A5{Ck})

dla wszelkich {b;},{cr} e S oraz

(3.19) {s&lplf,A {a))= infL(j,A,{a,k})z
=z({2}?iol(j 4 al})—)«ll{)n L7, 4 {ak})

Dowod Zatézmy, ze sumy (LS) sg zbiezne. Oznacza‘)ade przez {a;}
ﬁl&g zesta,mony Z Ciagow {bi}, {ex} e S i przyjmujac b;=ay,, ¢; = O
mozemy we wzorze (3.13) zastosowanym - kolejno do {ag}, {ax}

icm

§ 3. Sumy przyblizone Lebesgue’a-Stieltjesa 243

i {am}, {ax} przej$¢ do granicy. W rezultacie otrzymujemy

+0a e

X g A a) =14 0) < X wglf. A a).

(3.20)

400 +00

: V akyf A,a) < ‘«E“amjng(fv‘i :”m,)’—‘L(fv'ls{"}:})a

co dowodzi tezy (3.18).
Na podstawie tej tezy mamy

(3.21) sup I(f, 4 ,{a}) = <1nfL fydtagd).
la;teS

; fagte
Z (3.9) otrzymujemy dla kazdego {Ii} e S

4 . {ak}) — sup I(ja-‘i s Ia".k)s‘) = }{:hk%)%

(3.22) inf L(f,
1l €s {a;;€8
co wobec tego, ze A({Di}), moze by¢ dowolnie male i wobhec (3.21)
daje
(3.23) inf L(f, 4, {ax}) = sup I f, 4, {ax}). -

{ay) €S {a;reS

Oznaczajac przez L, wartosé¢ (3.23) i dobierajac dla % >0 ciag
{a} € S tak, aby i({ax}) <y, mamy na mocy nieréwnosei (3.9)

(3.24) (], 4, fa) < Ly < L(f, 4, {ag),

(3.25) L(f, A faid) —UF A ) < M{and) < 1
stad zag

(3.26)  |Lo—Uf 4 {md)<n i |Lo—L(f,4,{ah)]<n,

co wraz z (3.23) dowodzi twierdzenia.

§ 4. Calka Lebesgue’a-Stieltjesa
OKREéLENIE 5. Dla danego zbioru ACR funkeji f mjerzah}e‘j
wedhig miary g w zbiorze 4 i takiej, ze sumy (LS) funkeji / w zbio-
rze A sy zbiezne, liczbe

(4.1) {31}11;1 (f,4 {ak})—me(f A {a})=
a;}e ..
= lim I({, A,{ak})— lim L f A > 18k},
- Aao AaH—+0

16*
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nazywamy catkq Lebesgue’a-Stieltjesa funkeji f w zbiorze A wigle-
dem miary g (w skrécie calkq (LS)) i oznaczamy przez f fdg.
4

W przypadku, gdy sumy (LS) dla danej funkcji f w zbiorze 4
83 zbieine, méwimy, ze calka funkeji f w zbiorze A istnieje lub ze
tunkeja f jest catkowalna w zbiorze A.

Na podstawie twierdzenia 4 otrzymujemy:
(£.2) Na to, aby istniata catka (LS) funkeji f w zbiorze A, potrzeba
© wystarcza, aby istnial taki ciag {az} € S, se dolna (b gorna) suma
(LS) funkeji | w zbiorze A dla ciggu {ax} jest zbieina.

Wprost z okregledl wynika, ze: ‘
(£.3) Jezeli zbiory A; i A, sq réwnowaine, rell, i funkcja f jest cal-
kowalna w A4, to funkeja f jest catkowalna w A, 4

[1ag=[tag.
Ay Az
Z okreglenia 5 wynika, ze catka f fdg zalezy od zbioru 4, funk-
A
¢ji f i miary g. Zajmiemy sie przede wszystkim jej zaleznogcig od

zhioru A.

. TWIERDZENIE 6. Jezeli funkeja f jest catkowalna w zbiorze A,
to jest catkowalna w kasdym mierzalnym podebiorze zbioru A.

Dowiéd. Istotnie, ‘niech Ay be,dziey mierzalnym podzbiorem

zbioru A. Na mocy zalozenia dla dowolnego {ax}eS szereg -
+oo .

. =Z_makg( 1.4 ,a) jest bezwzglednie zbiezny, poniewasz zaf miara jest

funkejgy niemalejacs, wiee 9(Fs 41 aK) <g(f,4,a), skad wynika, ze-
’“kg(f7Alfak)]<l“kg(f7A:a‘k)1)

oo
tym bardziej wiee szeregk 2 g fs4,a) jest zbiezny i wobec tiego
= -0 . :

funkeja f jest calkowalna w 4, eo nalezalo okazaé.

‘TWIERDZENIE 1. Jeseli funkcy'a, f dest catkowalna w zbiorach
Ay i Ay, 1o jest catkowalna w zbiorse A,4+-4,.

Dowé6d. Wynika to natychmiast z nieréwnogci
g(f;-A1+A3)ak)gg(i;-Alyak)'f"g(f)Aé;ak)- ‘

~
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Mozna, rzecz prosta, przez indukcje unogélnié powyzsze twier-
dzenie na dowolng skorczong liczhe skladnikéw.

TWIERDZENIE 8. Jeseli funkcja [ jest ealkowalna w zbiorse

e

A =2 A,, zbiory za$ A; sq mierzalne i paramt rozlgezne, to
f=1 .

(4.4) [iag =2w'ffdy-
A i=14;

Dowéd. Z przeliézalnej addytywnosei miary g wynika, ze
przy wszelkim {a;} €« § mamy g(f,4,a) ={Z'g(f,‘:1;,ak)5 a zatem
; =1

=—00 =00 =1

+oo +o
(4-5> I(fsA 7{ak}) zk Z a‘kg(.f!A 1ak) =k Z Zakg(faﬁivak)s

przy czym szereg podwodjny po prawej stronie jest bezwzglednie
zbiezny. Zmieniajge porzgdek sumowania otrzymujemy

oo oo oo
@6) U ddad) =2 X ag(f,dia)=JUT Ay
i=1 k=--00 i=
analogieznie ofrzymujemy
(4.7) L(f, 4 {a}) =;:L(.f,Ai7{ak})1

a stagd na mocy wiasnodei kresu gérnego i dolnego

(4.8) ;f fg = sup U1, 4, {ax)) = sup S'Uf, 4, fauh) <

i=1

<£{§51€1;Z(1’,Ai,{ak})=2ffdg ZZ{inst(ﬁAn{ak})<

=14 i=1 to
o0
< inf L(f,A;,{ar}) = inf L(f, 4, {a})=] fdg
{,.i}esg (F Astag) = int L(F, 4. {ax} j/ ;

co nalezato okazaé.
Twierdzenie powyzsze mozna takze sformulowaé w nastepu-

jacy sposéb: - ,

Catka f fdg jako funkeja rzeczywista okreslona dla tych zbio-
réw X, 'cllax ktérych istnieje, jest w klasie tych zbioréw przeliczalnie
addytywna. ) :
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Zanotujmy jeszcze nastepujace kryterium catkowalnogei:

(4£.9) Jezeli szereq calek funkeji f po zbiorach Ay = AE [k <f(x)<k+1]
jest zbiesny, to 2naczy

00
~eo< 3 [ g <+ oo,

k=-—00 Az
to funkcja f jest catkowalna w zbiorze A.

Istotnie, 1(f,ds,{k})=Fk-g(de)< /qu (B+1)g(Ar)=ky( 40+

g(Ai) =U(f, 4, (k) +g(4s), wiee ffdJ 9(4e) <Uf, A, (R}) </fdJ,

+00

ale Uf,4, (k)= X f, 46 (k) a wiee

oz

+00
2 [1ag—gdn)= 2 [1ag—gd)<us, 4,00< 3 [idg,
k=—00 A4; A=—ooAL k=—00 Ay, ’

co dowodzi, ze szereg I(f,4,{k}) Jest zhiezny, a wiee funkeja f jest
calkowalna w zbiorze 4. Czytelnik zauwazy, ze w (4.9) ciag {k} e S
mozna by zastgpi¢ dowolnym ciagiem {az} e S.

TWIERDZENIE 9. Jeteli dla pewnych a,f © funkeji | mierzalnej
w zbiorze 4 awiqzek a < f(x) < p zachodzi prawie wszedzie w zbiorze A,
to f jest ecatkowalna w A ©

(5.1) ag(4)< f fdg<py(4).

Dowéd. Niech {a;}eS bedzie takim cladglem, ze. al—.-a, Q=
=f-+n, gdzie 7>0. ‘Wéwezas
(5.2) f;Ay{ak});,ag(foA:al) =(lg(A),
(5.3) - L{f, 4 ,{ax}) =(A+ny(f,4d,a;)=pg(4d)+ ng(4d),
co ze wzgledu na (5.2) dowodzi, ze calka / fdg istnieje, a ze wzgledu
A

na okreslenie 5, warunek g(4)<1 i dowolnogé 7.-daje teze (5.1).

. Jako wniosek z powyiszego twierdzenia wynika natyechmiast:
(8.4) Jezeli f(xr)=p prawie wszedzie w 4, to [ fdg =pg(A), w szcze-
gélnosei h - A

(5.5) .
A

[Bag=pga). - R i
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TWIERDZENIE 10. Jezeli dwie funkcje f; i f, catkowalne w zbio-
rze A spetniajq prawie wszedzie w A zwigeek fi(zx) <Jix), to
[ g < [ fadg.
4 4 7
Dowdd. Niech {a:}e S. Przyjmijmy
(5.6) A=A Fla<fi(r) <]
Poniewaz funkeja f; jest ograniczona z dolu w zbiorze .,
liezbg ag, wiee z zatozenia funkeja f, jest ograniczona z dolu liezby ay
prawie wszedzie w zbiorze 4,. Mamy zatem na mocy twierdzenia 9

(3.7 4 [f2dg > oxgl ).
Ay
Poniewaz jednak zbiory 4, sa paramirozigezne i 5 Ap=4, Iellb.
k——-—m
wiee na mocey twierdzenia 8, (£.3) i (5.7) mamy
(5'8) /"f‘ldg_ / T"dg v /fdg’” .Y‘akJ(A _lfl**'iﬂ.akj)
A 50 L'——:x. 4,; k=—-2
: 2
k=—oco

Przechodzac w nieréwnosc (5.8) z A{{ax}) do zera, otrzymu-
jemy na mocy (4.1) teze twierdzenia.

TWIERDZENIE 11. Jedeli funkcje f, i f» sqa calkowalne w zbio-
rze A, to ich suma f(x)=f(z)+fo(x) tez jest calkowalna w A i
(5.9) [1ag=[fag+ [fag.
44 i -

Dowdd. Wezmy pod uwage dowolny cigg {o}l e S i przvjmijmy
(5.10) AP = AF[ax < hlo) < tsnly AL = AF < filr) <aces)
(5.11) ALY = A Flap < flr) < Qs

Ze wzgledu na przeliczalng addytywnosé funkeji g mamy

(5.12) AR = Y Y g ARaRAR,

kg=—00 kz=—00

g4 = Y X g AR AR A

k1=—w 1\3—-—"0

(5.13) ‘. A. g (—r) Z‘ 5" {](-A(I) (2)4};)".

- k1~—oo kg=—®
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Poniewaz szeregi U(f,4,{ax}), Ufo,d,{a}), L(f1,4,{as})
L{fs, A, {as}) s bezwzglednie zbiezne, wiec zbiezne sg szeregi:

+oo +o00 @
2 1ak1|y -‘1;21))3 y lakzig Akz)v R Z g .((*"-‘lkl)y
ky=—o0 ky=—o0
(5.14) +w
\ p Iak2+1|ﬂAkz)y
9= —00

ktére na mocy (5.12) i (5.13) mozemy przeksztalcié na szeregi
wielokrotne:

+oo oo +"V ) ) )
v 1) 4 +.
2 ..5-' 4-...‘ ]akllJ ;-[}q"j}sz(s )7

k= ke=—o0 kg= -0

+ o0

Z y‘ ;" |(1kglg( A(l) (Z)AH")),

kij=—00 kg: —00 kg=—00

23 2 ? |akgrn (AR AR AL,

ki=—o0kg=—o0 kg=—o0

(5.15)

oo +no
3
S E xakrl—l Ig(
kl-—ou kg=—m k3——

4(1) (2) _1(+))

Rozpatrzmy zbiér AR AR ALY, Jeieli jest on niepusty, to
w jego punktach zachodzg merownoéci

Opey < fl('r’) —!‘7‘2(37) < Bgyt1,

z ktérych W—ynika'i ze Ay < Q41T Argt1s ”‘k1+ Opy << flggty < g + z({(’k}))
& wiec wyrazy szeregu wielokrotnego

gy << fl(‘r) < gy, Ay < .fB < akz"}‘ll

+n0 +oo +o0

(5.16) 2 ¥ X aksq(A“’ AP 45D

kl— —00 k2—~co ka-— —00

sa mniejsze od odpowiednich wyrazéw szeregu

400

p) 2 2 (Org 1+ Upgr) gLAD AP A

ky=—00 kg=—00 kg=—00

(5.17)

i wieksze od odpowiednich Wyrazéw szeregu

5 3 > [t 0~ 2qae) g4 P ABALD).

ky=~00 kg=—00 kg=—00

(5.18)

Zbieznosé bezwzgledna tych ostatnich szeregow wynika jednak
ze zbieznosel szeregéw (5.15), a wiec szereg (5.16) jest réwniez bez-
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wzglednie zbiezny, co pozwala jego wyrazy sumowaé w dowolnym
porzgdku. Korzystajac z tego i z (5.12) ofrzymujemy

(5.19) 3 2 2, 'lk,,q(x!m (Z)Ak;)
LI——-cokg—--wka_—no
2 Ohy Z 2 a(AR 454 ‘*’)— Z g g(ALY) =1f, 4, {an),
ka'“m ki=—0 ky=—00 kg=—m0

co ze wzgledu na (4.2) dowodzi, ze calka funkeji f, bedgcej sumg
funkeji f; i f,, w zbiorze A istnieje.
Przeksztatcajae bezwzglednie zbiezne szeregi (5.17) i (5.18)

otrzymujemy

Rid R ' ) (8
{1 42
E 51 Y {aky! 1"’ akz+1)y(‘1 ky 'A ‘A 3 )""
Ll——'\ k2»~ —o0 k3~—a.-
+0 +00 +o0

}:’ !]{A(n @) 1(*))

v wl
2 Opgaa 2 | 2 3 ol

ka=—00 kg=—m0
+,2 akﬁhz‘ 3 g =
=— =—% kz=—00
=L{fy, A {a})+ Lifa, 4, {ax}),

+00 +00

2 Z (“kﬁakr/({ak,) AP AP 4L =

kij=—m0 kg—-—m kg=—nc

Y (a) 400
AP 48

=20k12 2 g4 Ak )+

ki=—00 ko=—o0kg=—m0
o0 +00
Z’ ak«- S" 2 (](A(I)A(g);iH"}
l\2=—oo ——00k3=—00

’ {ak} 20‘3 Z Z Q 4(1) (2) (-r})

ky=—00 kg=—00 kg=—00

=Uf1, 4, {o}) +Ufss A, {ar}) — A{{ai}) g(4

a ze wzgledu na to, ze wyrazy szeregu (5.16) sa mniejsze od odpo-
wiednich wyrazéw szeregu (5.17) i wieksze od odpowiednich wy-
razdw szeregu (5.18) oraz ze wzgledu na (5.19), mamy

Ufrs 4 {axh) + U sy 4, {ae}) —A{ar}) g(4) <
<Uf,4,{a}) <L(f13As{“k})+L(fz:A7{ak})-;

(5.20)
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Przechodzae w (5.20) z A({ax}) do zera otrzymujemy na mocy
(4.1) teze (5.9), co nalezalo okazad. S

TWIERDZENIE 12. Jedeli funkcja | jest catkowalna w zbiorze A,
B za$ jest dowolng statq, to funkcja Bf(x) jest cotkowalna w A 4

[ tag=4[tag
A A4

Dowdd pozostawiamy czytelnikowi.

TWIERDZENIE 13. Jeleli funkcja f jest catkowalna w zbiorze A,
. to funkeja |f(x)] jest tes catkowalna w zbiorze A i mamy

/lfidg>|ffdg!.

Dowdéd. Przyjmijmy 4;=FT[f(z) <0], ffx)=—-1 dla zed,
i fMr)=4+1 dla ze A—A4,. Mamy f(z) —| f(x)| prawie wsze-
dzie w 4, a wiec

(5.21) /fld( ff*dg / frdgt [ g = —/fdg+ [ fdg.

A—4; A—4;
Poniewaz zag funkcJa f jest w zbiorze A; ograniczona z gory

przez 0, wiec j fdg <0, co ze wzgledu na (5.21) dowodzi twierdzenia.
Az .

TWIERDZENIE 14. Jezeli funkcja f, jest catkowalna w zbiorze A,
a funkcjo f, jest mierzalna w zbiovze A i zachodzi nierdwnodé

(5.22) [fi(w) —fo(@)| <P
prawie wszedzie w A, to funkcja f, jest cathowalna w zbiorze A i
(5.28) | [tdg— [ fadg|< po4

A A

Dowdd. Z (5.22) wynika, ze
| —B<fla)—folw)<B,  —B<fol@)—filw) <p
prawie wszedzie w 4, wiec funkeja f,—f, jest calkowalna na pod-

stawie twierdzenia 9 i fy=f,+(f,—f,) jest carlkowalna Jako suma
funkejl calkowalnych Dalej mamy

—Byld) < f (hi—Fa)dg = f hdg~ / fzch Bold),

—By(4 / (fo—f,) dg = / falg — [ fdg < Bg(4
co w rezultacie daje (5.23).
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§ 5. Calkowanie ciggéw funkcji

TWIERDZENIE 15. Jedeli ciqg funkeji {fn} calkowalnych w zbio-
rze A jest w tym zbiorze jednostajnie zbiesny do funkeji f, to funkcja f
jest catkowalna w zbiorze A 1

(6.1) ' “[tag=1m [ fndy.
. i oo 4

Dowéd. Na mocey zalozenia dla kaidego »>0 istnieje taki
wskaznik m,, ze |f(x)—fa(x)]<y dla kazdego m > m,. Na mocy
twierdzenia 14 wynika stad, ze funkeja f jest calkowalna w zbio-
rze A i ze

[ 1dg— [ fmdg| <ngid),
P i ‘
co dowodzi twierdzenia.

TWIERDZENIE 16. Jezeli funkcja | jest cotkowalna w zbiorze A,
to dla kaidego >0 moina dobraé takie B,, de
(6.2) [ 1flag<y

AE[fG) | =A
dla kazdego f>p,.

Dowé6d. Funkeja |f| jest na mocey twierdzenia 13 calkowalua
w A, na mocy za$ twierdzenia 8 mamy

©3)  [lildg= [ =3 [ iild
A AEI]f(x)IBD] n=0 AE[n<|f{x)| <n+1i}

skad wynika, ze ‘

(6.4)  lim ¥ [

k=00 k AEIn<|fx)} <n+1]

fldg=tim [ {flag=o-
N AELf0) >4

Poniewaz za$ catka funkeji nieujemnej jést nienjemng i nie-
malejacy funkeja zbioru, wiee z (6.4) wynika (6.2).

O OERESLENIE 6. Mowimy, zé A jest sbiorem funkeyj jednakowo
catkowalnych w A, funkeje zas zbioru A nazywamy jednakowo cal-
kowalnymi w A, je$li A jest zbiorem funkeji catkowalnych w 4
i dla kazdego 5 >0 istnieje takie f,, ze przy > ﬁ,, warunek (6.2)
jest spelniony dla kazde]j funkeji fe A. ~ :
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TWIERDZENIE 17. Jeseli funkcje ciagu {fm} sa jednakowo calko-
walne w A i jedeli lim fn(x) =f(2) prawie wseedeie w A, to funkcja ]

jest catkowalna w A 1 mamy

(6.5) [1dg=1im [ fndy.
A A )

m—>o0o

Dowdd. Niech #>0. Na podstawie zalozenia mozemy dobraé
fr>1 tak, aby dla f>8, bylo ' ~

(6.6) TR
AE[[fn(0)] 2] '

Oznaczmy dalej

(6.7) Ala,y)=AF[a<fr)<y] dla |o|+|y|>1,

(6.8) By = Aigl Flf()~frril@)| < n/4].

By jest wige zbiorem tych @ e 4, dla ktérych warto§é WSZyst-
kich funkeji rozwazanego ciggu o wskazniku wiekszym od % rézni
si¢ 0 mniej niz #/4 od wartosci funkeji granicznej. Whprost z (6.8)
wynika ’

(6.9) BiCBisy; 3 Br=B,.
: E0F

Poniewaz zad z zalozenia ih_m | f(#) —frsi(x)| =0 prawie wszedzie
w A, wiee ‘ - '

o . - [o'+] - n ikl P
(6.10) ;:5‘: By=A,rell,, g(kz By) =lim ¢ 2/ By =lim g(B,) =g(4).
= =1 n-»co k=i n—>00 ST

Korzystajac z (6.10) dobierzmy takie %,, aby bylo

(6.11) 9(A~Bgy) =g(A)— g(Br,) < ——arl— .

| W =004)~00B) < e oD

?io;zyst@j@e z(6.8)iz ograniczonosei funkeji f w zbiorze Ala,y),
z ktdrej wynika jej calkowalnoéé w tym zbiorze, mamy na pod-
stawie twierdzenia 14 : : T

(6.12) l f‘fdg— ffk,,Hdgl<Z-Vg(A(a,y))‘<l—7.

Aa, )By, Al DBy,

(m=1,2,..).

icm

§ 6., Calkowanie ciggéw funkeji 253

Korzystajac z (6.7) i (6.11) mamy

61z | f fdgi<(lalﬂyl)g(A—Bko)<4—-——~—~—gj]j;'ﬁl);‘i} 1,
Aa,¥)By :
Wreszcie otrzymujemy
(6.14) RE
Afa,y)—By,
<I f fkn+rdg[ +! Trorig |-

[4(@, ) =Byl Bl oy 10| <0 (4@, )~ Byl BT fig 1) 1 28,1

Ale warto$é bezwzgledna pierwszej z calek po prawej stronie
nierdwnofei (6.14) jest niewieksza od

ao{Ata,7)~Bu) < s <,

a to na podstawie ograniczonosei funkeji podeatkowej w zbiorze,

- po ktérym catkujemy, (6.7) i (6.11); druga catka na podstawie (6.6)

jest niewieksza od n/4.
Ostatecznie wiec

% y ¥
(615) e <F+3=1.
Aa, )—-B‘.o
Stosujac. teraz (6.12), (6.13) i (6.15) otrzymujemy
(6.16) ] ffdg~ ffka-.‘-idgl <

Ala,p) Aa,y)

| [ tag= [ fewda|+| [ da|t] [ s <

. Ala,9)Byy A, By, Afa,y)— By, Ala,y)—By,
skad, wobec dowolnosei liczby #,
(6.17y lim  { fmdg = [ fdg

% Aa,y) A@.9)
dla dowolnyeh a,y (ezytelnik latwo zauwazy, Ze zalozenie w (6.7)
—|a]+|y]>1 zostalo uezynione tylko dla wygody przy szacowaniu).

Mamy dalej
(6.18) | [Imiy|< [ 1inldg<[inldg=
Ala,y) Ala,y) A
= [ Al [ laldg <Bag(A)+n/4< Byt /4,
AE[|fnl <8 AE[| =8 .
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a wiee na moey (6.17) mamy

(6.19) fdg| < By 4.
) Ala.v)
oo o]
7 (6.19) wynika, ze szeregi’ > jdg, > 1dg, a wiee
k=0 A(k,k+1) k=0 A(—=k,k+1)

+o0

i szereg >

k=—00 Ak,k+1)
dzi, ze funkeja f jest calkowalna w zbiorze A.
Niech teraz f# > f, bedzie taky liczbg, ze

flag= [ 1ildg<np2.

A—A(-8, ﬁ)

fdyg, .sa, zbiezne, co ze wzgledu na (4.9) dowo

(6.20)
AEL|f(x) | >f]

Na podstawie (6.17) mosna dobraé takie g, Ze

(6.21) 7 [ ffdg—;

A(=B.5)

/ f,,,mdg[gn,@_ (i=1,2,...).

7 S AC-$.5)
Korzystajac z (6.21), (6.20) i (6.6), mamy

lffdl’/*ffmo-ﬁdgl <
4 A

<l f fdg— f fm0+,-.dg’¢‘
At-p.p A7)

fdgl+} S nen <o

A—A(—5.5)

2 wiee hm / Fmy = f fdg, co nalezato okazaé.

?Wlerdzeme 17, jak latwo sprawdzié, pociaga za soba twier-
dzenie 15, précz tego za$ wynika zeil jeszeze nastepujacy wniosek:
(6.23) Jezeli iig;fﬂw):f(m) prawie wszedzie w A, funkcje za$ fn

sq wspdlnie ograniczone w A, to zachodzi (6.5).

§ 6. Miary pochodne ‘w przestrzeniach euklidesowych

TWIERDZENIE 18. Jeseli g jest miarq w dowolnej przestrzeni R,
fl,fz, oyfm funkejami w R mierzalnymi wedbug miary 9 to ]‘mzk(‘ja

(7.1) ) =g(E[{ftx)) « 7))

okreslona dla tych YCR,,, dla ktorych. zbidr E[ f; m) € Y] jest mie-
rzalny wedlug miary g, jest miara regularng w przestrzeni -R, bedgeq

i

icm
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rozszerzentem miary stowarzyszonej (Inb wprost miara stowarzyszong)

z funkeja
=9(E (7)) < (‘h)]) :

(7:2)

Dow6d. Jak wiemy z twierdzenia 1, funkeja @ jest okreslona
na 1)1zehczalme addytywnym ciele .podzbioréw przestrzeni R, za-
wierajacym cialo zbioréw borelowskich B,. Jest ona oezywiscie
nieujemna i-skonezona, jezeli tylko miara g jest skoriczona (co za-
lozyliSmy). Dla zakonczenia dowodu pierwszej czefei twierdzenia
nalezy wiee tylko udowodnié przeliczalng addytywnosé funkeji G(Y)
i spelnianie przez nig warunku (2.2) okreslenia 1 z rozdzialu VII
(str. 203), co pozostawiamy ezytelnikowi.

Druga czedé. twierdzenia wynika -natychmiast z twierdzenia 6
z rozdziatu VIIT (str. 214). '

7 twierdzenia 18 wynika, Ze za pomocy danej miary g mozna
w dowolnej przestrzeni abstrakeyjnej okreslié na ogdl nieskonezenie
wiele miar regularnych w przestrzeniach R,. Miary te bedziemy
nazywali miarami pochodnymi miary g.

‘V-F(tutu“"tn)

§7 Calki Lebesgue’ a-StleIt]esa w przestrzemach enklldesowych

Rozpatrzmy dowolng miare g w przestrzeni R i jej miare po-
chodng @ w przestrzeni R,, skonstruowana za pomocg funkeyj
firfasersfu mierzalnych wedtug miary g. Niech bedzie dany zbidr

ACR, i funkeja qz((x,)) calkowalna w 4 wedlng miary G. Pov\s‘caje

- zagadnienie, czy catke / pdG mozna ﬁprmmdzxé do ecalki (LS) we-

dlug miary g na pewnym podzbiorze przestrzeni R, innymi stowy,
czy kazdej funkeji ¢ catkowalnej w 4CR, mozna przyporzsgdkmmé

[ ¢dg= f pdg.
pl
Ograniczymy sie do podania rozwigzania tego zagadnienia w pew-
nym szezeg6lnym przypadku. ‘

OERESLENIE 7. Funkecja q:((.l’,-)) okreslona w przestrzeni R,

nazywa sie funkejq Baire’a, jezel dla kazdego rzeczywistego t zbior
E[q:-((a’;)) <t] jest zbiorem borelowskim, to znaczy nalezy do B,.

-

7 okreslenia 7 otrzymujemy natychmiast:
(8.1) Kaida funkcja ciagla w przestrs eni Ry }eet junkeja Baire'a
(por. wstep, (4.3), str. 20).
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(8.2) Kaida funkcja Baire’a jest mierzalna wedlug kazdej miary
regularnej.

Zwykle zbi6ér funkeji Baire’a okresla sie,. zgodme z definicjg
podang przez Baire’a w 1899 roku, jako najmniejszy zbiér funkeji
przestrzeni R, zawierajacy funkcje ciagle i taki, Ze jezeli funkeje
f1sfay ... do niego nalezg iw kazdym punkeie (4) ¢ B mamy ’]1_3330 f,,((t,.)) =
=f((#), to funkeja f réwniez do niego nalezy. W 1905 roku H.
Lebesgue udowodnil réwnowazno$é okreflenia 7 z okresleniem
podanym przez Baire'a. ~ ;

TWIERDZENIE 19. Jeteli G jest miarq pochodng w R, skon-
struowang za pomoceq funkeyj fi,fy...,fn miary g w R, ¢ funkejq
Baire’a w R, catkowalng wedlug miary G w caley przestrzeni R,, to

preyjmujoc dla ze R v
v(@) =o((71())

[edg=[vig.

E, £

Dowéd. Dla dowolnego {ax}e S zbidr
Yi=E[ox <o((@)) <ax.|C R,

jest borelowski jako réznica dwéch zbioréw borelowskich. A wiec

MMy
(8.3)

mbiér F|(fi@)) e Te]CR jest mierzalny wedlug miary g i mamy na

podstawie (7.1)

4 67 =g(E[ (o) « Yel) = o E[me <o 1121)) < ]| =
=4(E[a < 9(@) <ar)),
co daje
+00
(8.5)  Up,Bny{a}) = =§w“kG( Yy) =
+o0

P,

= 2 ug(Ela< (o) <apl) =Up, B, {a)),
& wige '

(86)  [odg = Sup ’l(‘P’Rm,{ak}) = Sup Uy, B, {aal) =kf vdg,

e
co nalezalo okazad.

icm
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Zwréémy uwage, Ze W POWyzszym 1oz1unowam11 istotng role
odgrywato zatozenie, ze @ jest funkeja Baire’a, z tego bowiem za-
lozenia wynika, ze zbiér Y, Jest borelowski, a dalej mierzalnosé
wedlng miary g zbioru F [ Hile)) e Yk} i réwnoséé (8.4) wysbarcza-
jaca do dowodu. :

Przy zalozeniu mierzalnodei funkeji @, a wiee stabszym niz
uczynione, twierdzenie 19 nie zachodzi. Juz dla n=1 moze sie tak
zdarzyé, ze funkeja f jest mierzalna wedlug miary ¢, ¢ mierzalna
wedlug miary @, gdzie @ jest miarg pochodng, funkeja zas w(x) =
—-(p( f(.'r)) nie jest mierzalna wedlug miary g.

§ 8. Calka Riemianna-Stieltjesa

Niech w' przestrzeni R, bedzie dana miara regularna i unor:
mowana &, stowarzyszona z n- Wymla,rowo niemalejacg funkeja

F(xy,2s,... ;%) Niech I=J [n (o <m<og+ hy) ] bedzie przedziatem

skonezonym w przestrzeni li’,,, cp((;r,)) funkeja ciagly w cale] prze-
strzeni R,.
Przy tych zalozeniach mamy

(9.1) I <1,

hn

9.2) G(E[ll;ll(ei<;l~,..<§,..;_h,,)]\ e VTR

Z ciaglodei funkeji ¢ wynika:
(9.3) Funkcja ¢ jest ograniczona, a ‘wiee réwniez catkowalna,
w kaddym przedziale skotiezonym.

{9.4) Rdénica miedzy kresem gornym a dolnym wartoei funkeji ¢

w przedzmle E[H(f,- <a¥,<é}—i—]zi] dazy do zera, jezeli max (hy,...,hy)
=1
dazy do zera.

Podzielmy teraz przedzial I na 1 przedzidléw rozlacznych

n . N
- I=F [,I;{ (e L, <o +h§ﬂj] i oznaczmy odpowiednio przez y, i g

kres dolny i gérny wartosel funkeji ¢ w przedziale I;, przez 6(1,,...,1;)
za$ najwieksza z liezb 19, j=1,2,..,1,

Podstawy rachunku prawdopodobieristwa 17

i=1.2,...,n. Przy tyech -
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oznaczeniach mamy

(9.5) [oig=3 [ vig,

1 I=15
(9.6) w8 < [ odg <j, G(I,),
I
a wiec . f
: i I
(9.7) S w6 < [9dg < 3 5,6(1).
: - j=1 I j=1

Weimy teraz pod uwage sume
. Lo ®
(9.8) 2 () &) =X o) 4,5 P(e?, .., o).

Jj=1 Jj=1

Dla (i) e I; mamy

6-9) o <oU?) <,
a wiec . ,
010) 3 u@I)<y (1)) 49 |
j:r“j i j=1(p i )) Ly et F(ag): vy a,(lj)) <
!

UG, (9l

i=1
Z (9.4) wynika, ze przy dostatecznie duzym 1 i dostateczﬁe

x'na}ym 0Ly, 1) roznice u,— u, beda dowolnie male, innymi stowy,

ze dla dowolnego 7 >0 istnieje takie &>0, ze -

(9.11) Jezeli tylko O8(I,,...,Ip) <g, toﬂﬁj——,uj<17 dla j=1,2,...,1.
Dobierzmy wiee dla dowolnego 7>0 takie ¢>0 i przedziaty

L ,..4.,I, ’r.oz.legcznfa i pokrywajace I tak, aby zachodzito (9.11), i osza-
cujmy réznice miedzy skrajnymi wyrazami nieréwnosei (9.7). Mamy

(9.12) ZI“ &I) z" - '
el #y L) = 2y G = ) (B~ ) (T ) <
=1 i=1 - F

=1
11
<7 ZIG(I D =3GI) <y,
J= .

skqd na podsta,wie nieréwnogei (9.7) i (9.10) ofrzymujemy

LN I\
. o, B hY ; ;
(9.13) !If pdg— () 425" P, o)<y aln (19) e,

. Jj=1

icm
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Tym samym udowodniliSmy nastepujace
TWIERDZENIE 20. Jezeli G(Y) jest w przesirzeni R, regularng
i UMOTMowWang miarg Stowarzyszong z n-wymiarowo niemalejqcq funk-
cja F, ¢ za$ funkcja ciagla w Ry, to dla kaidego skoviczonego przedziatu
I =E[_H(af<:r,- < 77:‘)]
i=1

zachodzt wzor

. Y I B :
(9.14)  [gdg= lm Selu) 400507 Flal,..., o),
bi LA A T R
(e,

gdzie 1;,=F LH (e < a; <o - B )] . i=1,2,...,1, sa preedeiatami

i=1

N 1
rostqeznymi i takimi, e X I; =1.
, : i=1

OXRESLENIE 8, Jezeli ¢ i F sg funkcjami w przestrzeni R,,
I przedzialem skoriczonym w tej przestrzeni, to granice (9.14),
a wiec granice liczb

h(i ) i

P o) '
a0 yeeshy ; .
3 () 477" FlaP, .. )

i=1
P2y L—>o0, 8(Iy, ..., It) =0, przy ezym I, :E’[[](a?’ <y <ad h?))]
=1

, !
83 przedzialami rozlgcznymi i takimi, Ze 2 I;=1, nazywamy calkq

=1
Riemannd-Stieltjesa funkeji ¢ w przedziale I wzgledem funkeji F,
o ile granica ta istnieje.

Twierdzenie 20 mozemy podadé teraz w postaci:

(9.13) Jezeli ¢ jest funkcjg ciagtq w preestrzent R, G(X) miarg
reqularng i unormowang, stowarzyszong z funkeja n-wymiarowo nie-
malejacq F, to catka Lebesgue’a-Stielijesa funkeji @ wedtug miary G.
w dowolnym przedziale skotficzonym I jest identycena & catka Riemanna-
-Stieltjesa funkeji @ wzgledem funkeji F w przedziale 1.

Znane sg rézne uogélnienia twierdzenmia (9.15), nie bedziemy

ich jednak tu podawali.
17%
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§9.‘Przyklady i zadania

(10.1) Wrykazaé, ze na to, aby funkeja f byla mierzalna w zbio- '
1ze 4, potrzeba i wystarcza, aby dla kazdej liczby wymiernej ¢ zbiér |

AFTf{x) <t] byl mierzalny.

{10.2) Udowodnié, ze

X inf fla)gldi) < [ fey< 3 sup fla)g(4a),
i=1 XEA, . A i=1 X€A; .

, . .

gdzie A,,..,4, sa zbiorami rozigeznymi i D 4,=4, a nastepnie
. I=1

wykazaé, ze

s ,_- § .
sup [2' inf f(w')g(A,)] = [ fdy=int [2 sup f (:z:)y(A,)] .
=1 xed; T4 =1 xX€d;
gdzie kres gérny po prawej i kres dolny po lewej stronie brane sa
po wszystkich ciggach A;,...,4; (s dowolne) zbioréw roztgcznych,
ktorych suma jest 4, funkeja zad f jest ograniczona w 4.
N o0
(10.3) Przyjmujemy g(X)=2 a, dla XCR,, gdzie Y a,=1, a,>0.
nex 7=
Udowodnié, ze ) '

neA

./‘]‘dg =2 oy f{n).
A
{10.4) Przyjmujemy, Ze :

sup ess [f(x)] = infg
xed 2(AELF() > Bl)=0

infess[f(x)]=  supp
xed #{4EU M <p)=0
Udowodnié¢, ze

int oss [f(x)]g(4) < [ fdg < sup ess [f(z)g().
X A XE€
(10.5) Oznaczajac przez m; i m, odpowiednio miare Lebesgue’a na
 prostej i plaszezyZnie, mamy dla podzbioréw 4 odeinka I = F[0 <x<1]
oraz nieujemnej i catkowalnej w zbiorze 4 funkeji f wzér

[1am=my(E[@ e 4)- (0 <an<s@)]).

icm
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§ 9. Przyklady i zadania

Uogélnié ten wzoér na dowolne funkcje catkowalne.

{91.6) Podaé przyklad funkeji na odeinku I=F[0<2<1] catko-
walnej wedhig miary Lebesgue’a w kazdym przedziale

1 . 117
.

(h=1.2,..)

oo
i takiej, ze szereg valek / fdm; jest zbiezny bezwzglednie, & nie
k=1L .
catkowalnej w calym przedziale I.
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