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(7.3) Zachowujgc oznaczenia z twierdzenia 4 oznaczamy

(5.1%) ho(u)= sup [lim g(inl )]
. o n—>00 =

d=1
1,02, €V
Funkeja b, nazywa sie miarq wewngtrang. Dowiesé, ze w przy-
padku, gdy funkeja g jest skoriczona, warunkiem koniecznym i do-
statecznym mierzalnosei elementu e U jest warunek h{u)=h, (u).

(7.4) Niech X bedzie zbiorem nieskoticzonym nieprzeliczalnym. Przyi-
mujemy dla zbioréw skonezonych YCX, g(Y)=n, gdzie n jest ilogcig
elementéw zbioru ¥, dla ¥ przeliczalnych zag lub takich, ze zbiér
X-Y jest najwyzej przeliczalny, przyjmujemy ¢(Y)== 4 oco. Udo-
wodnié, ze g jest miara w W(z). W ten sposéb pojecie miary
mozna tes uwazaé za uogblnienie pojecia licznosei elementéw.
(7.5) Dla przykladu podanego w (7.4) okredlamy funkcje h wzo-
rem (5.1). Wykazaé, Ze kazdy podzbiér zbioru X jest mierzalny we-
dlug funkeji h.

(1.6) Zbadaé zbiér elementéw spelniajacych warunek (3.4) w pray-
padku, gdy funkecja g spelnia warunki (3.1), (3.2) i slabszy od
(3.3) warunek "

gty ‘|‘ Us) < G(Up) + 9(%s).

Rozdzial VIIT
Miary w przestrzeniach euklidesowych

§ 1. Tre$¢ rozdzialu

Rozdzial niniejszy jest zastosowaniem wynikéw rozdzialu po-
przedniego specjalnie do przestrzeni euklidesowych, a zarazem po-
wigzaniem badan rozdziatéw VI i VII. Wynik zasadniezy zawarty
jest w twierdzeniach 4 i 6, z ktérych pierwsze orzeka, ze kazdej
funkeji n-wymiarowo niemalejacdj daje sie przyporzagdkowaé pewna
miara w przestrzeni R,, a drugie wyznacza klasy tych miar, ktére
dadzg sie w podany tam sposéb z takich funkeji otrzymad. T-wier-
dzenie ‘5 podaje pewna wlasnodé funkeji n-wymiarowo niemalejg-
cych spelniajacych dodatkowe warunki, wazne w pewnych zagadnie-
niach rachunku prawdopodobienstwa. ' .

‘W paragrafie 5 omawiamy krétko miare Lebesgue'a.

 § 2. Funkcje przedzialu stowarzyszone z funkcjami n-wymiarowo
niemalejacymi

Nawigzujac do rozwazai rozdziatu pierwszego ksiegi I. (str.
46-49) przypominamy, ze przez P, uméwilismy sie oznaczaé klase
n-wymiarowych.przedziatéw pétotwartych (prawostronnie) n-wymia-
rowej przestrzeni kartezjariskiej R,, przez N, ciato figur elementar-
nych tej przestrzeni, to znaczy klase sum skoriczonej ilogei parami
rozlacznych przedzialéw polotwartych tej przestrzeni. Poniewaz
czesto bedziemy w tym rozdziale méwili o przedziatach skoitiezo-

.
nych, to znaczy o zbiorach I=F [ [ (a<z< fi)], gddie —co<ai<
! ‘

=
< fi< + oo, ‘wiec klase tych przedzialéw oznaczymy- dodatkowo
przez Py. ‘ :
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OkRESLENIE 1. Jezeli f jest m-wymiarowo niemalejgca funkejg
okreflong w przestrzeni R,, to funkejg g okreslong dla

n

I=E[[l(a<m<p)] e P

i=1
wzorem

1) gD =g(E[[a<z<p)]) =255 fay, .., a0)
i=1

nazywamy funkcje preedzialu stowarzyszong 2 funkejq f.

Ozytelnik z latwoscia sprawdzi, ze na przyktad funkejg prze-
dzialu stowarzyszona z funkeja f(4,1,,%) =ttty jest zwykla obje-
to$é tréjwymiarowego przedzialu (prostopadtogcianu).

Poniewaz w okrefleniu 1 zalozyliémy, ze funkeja f jest N-WY-
miarowo niemalejgca, wiee

(2.2) Funkecja stowarzyszona jest nieujemna.

A W dalszym ciggu przez g bedziemy oznaczali stale funkeje
przedziatu stowarzyszong z funkeja n-wymiarowo niemalejacg f, nie
zaznaczajac tego osobno w poszezegélnych twierdzeniach.

TWIERDZENIE 1. Funkcja g jest addytywna w klasie P¥, to zna-

. . . . i
cay jedgli preedeialy I,,1,,...,I, ¢ P¥ sq parami roslgcene 4 2 ;e P},
; =
m : m

to 9( X 1)) = X g(1)).
i=1 =
Dowéd przeprowadzimy indukeyjnie wzgledem m. Dla m =2
mozemy przyjaé

L= E[ [T @< a<ath],

i=1
L=Fla <@y <ay+hy) ... (ox+hie Sep<og+ bt 1h) ... (0 <aw <+ hi)]-
Wtedy
I=I,+I,=
=Flo <oy <ay+hy) .. (0 <o < g+ I+ hE) oo (o <Tp < 04+ )],

a ﬁgc, korzystajac z podanego w rozdziale VI wzoru (2.12) i okre-
flenia 1, otrzymujemy

iom

§ 2. Funkeje przedziatu stowarzyszone 221
By ooy Bt By ey By
(2.3) g(I)—/llf .kk 5 f(alr--;ak:-":an):
Byy s By een s Fin By yere Byerey Iy
=4y ki Af (g eeey Oy ey ) + Ay, 50 Hogy sttt hiy oy ) =
=g(L)+g(L),

co jest tezg twierdzenia 1 w rozwazanym przypadku.
Przypudémy, ze twierdzenie 1 zachodzi dla wszystkich m<m,,
przy czym m,>>2, i niech bedzie danych m, przedzialéw pélotwar-

. mg
tych rozlacznych I,,...,1,,, ktérych suma I=}'I; jest znowu
j=1

takim przedziatlem. Przyjmijmy

I=E[[lta<a<p] I=E[[@<a<i®]
' i=1 i=1

Mamy oczywidcie dla kazdego 1=1,2,...,n oraz §=1,2,...,mq

Ty <a® < P < f;. Wir6d przedziatéw I,Ip,..., I, jest na pewno

jeden i tylko jeden taki, do ktérego malezy punkt (e;). Nie zmniej-
szajac ogbélnofei rozwazal mozemy zalozyé, ze jest nim przedziat I,
awiee I = Fla; <z < pP). Zwroémy teraz uwage na liczby g2, ...,s0.
Nie wszystkie one mogg byé réwne odpowiednio liczbom pgi,...,0n,
gdyz mielibySmy w tym przypadku I,=1I, istnieje wigc takie naj-
mniejsze &, ze AL <pr. Podzielmy przedzialy I,,...,I,, na trzy

klasy, do pierwszej klasy zaliczajac te przedzialy I;, dla ktérych

P < ﬁf?, do drugiej klasy te, dla ktérych 0P >pP, do trzeciej
wreszcie te, dla ktorych of <pP <fP. Oznaczajac te klasy od-
powiednio przez 4, , A,, A3 i przyjmujac A=A, + A; + Ag=(I1,..., T om)
widzimy, ze klasy A; i A, sg niepuste, do pierwszej z nich bowiem
nalezy przedziat I,; do drugiej za$ nalezy ten przedzial, do ktdrego
nalezy punkt (al,...,a,‘_l,ﬁ;“, Opgyseeey On). Widzimy tez, ze klasy
A,, A,, Ay 83 parami rozlgczne. )

Rozbijmy teraz kazdy przedzial I;e A4, na dwa rozlgezne
przedziaty

1P = F Lo <2y <pP)c () < e <) .. (0 < u < )]
oraz

1P = (e < 2y <BP) ... (BL < 2 < BP) .. (0 <ty < D).


Yakuza


icm

222 VIII. Miary w przestrzeniach euklidesowych

Z zalozenia indukeyjnego wynika, ze dla I; e 4; mamy 9(1;) =
2 .
=g(IP)+g(IP), a wige
‘ ) @
2 9Ly = X gIP)+ X g(If).
Lied Ledg Liedg
Réwnoczesnie za§ na podstawie naszych okredlert wynika, ze
2 I+ X I9=1I% jest przedziatem, a mianowicie przedziatem
Lied; Lied, : )
Elln <y <fr) oo (o < 2 < fR) o (0 < 80 < Ba)],
oraz ze ) I+ Y 1P =19 jest réwnies przedzialem, a ponadto,
Ledy Liedy
ze przedzialy te sa rozlaczne, w sumie za§ dajg caly przedziat I.
Poniewaz z niepustodei klas 4,, 4, wynika, ze ilogé elementéw klas

A+ A3 1 4,4 A, jest mniejsza niz m,, wiee na mocy zatozenia
indukeyjnego mamy

(24) gI) =g(1°) + g(1®) =
=2 gI)+ X gIP) + X gy + 3 g(IP) =
Iedy ) I;ed Tie Ay © Ijedg
=29+ eIy + Yl = 3 o)) =D g(I,),
.I,ezll Iiedy . jed, €A1 +Ag+ Ay J=1

a wiee twierdzenie 1 zachodzi réwniez dla Mg, c0 nalezato okazad.
Natychmiastowymi wnioskami z twierdzenia 1 8a:

m m .
(28) Jezeli I,1,,1,,..,Ine Py i TCYI;, to gI)< X g(I)).
; j=1 Jj=1
o m
(2.6) Jezeli preedzialy I,,...,I,¢ P sq parami roztaezne i ZIJCIeP;‘,‘,
) J=1

m
to 2 gI;) < gI).
J=1
Udowodnimy jeszeze przy dodatkowych zalozeniach pewne
wzmocenienie twierdzenia 1, mianowicie

TWIERDZENIE 2. Jeseli Junkcja f jest lewostronnie ciqgla w prze-
- strzent Ry, to funkcja g 2 nig stowarzyszona jest przeliczalnie addytywna
w Klasie P}, to znaczy dla kasdego clagy parami roztacanych preedeiatéw

o0 [+] oo
I, 1,,... € P} takich, se j)jI, e P¥, zachodzi g(ZIJ) =2 g(I)).
=1 J==1 J=1

§ 2. Funkeje przedziatu stowarsyszone 22

«w

" 0
Dowé6d. Przyjmijmy I; =E[ln (P <, <,3§f))] ovaz NI=1=
=1 j=1

" ,
= E[[](gi.gm,<ﬂ,)]. Poniewaz wobec lewostronnej cigglogei fun-
I=1

keji f funkeja

A ) =0{E [ [T < <]

i=

jest, na moey (2.11) z rozdzialu VI, lewostronnie ciggly funkeja
zmiennych ¥y, ..., ¥nsR1, .52, wige dla kazdego # >0 mozna dobraé

takie (f})< (i), aby dla I* = f [L'];(ai\<\wi</3?):| zachodzila nie-
réwnosé :
(2.7) » g() < g(I*) + 7.

Rowniez dla kazdego j mozna dobraé takie (o)< (o), aby

n . .
dla I} = E[ [T (o < ;< /5§’))] byla spelniona nieréwnogé
=1 » .
. ¥
(2.8) eI < gI)—-L.

ol

P

Przyjmijmy F = [ [‘Ijl (o <m< /3}")] iG=F [i[jl(agj)* < </3§”)].
Wobee nieréwnofei (87) <(B) i (af") < () mamy
(2.9) | I*CFCI,
(2.10) I,ca,Cry,

’ 0
a poniewaz I=2'1;, wiec
j=1

FCY 6.

Jj=1

(2.11)

Ale F jest zbiorem domknietym i ograniczonym, a & 58 zl?i(?-
rami otwartymi. Na mocy twierdzenin Heine-Borela istnieje
wiec takie N, ze

N
(2.12) Fcl dy,

J=1

gkad na podstawie (2.9) i (2.10) otrzymujemy, Ze

- n
(2.18) - 1*c}1; dla n>N,

J=1
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co na podstawie (2.5) daje

n
CogIM< Y9I da a>N.

J=1

(2.14)

Stosujge nieréwnosei (2.7) i (2.8) ofrzymujemy, #e

(215) g(I)<gI*) +n< D9l +n< gl +n= j,
j=1 Je=1 o1
co dla n->oco daje w granicy
[e ]
o) < 2 g(1)).
Je=l

Na podstawie (2.6) mamy jednak dla kazdego m

(2.16)

@17) Sty < (1),
wieo Je=l
(2.18) 2 4(1) < g(T).

Nieré;wnoéci (2.16) 1 (2.18) dajg teze twierdzenia 2.

§ 3. Rozszerzenie funkeji stowarzyszonych na cialo figur
elementarnych ’

. Zajmiemy si¢ w tym paragraflie rozszerzeniom funkeji ¢ stowa-
rzyszonej z funkejg n-wymiarowo niemalejgeq i loewostronnio ciggly.
Udowodnimy przede wszystkim pewng wlasnogé takich funkeji.
(3.1) Joiz'elz' dwa ciqgi Ii,I,...e P} 4 Jy sy, ¢ Py spelniaje wa-

o [+3] o]

runek jzl']jnZJk P LIi=0=dJuJy dla j5£%, to X g(I;) = > g(Jp).
= kel

k=1 J=1

091 - oo‘\ e
Dowéd. PrzyjmijmyX.::j )1 I ==k)_, iy whedy I = I; X =2 1,Jy,
= =] k=1

2 pomev;a,z przedzialy Jy sa rozlgcezne, wige na moecy twierdzenia 2
o] [« <~

9(1)) mké]l 9L Js), skad wynika, ze Y y(I;)=2 > ¢(I,J)). Analo-
. - J el Jol ko
D

te,

_— : 3 & A &
v . N R 7 o . : A ‘
gicznie dowodzi sie, ze kLLg(Jk) mlz 20Tk Ty) = 2 3 g1, eo daje
= o], fral Je1 fet, .

teze (3.1). .

T\.mm.mszm.S. Jegeli | jest m-wymiarowo niemalejqoq ¢ lewo-
stronnie ciqgle funkeja, to funkeja g stowarsyseona & funkeja | ma

§ 8. Rozszerzenie. funkji stowarzyszonych 225

jedno @ tylko jedno rozszerzenie wieujemne i przeliczalnie addytywne
z Py na cialo figur elementarnych. Rozszerzenie to jest sg-skotczone.

"Dowdd. katwo zauwazyé, ze przestrzen R, jest sumg prze-
liczalnej ilodei przedzialéw nalezgcych do P}. Na przyklad

- 00 400 + oo n
(3.2) Ro= Y X .. Y E[l<a<k+1))
ky=—00 kog=—00 k,=—00 =1 .

Wynika stad, ze funkeja g, a wige tez i kazde jej rozszerzenie,
jest n,-skonczona, a préez tego, ze kazdy przedziat klasy P, jest
sumg przeliczalnej ilodei przedzialéw rozlgeznyeh klasy Py, Na
mocy okreglenia kazda figura elementarna jest suma skoriezonej
ilogei przedziatéw rozlgeznych Klasy P, a wiec sumag przeliczalnej
ilodei przedzialéw rozlgeznyeh klasy P;. Okredlimy wiec dodatkowo
funkeje ¢ na tych X e N,, na ktérych dotychezas nie byla okre-

o]

§lona, a ktére maja postaé X =I;, gdzie I;,I,,... sa parami
j=1 , :

rozlgeznymi przedziatami z P, wzorem

(3.3) . 9(X) =j.§1 (L)

Dopuszezalnogé takiego okreflenia wynika z (3.1). Czytelnik spraw-
dzi z latwodcia, ze tak okreflona funkeja jest istotnie jedynym
nieunjemnym i przeliczalnie addytywnym rozszerzeniem funkeji sto-
warzyszonej z funkeja f z Py na N,.

§ 4. Miary stowarzyszone

OERESLENIE 2. Miarg stowarzyszong z n-wymiarowo niemale-
jaca funkeja f nazywamy miare w przestrzeni R, bedaca minimal-
nym rozszerzeniem funkeji g stowarzyszonej z funkeja f do miary,
to znaczy taka miare h, ze kazda miara w przestrzeni R, bedaca
rozszerzeniem ¢ jest réwniez rozszerzeniem miary h.

OERESLENIE 3. Miarq reqularng w przestrzeni R, nazywamy
taks miare, wedlug ktérej mierzalne sa wszystkie zbiory borelow-
skie, przy czym przedzialy klasy P; sg miary skoriczonej. Miarg
borelowskq nazywamy miare g W przestrzeni E, wediug ktérej mie-
rzalne s wszystkie zbiory borelowslkie, a précz tego dla kazdego
zbioru X mierzalnego wedlug miary g istnieja takie zbiory bore-
lowskie B;,B,, e

(4.1) B,CXCB, i g(B)=g(X)=g(By).

Podstawy rachunku prawdopodobienistwa 15
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~ TwIERDZENIE 4. Kadda funkcja n-wymiarowo niemalejgea i lewo-
stronnie ciggta ma miare stowarzyszong. Jest to miare regularna i bo-
relowska. ‘

Dow6d. Istnienie miary stowarzyszonej z n-wymiarowo  nie-
malejacg i lewostronnie ciggly funkeja wynika z twierdzenia 3 oraz
z twierdzen 417 podanych w poprzednim rozdziale (str. 210 i 216);
jej regularnos¢é wynika z okreslenia ciala zbioréw borelowskich,
w szezegolnosel ze wzoru (9.8) rozdziatu I ksiegi I (str. 49); miara
ta jest borelowska, co wynika z twierdzen 5 i 6 podanych w roz-
dziale poprzednim (str. 214 i 215).

W szezegdlnodei, daje sie latwo oszacowad klase borelowskep
‘zbioréw B, i B, spehnameych Wuunek (1.1); istnienie takich zbio-
réw postaci Bl"‘L} n](’) i B, ”127(])7 1209 e Pt dla i,j=

Jj=1i=1 J=1i=1
wynika z cytowanych twierdzeni 5 i 6 i okreslenia figur
elementarnych. Kazdy jednak przedzial otwarto-domknigty jest
iloczynem przeliczalnej ilofci przedzialéw otwartych, a zarazem
sumy przeliczalnej ilosei przedziaﬂ‘éw domknigtych. Mozemy wiec
napisacé : '

—_ 9
=1,2,...

OO oo oo o o0 0

=2 L1670 1 By=[] 3 35,

j=tisik= j=1i=1k=1
gdzie G¥"P sa przedziatami ofwartymi, Fo-P przedziatami domknie-
tymi. Ale jak wiemy, iloezyny przeliczalnej ilodci przedzialéw do-
mknigtych sg réwnoczednie zbiorami F, i G5, a wiee B, jest zbio-
rem F, jako przeliczalna suma zbioréw F,, B, zad jest zbiorem @,
jako przeliezalny iloczyn zbioréw @;. Mozemy wige powiedzied, ze

(4.2) Kazdy =bidr wmierzalny wedlug miary stowarzyszonej zawiera
réwny mu co do miary zbidr Fs i jest zawarty w réwnym mu co do
mzmy zbiorze Gs.

§ 5. O funkcjach n-wymiarowo niemalejacych ograniczonych

Specjalng role w rachunku prawdopodobienistwa graja te funk-
cje n-wymiarowo niemalejgce, ktére spehiaja warunki

(5.1) - rhm/tl, Uy ey ly) =0 (1=1,2,...,n),
S
(5.2) fltay o yte) < M < -0 dla (4) € Ra.

Wiemy juz (por. twierdzenie 2, rozdzial VI, str. 198), ze n-wy-
miarowo niemalejgce funkc]o spelnla]qce (5.1) s niemalejace, a wige

icm
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(6.3) Funkcje n-wymiarowo niemalejqce spelma,mce (8.1) ‘sq nie-
ujemne w calej preestrzeni R,.

TWIERDZENIE 5. Jezeli n-wymiarowo niemalejgca ;funkcya f spet-
nig warunki (5.1) 4 (5.2), to

(5.4) dla kaz‘dego ciggu parami rozlacenych przedziatéow I,,1,,... ¢ P¥

.

jest zbieiny (g jest jak zawsze funkejq stowarzyszonag z 1 );
j=1

(5.5) warunek (5.1) jest spetniony jednostajnie, to znaczy dla kaz-
dego 1 >0 istnieje takie A, 2e w kazdym punkcie (1;) € R,, ktérego przy-
najmniej jedna wspolrzedna jest mniejsza nig A, mamy f(t;,tyy ... 1) <.

Dowdd. Dla dowodu tezy (5.4) zauwazmy, ze przy zatozeniach
twierdzenia funkeja stowarzyszona g jest ograniczona w calej kla-’
sie PY. Ze wzoru bowiem (2.7) z rozdziatu VI (str. 192) wynika,
ze g(I) jest dla I e P; sumg 2" skiadnikéw, z ktérych kazdy jest
co do wartosei bezwzgledne] réwny wartodei funkeji f w pewnym
punkecie przestrzeni R,, a wige nie wigkszy od M. Mamy wiee
(5.6) g(I)<2"'M dla I<Pf

Dla kazdej jednak skorczonej ilodci przedzialéw z klasy P}
mozna znalezé taki przedzial nalezacy do P}, ktéry je wszystkie
zawiera. W przypadku wiee gdy I,,I,,... ¢ P} sg parami rozlaczne,
0ZNAczZaj3c Przes 1" P przedzial zawierajacy m pierwszych
przedzialéw rozwazanego ciagu, mamy korzystajae z (2.6) i (5.6)

m

(5.7) DI <gI™) <

j=1

2" M,

co ze wzgledu na nieujemno$é funkeji ¢ dowodzi tezy (5.4).
Przystepujac do dowodu tezy (5.5) zauwazmy, Ze 0znaczajac

jak zwykle I=} [” (a; < :r,~</5’,-)] e P}, ¢g(I) jest na podstawie cy-
i=1

towanego juz wzorn (2.7) z rozdzialu V sumg skoriezonej ilosei

sktadnikéw, z ktérych jeden tylko, a mianowicie f(f;...,8s), nie

zalezy od «;, wszystkie za$ inne sg wartofciami funkeji f w punkcie

majgeym przynajmniej jedna wspélrzedna wspélng z punktem ().

Wszystkie wiec one dazg do zera w praypadku (a;)-» —oo, to znaczy,

gdy wszystkie wspoh*zedne punktu (e;) dazg do —oco. -
Mamy wiee

(5.8) tim (1) ~f(fs, 160

(ag)—+—00

15*
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Zalézmy teraz, ze teza (5.5) jest falszywa. Istnieje wtedy taka
stala >0, ze dla kazdego A istnieje taki punkt (t;) € By, ktérego
jedna wspéhrzedna jest mniejsza od A i f(4,..., )>17 Niech 4;4,,...
bedzie malejagcym ciggiem liczb dazgeych do —co. Na podstawie
zalozonego zaprzeczenid tezy (5.5) mozemy wtedy wyznaczyé taki
cigg punktéw (i),(1?),... ¢ Rs, ze dla kazdego k jedna przynaj-
mniej ze wspoirzednych punktu () jest mniejsza od 4 i {1, ...,1%) >
>n. Podzielmy punkty (t§11),(t§2)),... na n zbioréw, zaliczajac do
I-tego zbioru (I<n) te punkty (i), ktérych I-ta wspélrzedna
jest mniejsza od ;. Poniewaz kazdy z punktéw (1),(#®),... na-
lezy do przynajmniej jednego sposréd okreflonych zbioréw, wiee
przynajmniej jeden spodréd tych zbioréw musi byé nieskoriczony.

Bez szkody dla- ogélnosei mozemy zalozyé, ze pierwszy z tych zbio-

réw jest nieskonczony. Elementy jego tworzg podecigg pierwotnego
ciggu

(5.9) (), (1{?), ...

taki, ze o
(5.10) 7 8, 18 =y (s 4_—1,2,...),
(5.11) S P <, (s=1,2,..).

- Za pomocad ciggu (5.9) okreslimy obecnie indukcyjnie ciag
przeédzialéw z klasy P}

(5.12) : R 0 AU S

w nastepujacy sposéb:
. Niech ( (”) (a 2)), bedzie ciagiem punktow zmierzajacych do

—oo i takim, ze (af?) < (). Mamy wtedy na mocy (5.8)
tim g [n of? <ty U] =8, .. )

J>0

=17,
8’ Wiee Wiréd przedziai6w F [ [ ] P <@m<t*)] majduja sie takie,

dla ktérych funkc]a g przmeuJe wartodé wigkszg od 5/2. Oznaczmy
pierwszy z nich przez I,; jest on pierwszym przedzmlem ciggu (5.12).
Przypusémy, ze wyznaczylidmy - juz- m przedzmléw ciggu (5.12).

Rozwazmy zbiér tych liczb @, ktére sg pierwszg wspélrzedng kté-
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regokolwiek punkbtu jednego z przedzialéw I,,I,,.. yseeyIm. Poniewasz
kazdy z okreflonych m przedzialéw jest zbiorem ograniczonym,
wige zbidr ten jest ograniczony, skad wmoskujemy, ze kreg dolny
tego zbioru z,= inf ®; jest skoticzony. Z zalozenia cigg Aiyhsyes
(xoezm I .
F=1 .
a wige i jego podciag Ak, ,Ak,,... zmierzaja do —oco, skad na pod-
stawie (5.11) widzimy, ze ciag (t%°),(t%?),...
—oo. Istnieje wiee takie s,, ze (t1 'o))<mo
Niech podobnie jak poprzednio (af),(a®),...
punktéw zmierzajacych do —oo i takich, ze (aY
na podstawie (5.8) i (5.10)

n

hmg(E[n (af”

J— i=1

réwniez zmierza do

bedzie ciggiem
M < (1), Mamy

<@y <t§k"'))]) =f(t1(.k‘"); 7tr(zk‘°)) =1,

a wiec wsréd przedzialéw E[n (a?)<o:,~<t§k‘u))] znajduja sie
i=1

takie, dla ktérych warto$é funkeji ¢ jest wieksza niz 5/2. Oznaczmy
pierwszy z nich przez I,,,+1, jest on (m4-1)-szym przedziatem
ciggu (5.12).

Z podanej konstrukeji widzimy, ze przedziaty ciagu (5.12) sa

Aparaml rozigezne i ze ¢(I;)>n/2 dla j=1,2,.., a wiec szereg

Z’ g(I;) jest rozbiezny, whrew udowodnionej juz tezie (5.4) tmer—

dzema 5. Dowedzi to tezy (5.5), gdyz jak widzieliémy, zaprze-
czenie jej prowadzi do sprzecznosci.

Z tezy (5.4) twierdzenia 5 wynika:
(8.13) Miara stowarzyszona z funkcja spelniajacq wam'nki (.1
i (b.2) jest skoticrona.

Z tezy (b.4) wynika bowiem, Ze szereg
kZ kZ kZ g(E[H by <my <k ‘|‘1):|)
1=—00 kg=—00 = =00

jest zbiezny, co wraz z (3.2) wskazuje na to, ze g(R,) jest skonczone.
Dla miar skoriezonych twierdzenie 4 daje si¢ latwo odwréeié:

TWIERDZENIE 6. Kasda. skoticzoma miara borelowska w prze-
streent R, jest stowarzyszona 2z pewnq funkejq n-wymiarowo niemale-
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-mcq i lewostronnie ciagla, spetniajgcq warunki (5.1) i (5.2), a mia-
“nowicie 2 funkejq

(5.14) fltesewstn) =g(E [ [1 (= o0 < @ <) ]).

i=1 )
Dowdéd. Niech ¢ bedzie miara w R, spelniajacqg warunki twier-
dzenia. ' o
Przede wszystkim udowodnimy indukeyjnie, ze

(6.15) AP P ey g) =
k n
:g(E[Q(Ui < -/701</3i);=ar1(—00 < -’l"'i<fli)])-

Dla k=1 wzbr (2.1) z rozdzialu VI daje

A‘;}l-alf(auam ceey Un) 27(517az;---7C’n)_"'f(a17(121-“7an) =

=g(E[(—oo<z <py) ~£Ig<—oo<wi<a,-)])—g)E[i1=,71<—oo<wi<ai)]) =

n

=g(E[(w<m<p) [ (—oo<m<ay)]).

i=2

Zalézmy teraz, ze wzoér (5.15) zachodzi dla pewnego k. Korzy-
stajac znowu z addytywnodci funkeji g i-z warunku (2.2) rozdziatu VI
otrzymujemy

dﬁl_als oo s B— i By 1 0g 4.1
i,k k41

By=—ay 4 ey 0z —f Bi—ays e, Br—oy
:All,.--tjlk - kf(ala-":ak15k+1>---,an)”‘ﬂl,...,k flOryeeeyOpyoeny ) =

fl@gy ey Ghey Okgry ooy ) =

Ijz(—00< m,<a,-)])——

i=

k
' =.g(E[i[11(ai< & <) (— 00 < g1 < Frt)

—+

n

k
‘“g(E [gl(ai< 2 <f5y) .i=Ik]+1(—oo < @ <ai):|) =

k+1 n

=9(E [i[=]1(ai-< ;< fy) "_=Q_2(—00< $1</3i)]),

co koniczy dowéd wzoru (5.15). Przyjmujac w tym wzorze k=mn
dostajemy

n

Aft:f;’""""”“'ff<a1,...,qn> =g(E[[1(a<ai<pm]),

i=1

(5.16)
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co ze wzgledu na nieujemnosé funkeji g dowodzi, ze f jest funkecjg
n-wymiarowo niemalejacg, a dalej ze wzgledu na (2.1) dowodzi, ze
funkeja g rozpatrywana na zbiorze P} jest funkeja przedziatu sto-
Warzyszong z f.

7 okreflenia 2 i twierdzenia 4 wynika, ze w przypadku gdy
funkeja f ma miare stowarzyszona, musi byé ona identyczna
z miarg g. Ze wzgledu wiec na twierdzenie 4 pozostaje do wyka-
zania, ze funkeja f jest lewostronnie ciggla, a précz tego, Ze spelnia
warunki (5.1) i (5.2). Widzimy od razu, ze funkeja f jest nieujemna,
niemalejaca i ograniczona z géry, spelnia bowiem warunek (5.2)
dla M =g(R,) <+ oco. Poniewaz jednak

) k—1 ‘ n
HE[H(—oo< L<a)(—co< ay<—m) - [] (—-oo<w;<a;):l=0,
m=1 i==1 i=k-+1

wiee z przeliczalnej addytywnosci funkeji ¢ wynika, ze

lim f(tl, ,tk+1, —m- 1k+17 vee ,fn) == r’,

m-—>»>0%
a ze wzgledu na to, ze f jest funkeja niemalejgcs, réwniez
Lm f(t,...,4;5,...,5,) =0,

ty—>»—00
ezyli funkeja f spelnia warunek (5.1).

Rozumujae analogicznie jak poprzednio udowodnimy lewo-
stronng cigglosé funkeji f. Mamy mianowicie )
-] k-1 1 ) n
[1E[H(_°°<il’i<(li) ‘(ak—?—ﬁ’\’;vk<ak) . ]](—m<mi<ai)] =1,
m=1 i=1 . i=k+1 -

co wobec przeliczalnej addytywnosei miary g daje
T T A L TP ) )
skad, wobec dowolnosci liczb f,...,k,.. by, k%, ofrzymujemy

lim lim .. lim (f(tl,...,t,,)—)‘(t1~1/m1,...,t,,,—l/m,,))=0,
mp—+Q Mg—>00  My—>0
a poniewaz f jest funkeja niemalejaca, wiee inamy Flyyeeytn) =
=f(t,—0,...,t,—0), co stwierdza lewostronng ciagto$é funkeji f.
W ten sposéb dowod zostal zakorczony.

Ze wzoru (2.1) jak tez ze wzoru (2.7) z rozdziahy VI wynika latwo, ze dwie
funkeje, ktérych réznica jest stala, majs te samg miarg stowarzyszona. Twier-
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dzenie odwrotne nie zachodzi; czytelnik sprawdzi, Ze np. funkeje flay)
i f(z,9) + ¢ (»)- maja te sama sume stowarzyszong na plaszczyinie.
Tmerdzeme 6 mozna mogdlnié w sposdb nastepujacy:

TWIERDZENIE 6%, Kaéda miara regularna i borelowska w przestrzeni Rn jest
stowarzyszona- z pewnq. funkeja n-wymiarowq niemalejacq i lewostronnie ciggly.

W tym jednak przypadku konstrukeja szukane] funkeji jest znacznie tru-
dniejsza, & poniewas uogélnienie to nie ma specjalnych zastosowah w rachunku
prawdopodobiefistwa, wiee z dowodu tego twierdzenia rezygnujemy.

§ 6. Miara Lebesgue’a

OxRESLENIE 4. Miare stowarzyszong z funkeja f(t,,ty,...,1,) =
=1, ly... - 1, NAZyWamMy miarq Lebesque’a w przestrzeni R,.

Z udowodnionych wlasnofei miar stowarzyszonych wynika, ze
miara Lebesgue’a jest regularng miarg borelowsks, a z ciaglodei
funkeji (2, , i ytn) =1y t3+... 1, tatwo wyprowadzié wniosek, ze zbiory
jednopunktowe, a wigc i wszystkie zbiory co najwyzej przeliczalne,
sa miary Lebesgue’a zero. :

' Inng wazna wlasnoscig miary Lebesgue’a jest to, ze przyjmuje
.ona te same wartoci na zbiorach réwnowaznych przez rozklad
przeliczalny, przy czym dwa zbiory X, YCR, uwaza sie za réwno-

wazne przez rozklad przeliczalny, jezeli sg sumami X = 24 X
i=1

i ¥= Z’ Y; zbioréw parami rozlagcznych takich, ze X; jest przy-

stamee do Y; dla i=1,2,...

Jak juz zauwazyliémy (str. 220), miara w przestrzeni R, sto-
warzyszona z funkejg #4711, a wiec miara Lebesgue’a, jest na
przedziatach identyczna z ich objetoseia, mozna wiee ja uwazaé
za, nogdlnienie pojecia ob]e;toéol Podobnie w przestrzeni R, mozna
miare Lebesgue a uwazaé za nogélnienie pojecia pola w przestrzeni,
w B, za$ za uogdlnienie pojecia dhugosei.

Pierwotnie zainteresowania matematykéw miara Lebesgue’a SZJ:y
wyraznie po linii tych uogélnien; okazalo sie jednak wkrétice, ze
i z innych powodéw miara Lebesgue’a jest interesujaca, np. z tego
wzgledu, ze jest to jedyna miara regularna i borelowska, przyjmu-
jaca mna zbiorach przystajacych réwne wartosei, 2 na n- Wymla-

rowe;; kostce jednostkowej (to znaczy na zbiorze E [ H 0<m <1)])

wartofei 1. Wyda,]e sie, ze ta ostatnia wiasnodé nada]e mierze Le-
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besgue’a specjalng warto§é dla rachunku prawdopodobiehstwa.
Ogolna teoria miar stowarzyszonych powstata jako uogélnienie
teorii miary Lebesgue’a znacznie pézniej od tej ostatniej.

§7. Przyklady i zadania

(7.1) Udowodnié, ze w przypadku gdy funkecja f jest n-wymia-
rowo rosngea, lecz nie jest lewostronnie ciggla, to dla funkeji prze-
dziatu g stowarzyszonej z f tw1erdzeme 1 zachodzi, a twierdzenie 2
nie zachodzi. -

(7.2) Wrykazaé, ze miary stowarzyszong z funkeja  f(fy, i, b)) =
=ty yta) +Foltiyoe.stn) Jest miara g(X) =g,(X) - g,(X), gdzie g, i g,

sg miarami stowarzyszonymi odpowiednio z funkcjami f; i f,.
Uwaga. Nalezy skorzystaé ze wzoru (2.10) z rozdziatu VI.
(7.3) Znalezé funkeje f spehiajacy warunki (5.1) i (5.2), z ktbra
jest stowarzyszona miara g okreflona w przykladzie (7.2) z roz-
dziatu VII, :
(7.4) ZnaleZ¢ warunek konieczny i dostateczny, kbtéry musi spel-

nia¢ funkeja f, aby miara z nig stowarzyszona przyjmowata war-
tosé 0 na zbiorach jednopunktowych.

(7.5) Niech g, bedzie miarg stowarzyszona z funkeja jednej zmien-

nej f,. Rozwazmy miare g, na prostej P lezacej na plaszezysnie R,

iprzyjmijmy dla XCR, i takich, ze X P jest mierzalne wedtug funkeji g,
g2 X) = gu(XP).

Wykazaé ze g, jest miarg regularng i borelowska, i znalezé
funkeje f,, z ktérg miara g, jest stowarzyszona.
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