Rozdzial VII

Miary w cialach Boole’a

§ 1. Tres¢ rozdzialu

W rozdziale 3 ksiegi pierwszej (str. 114-115) okreglilismy Poje-

cie funkeji addytywnej i funkeji przeliczalnie addytywnej w ciele
Boole’a. Podaliémy réwniez kilka wlasnodei takich funkeji. Widzie-
lismy tez, ze s3 one interesujace choéby z tego powodu, ze prawdo-
podobienistwo jest wlagnie taka funkejg. Istnieja jednak inne wzgledy,
ktére skionily matematykéw do zajmowania sie takimi funkejami;
do takich wlasnie funkeji prowadza uogdlnienia pojecia dlugosei,
powierzehni, objetodei itd. Dlatego takie funkcje nazywamy ogélnie
miarami; co prawda nie wszystkie. Dokladna definicje tego pojecia
podamy w paragrafie 2. 'W paragrafie 3 podamy pokrétce teorig
tak zwanych miar zewnetrznych Carathéodory’ego i pewne ich wila-
snodei, ktére znajduja zastosowanie przy dowodzie zasadniczego
w teorii miary twierdzenia Frécheta-Nikodyma o domiarowym roz-
szerzanin funkeji przeliczalnie addytywnych, stanowigcego jedyng
nieomal metode konstruowania miar (§ 5).

Tre$é paragrafu 4 stanowig wlasnogci miar zewnetrznych w prze-
strzeniach metryeznych, ktére podajemy jako uzupelmienie wiado-
mosci zawartych w paragrafie 3. : ' '

§ 2. OkreSlenie miary

; Poczgwszy od tego paragrafu bedziemy méwili o ciatach Boo-
le’a zwyklych (to znaczy niezrelatywizowanych) i o funkejach rze-
czywistyeh nienjemnych okreflonych w takich cialach, przy czym
za funkeje rzeczywiste nieujemne (por. ksiega pierwsza, rozdziat III,
okredlenie 1, str. 114) uwazamy réwnies takie funkeje, ktére précz
wartosei rzeczywistych >0 przyjmowad moga réwniez warto§é nie-
wiadeiwg -+ oco. Uogélnienie podanych tu wynikéw na ciala zrela-
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tywizowane 1 funkeje spelniajgce warunek réwnowaznogei (por.
ksiega pierwsza, rozdzial I1I, str. 117) nie przedstawia zadnych
trudnosei.

OxRrESLENIE 1. Funkeje ¢ nieujemng i przeliczalnie addytywng
nazywanxy miarq w ciele przeliczalnie addytywnym U, jezeli:

(2.1) fumkcja g jest okreSlona na pewnym preeliczalnie addylywnym
podcicle V' ciata U; : )
(2.2) =bidr tych elementow v ciata V, dla kidrych g(v) =0, jest ideatem
wlasctwym ciala U. ' _

OXRESLENIE 2. Miare ¢ w ciele U nazywamy skoriczong, jezeli
g(1) <-oo; w szezegélnodei gdy g¢(1)=1, to miare ¢ nazywamy
UROPIROWAN ,

Jak wiemy (por. rozdzial III, (9.2), str. 135), zbiér, o kté-
rym mowa w warunku (2.2), jest przeliczalnie addytywnym ide-
alem ciata V; mnic musi on jednak byé ideatem ciala U. Z wia-
snodci idealéw wynika latwo, ze
(2.3) Jeteli kazdy element we U zawarty w pewnym- elemencie v eV
miary 0 (to znaczy takim, ze g(v)=0) naledy do V, to warunek (2.2)
jest spetniony.

Zachodzi réwniez nastepujace t.wierdzeilie, ktérego ltatwy do-
wéd pozostawiamy ezytelnikowis

TWIERDZENIE 1. Jegeli ¢ jest miarq okreSlong w podeiele V

" eiata U, fo '

(2.4) =bidr V elementow w lksztaliu
w="0- u,'

gdrie u e U, veV, cloment u zaé jest zawarty w pewnym elemencie
miary O ciala V, jest preeliczalnie addytywnym podecialem ciala U -
zawierajgeym V; ‘
(2.8)  istnieje jedno © tylko jedno rozszerzenie fumkeji g do miary
w ciele Vy; jest nim funkeja ,

| H{w) =g(o),
gdzie v jest pierwseym skladnikiem jakiegokolwiek preedstawienia ele-
mentu w w postaci (2.4). Funkceja b jest miarg w ciele U.

Twierdzenie 1 podaje metode rozszerzania miar okreslonych
w podeialach do miary w calym ciele.
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Element ue U, dla ktérego okredlona jest miara ¢ w ciele U,
nazywamy mierzalnym wedbug miary g lub, jesli nie grozi to nie-
porozumienier, krétko: mierzalnym; liczbe g¢(u) nazywamy miarg
elementu u; zbiér elementéw mierzalnych tworzy przeliczalnie ad-
dytywne podeciato ciala U — cialo elementdw mierzalnych.

Tatwo widzied, ze miara skoriczona g w ciele U nie znika na
elemencie 1 ciata U; w takim przypadku bowiem warunek (2.2)
nie bylby spehmiony. Miara elementu 1 jest wiec liczba dodatnig
skoriczong i mozemy przyjaé dla mierzalnych elementéw wu e 77

g(w)

h(u) = itk

Tak okreflona funkeja h jest miara w ciele U okredlony na
tym samym ciele elementéw mierzalnych co- miara ¢, ale miarg
unormowang. W ten sposéb rozwazanie miar skonczonych mozna
zawsze sprowadzié do rozwazania miar unormowanych. W przy-
padku miar nieskoriczonych takie przejécie oczywifcie nie jest mo-
zliwe. Jezeli jednak ograniczymy rozwazania do elementéw zawar-
tych .w ustalonym elemencie u, miary skonczonej dodatniej, to
~ 1w tym przypadku mozemy przejsé do miary skoriczonej, a wiee

(2.6)

" tez 1 do miary unormowanej. Mozemy bowiem w takim przypadku

przyjad ,
(2.7) ‘ h(u) = g(1u,).

Funkeja k, po rozszerzeniu jej metods podang w twierdzeniu 1,
bedzie miarg - skoniczong, gdys oczywiscie h(1l)=g(u,). Czytelnik
sprawdzi, ze ideatem elementéw miary % zero bedzie ideat IV J(ug),
gdzie I jest ideatem elementéw miary g zero. Miare w cicle Wwszyst-
kich podzbioréw danego zbioru (przestrzeni) R nazywamy po prostu
miarg w zbiorze (praestrzeni) R. Zgodnie z tym méwimy o miarach
na prostej (w przestrzeni R;), o miarach na plaszezysnie (w prze-
strzeni R,) itd. . !

§ 3. Miary zewnétrzne Carathéodory’ego

OKRESLENIE 3. Funkcje % okredlong w ciele przeliczalnie ad-
dytywnym U nazywamy miarq zewnglrzng {Carathécdory’ego),
jesli: .

(3.1) jest mieujemna, jest véwna zerw dla elementu pustego i rééna
od zera dla elementu pelnego ciala U, to enaczy h(u)>0 dla we U

h(0) =07h(1);
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(3.2) Jest niemalejaca, to znaczy warunek w—>v pociqga za soba wa-
runek b{u) <h(v) dla u,ve U,

o0

(8.3) jest subaddytywna, to znaczy, ze b ;) 2 1ur) dla uyy Uy, ... e U.

. 121 i=1

OXRESLENIE 4. Jezeli I jest miara zewnetrzng w ciele U, to
clement we U nazywamy mierzalnym wedtug h, je§li dla kaz-
dego v ¢ U takiego, ze h(v) <-4 oo, zachodzi identyecznosé
(3.4) h{v) =h(vu)+h(vu').

Zbibr wszystkich elementéw ciala U mierzalnych wedlug miary
zewnetrznej h oznaczamy przez Uy,

- Miara zewnetrzna jest pewnym uogdlnieniem pojecia miary
w sensie okreflenia 1. W przypadku gdy h jest miara okreslong
w calym ciele U, to h jest réwniez miary zewnetrzng U =U,.

Wprost z okresleni 3 i 4 wynikaja nastepujace wiasnodei miary
zewnetrznej:

{3.5) 72,( Z,'ui) <2 h(Us), gy ipe U,
i=1 i=1

(3.6) . 0,1¢Uj
(3.7) jeseli ue Uy, to u' e Uy, ‘

Uzytecznodé pojecia miary zewnetrznej wynika z nastepujacego
twierdzenia:

'IWIERDZENIE 2. Jeseli h jest miarq zewnegtrzng w ciele U, lo
{3.8) Uy jest preeliczalnie addytywnym podciatem ciala U.

{3.9) Funkcja h rozpatrywana w-ciele Uy jest miarq w ciele U.

Udowodnimy kolejno dalsze wlasnosei miary zewnebrznej,
z ktérych wyniknie twierdzenie 2. ;

{8.10) Jedeli ue Uy, 01,05¢ U, 0—U 1 v—>%, 10

My vs) = h(v1) + 1(vy).

Mamy bowiem w przypadku A(v,+v,) <+ co na podstawie za-
lozen 1 (3.4): h(vy+9)= ((’01—1—1:2) )+h ((vl—l—'vz)u')—h('vl)—}—h(vg),
W przypa,dku za$ przeciwnym na mocy (3.5) oo =h(v;+2,) <h (v)+
4 1(W,) ==+ oo, czyli (3.10) réwniez y_achodm

(3.11) Jeseli elementy wy,us € Uy 3q rozlgcane, v,— 1 Vy—>Uy, 10

(0,4 05) = h(¥;) + h(v5).
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7 zatozenia wynika, ze v,—>u’, a wiee twierdzenie (3.11) wy-
nika z twierdzenia (3.10).
Szezeglnym przypadkiem twierdzenia (3.11) jest przypadek,

gdy vy=u, 1 vy=", a wige dla u,us ¢ Uy rozlacznych zachodzi

warunelk
(3.12) Rty -+ ) = h{ty ) 4 R(ts).
Przez indukcje otrzymujemy z twierdzenia (3.11):

(3.13) Jegeli 1y, Uy,...
h(v Z'u,) == > h{vu;).
i=1 i=1
Wiasnosé (3.13) mozna tez wyrazié nastepujgco:

Miara zewngtrana jest addytywna na tych elementach ciala, kidre
dadzq sie rozdezielic elementami mierzalnyma.

(8.14) Jeseli uy,upe Uy, t0 u;+uge Uy,

Nalezy udowodnié, ze jezeli warunek (3.4) zachodzi dla ele-
mentéw u; i %, to zachodzi tez dla elementu u,-+u, Niech v e U
i h(v) <-Fco. Korzystajac z zalozen i twierdzenia (3.10)

h(v) =h(vuy)+ h(vuz) = h(vuy) + h(vuzus) + h(vuy ug) =
= h(vu; -+ vugt,) -F Blougug) = h(v(u1+ u{ug)) + h{vug ug) =
=h(’”(u1+ '“'2)) + h(’”(%ﬂ‘ '“'z)l)y

co nalezato okazad.
Na podstawie (3.7), (3.14), (3.1) i

(3.15)
funkejq w ciele Uy,.

(3.16) Jezeli uy,us,...

(3.12) mamy

eUp, velU, Mv)<too, to

(vZu;) =lim h(vZ’ui)
i=1 n—+o i=
Na - podstawie twierdzenia 7 rozdzialu II1 ksiegi pierwsze]
(str. 120) istnieje taki ciag w,,w,,... elementéw roztacznych ciata Uy,
ze o

o0 o0
2’“:=2ﬂ‘1 i 211122’“«%

i=1 i=1 i=1 i=1

yune Uy 8q elementami rozlacenymi © v e U, to-

Uy jest podcialem ciala U, a h jest nieujemna i addytywna

icm
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Korzystajac z tego i kolejno z (3.1), (3.2), (3.3) i (3.13) otrzy-

mujemy
n 0 o
31+n3° h(vél‘ u,) < h(vi:l u;) (v'%’ wi) ( {vw,) <
hd »
< ) hvwy) = lim 2 h(vwy) =
i=1 pso0i=1
=lim h(v,-=1 ) ir ( él‘ ),

co konezy dowéd twierdzenia (3.16).

(3.17) Jezeli uy,us,... € Uy, to X uye Uy
i=1

Niech v bedzie dowolnym elementem ciata U i nieeh h(v) <+ oo.
Korzystajac z zalozenia i kolejno z (3.16), (3.11) i oczywistego

oo n
zawierania ( 2u) ~ (2 'u,)' otrzymujemy
f} =1 ,

o0 n

tm 1o 3 ) + o[ 3 ) ) =

=1 n—> 00 i=1 i=1

h(vé )+

iz [h 2 e )=
<}1jrolo[ +h (L i:lui ')] _nli% h L(é'ui) -+ 'u(iZ'nlui) | =h(w),

a poniewaz na podsta,wie (3.5) mamy
h(v ( z‘§1 g + D(Z )') < h(vg,;u,-) + h(@'(é’lu;)'),

wiec ostatecznie
h(v) =h~v( 2 w) + h(r(l}_?lu,)'),
i=1 =
co dowodzi spelnienia warunku (3.4), & tym samym dowodzi twier-

dzenia (3.17).

(3.18) Jezeli wy,us,... €
nych, to

U jest ciqgiem elementéw parami rozlacz-

h(f}u;) Zh

=1 i=1
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Dowéd. Korzystajac kolejno z (3.16) i (3.],5) ()i,l'yynum,my

(Lm,)——hmh(i’q) lim Zh (u3) = Zh (uy).

n—+00 =1 n=>00 Jw=) fe=1

Udowodnimy jeszeze jedno twierdzemie potrzebne do dowody -

tﬁerdzenia 2:
(3.19) Jeseli ue Uy, we U, Mu)=0 4 w->u, o we Uy

Dowéd. Niech v bedzie dowolnym elementem. ciata U i niech
h(v) <+ oco. Mamy T(v) == h(vw+-vw") <h(vw)-- ow'), ale z zalozen
wynika, ze how)=0, wige h(v)<h(vw)-+h(vw')=h(vw’)<h(v), co
dowodzi, ze dla elementu ciala U spelniony jest wamnok (3.4),
& WIQG we U

7 (3.18), (8.17), (8.19) oraz z okredlenia 1 i (9.3) wynika fwier-
dzenie 2

§ 4. Miary zewngtrzne Carathéodory’ego W przestrzeniach metrycznych

Bedziemy rozpatrywali przestrzen I, w ktdrej zostala okre-
§lona metryka ¢. Dla pe R i X4 YCR oznaczmy przez d(p,X)
odleglodé punktu p od zbioru X, przez 6(X,Y) zad odleglodé zbio-
16w X i ¥ w przestrzeni R. Przypominamy, ze (por. wstep, (3. 3) i(3.3),
‘gtr. 18)

(41) 8(p,X) = ;1:)5 o(p ),
(4.2) (X, Y) == inf o(w,y).
xeX
yey

OrRESLENIE 5. Funkeja b okredlona dla podzbiordw prze-
gtrzeni metrycznej B nazywa si¢ miarg zewngtrang w tej przostrzeni,
jesli jest miara zewnegtrzng (w sensie okredlenia 3) w ciele W(R),
a ponadto spelnia warunek

‘ (4.3) MX+Y)=nX)+MY) dla X+YCR i 64&,Y)>0.

O mierze zewnetrznej h w przestrzeni metrycznej B ndowo-
dnimy nastepujacy zasadniczy. lemat:

(4.4) Jesli @ jest zbiorem otwartym preestrzeni By, a W dowolnym

podzbiorem G takim, se H(W) <--oco i

vl n,

§ 4. Miary zewnetrzne Carathéodory’ego M 209

to
W) =Hm k(W,).

Dow6d. Z okre$lenia zbioréw W, wynika, ze W,CW,,CW dla
n=1,2,3,..., a wiec na podstawie warunku (3.2) .

(4.5) lim (W) <IW(W).

n-»o0

Przyjmijmy dalej] F=R—G, P, mW——W,. i Dy=Wyyy Wi
Mamy wtedy

(4.6) D= 5> b 0>

a poniewaz zbidr F jest zamkniety (jako uzupekienie zbioru otwar-

tego @), wiec
(4.7) P,= 2D

Z nier6wnofei tréjkatowej (por. W&t@p, str. 9) i (4.6) wynika,
ze dla p e Dy, qeDyy, mamy

1 1

Q(p:Q)>5(P:F)"5(Q:F)>m—m>0y

a zatem
6(Dn 3 —Dn+2) = O’

skad na mocy (3.2) i (4.3) otrzymujemy
1(Dy) - 1(Dg) + oo+ B( Do) = 1(Dy 4Dy 4 ... +-Dotes) <H(W),
WD) + WD)+ ..+ WD) =M(Dy+Dyt .. + D) <K(W),

a wiec szereg D h(D;) jest zbieiny.
i=1 .
Wyunika z tego na mocy (4.7) i (3.3), ze
(4.8) lim A(P,) =lim h(iZ D) < lim iZ,h(Df) =0.
n—»oo n—->oo =n N n—>00 {=n -
Ale W=W,+P,, wiec h(W)<h(W.)+ h(Ps). Przechodzac 'do gra--
nicy mamy z uwagi na (4.8) ‘
(W) =1Lim h({W,),

n-»00

co wraz z (4%) daje teze lematu (4.4).

Podstawy rachunku prawdopodobiefistwa : 14
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TWIERDZENIE 3. Jedeli h jest miarq zewnglrang w przestrzeni
metrycznej R, to kazdy zbidr borelowski tej przestrzeni jest mierzalny.

Dowéd. Niech & bedzie zbiorem otwartym przestrzeni R,
V za§ dowolnym zbiorem: tej przestrzeni o skoiiczonej mierze h(V);
dalej niech =R — @, W=VG@ i analogicznie jak w (4.4) W,=

=F [5(:17,F)>,1]. Poniewaz W,CW i 5(W,,,VF)>»1—, wiee (V) >
xXeW

> YWyt VF)=hW,) +hVF), a przechodzac do gmmey i korzy-
stajac z (4.4) ohzymu]emy

V)MV &)+ (VE), »
na podstawie zad subaddytywnodei funkeji h mamy

WV <mV@)+VE),
" co razem daje

(4.9) WV) =WV @)+ h(VE),

a wiee zbidér otwarty @ jest mierzalny.

Poniewaz zgodnie z tezy (3.8) twierdzenia 2 cialo zbioréw mie-
rzalnych jest przeliczalnie addytywne, a udowodniliémy, ze nalezg
do niego zbiory otwarte, wiec najmniejsze przeliczalnie addytywne
cialo rozpostarte na klasie zbioréw otwartych, to znaczy cialo zbio-
réw borelowskich, réwniez zawiera sie w ciele zbioréw mierzalnych,
co nalezalo okazad.

§ 5. Twierdzenie Frécheta-Nikodyma

TWIERDZENIE 4. Jezeli g jest funkcja nieujemna i preeliczalnie
addytywng w podeiele V preelicealnie addytywnego ciala U, to w ciele U
istnieje miara bedgca rozszerzeniem funkcji g.

Trudnos¢ konstrukeji rozszerzenia h powstaje oczyvvléele jedy-
nie W tym przypadku, gdy V nie jest przeliczalnie addytywnym
podciatem ciala U, w przeciwnym bowiem razie twierdzenie 4 wy-
nika natychmiast z twierdzenia 1. Przypominamy, ze zgodnie z okre-
Sleniem 3 z ksiegi pierwszej, rozdziatu III (str. 115) przez funkeje
prezeliczalnie addytywng w podciele V przeliczalnie addytywnego ciata

U rozumiemy taks funkeje g, ktéra spelnia warunek ]‘(1 %_:; ) = 121 Faus)

dla u3,%... ¢V, ale oczywifcie tylko wtedy, gdy Y wu eV, co nie
) i=1*

icm
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musi mieé miejsea w przypadku, gdy V nie jest przeliczalnie addy-
tywnym podeialem U.

Dowéd twierdzenia 4. Przyjmijmy dla we U

n

(5.1) h(u)=inf [lim g ).
o n—>o00 =1
v1,VUg ,_ (34

Zaunwazmy przede wszystkim, ze dla kazdego ciggu vq,0s,...

elementéw ciala V istnieje lim g( > ’zsi) jako graniea ciggu rosng-

n—00  i=1
cego (granica ta jest réwna + oo, gdy ciag {g(i}_: fz:,-)} nie jest ogra-
=1

niczony z géry lub tez gdy poczawszy od pewnego wyrazu jego
elementy stale sg réwne —+oo). Wprost z (5.1) wynika, ze

(5.2) 1§ jest funkeja nieujemna, monotoniczng i réowng O dla elemeniu

pustego ciala U.
Dalej mamy
(5.8) Mo)=g(®) dla veV.

Przyjmujac bowiem ¢f=v dla i=1,2,... otrzymujemy

h(v)= inf lim [g( ry)] < lim g(Z?) ) =g(v).

oo n—>00 n—-o0

v Ju;
i=1

v1,02,...€V .
Przypudémy jednak, ze h(v)< g(v); istnieje wiec taki eciag
D1,0s,... elementéw ciala V, ze

oo

v i lim g(Zv,)<g(-u), a wiee v=1- Z@i_Zvv,,
fa

n—>o0  i=1 i=1 ie=

a na podstawie przeliczalnej addytywnosdei funkeji g w ciele V (por.
rozdziat ITI, twierdzenie 8, str. 123) mamy ;

s

1‘1)

I
Iy

i

g(v) = q(;)ijl' mai) =lim g(é’lm’) < lm g(

whrew przypuszezeniu.
Wykazemy, ze

o0 n
(5.4) O Xy) =lim g{ X r) dla vy, €V
) f=1 n—+o0 =1

14*
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Wobec (5.2) i (5.3) jest

=<} n
B 3 v) > lim g( X v
i=1 n-»00  i=1

Stosujae (5.1) i (5.2) otrzymujenry

(Zo‘or,) inf [limg ﬁw)]<hmg(ﬁ' )

i=1 0 p—»00 i=1 n—00 i=1

Evr>2W-:
=1
wl wWe,. I:V
co konezy dowdd tezy (5.4).
Wobee (5.1) i (5.4) mamy.

(5.5) Wu)=inf [1(2 )] dla weD.
i==1
g u—fi‘:‘vi
ry1,00, .. €V

Udowodnimy teraz

"Ma

(5.6) ( Zj ) g(f«:?”) dla. vPeV

i=1

Korzystajac kolejno z (5.4), (5.2) i znowu z (5.4) mamy

f’ b fdﬁ) =lim z h( frpgﬁ) =lim 2 lim h( )f 775”) =
=1 i=1

R0 j=1 'i=1 n—~o0 j=1m->00 ‘=1

=lim lim jh(f‘«v§j)) > lim lim h(}_"? Z’,n’w?)) = h(g' Z”'v?)).

n-—>00m-»00 j=1 j=1 n=»00 M—»00  'j=1 i=1 J=1 =1

dla vy, Us,y... € U.

(5.7) | 7L(§u,)<§;h(u,)

=1
Z (5.5) wynika, ze dla kazdego 7n>0 istnieje cladg podwéjny

(), 1,j=1,2,.., elementéw ciata V tak:, %6 u,—-»Z«v oraz
[

00 o0 00

(uf)+9,>h( Z'D, ). Wtedy oczywiscie mamy X u, —3 3o
J=1 J=A =]

Opierajac sie na tym i kolejno na (5.2) i (5.6), otrzymujemy

(i,§=1,2,..).

icm

§ 5. Twierdzenie Frécheta-Nikodyma 213
[ o0
had .
(S )il S S S 3o
j=1 j=1 i=1 = i=1 "

J=1
< 2 ( (ug) + ,) D ) +
j=1
¢o wobec dowolnoécl hczby 7 dowodzi nieréwnosei (5.7).
7 (5.2), (5.7) i (5.3) wynika, ze

(5.8) Funkecja h jest miarq zewnetrzng w - ciele U, bedacaq rozszerze-
niem funkeji g z ciala V. na.cialo U.

Oznaczajac cialo elementéw mierzalnych wedtug funkeji b, jak
poprzednio, przez U, udowodnimy, ze '

(5.9) VCU,.
Niech v eV, za§ ue U i h{u)<+oo. Korzystajac z (5.1) oraz
z monotonicznodei i addybywnodei funkeji ¢ w ciele V, otrzymujemy

h(uv)+h(uv') = inf [hmg )_'v)]-i- mf [limg n u,ﬂ-
o =1 .

n—oo = H—>00 =
uv— X g u»—>Zv
i=1 i=1
01,02,..€V V1,09,...€V
= it [tm gl Soo)]+ it [imgl Soe)] -
"*’2 ) u'rZU,
i=1 =1
01,02, €V V1,08,..€V
= mf [hmg Evv;)-}-hm g(Zvv;)J
N> 00 i=1 n—>02
u—>2,'ui
ul,u:,s.l.,eV'
n
1 '
=. mf [n]i%g(gw)-}— g(’ 1‘”‘”:)_]=
"—;:ZI'U; B
v1,08,..€V
n
= inf hmg(Zz,)] (u
o i=1
u—»Ev;
vl,uz,_...eV

co dowodzi, ze dla elementéw V spelniony jest warunek (3.4), a v.vigc
kazdy taki element jest mierzalny wedlug funkeji h, co nalezato
okazad.

. Mwierdzenie 4 wynika z (3.8), (3.9); -oraz twierdzenia 2.
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§ 6. Aproksymacja miary rozszerzonej za pomoca funkcji rozszerzanej.

Rozszerzenie minimalne

Udowodnimy najpierw ogdlne

TWIERDZENIE 5. Dla kaidego elementu ue U istnieje taki ele-

ment v—]_[Zam, P eV, i,j=1,2,3,..., 46 u—>v i h(v)=h(u).
J=1i=1

Dowdd. Z (b.5) Wymkw ze dla kazdego naturalnego j 1st,nm]e

(’u(’)) —h(u) < }

109 [ 5iup

J=1 J=11=1

taki element o Z, o P eV, e u-s0? i

Z monotonicznosei funkeji b wynika, ze element v =
ma zgdane wlasnofei. v

Obecnie przejdziemy do miar bedacych rozszerzeniem funkeji
bardziej specjalnych.

OXRESLENIE 6. Funkeje g okreslong 'w podeiele V ciala U
hazywamy s,-skonczong !), jesli istnieje cigg elementéw p’Lrami ToZ-~

i,

lacznych sy,s,,... ¢ V takich, ze g(s;) <--oco, 1=1,2,...,, i Lsi—l

W szezegdlnosei, kazda funkeja skodezona ]ebt Ro- skonezonen,
mozemy bowiem przyjaé ¢; =1, =0 dla i=2,3,.

TWIERDZENIE 6. Jeseli funkcja g jest %0 skomwona, to dla 7ca&-

dego elementu we U, istnieje taki element v= 2, H DU) P ¢ v,
J=1i=1
1,j=1,2,..., 26 v—>u 1 h(v)=h{u).

Dowdd. Zalozymy najpierw o elemencie u, ze jest miary skon- ’

o

czonej: h(u) < -+oco. Na mocy (5.5) istnieje wtedy element wu,= D) uz,
k=1

U € V, miary skoliczonej zamuera]@cy %. Na moey twierdzenia B

istnieje taki element w = H 2 w?, ze
J=1i=1 :

(6.1) Ag—U—>w i
Poniewaz u, jest mierzalne, wiec
h(w) = h{wu) + h(wug).

1) Niektérzy autorzy uzywaja wtym przypadku nazwy ,,funkeja o-gkonczona’.

icm

§ 6. Aproksymacja miary rozszerzonej --- Rozszerzenie minimalne 215

Mamy jednak h(w)=h(uy—u), a wiee h{wug) =0, co daje

(6.2) h(w) = h{wi,). '

- Na mocy mierzalnosei elementu u, (6.1) i tego, e Uy otrzy-
mujemy ¢

(6.3) h{tg) = h{1gw) + {ugi’) =N{u)+ h(w),

na mocy za$ mierzalnosel elementu w i (6.2)

(6.4) h(ug) = h(.uow) + h(uge’) = h{w) + h{ugw’).

Poréwnujae prawe strony wzordw (6.3) i (6.4), otrzymujemy

(6.5) R{w) = h{uqe’).
7 tego, ze ug—u—>w i w—u, wynika

(6.6) Uy — W == U’ —>U.
Dalej mamy \

UGt :ZWk(” Zu(’)) =3ue 3 [T =3 3 [T w?) uy.

J=1i=1 k=1 j=1i=1 k=1j=1i=1

Porza_dkume teraz dla kazdego ¢ ciag podwéjny () u}

@

w cigg pojedynczy v:i”,v;”,.... otrzymujemy wuyw’ = Z H o9, co ze

Jj=1i=1

wzgledu na (6.5) i (6.6) konezy dowdéd w przypadku elementu u
miary skolczonej. . ,
Przypudé teraz, ze h(u)=-+oco. Na mocy zalozome] s,-skou-

rzypusénmy ,
czonosei funkeji g istnieje ciagg elementéw rozlacznych s;,8,... eV
) ]
miary skoncezonej h takich, ze Z usy =1u; usy 53 miary skonczonej,

wiee na mocy pO])lZanlej ezgsm tmerdzenla istnieje dla kazdego k

element w;, = 5’ [ Jw®, wi) e V, zawarty w us; i réwnej miary z ele-
J=11=1

* ’ 2’
mentem ws;. Mamy wiee Y wp—u i ze wzgledu na rozlacznosé ele-
: k=1
mentu sg

= g‘ h(usg) = g‘ Mwi) = h( Ew") :
Fee=1 k=1 =

Porza_,dkumc teraz przy kamdym i clayg podwomy WP} w ciag

pojedynezy v, otlzymu]emy Z W= L f ] ¥, ecokonezy dowod.

j=1i=
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TWIERDZENIE 7. Jedeli g jest funkejg No-skoviczong, to rozsze-
rzanie h, okreslone wzorem (5.1), rozpatrywanc na ciele Uy, jest roz-
szerzensem minimalnym funkejs g do miary w U, fto znaczy kosda
miora [ w ciele U bedgea rozszerzeniem ¢ fjest rdwnoczesnie vozsze-
reeniem h. ‘ ’

Dowdd. Niech u e Uy. Mamy udowodnié, ze u jest mierzalne
wedlug miary f i ze warto$ci miar f i » dla elementu % sa réwne.
Podobnie jak poprzednio zatdézmy najpierw, ze h(u) << oo,

Na mocy twierdzed 5 i 6 istnieja wtedy elementy
o0 oo (=B ¢]
=[] 2 1 w=)[lw?, P 0PV,

j=1i=1 j=ri=1
takie, ze w—>u->v i h{w)="h{u)="h().

Z twierdzenia (3.12) z rozdzialu III ksiegi pierwszej (str. 122)
wynika, ze miary fi h przyjmuja na elementach w i v te same war-
tosel, a wiee f(w) =h(u) =f(v) <4-co. Mamy dalej f(v) = f(w) -+ f(v —w),
co ze wzgledu na. poprzedniag réwnos$é i skonczono$é f(v) daje
" f(v—w)=0. Element v—u jako zawarty w elemencie v—w miary
f zero jest zgodnie z (2.3) mierzalny wedlug funkeji f 1 oczywidcie
tez jest miary f zero. Wynika z tego, ze element u=w- (u—w)
jako suma dwoch elementéw mierzalnych jest mierzalny i f(u)=
=f(w)+ f(u—w) =f(v) =h(w). :

W przypadku gdy h(u)=o0, korzystajge z 8,-skofczonodei fun-
keji g, ubwoérzmy ciag elementéw rozlgcznych s,,sy,.. ¢V takich,
e g(sx) <oo, 1 rozpatrzmy elementy-ciggu s,u,8,u,... Wizystkie one
jako elementy skoriczonej miary % sg mierzalne wedlug miary f,
i miary h i f przyjmuja na nich te same wartosci. Mamy wiec

h(w) = h( X use) = huse) =2 flusi) = f(ki usy) = f(u),

k=1 - k=
co konczy dowod.

W przypadku gdy funkeja rozszerzana g jest No-skonczona, z twierdzenia 7
wynika, ze eiato Up jest bardzo specjalnej postaci. Mozna bowiem latwo za po-
mocy twierdzefi 8% i 9% z rozdziatu ITI ksiegi pierwszej (str. 121-122) wy‘lcazaé,
ze kazde dwie miary przyjmujace te same wartoici w ciele ¥ przyjmuja réw-
niez te same wartodel w ciele []V {]ﬁ, rozszerzajac wiee funkeje % z ciala [[ 14 |]ﬂ
do miary w ciele U metoda podans w twierdzenin 1 otrzymujemy minimalne
rozszerzenie funkeji g do miary w ciele U, a wiee Up jest cialem tych elemen-
6w w, ktére maja postadb w=w-u, ue [[ V]]ﬂ, v za jest zawarty w pewnym

elemencie miary 0 ciata [[V]]ﬂ.
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W praypadku gdy g nie jest funkeja w,-skohczong, twierdzenia 6 i 7 nie
zachodzg. W szezegdlnodei, funkeja ¢ moze sie nie rozszerzaé na [|V |] 5 W 8posdb
jednoznaczny, o czym poucza nastepujacy przyklad: :

Niech In bedzie p.rzedzialem BlIO< 2 <1) (n<< 2y <n+1)] na plaszozy-
Znie Rz- UtW6fzm}’ podcialo V”—"[l 1,1y, ... |]o ciata W(B,)=T. Oczywiscie,
o) -
Ry— 2 Tie[|V]]p—7- Cialo ¥y =[|V+|R, -I,>j; Ii|]], skiada sie z tych zbioréw
i=1 =
X, ktére maja postaé :

o o0
X‘:T' lri_;.:If |‘ lr‘.:(-Rﬂ —12 Ii)’ :Y],,Yge ,'
i=1 =1

Niech m bedzie miary Lebesgue’s na plaszezyznie R,. fl?rzyjmijmy
g(X)=m(X) dla XeV
i rozgzerzmy funkeje g na Fy przyjmujac

o]

0i(&)=m(¥; X I)+-m( T L),

gdzie

! 0o o] .
x:yll,,j;m-y,(zcg _I;: L), I.,Yel.

00 - .
Mamy g (B,— X Ii)=1 i g, jest przeliczalnie addytywns funkeja w 13, a wiec
=1

istnieje rozszerzenie hy funkeji g, do miary w ciele U; k, jest oczywiseie rowniez
rozszerzeniem funkeji g. Innym rozszerzeniem funkeji g do miary w ciele U jest
miara Lebesgue’a m. Oba te rozszerzenia nie s3 jednal réwne na elemencie

00

o] o
By— 3 L[|V |]p=[1121])» gdys m{B— 3 I)=+oo, 286 MR- 2 I)=Ll.
i=1 .

;1 i=]1

-~

§ 7. Przyklady i zadania

(7.1) Udowodnié, ze warunek (2.2) okreSlenia 1 mozna zastapié
warunkiem: ;

Dla kazdego w e U, jesels pray pewnych vy,v, € V mamy vy—>u-—>v,
i g(v)=g(vy), to ueV. ‘ ’

(7.2) W zbiorze X wyréiniamy punkt p, i prayjmujemy dla YCX

0, jezeli py¢ Y, -

0=\, jeseli poe Y.

Dowiedé, ze g jest miarg w W(®).
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(7.3) Zachowujgc oznaczenia z twierdzenia 4 oznaczamy

(5.1%) ho(u)= sup [lim g(inl )]
. o n—>00 =

d=1
1,02, €V
Funkeja b, nazywa sie miarq wewngtrang. Dowiesé, ze w przy-
padku, gdy funkeja g jest skoriczona, warunkiem koniecznym i do-
statecznym mierzalnosei elementu e U jest warunek h{u)=h, (u).

(7.4) Niech X bedzie zbiorem nieskoticzonym nieprzeliczalnym. Przyi-
mujemy dla zbioréw skonezonych YCX, g(Y)=n, gdzie n jest ilogcig
elementéw zbioru ¥, dla ¥ przeliczalnych zag lub takich, ze zbiér
X-Y jest najwyzej przeliczalny, przyjmujemy ¢(Y)== 4 oco. Udo-
wodnié, ze g jest miara w W(z). W ten sposéb pojecie miary
mozna tes uwazaé za uogblnienie pojecia licznosei elementéw.
(7.5) Dla przykladu podanego w (7.4) okredlamy funkcje h wzo-
rem (5.1). Wykazaé, Ze kazdy podzbiér zbioru X jest mierzalny we-
dlug funkeji h.

(1.6) Zbadaé zbiér elementéw spelniajacych warunek (3.4) w pray-
padku, gdy funkecja g spelnia warunki (3.1), (3.2) i slabszy od
(3.3) warunek "

gty ‘|‘ Us) < G(Up) + 9(%s).

Rozdzial VIIT
Miary w przestrzeniach euklidesowych

§ 1. Tre$¢ rozdzialu

Rozdzial niniejszy jest zastosowaniem wynikéw rozdzialu po-
przedniego specjalnie do przestrzeni euklidesowych, a zarazem po-
wigzaniem badan rozdziatéw VI i VII. Wynik zasadniezy zawarty
jest w twierdzeniach 4 i 6, z ktérych pierwsze orzeka, ze kazdej
funkeji n-wymiarowo niemalejacdj daje sie przyporzagdkowaé pewna
miara w przestrzeni R,, a drugie wyznacza klasy tych miar, ktére
dadzg sie w podany tam sposéb z takich funkeji otrzymad. T-wier-
dzenie ‘5 podaje pewna wlasnodé funkeji n-wymiarowo niemalejg-
cych spelniajacych dodatkowe warunki, wazne w pewnych zagadnie-
niach rachunku prawdopodobienstwa. ' .

‘W paragrafie 5 omawiamy krétko miare Lebesgue'a.

 § 2. Funkcje przedzialu stowarzyszone z funkcjami n-wymiarowo
niemalejacymi

Nawigzujac do rozwazai rozdziatu pierwszego ksiegi I. (str.
46-49) przypominamy, ze przez P, uméwilismy sie oznaczaé klase
n-wymiarowych.przedziatéw pétotwartych (prawostronnie) n-wymia-
rowej przestrzeni kartezjariskiej R,, przez N, ciato figur elementar-
nych tej przestrzeni, to znaczy klase sum skoriczonej ilogei parami
rozlacznych przedzialéw polotwartych tej przestrzeni. Poniewaz
czesto bedziemy w tym rozdziale méwili o przedziatach skoitiezo-

.
nych, to znaczy o zbiorach I=F [ [ (a<z< fi)], gddie —co<ai<
! ‘

=
< fi< + oo, ‘wiec klase tych przedzialéw oznaczymy- dodatkowo
przez Py. ‘ :
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