Rozdziat VI

Funkcje n-wymiarowo niemalejace

§ 1. Tre§¢ rozdzialu

, Pojecie, ktoére wprowadzamy w tym rozdziale, nie odgrywa
duzej roli poza teoria prawdopodobienstwa, a nawet w obrebie tej
ostatniej nie wydaje sie byé nalezycie doceniane. W ogélnej teorii
‘prawdopodobienistwa jest jednak nieodzowne.

W paragrafie 2 omawiamy operacje czgstkowego réznicowania,
- w paragrafie 3 zad$ badamy stosunek tej operacji do operacji réz-
niczkowania czastkowego. Za pomocy operacji czastkowego rézni-
cowania okreslamy w paragrafie 4 pojecie funkeji n-wymiarowo nie-
malejacej, po czym w paragrafie 5 badamy stosunek tego pojecia
do pojecia funkeji niemalejacej; zasadniczym wynikiem jest tu
twierdzenie 2. W paragrafie 6 dowodzimy, ze ciaglosciowa granica
ciggu funkeji niemalejacych i n-wymiarowo memmle] geych jest n-wy-
miarowo niemalejaca.

§ 2. Operatory roznicowe

Pojecie operatora rdimicowego funkeji wielu zmiennych, ktére

wprowadzimy w tym paragrafie, jest uogélnieniem znanego z ele-
mentarnej analizy pojecia przyrostu funkeji w danym przedsziale.
Jak wiadomo, jezeli f jest funkeja jednej zmiennej, #, i h>0 zad
59 liczbami rzeczywistymi, to przyrostem Af funkeji f w przedziale
Elz <x<®+h] nazywamy réznice f(z,-+h)—f(z;). Liczbe h nazy-
wamy wtedy przyrostem zmiennej @ i oznaczamy czesto przez Awp.
Zauwazmy, ze przyrost funkeji w danym przedziale zalezy od kran-
céw tego przedziahu, a ngc od @ i h. Traktujac te wielkodei jako
zmienne i piszac Af=A"(a,) =f(w,+h)—f(z,) widzimy, ze przy-
rost funkeji mozna uwazaé za nowg funkcje dwoéch zmiennych,
z ktéryeh jedna, a mianowicie h, jest dodatnia. Uogélnienie, kt6-
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remu poddamy pojecie przyrostu funkeji, idzie w dwdch kierunkach:.
po pierwsze nie uwzgledniamy zatozenia dodatniogci przyrostu zmien-
nej, po drugie okreslamy je przez indukeje réwniez dla funkeji
wielu zmiennych.

Bedziemy moéwili w tym rozdziale o funkejach f okre§lonych
w calej przestrzeni R, (a wige o funkejach n zmiennych), przy czym
ze wagledu na specyficzny charakter zagadnienia wygodnie be-
dzie niekiedy zaniechaé uzywanych dotychezas skrotéw i pisaé
[(@y3 By ey Ta) zATRIASS [((1).

OxrESLENIE 1. Niech f(uy,&,,...,2,) bedzie funkeja » zmien-
nych. Dla kazdego ukladu 4;,%,...,% & sposréd » pierwszych liczb
naturalnych, kazdego ciagu hy,hy,...,h, liczb (przyrostéw) i kaz-
dego punktu (f;) =(t,%,...,%) przestrzeni R, okreflamy rdinice

ky by, ""’hi e
Ai;:ig,?..,i;, EICELTRNLY)

11317 hig’ Al hl'k

funkeji f w punkeie () dla przyrostéw

zmiennyeh a4, ...,&3, Przez Wziory
) '
A bty ety e

:"f({'lytz;~--;tik'l’"hiu-"7tn)"f(t1:t2; xu n)y

(2.1) yt) =

jezeli k=1,

lhil'hiz‘“"hlk—-]’h[kf -
B P PYRTY IR 1302y

h B shy eyl
) = A4 g ) ]

iy T80y 0y dpoy

(2.2)
jezeli k>1.
ooy
Symbol d 1 "y " * nagywamy opemtm em rognicowym miesza-

nym rzedu k. ;
Zauwazmy, ze jezeli punkt, w ktérym dokonujemy réimicowa-
nia, i przyrosty bedziemy tralktowali jako zmienne, to
k. hlq By
111,,2‘ -1'1; kj 1'1,.1,‘.;, )mn)
bedzie tunkqad n-4k zmiennych.
Tdowodnimy kilka wlasnogei operatoréw 1ozmcowvch
4"'@[]11}_1 s £
k1

P B
ixlia:a o BF(ty sty eeeyTa) =2 ]illf(tl,tz,...,t,,).

(2.3)
Wynika to wprost z okreslenia 1.

bk . .
(2.4) ,,If:‘Ai:’f(tl,tz,...,I,,)=¢1i:2dii1f(t1,tg,...,tn), e
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Yo znaczy rdéne operatory reedu 1 sq preemienne. Przy zatozeniu, e

i, <1, mamy bowiem

(2.5)
k. ,

:Aill[]'(tl,tz,...,t,-l,...,tiz—f— hiz,...,In)ﬁf(tl,tg,...,l,l‘,...,t,g,...,r,,)]::

= f(tutm 7111 -+ 7’:’17 --~7112 + hig: 77‘11) - f(tlvtzr 7t'i1 -t h]y 7-1157 stu) .
"f(i'ntw--->ti1a"-7tia‘|‘hiu"-;fn)"}‘f(tntz’---1111:"'a'[i;u---,Tn)*
k By

= Ail‘lf(tutzg...,fm eyt By, ""t")‘"dillf(tnt‘z’ ceatiyyeny iy i ty) o=

hi,
241
== ,/_]Ll Ail f(tl,tz,...,ﬁl,... ,f{z,... ,t,,),

bk
.J,I'miff(rl,zz,;..,1;1,...,1,2,...?z,,) =

co nalezalo okazad.

Z warunkéw (2.3) i (2.4) za pomoca latwego TOzUMmMowania
indukcyjnego otrzymujemy, ze :
(2.6) Jezeli fi,ja,y...,fk fest jakakolwiek permutacia wskaénikéw
Ty Bayeenyiy E<n, to

B b

iy Py By Ay sl sty
Aty ) = AT g ),

Z twierdzenia (2.6) wynika, ze mozemy ograniczyé sie do roz-
patrywania operatoréw réinicowych mieszanych, dla ktérych i, <
<t <...<i. Operatory takie nazywamy krétko operatorams rés-

nicowymi (opuszezajac stowo mieszame). Istnieje oczywidcie (’7:):.:
-

n! -
Hn—)! operatoréw réznicowych rzedu %, W szezegblnosel jeden

gy ]
operator rzedu n: Ay'y "

Wzory indukeyjne (2.1) i (2.2) daja sie oczywidcie rozwiklad.
Zakladajac, ze 4, <<iy<<..<ix i 0znaczajac yrzez 0"’(i1,z'2,...,ik)
klase kombinacji po 7 spogréd % wskaznikéw Gy lay ey, 7=1,2,...,F%,
a przez ]‘;,jl,hjz,,_.,;,jr(ml,mg,...,qc,l,...,wj2,...,mj,,...,m,,) funkeje

ﬂa’l:mz)---:mh"|‘hju-"7mjr‘]‘ hj,s---;”'n):

otrzymujemy przez latwa indukeje, ktorg pozostawiamy czytel-

nikowi,
i by shy by [ k
(2'7) Ail,lig.?,.,ik ,‘ﬂtl 7t2: ,tu) =(_1) f(tutz: atk)_!"
k
rtk
+2(=1 Tijytggreaty, (b sty ).

Utsday s 1€ Gy 1y o, i)
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W szezegélnotel dla wskanikéw 1,2, .., k, pPrzyjmujae oznaczenia
09(1,2, ..., k)= CY, thamy

Byyhay e, iy

(2.8) A 8 Ity ) =
k

= (=1 bty oo t) + 2 (=10

pe=1 (r)fhjl'hj‘a’""”j,(tl-'th---sta),
) (j];f?,,...,j,)eck

a dla k=n

Iy by,

{2.9) ' At F(by by ey 1) =

n
o (=) by by ey ) 20 (1) pX fhh,hj_,,..,,nj,(i; stase ).
r=1 Urdzrendec?
Ze wzordéw (2.7) wynikaja natychmiast dwie wazne wiasnosei
{2.10) i (2.11) operatoréw réznicowych

LT3N TR ’
/1 ' iy i"[f(tl,tg,...,f,,)—kg(t“tg,...,f")]:

iy,

(2.10)

]Il ,h' ,...,}!i
1’ 7g n
W g ).

VTR TR ) )
Ah’fim’j”,k I f(ly by ) - A

Wiasnodé (2.10) wynika z faktu, e prawa strona wzorn (2.7)
zalezy liniowo od f. o

(2.11)  Jezeli f jest lewostronnie ciggla funkcja n zmiennych, to funkcja

L7 TINAN | . . . . .
_ 1:11:’* y Wf iy, 2,) Jest ted lewostronmie ciagle funkcja n-+k

2miennych. ‘ '

Podamy z kolei wzér, ktéry znajdzie wazne zastosowanie w dal-
szym ciggu naszych rozwazan (w § 2 rozdzialu VIIIL, przy okrefla-
niu miary za pomocg funkeji n-wymiarowo niemalejacych). Wzoér
ten.pozwala rozwijaé operator réznicowy na sume dwdch operato-
16w w przypadku, gdy jeden z przyrostéw jest suma dwoch skla-
dnikéw: B :

hl.hg,...,h,,-Hl;’_.,... My
f:ll.ﬂ,.u,k,...,n

(2.12)

Ftiylay ooyl o ytn) =

f(tutz: 7tk; 7'(:1)‘!‘

By By ey By iy

b ek

v']}l];.hg,...,’lk,...,hn
EREE2Y I TN -

j(tl’lgj....,’k -+ ]Jk,...,f,,).

Podstawy rachunku prawdopodobiefistwa 13
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194 VI. Funkeje n-wymiarowo niemalejgce
Dowdd, ktérego szezegoly pozostawiamy czytelnikowi, uzysku-
jemy natychmiast, jezeli zauwazymy, ze o

bt
(2.13) _ AT b ey ooy )=
zf(tutz:'":tk’[“h'k"‘hl,cy-uyfn)""f(tlatz’“"'Jk)-'-)tn) =
=ty 80y ey T R By eenytn) ——f(tl,tg,...,fk,...,f,,) -~

+f(t17t25 7tk+hky"- 5tn) "’f(t,l;tz; :tk '}'hks'--- 1tn) =
2 g }
= Ay [y bayeer sty ene s bd - Ai by oy ooy b+ Py o, B).
Jako ostatnig z elementarnych wlasnodei operatoréw . réznico-
wych podamy jeszeze nastepujaca: '

(2.14) Jezeli jeden = prayrostow hy,hi,,...,hy, jest réwny 0, to

Ry sl e By, .
"i1.12,'..?.k ’"f(tl,tg,...,fk,..,,f,,):()_

Wynika to ze wzoru (2.12).

§ 3. Operatory réznicowe i rézniczkowanie czastkowe

Podamy teraz kilka zwiazkéw miedzy operatorami réznicowymi
a operatorami rézniczkowymi. Wprost z definicji pochodnej czast-
kowej wynika, ze

‘ 3 . A,’-" Ly s @y eeey T ..
(31) a‘jﬂ}fji‘%‘—_’) (6=1,2,...,n),
a poniewaz
k1 ok af ' )
3.2 = = 2 Yy w—
(3.2 ) 99?,'1 9.7.",‘2 e aa',-ké):r,-m_ 81‘,-1 91‘12 ven 9.701,‘ (91‘;k+1) (k 1 R 1),

wiee przez indukeje otrzymujemy

Illl’hi2""'hikf(w

. Tgyeeeyily

=lim | lim [...[Iim oot i )]H
h,-l—w h,-ﬂ—»o ‘hi;{"o hilhig--fhik

U(.lowodm'my teraz wzér, ktéry w eclementarnej analizie poda-

wany jest zazwyczaj tylko dla funkeji dwéch zmiennych.

(I':‘EMAT 1. Jedeli funkcja n emiennych f ma pochodng wmieszany

"f o

m, to dla wszelkich (t,),(h;) € R, zachodz @uzd?‘

okf -

$3) 5z, 92,90,

yyhygon by
(3.4) A1§2,2:--,n ]‘(ilatzy-":‘?‘n)w anf (et 0uh
hyhy.. B, " \ox,02,... 0m, !
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gdzie ¥y sd pewnyms licsbami spetniajacyms nierdwnosei 0 <d; <1,
@ pochodna mieszana po prawej stronie rownodet weigta jest w punkeie
(ti+91hs)- ,

Dowdd przeprowadzamy indukeyjnie. Dla #=1 lemat 1 redu-
kuje sie do twierdzenia o przyrostach skorfiezonych (tak zwanego
twierdzenia o wartodei $redniej), znanego z elementarnej analizy.
Zaléimy, ze lemat zachodzi dla kazdej funkeji k zmiennych, gdzie
0<k<mn, i niech f(@,,%,...;%,) bedzie funkecja n zmienn.ych spel-
niajaca zalozenia lematu. Ustalajac wartodé n-tgj .zmiennef], to.zna,-
czy podstawiajac konkretng warto$é ¥y, w miejsce zmiennej axy,
otrzymujemy funkcje f,,“(ml,mz,...,w,._l)_:f(m,,wm...,mn-l,g'/,,) n—1
zmiennych spelniajacy zatozenia lematu. Na mocy zaIOZfznla nduk-
cyjnego istnieja takie liezby #, spelniajgce nierdwnodel 0 <P <1,
i=1,2,...,n—1, dla ktérych

hl;hzsm:hn—l p
1,8, esn—=1 y,,(tutz:---:tn—l)__

(3.8) Ty Ty oo Fims
ny CRRNCTOS ot AR AR Y
Wartodé pochodnej ___,fgj_’_.__. w punkeie
arvose. p 93}19.172...9{1’"—1 ’

(b Bl yta - Oaltay o T+ I faa)

zalezy jednak od wartosci ya, ktora ustalilimy, mozemy Wwige prze-
mianowujge ¥, na x, napisaé

afxﬂ
g(.Tn) = Q'ﬂl &Eg Q«Tn—l

}(I + k.t +ahases ln—1+0u-lhn—l 2 %)

(fytd by, tatd Hayees bym1 b0 21 fy 1)

(3.6) ]
of _
9w, 92y ... 9Tny

RCTY. TRy
‘Jl: 2501

fx,,(tlytz:--w?n—l) =

hlhg---hn—-l
hyahg, e uia
Aoy f(byytay e s Tumyy Tn)
— )
hlhg---hn—l

13*
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przy czym réwnosé (3.6) zachodzi dla kazdej wartodei #, i funkeja
¢ ma pochodna w kazdym punkcie. Stosujac do funkeji ¢ twier-
dzenie o przyrostach skorczonych, otrzymujemy

- ‘ L.:J:z'ng"'tn) _ (Zg" tu“l‘?nhn
(_3. 7) e = (—77—n

Fn

bl

skad, korzystajac z (3.6), (2.10), (2.3), (2.6) i wlasno$ci pochodnych,
Ryshg sty
jh,,Jll,z,?..,n-ll ]f(‘tlytaa“-y',n—u{u)
o Ryhg.ohyy
hy

(3.8)

) Jli,/’g,...,ll,‘,_] oy
MJ1,2,..;,n—1,n f(tlsi‘ly-"afll“lrf")“_;
hibs...hyeqfn

[ d [ a/ ](tl"'ﬂlhl’lz'f'ﬂ‘l/".zv-nluml_’fﬂf'-l”w-1)]’11{’”u”n

Az, [90,97 .., dX;—4

?

df (ty+dehy)
om0, 0y Oty

co nalezalo okazad.

§ 4. Funkcje n-wymiarowo niemalejace
OERESLENIE 2. Funkcje f, okredlong w calej przestrzeni R,,
nazywamy n-wymiarowo niemalejgcq, jesli dla kazdego punktu
() e By 1 dla kazdego ukladu nieujemnych prayrostéw hy,...,hy za-
chodzi nieréwnogé ‘ , .
- ’ hy by, by,
(4.1) i " Hly gty e yta) 0.

Dla funkeji jednej zmiennej warunek (4.1) mozna zapisad
W postaci ’

42) =) >0,

& wiee pojecie funkeji 1-wymiarowo niemalejacej pokrywa sie z po-

jeciem funkeji niemalejacej jednej zmiennej w sensie okreflenia 1 -

z rozdziatu V' (str. 175). Zobaczymy jednak dalej, ze juz dla n>»2
pojecia te réinia sie zasadniczo. Dla funkeji majacyeh pochodne
czastkowe w calej przestrzeni warunek (4.1) daje sie zastapié przez
warunek dogodniejszy. Zachodzi mianowicie
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'~ TWIERDZENIE 1. Nato, aby funkeja f zaleina od n 2miennych, ma-

jaca w kazdym punkcie przestreni R, pochodng ezqstkowq

» 0%, 9%,...9%,’
byta n-wymiarowo niemalejaoa, potrzeba i wystarcza, aby w catej prze-
streeni R, zachodzita mierdwnosdd

N o T -
(+:3) ‘ 9;7719.702...93?,,)0'
n
Dowod. Jezeli w pewnym punkeie (t) jest 5 99 ! é)_<(J,
. 0, 0Ly ... DT
to z uwagli na zwigzek (3.3) dla przyrostéw izrl,hz,...,lh,, zo dostate-

eznie matych wartodciach bezwzglednych beda- spelnione nieréwnosei

hyshayoshy
v7j1],2,..,,n "f\tuta;-":tn)

Byl iy by

< 0.

Zatem dla dostatecznie matych przyrostéw dodatnich

By hgyenshy
S ftytey .y tn) <0,
z czego widzimy, ze warunek (4.3) jest warunkiem koniecznym, aby
funkecja f byla n-wymiarowo niemalejaca.
Jezeli natomiast w pewnym punkeie () przy dodatnich przy-

Byshg,y s bty

rostach mamy ;57" " f(t,tay ey t) <0, to na mocy lematu 1 udo-
wodnionego w poprzednim paragrafie mamy dla pewnego ukladu
liczb 04,9, ..\ ,9, lezgeych miedzy 0 a 1

. Hisbtggeneshty ‘
(4.4) af Gkbb) gy fltustayosta) o
ALy Diky... Iy hy Py oo iy -

z czego widzimy, ze warunek (4.3) nie zachodzi, jest on zatem wa-
runkiem dostatecznym i twierdzenie jest udowodnione.

§ 5. Funkcje niemalejace a funkcje n-wymiarovfb niemalejace

Wprowadzone w poprzednim paragrafie pojecie funkeji n-wy-
miarowo niemalejgcej jest w stosunku do pojecia funkeji niemale-
jacej pojeciem nowym, ale ani ogélniejszym, ani tez bafdziej szcze-
gétowym. Innymi slowy: Dla kazdego n>2 istniejy funkeje nie-
maﬂ.éjadce, ktére nie sy n-wymiarowo niemalejgce, i odwrotnie.

Najlatwiej szukaé odpowiednich przykladéw wérdd funkeji ma-

. Q"f
jacyeh pochodng 5

& co0 za tym idzie, ré6wniez pochodne
‘1'»'19.’172...@%,, ) . ' y . !
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198 VI. Funkeje n-wymiarowo niemalejace
g{?, i=1,2,..,n. Warunkiem na to, aby funkeja f byla niemalejaca,
‘i
jest wowezas
) .
(5.1) >0 (i=1,2,..,n),

warunkiem zag, aby byla n-wymiarowo niemalejaca, w mysl twier-
dzenia 1 jest

~n

d >0.

(5-2) dr,9z,...92,”

Oba warunki muszg zachodzié w kazdym punkeie przestrzeni Ry.

Warunki te sa od siebie niezalezne. Podajemy dwa proste przyklady.

Przyklad 1. Funkeja f(z,,a,) = (2, 2,)% jest 2-wymiarowo nie-
malejgca, ale nie jest niemalejaca, gdyz

2 o ]

&f _, 9f_of

mdmy, ' 9w, B

= -—-.:2 = .
aml awz (ml"! "02)

Przyktad 2. Funkcja f(a;,5,) =arctg (@ +a,) jest niemalejgea,
ale nie jest 2-wymiarowo niemalejgca. Istotnie,

of 8 __ 1 2f
oy Ar, 1+ (m+amp)’

- —2(2, 4 o,)
I, I, (14 (@4 ,)2]2"

Sytuacja zmienia sie jednak, jezeli natozymy na rozwazane
funkcje pewne dodatkowe warunki. Fakt ten jest ‘dla nas szeze-
golnie wainy, gdysz funkcje, z kt6érymi spotykamy sie w rachunku
prawdopodobiefistwa, zawsze spelniajg te warunki. Zachodzi mia-
nowicie nastepujace '

TWIERDZENIE 2. Funkcjo n-wymiarowo niemalejaca f, spetnia-
jaca dia dowolnyeh ty,ty,...,li_y,biss, sty pray kasdym i=1,2,..,n

warunek ¢
(5-3) I._]_J;mwﬂtutzy 1Ti—1;{i)fi-i~1} 7tn) =0,

jest niemalejqcea. :

. quv:‘éd. Niech f bedzie funkejg n-wymiarowo niemalejacg
i speiajacg warunek (5.3). Ze wzoru (2.8) wynika, Ze przy tym
zalozeniu '

54 lm A7

D tpp1+—00

f(t17t27 e ,t‘k—].l, e ,113) ==O,

icm
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ale poniewaz na podstawie (2.1) i (2.2) mamy tozsamosciowo

Iyt g gy
(6.5) e,k ki Flistey oo s tirs =Ny eoe s y) =

' ke by .
= e,k f(tlytéa sy Bty ey ) —

y hl,hz,...,hk
i,k f(tut‘zs eyt “‘hk+1a wers )y

wiec na podstawie (5.4)

By by ey
(5.6) »’-/11],2,...,k Lf(tntz:'-'7tk+17---afn):

K By Ty by By gy .
= lim 411,2,.‘.,k,k+1 f(tlytzy-'-7tk+1_hk+l,"~stn)-
bpp1—+—o0

Stosujae ten wzér (n—k)-krotnie otrzymujemy, ze
I’],llﬁ,---,hk“
(5.7) 1,2,k f(tlytm"-:fki-l;---71'1):
hyshyy by

~ lim [ lim [..[ lim A
h,

’fl‘b‘l""'m hk_;:_,-—»—-oo 1 —>—00
Xty tay eyl tess — Pasn, ...,t,,—hv,,)]..‘]],
co w przypadku % =1 daje ‘
(5.8) A;’If(tlytz’--wtn):

f(tl,tz—hz',...,tnmh,,)]...]].’

= lim [ lim [[ lim Aff';fif_’.',';,'h”

by =>—00 | hg~——00 By ~r—00

Poniewaz jednak na podstawie zalozenia funkecja j jest n-wy-
miarowo niemalejgea, wiee prawa. strona réwnosei (_5.8) jest dla
hy >0 mnienjemna, co daje

(5.9) AB (1 by 1) >0, h>0.

Wobec przemiennosci opefa,toréw (por. twierdzenie (2.6)) po-
rzgdek wskaZnikéw w operatorze nie gra roli, a wiee

(5.10) AR F( tyy ey 1) 20, By>0 (1=1,2,...,n%

Nieréwnosel te wykazujg, ze funkeja 'f jest niemalejaca, co
nalezato okazad.
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§ 6. ZbieznoS¢ ciaglosciowa funkcji 7-wymiarowo niemalejacych

TWIBRDZENIE 3. Jetcli {fm} jest ciagiem funkcji niemalejacych,
lewostronnie cigglych © n-wymiarowo niemalejqcych, zbieinym cigglo-
§ciowo do niemalejacej © lewostronnie ciaglej funkcjs f, to f jest funkejg
n-WYmiarowo niemalejacae.

Dowéd. Niech (f;) bedzie dowolnym -punktem przestrzeni Ry,
& ly,hgy... by niech bedzie ukladem przyrostéw dodatnich., Zwréémy

uwage na 2" funkeji
(6.1) fhh,hj2,...,];j’(éfl,.'l'2,...,J’n):f(iﬂl,&ll':“...,mjl“f- /’l/j“...,:l.'/'j'—’—l&jr,...,al'n),

(usfag-eeyir) € OF, 1=0,1,...,n (poOr. oznaczenia ‘przyjete w § 2,
str. 191). Wszystkie te funkcje s3 niemalejgce, a wige zbiér pun-
ktéw, w ktérych sg one wszystkie ciggle, jest na mocy twierdze-
nia 5 z rozdzialu V (§ 3, str. 182) gesty w przestrzeni R,. Istnieje
zatem ciag punktéw {1} taki, ze

(6.2) () (t) prey l-oo;

(1=1,2,..);

’

(6.3) () < (1:)

(6.4) wszystkie funkeje (6.1) sq ciagle w kaédym 2 punktéw Py,
' Z uwagi na (6.4) i zalozenia naszego twierdzenia mamy dla
kazdego (ji,jas.,jr) € OV, r=0,1,...,n oraz kazdego

(6.5) AR D Ry 3D A By 10

1 @ .0 () T {4
= Um 7800 @, D Ry D A Ry 19,

m=>o0
. skad, korzystajac z liniowosci prawej strony wzoru (2.9),

hyshgyeshy ,

(6.6) A

O] . hyshoy ik
f(tg. g ;t;(zl)) = lim Al,z,...,n ”
m-»co

fmltg.’)’ A ?tftl))'
Na mocy zalozenia prawa strona réwnogei (6.6) jest nieujemmna,
zatem takze lewa strona jest nieujemna dla kazdego 1. Poniewaz

jednak, na mocy (2.11), 4, h"]‘(wl,...,w,.) jest funkejs lewostronnie

ciagla, wiee z (6.2) i (6.3) wynika, ze

A Rysnr iy : By'yenrhy
(6.7) lim A 0P D) = AT ).

icm
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Wyrazenie pod znakiem granicy jest nieujemne dla kazdego 1,
zatem granica jest nieujemna, czyli

By

(6.8) A f e ) 30,

Poniewaz (f) jest dowolnym punktem Przestrzeni R,, wiec
istotnie funkeja f jest n-wymiarowo niemalejgca, co nalezato okazad,

W terminach’ topologii ogélnej twierdzenie $ mozemy wypowiedzieé na-.

- stepujaco:

W preestreeni funkeji miemalejacych, lewostronnie ciaglych, = granicq ciaglo--
deiowq #bidr funkefi n-wymiarowo niemalejgeych jest zbiorem zamlnigtym.

§ 7. Przyklady i zadania

(7.1)  Udowodnié nastepujace uogélnienie wzoru (2.12):

" rz Y .
20, 20, X -

wal e [E .
“4;.2,...,k /(tlat‘a;'-'7tk77k-)-1a“-7tn):_‘
oo i 51 p(s9) r)
SR G T
SPADIN) Aty2yunk X
slc:'l ’y‘zrrl A‘km]_ )
51 L § Sp—1L
.‘I T Q Q X
X b A 200t 3R, e+ PR AR
§e1 s=1 s=1

Uwaga. Jak sie wydaje, najwygodniej jest prowadzié dowéd
wychodzace ze wzoru (2.13) i stosujae indukeje wzgledem 7, przy
zatozeniu k=1, a nastepnie wzgledem % przy dowolnych ;.

(7.2) Udowodnié, ze suma dwéch funkeji n-wymiarowo niemalejg-
cych jest funkejg n-wymiarowo niemalejgcq.

~ (7.3) Poslugujac si¢ przykladem 1 i 2 z paragrafu 5 podaé dla

kazdego n przyklad funkeji: 1° n-wymiarowo niemalejacej, lecz nie

‘niemalejgeej; 2° niemalejacej, lecz nie n-wymiarowo niemalejacej.

(7.4) Przyjmujemy fu(@,2:)=0 dla (o,2,) <(2y,02,) 1 foiy,5)=1
dla pozostatych punktéw plaszezyzny. Dla jakich wartoci para- -
metru o funkeja f, jest 2-wymiarowo niemalejaca?
(Odpowieds: a==0.)

(7.8) Udowodnié, ze¢ na to, aby funkeja lewostronnie ciagla byla
n-wymiarowo niemalejaca, potrzeba i wystarcza, aby warunek (4.1)
zachodzil dla przyrostéw dodatnich i punkbtéw (t;) o wspéirzednych .
wymiernych.
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