174 . IV. Schemat Bernoulliego

Jezeli f jest funkcjq ciagl okreslong w preedeiale F[0< z<1),

o SRl

‘jednostajnie ze wzgledu na .

(15.6) W wielokrotnym schemacie Bernoulliego znalezé prawdopo-
dobieristwo, ze zjawisko ) wystapi wezesniej niz zjawisko O, i gra-
nice tego prawdopodobieristwa przy n->co.

(15.7) Udowodnié, ze w wielokrotnym schemacie Bernoulliego praw-
dopodobienistwo, ze zadne z rozwazanych zjawisk C®, 0@, .., ¢
nie wystapi w pierwszych n<m prébach wiecej niz 1 raz, wynosi
(m— n—{—l)

mh

m{m—1)..

(15.8) Znalezé prawdopodobienstwo, ze w wielvokrotnym schemacie

Bernoulliego zjawisko C® pojawi sie w 2n pierwszych’ prébach,
w probach o wskaZnikach parzystych wigkszq ilo$é razy niz zja-

wisko 0@ prébach o wskaznikach nieparzystych i granice tego
prawdopodobienstwa przy n—>oo. (OhOle tu o prawdopodobienstwo

n n
o ZaP> Zu)).
=1 i=1

zdarzenia z,=

icm

funkeje rzeczywista n

: . KSIEGA DRﬁGA
ELEMENTY TEORII FUNKCJI RZECZYWISTYCH

Rozdziat 'V
Fumnkcje niemalejace

§ 1. Tres¢ rozdziah

Zadaniem ksiegi drugiej jest podanie w odpowiednim zestawie-
niu niezbednych przy studiowaniu rachunku prawdopodobiefstwa
wiadomosei z zakresu teorii funkeji rzeczywistych.

W rozdziale niniejszym podajemy zarys teorii funkeji niemale-
jacych i lewostronnie ciggtyech » zmiennych. Zasadniczym twier-
dzeniem jest tutaj pochodzace od Helly’ego twierdzenie 6 (§ 4,
str. 184). Paragraf 5 zawiera teorie odwracania funkeji niemaleja-
cych jednej zmiennej.

§ 2. Funkcje niemalejgce »n zmiennych

Punkty wm-wymiarowej przestrzeni euklidesowej R, bedziemy
dla skrécenia oznaczali przez (), (17), zamiast (fy,1s,... 1), (11,72, ..0 5 Tn)-
Bedziemy réwniez pisali krétko () < (t7) zamiast &, <1y,ty<th,...,ta<t.
Analogiczne oznaczenia przyjmiemy dla innego typu nieréwnosei.

Przez funkeje okreslong w zbiorze ACR, bedziemy rozumieli
zmiennyceh f(@,%,...,%,), oOkreflong dla
(g gy eery@n) = (1) e A. Zgodnie z zawarty umowsy co do oznaczania
punktéw przestrzeni R, warto§é takiej funkeji w punkeie (z;) be-
dziemy oznaczali przes f((z;)).

OxRESLENIE 1. Funkcje f okreglong w zbiorze AC R, bedziemy
nazywali niemalejgeq, jezeli dla wszystkich (6),(H)ed i (&) <(H)
zachodzi f((t)) < f((th). W przypadku gdy dla kazdych (t),(t}) < 4
i (&) <) zachodzi f((t; ) };/((15)) tunkeje f nazywamy nierosnacd.

OXRESLENIE 2. Jezeli A jest gestym podzbiorem przestrzeni Ry,
a f jest funkejs okreslong w zbiorze A i (#) eR,,, to symbolem
(2.1) fA((t,——O) falti—0,t,—0,...,t,—0)

bedziemy oznaczali liczbe rzeczywista & spelma.ja,,cag Wa,runek:
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176 V. Funkeje niemalejace

(2.2) dla kazdego # >0 istnieje takie 6>0, ze dla (if) e 4 1 (4 —0) -
< (t) <(f;) mamy
7)) —&| <,
jezeli tylko liczba taka istnieje.
Z okredlenia 2 wynika, ze jezeli liczba fA((t,——~())) istnieje, to
jest okreslona jednoznacznie.
Analogieznie, symbolem

f4((t+ 0)) =1alty+ 0,15+ 0, .. 1u0)

oznaczamy. taks liezbe rzeczywista &, ze dla kazdego 5 >0 istunieje

takie 6>0, ze dla (1}) e A 1 (f;) <(1i) < (4;+ 6) spelniony jest warunek
|7{h) —&] <,

jezell tylko taka liczba £ istnieje.

Zarbwno w okrefleniu liezby f4(t;+0), jak i w okredleniu liczby
fa(ti—0) warunek istnienia jest niezbedny, a w przypadku jego
spelnienia jednoznacznos$é zachowana. Jezeli funkeja f okredlona
jest W calej przestrzeni R,, to zamiast fg((ti—0)), fr,((tr+0))
piszemy po prostu f((t;—0)), f{(t:+0)).

OxrESLENIE 3. Funkecje f okredlong w przestrzeni R, nazy-
wamy lewostronnie ciagla w punkeie (1;) € R,, jezeli liczba j((ti—O))
istnieje i f{(1;)) =/((ti—0)). Analogicznie, gdy istnieje liczba ;/((ii+.0))
i f((fg—{— 0)):7‘((1,)), to funk‘cjg f nazywamy prawostronnie - ciqgly
w punkeie (). ’ ‘

(2.3)

TWIERDZENIE 1. Jeseli A jest podébz‘m'em gestym przestrzeni B,
o | funkcjq niemalejgcq w zbiorze A, to: . :

(2.4) dla kazdego (t;) e R, istniejg liczby fA((ti—O)) oraz fA((t,+()'))
i mamy

_ fa{(ti—0)) =sup f{(x),
fa((t+0)) = inf f{(xy),

(2.5) funkcje fA(gt,-O)) ) fA((ii—{- 0)) wmiennej (1) s@ wiemalejqee
w calej preestrzent R,;

(2.6) dla (1)< )y<(") i (1)), (1}") e A zachodei wedr
A0) < Falt —0) < fafar +0)) < A1),

(m) <(t)y (m)ed,

(@) > (t), (x)ed;

icm

§ 2. Funkeje niemalejace zmiehnych 177
w preypadku zad, gdy ponadio (1) e.A., to
falt =0 < A1) < faltr' + 00);

(2.7)  fa{(ti—0)) jest lewostronnie ciggta, falti+ 0)} zas jest prawo-
stronmie ciagla funkeje zmiennych (&) w calej preestrzend R,.

Dowéd tezy (2.4). Niech bedzie £ =sup f((il'i)), (@) < (t),
gdzie (w;) € A. Z zaloZenia, Ze f jest funkej niemalejacg w zbio-
rze A, wynika, Ze liczba ¢ istnieje, a z wiasnodei kresu gérnego wy-
nika, z¢ dla kazdej liczby 4 >0 mozna dobraé taki punkt (2(?) < (1)
nalezaey do zbioru 4, ze

(2.8) (@) 4> .

Niech >0 bedzie dowolng liczbg dodatnia, (2{?) = (2?0, ..., .0
dowolnym punktem przestrzeni R, spelniajacym warunek (2.8); za-
16zmy 5=min(t1~m§”),7‘.2-w‘2"),...,f,,mm,(,")) 1 weimy pod uwage do-
wolny punkt (1) e A taki, ze (4—0)<(1j) <(f;). Punkt taki istnieje,
gdyz A jest zbiorem gestym w przestrzeni R,. Z okrelenia Liczby 6
wynika, 26 (27) < (t), a wiee f((af?)) < 1((t) 1 F{(t))+ 1> 2 czego
wynika, ze I f((if))-§|‘<n. Poniewaz za$ 5 byta dowolng lieczba do-
datnia, wige na mocy okreflenia 2 f,,((t,—O)):E, co nalezalo oka-

zaé. Analogiczny dowdd drugiej czedci tezy (2.4) pozostawiamy
czytelnikowi. .

Dowéd tezy (2.5) otrzymujemy natychmiast z tezy (2.4), jezeli
tylko zauwazymy, ze w praypadku, gdy (4) < (#), zbiér tych () e A4,
.dla ktérycli (2;) < (t), jest podzbiorem zbioru tych () e A, dla kt6-
rych (z) <(tf). Wobec tego = zbiér liczb, ktérego kresem gérnym
zgodnie z (2.4) jest liezba fl((tf—())), jest zawarty w zbiorze liczb,
ktérego kresem gérnym jest liczba f((t{—O)), z czego wynika, ze
“H{ti—0)) < F{(#—0)), co nalezalo okazad. ‘

Analogicznie dowodzimy, ze f((t+0)) < f((ti+0)) dla (1)< ().

Dowéd tezy (2.6) pozostawiamy czytelnikowi. Nalezy w nim

skorzystaé z tezy (2.4) i zalozenia, ze funkeja f jest niemalejgca.

Dowéd tezy (2.7). Oznaczmy dla dowolnego () e A przez
ALY 1 AGR zbior tych (z), dla ktérych (m)<(t) i odpowiednio
(@)>(t), a przez fOn) i fPAt) odpowiednio funkeje f4((t—0))

Podstawy rachunku prawdopodobiefistwa * 12
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i fa((t:+0)). Mamy przy tych oznaczeniach

(2.9) A= 2 Am, Aff= 2 4G
(xgeA (x;)eA(l )
i dalej
—) ) .
(2. 10) f‘ t;—0))= sup (f( )~_ sup ( sup (f T,))
( ) (x,)eA( ) ( ) (6] 4l )) ed Ax) )

= (flenl)= sup ) =10 =),

@)e ; > o4 AE;‘)) hed-al)
(x; edf .
(fi)

Za pomocy drugiej tozsamosci (2.9) i analogicznego rozumo-
wania jak (2.10) czytelnik z latwodcia udowodni, ze

(2.11) 1P+ 0)) =1

0 lgeznie z (2.10) daje, zgodnie z okredleniem 3, ostatnia teze twier-
dzenia 1.

TWIERDZENIE 2. Jeseli f; ¢ f, sq niemalejgcyms i lewostronnie
(prawostronnie) ciagtymi funkejami okreslonymi w R,, 2bidr A zaé
tych punktow (x;) e B,, dla kidrych fl((a’,))= fz((mi)) jest gesty w Ry,
to funkcje fi i f, sq identycene. . ‘

Dowéd. Na- mocy zalozenia mamy f1A( 2—0)) = fou((i—0))
dla (x) € Bn, ale z zalozenia lewostronnej cigglodei funkeyj f; i f,
wymka na moey okreslenia 3, ze

All@)) =hf@—0)), Ale) =fo(@—0) da (@)eR,

co koriezy dowd6d. Analogiczny dowdd dla prawostronnie ciagltych
funkeji pozostawiamy czytelnikowi.
Twierdzenie 2 mozna sformulowaé w nastepujacy sposéb:
Niemalejaca i lewostronnie (prawostronnie) ciagla funkcja jest

jednoznacenie wyznaczona przez wartodci, jakie praybiera w dowolnym
- zbiorze gestym.

§ 3. Niecigglosci funkcji niemalejacych

W tym paragrafie bedziemy rozpatrywali funkcje niemalejace
okreslone w calej przestrzeni R, (nie uwidaczniajac tego ostatniego
zatozenia w kazdym twierdzeniu). W szezegdlnosel zbadamy  zbibr

§ 8. Niecigglodei funkeji niemalejacych 179

punktéw, w kitérych take funkcja nie jest ciggla. Wynikiem tych
badan bedzie twierdzenie 4, wedlug ktérego zbiér ten jest pierwseej
kategorit (patrz wstep, str. 14), a wiee maly. Twierdzenie to réw-
niez mozemy sformulowaé w nastepujacy $posdb:

Funkcja niemalejgea jest prawie wszedeie (w sensie kategorn)
ciqgta. ‘

OXRESLENIE 4. Jezeli f _]L.bt funkejg niemalejges, to skokwm
funkeji f w punkecie () ¢ R, nazywamy liczbe

(3.1) () =1t 0) —1(t—0).

Ze wzgledu na twierdzenie (3.6) skok funkcp niemalejacej jest
zawsze liczbg nieujemna.

- TWIERDZENIE 3. Na to, by funkcja niemalejqea -f byla ciggla
w punkeie (i) € Iy, potraeba i wystarcea, aby skok jej by JZ w tym pun-
keie zerem. ‘

Dowdéd. Przypusémy, ze funkcja f jest ciagla w punkeie (1).
Mozna wéwezas dla dowolnego #>0 dobraé takie 6>0, ze beds
zachodzily nieréwnogei

(3.2) Ht)) —5 < 1{th—0) < f((t+8)) < £((8) + 2,
z tych za$ nieréwnodci i nieréwnodei (2.6) Wynika, ze
(83)  f()+g<f{—0) < e+ 0) < Fi) + 2
a wiec

(34) - s{w) <.

" Poniewaz zas 5 jest dowolng liczba dodatnia, wige s,((f,)):
co dowodzi koniecznosdci tego warunku' dla cigglodei funkeji 7.
Przypuiémy teraz, ze sf((tf)) =(. Z twierdzenia (2.6) wynika, ze

(3.5) 1) =1{t—0)) ={(ti+ ).

Na mocy okredlenia 2, dla kazdego >0 istilieje takie 6 >0, ze

(3.6) . f((r,+<s))+3§>'f((‘n—~0)), ft+8)—F <1t +0).
' ' ‘ 12
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Ze wzgledu na (3.5) oraz na to, Ze f jest funkeja niemalejacy,
zachodzg dla kazdego (1}) e R, takiego, ze (z‘i——é_) < (1) <(t; 4 6), nie-
réwnosel

(3.7) flon) — 2< flen) < {(th) +3
i wreszcie '
(3.8) - | (@) —1{h) | <

co dowodzi cigglodei funkeji f w punkeie (), w ktérym skok tej

funkeji znikal. Warunek Sf((r‘,-)) =0 jest wiec réwniez warunkiem .

dostatecznym cigglodei funkeji f w punkeie (4), co nalezalo okazad.

Udowodnimy teraz kilka lematéw potrzebnych w dowodzie
twierdzenia zapowiedzianego na poezatku niniejszego paragrafu.
(3.9) Dla dowolnej niemalejacej funkeji f jednej zmiennej i dowol-
nych lezb t<t' mamy

2 splw) <f(')— ().

t<x<t’ .

Imnymi slowy, prayrost funkeji niemalejgcej w pewnym prze-
dziale jest wie mniejszy od sumy skokéw tej funkcji w tym przedziale.
Dowéd (3.9) pozostawiamy czytelnikowi. '
(3.10)  Dla dowolnych liczb t,,%,,8 takich, Ze —oo<ly <ly<<+ oo
i f>0, zbidr tych punktéw x, dla kidrych t, <x <ty © sy(x)>p, jest

skoticzony.

Wynika to natychmiast z (3.9).
(8.11) " Zbidr punkidw nieciaglodci fumkeji niemalejacej jednej zmien-
nej jest co najwyzej przeliczalny.
- "Wynika to z (3.10) i twierdzenia 3.

(3.12) Jezeli ay,a,,...,0, sa liczbami dodatnimi, (f;)=/(a7,+b;) jest
punktem przestreens R, ledacym na prostej #y=a;v-+by, 1=1,2,...,n
(bi dowolne), f zas$ funkcjq niemalejqca, okreslong w prezestrzeni R,,
to funkeja f jest nieciagla w punkeie (t;) wtedy i tylko wtedy, gdy fun-

keja jednej zmiennej g(‘c):;f((an:-}- b,-)) jest mieciqgla w punkeie v,.
Dowé6d. Poniewaz a;>0, wiee funkcje liniowe a;r--b; s3 ro-
sngoe, wobec czego g(r) jest funkejg niemalejaca. Mamy wiee

(813)  glro—0) =sup fl(ar+ w) < _su @) =1{t—0)).

<)

icm

. § 3. Nieciggltofei funkeji niemalejacych .181
Zaldimyy, ze (47)<(h). Z ciaglodcei funkeji liniowyeh wynika
istnienie takiego 7', ze

() <(av’ - by) < (@ivo+by) =(1;),
zatem

1(®9) < f(larw + b)) =glz").
A wige s)u](a)f((m,))———f((ti—-()))<g(ro—0). Sfadd iz (3.13) wynika, ze
(xp)<(ty )
(3.14) g(ro—0) =f{(t:—0)).
Podobuie dowodzimy, ze g(7,+0) = f((f,- 4 0)), a wiec

8f(To) = Sf((ti)) = 6'f((aiTo+ bi)),

co wobec twierdzenia 3 dowodzi (3.12).
Uwzgledniajac (3.11) otrzymujemy z (3.12)°

(3.15)

(8.16) Jezeli f jest funkejq niemalejaca, to 2bidr tych punktéw nie-
ciaglosei funkeji f, ktore letq na prostej ;= ayt+ by, gdzie ay,a,,...,a, >0,
jest co najwyse] praeliczalny.

Udowodnimy jeszeze twierdzenie
(8.17) Jezeli f jest funkcja niemalejgcea, to 2bidr tych punkidw (&) € R,
w Ktdrych funkcjo f jest ciagla, jest gesty w przestrzeni R,.

Niech (t;) € R, i niech prost;ﬂ ;=1-+1%, i=1,2,...,n, przechodzi
przez punkt (t;). Zgodnie z (3.16) zbiér punktéw nieciaglosci funk-
cji f lezacych na prostej a;=v--f; jest przeliczalny, uzupelienie
jego wiec jest geste na tej prostej; mozna zatem wybraé taki cigg pun-
ktow () =(z"+1;) lezacych na tej prostej, bedacych punktami
cigglodei funkeji f, ze lim () =(t,). Poniewaz punkt (#;) jest do-

n=->00
wolny, punkty (") za§ sa punktami ciaglodei funkeji 7, wiee
twierdzenie (3.17) jest udowodnione.

Funkeja f, ktérej zbiér punktéw cigglosei jest gesty w prze-
strzeni R,, nazywa si¢ punktowo nieciqgla. Twierdzenie (3.17) mo-
zemy wiee zanotowaé w postaci v
(3.17*) Kadda funkeja niemalejaca okreslona w przestrzeni Ry jest
co najwyiej punktowo nieciggla.

Mozemy juz udowodnié zapowiedziane

TWIERDZENIE 4. Zbidr punkidw niecigglo$ci funkeji niemalejacej
w preestreeni R, jest ebiorem pierwszej kategorii.
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Dowaod. Jak wiadomo z ogllnych twierdzeri teorii funkeji
(por. wstep, (4.8), str. 21), zbiér punktéw niecigglosei dowolnej
funkeji okredlonej w R, jest zbiorem F,. Poniewasz uzupelnienie
zbioru punktéw niecigglodei (to znaczy zbiér punktéw cigglogei)
jest, zgodnie z twierdzeniem (3.17), zbiorem gestym w przestrzeni Ry,
on sam za$ jest zbiorem Fy, wige jest on zbiorem pierwszej kate-
gorii (por. wstep, (2.23), str. 14), co nalezalo okazad.

Wazna konsekwencja twierdzenia 4 jest

TWIERDZENIE 5. Jeieli {f,} jest ciagiem Junkeji niemalejacych
w preestrzeni R,, to 2bidr punktdw, w kidrych wszystlie funkeje roz-
watanego ciggu sq ciqgle, jest gesty w preestrzeni R,.

Dowdd. Ozaczmy przez 4, zbiér punktéw niecigglodei fun-

keji fay przez € zbiér punktéw, w ktérych kazda z funkeji 1, jest
* - (=2

clagla. Mamy C=R,—} 4;, zbior X A, jako suma ciggu zbioréw
i=1 i=1

pierwszej kategorii jest zbiorem pierwszej kategorii. Wobec tego
zbiér €, jako uzupelienie zbioru pierwszej kategorii, jest zbiorem
gestym w przestrzeni R,, co nalezalo okazaé.

§ 4. Zbieinosé ciggloSciowa funkcji niemalejacych

OEKRESLENIE 5. Funkeje f niemalejaca i lewostronnie ciagla,
okreslong w przestrzeni R, nazywamy granicq cigglosciowq ciagu {f;}
funkeji niemalejgcych, lewostronnie cigglych i okre§lonych w prze-
strzeni R,, jezeli w kazdym' punkcie (t:), ktéry jest punktem ecig-
glofei funkeji f, zachodsi zwigzek ’

(4.1) - Tim £,{(t)) =7((t).

Bedziemy takie méwili, ze ciag {f,} jest w tym przypadku ciaglo-
dciowo zbiezny do f, i pisali ’
(4.2) Lim* f, =7.
N=>00
Zauwa,imy przede wazystkim, ze wprowadzone'poj@cie ma igto-

tnie charakter granicy w zbiorze funkeji niemalejacych i lewostron-
nie cigglych, a mianowicie

(4.3) Gmm‘c_a cigglodciowa jest co najwysej jedna.

ian
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Dowéd. Istotnie, jezeli Lim* f,=/® i Lim*f,=7%, to funkeje
n—>00 n—>00
@ i /@ przyjmuja te same warto§ei w punktach, w ktérych sg
réwnoczesnie ciggle. Zbiér tych punktéw, zgodnie z twierdzeniem 5,
jest zbiorem gestym w przestrzeni R,, a wieec na mocy twierdze-
nia 2 (§ 2). funkeje ](1) i 1(2’ 89 identyezne, co nalezalo okazad.

(4.4) Zbidr funkeji niemalejacych, lewostronnie ciqgtych, okreslonych
w R, jest przestreeniq L* (Frécheta) ze wegledu ma granice ciqglo-
$eiowq (por. wstep, str. 19).

Dla dowodu nalezy sprawdzié, ze granica ciaglodciowa spehnia
trzy postulaty przestrzeni L* w zbiorze funkeji niemalejacych
i lewostronnie cigglych.

Pozostawiamy to czytelnikowi.

Udowodnimy twierdzenie:

(4.5) Jezeli {fn} fest cz‘cggicm_ funkeji niemalejacych, lewostronnie ci@:
glych w preestrzeni Ry, A jest gbiorem gestym w przestrzeni Ry, g vas
jest funkejq okre§long w zbiorze A i dla kaddego punktu (1) e A jest

zim f,((t)) = g((1)), to Lim* fo=h, gdeie h((z) =g ,((@—0)) dla (2:) ¢ Ry

- Dowdd. Poniewaz {f»} jest ciagiem funkeji niemalejacyeh, wiec
g jest funkejg niemalejgca w zbiorze 4. Na pods'taw.ie twierdzex’}
(2.5) 1 (2.7) funkeja h jest niemalejgea i lewostroxfme cla?gla W (?_ale]
przestrzeni R,. Niech (#) <R, bedzie punktem ciaglodei funkeji &,
>0 za§ dowolng liczbg dodatnia. Mozemy dobrad tak mate 6>0,

#e nieréwnosei
(ti—8) < (t) < (t:+ 6)

- pociggna za soba nierdwnogdé

' 7
(4.6) ‘ EEIANES v
Korzystajac z gestosci zbioru A4 dobierzmy takie (i), (ff € :A,
aby (t—0) < (1) < (t) < (If) < (ty+6). Dla tak wybranych punktéw
beda zachodzily nieréwnosei

@) () =< w{) <o) < h{in) < gteh) < H{e) + -

W punktach (ff) i (¢/) jako w punktach zbioru A'ci@g fgnkcji
{fa} jest zbieiny do funkcji g, mozna wige dobraé takie ng, ze dla
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fn»'>»nvo beds zachodzily nieréwnosei
(4.8) (o) —glon) <7 1 [R(en)—e(wn)] <2

Z nieréwnosel (4.7) i (4.8) wynika wige, poniewaz mamy do czy-
nienia z funkejami niemalejacymi, ze dla n>mn, beda zachodzity
nieréwnosci ’

(4.9) W(t) — 3 < fa{(th) < fnl(t0) <flth) <) +

skad ostatecznie otrzymujemy, ze

(4.10) Fal(t)) = B{(t)) | < n, A
co dowodzi, ze cigg funkeji {f,} jest zbieiny do funkeji b w kazdym
punkeie cigglosei tej ostatniej, co nalezato okazadé.

Zachodzi nastepujace zasadnicze twierdzenie, udowodnione PO
raz plerwszy przez Helly’ego Y):

(S

I

TWIERDZENIE 6. Z kagdego ciagu fumkeji niemalejacych, lewo-
stronnie ciqgtych © wspdlnie ogramiczonych moina wybrad podeiqy cig-
glodciowo zbiesny.

W terminologii topologii ogélnej mozna by to twierdzenie sformutowaé
jak nastepuje: W preestrzeni funkeji niemalejacych i lewostronnie ciaglych kaidy
#bidr funkeji wspdlnie. ograniczonych jest zwarty.

Dowé6d. Niech 4 bedzie dowolnym zbiorem przeliczalnym i ge-
stym w przestrzeni R,. Ustawmy elementy zbiorn 4 w cigg

(4.11) (1), (1), ..., (), @f+Dy, .
i niech
(4.12) Fisfayen-

bedzie ciagiem funkeji niemalejgcyeh, lewostronnie cigglych i wspol-
nie ograniezonych. Okveslimy indukeyjnie ciag podeiagdw ciagu (4.12):

(4.13) WP P, 7y,
tak, aby

(414) ciag {/2°} byt podeiggiem ciagu {1P)
oraz

(4.15)  ciag liezhowy /ﬁ,"’(itﬁk))) byt zbiedny przy n oo,

Y} Eduard Helly, Uber lineare Funktional operationen, Sitzungsberichte

, der kaiserl. Akademie der Wissenschaften in Wien, Math.-naturw. Klasse
121 (1912). :
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Cigg (4.13) definiujemy indukeyjnie w nastepujacy sposéb: Po-
niewaz funkcje ciagu (4.12) sg wspélnie ograniczone, wiee ciag
liczbowy

(4.16) 1) 1),

jest ograniczony. Na podstawie twierdzenia Bolzano-Weierstrassa
mozna z niego wybraé podeiag zbiezny

IR(E), 1), ..

Dokonujac tego wyboru wybraliSmy réwnoczesnie pewien pod-
cigg {;‘5,1)} ciaggu funkeji (4.12); niech ten podeciag bedzie plerwszym
wyrazem ciggu (4.13). Przypu$émy, ze okreflilismy juz k-ty Wyraz
{f3} ciagu (4.13); (k--1)-szy wyraz tego ciagn okreflamy podobnie
jak pierwszy. Ciag liczbowy wartofei ciggu {f®} w punkeie (1)
jest ogramiczony, wybieramy wige z niego podciag zbiezny. Ciag
funkeji, ktérych wartodei wystepuja w tym wybranym podeciggu,
oznaczamy przez {/&V}; jest on na mocy okreglenia (k--1)-szym
wyrazem ciggu (4.13). Latwo sprawdzié, ze tak okreslony ciag (4.13)
ma wlasnofei (4.14) i (4.15), z tych zad wlasnoSei wynika, ze ciag

(4.17)

(4.18) 200,

jest podciggiem ciggu (4.12) 1 jest zbiezny w kazdym punkeie zbioru 4.

Przyjmijmy dla (4)e 4

(4.19) o glw) =lim ).
. ’ n-300

Na podstawie twierdzenia (4.5) cigg (4.18) jest zbiezny cigglo-
Seiowo do funkeji h((z)) =g((x—0)), co nalezalo okazad. '

§5. Odwracanie funkcji niemalejacych jednej zmiennej

- W niniejszym rozdziale rozpatrujemy funkeje y =f(z) je@nej
zmiennej, niemalejgeg 1 lewostronnie ciagla w pewnym przedziale

-otwartym e <2 <b]. W szezegblnodei moze byé a=—oo, b =-|-o0,

to znaczy rozpatrywany przedzial moze byé caly prosta liczbowa.
Przyjmijmy oznaczenia

(5.1) a == inf f(x), B = supbf(m).

a<x<h a<x<
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Zadaniem naszym jest okredlenie w przedziale fla<y<p]
funkeji odwrotnej do funkeji f. W praypadku gdy f jest w rozpa-
trywanym przedziale funkcja ciagla, zadanie niniejsze rozwigzuje
sie w znany sposéb metodami elementarnej analizy. Dla naszych
celéw rozwigzanie to jest jednak niewystarczajace. Zalozenie cia-
glodei’ jest zbyt krepujace i musimy je odrzucié.

OxRESLENIE 6. Jezeli f jest funkeja jedne] zmiennej, niemale-
jaea i lewostronnie ciagly, okreslong w przedziale [la<®<b], to
funkeja odwrotng do f nazywamy funkeje /™ okreslong w przedziale
FEla<y< f] przez identyeznosé

7 y) = sup .
fX)<y*

(5.2)
Udowodnimy kilka wiasnosei funkeji /7%, ktore usprawiedliwiajg

nazwe nadang tej funkeji w powyzszym okrefleniu. Przede wszyst-

kim wprost z (5.2) wynika, ze

(8.3) 7 jest funkejq niemalejaca w preedziale, w ktorym jest okreslona,

oraz

(5.4) a<fMy)<b dla y,e Fla<y<pl

Dalej mamy
(8.8) [t jest funkejq lewostronnie ciggta w roxwatanym przedziale.

Niech bowiem y, bedzie punktem rozwazanego przedzialu; wow-
cZas mamy
17 yo—0) =sup f(y) =sup sup z= sup @ =F"*(y,),
y<yo y<yo fR<y  f<yo
co w mysl okreflenia 3 dowodzi, ze funkeja f™* jest lewostronnie

ciagla.
Udowodnimy nieréwnosei

(5.6) 7o) <yo<F{f(yo)+0).

Pierwsza nierdwnosé wynika wprost z definicji, mamy bowiem
f(f‘l(yo)) =f(f(s;1p #J<¥,. Dla dowodu drugiej nier6wnosci ZANWAZINY,
x)<yo

7o f{i7(yo)+0)= inf fl@)=

inf f(x). Dla kazdego wiec f(x) na-
*>f ’

X>supx
f)<yg

icm
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lezgeego do zbioru, z ktorego bierzemy kres dolny, aby uzyskaé
-1 | f( 7 o - o \
(o) + 0), mamy f(2)>y,, z czego wynika druga nieréwnodé (5.6).
Udowodnimy jeszeze, ze

sup & = inf »
J@<n  f@Zp

(5.7) dla yoe Fla<y < B).

' Poniewaz fmlkfaj’a, f‘(m) jest ni’ujmableja;cau2 wiee zbiory F[f(x) <%l
i E[f(m)‘;;yo] wyznaczajy przekrdj (w sensie Dedekinda) osi liczbo-
wej #. Niech @, bedzie liezba wyznaczong Drzez ten przekréj. Mamy
sup #=a, 1 inf ¢==w;, co nalezalo okazad.

S(¥)<yo S&)z=yo

(8.8) Jedeli g jest funlcjq okredlong w preedeiale Ela<y<pl, nie-
malejaeq @ lewostronmie ciagla, pray coym .dla kazdego 1, 2 rozwasa-
nego praedzialy

1otws)) <yo<i{gtye) +-0),

to funkejo | jest identycena w catym tym preedziale z funkejg 7.
Dowdd. Poniewaz f jest funkeja niemalejgea w calym prze-
dziale Fla <w,<D], wiee fy))= supx jest takg liczba, ze dla

f()<yo

kazdego @y <[7Myo) jest flw) <y, a wiee f(ay+0)=int f(z)—

‘ x>
= inf f(@) <<y, Poniewaz zad f(g(yg)-[—O)}yo, wiee g(yo) =1"Hw,).
F > x>xy :

Z drugiej strony, gdyby w pewnym punkecie y, 10ZWazanego prze-
dzialn bylo g(y,) >7/"(y,), to poniewaz funkeja f jest lewostronnie
ciagla i niemalejaca, wige istniatby taki punks Yo<Uys 26 [ )<
<9(Yo) <g(y1), ale 7(y;) = sup =, wiee dla z, > f(y;) mamy f(ay) >y,

a wiee ]’(g(@/o))>2/1<?/0, i::gfle“ pierwszej zalozonej nieréwnosei.
Mamy wige g(y,)=/"Yy,) w calym przedziale F[a<y<f], co na-
lezato okazad,

Zbierzmy uzyskane wyniki w nastepujace

TWIERDZENIE 7. Jeseli | jest funkeja niemalejaca i lewostronnie
ciqgta w preedziale Ji[a <wx <b), to istniecje jedna i tylko jedna fun-
keja 17 niemalejaca, lewostronnie ciagla, spelniajaca nieréwnosei (5.5)
i okreslona w preedziale F[o<y<p], gdzie a= inf f(x), p= sup f(x);

a<x<b a<x<b

funkejq ta jest funkeja odwrotna f~'(y)= sup »= inf x.
: fi<y Sy
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TWIERDZENIE 8. Jeseli [~* jest funkeja odwroing do f, to f jest

funkeja odwrotng do f

Dowéd. Wezmy pod uwage dowolny punkf xy z przedziatu,
w ktérym funkeja f jest okreslona, i dwa takie punkby ¥,,y, z prze-
dziatu, w ktérym funkeja f7* jest okreslona, ze y; <f(#,) <ys; W6W-
czas -sup # <@, < inf @, czyli na moey twierdzen (5.2) i (5.7)

fe<r f(h)>.}’2
Fly) <@o <f M), & s‘radd wobec lewostronnej cigglodei hmkcjl it
otrzymujemy

F (o)) <o <F (@) +0),

co w my$l twierdzenia 7 wykazuje, ze f jest odwréceniem f1.

§ 6. Przyklady i zadania

(6.1) Udowodnié, ze dla funkeji f okreslonej w calej przestrzeni R,
zachodza wzory
f=0)) = lim f{(@)),  f((t:+0))= Tim f{()).
<@t (x> ()

(6.2) Udowodnid, ze jezeli 2;=g¢4(z), 1 =1,...,n, 83 funkecjami ciggltymi
i rosngeymi ze wzgledu na 7, f funkejg niemalejaca, okredlong w prze-

strzeni R,, to g(r)=sf((<p,(-c))) jest funkejy miemalejgea ze wzgledu
na 7 i sg(r)=sf(((p,-(r))).

' (6.3) Udowodnié za pomocs (6.2), ze jezeli f jest funkeja niemale-
jacy okreslong w przestrzeni R,, to zbidr tych przedzialéw (), dla
- ktorych sf((%)) >B>0, jest nigdzie gesty. Wyprowadzié stad twier-
dzenie 4. ‘

(6.4) Wykazaé, ze do dowodu twierdzenia 6 wystarczy stabsze za-
tozenia niz wspélna ograniczonogé funkeji rozwazanego ciggu, wy-
starczy np. zatozyé, ze funkeje te sa ograniczone w kazdym prze-
dzale skoriczonym.

(6.5) Mé6wimy, ze funkeja jednej zmiennej ¢ jest séhodkowa, jezeli
istnieje taki ciag ... <t.p <ty <t,<t; <f,<..., ze funkeja g w kazdym
przedzigde Elti < <tiyq] jest stala. Udowodnié, ze dla kazdej fun-
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keji niemalejacej i lewostronnie cigglej istnieje ciag funkeji schod-
kowych niemalejacych i lewostronnie cigglych, ktérych dana funkeja,
jest gramica ciaglosciows.

(6.6) Oznaczmy przez W, zbior E[f(x)=y,]. Udowodnié, ze jezeli
f jest funkcjas niemalejgca, 1ew0<t10nn1e ciagla, %,¢ E[a<?/ < ﬁ]
(por. (8.1)), to w przypadku gdy W,,=0, funkeja f ma w punkeie
f(y,) skok dodatni, a w PTZYP'MHHI gdy Wy, jest zbiorem jedno-
punktowym i W, =(2,), mamy F M yo) = =&, wreszcie gdy W, jest
gbiorem wielopunktowym, to W,, jest odeinkiem i ™ ma w pun-
keie ¥, skok dodatni.
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