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(9.4) W ciele ilorazowym U/I ciala losowego U, rell okreslamy
funkeje P([u]) wzorem P([u])=p(u). (mozliwosé przyjecia takiej de-
finicji wynika z twierdzenia 1).

Udowodnié, ze P([u]) jest funkeja przeliczalnie addytywnsg
w ciele U/I.
(9.5) Udowodnié, ze jezeli U,rell jest ciatem losowym, prawdo-
podobienistwo p jest $cifle rosnace w U, rell, a P(X) jest funkejg
w U/I zdefiniowana w zadaniu (9.4), to U/I jest przestrzenig me-
tryczng wzgledem metryki zdefiniowanej dla [«], [v] € U/I przez wzér

e([u],[v]) = P([u] = [v]).

(9.6) Udowodnié, ze jezeli zdarzenia wy,us,...,4, 83 losowo nie-
zaleine w ciele U,rell, to zbidr (uy,%s,,...,%,) jest zbiorem swo-
bodnym. '

W szezegélnosei, w takim przypadku elementy zbioru (%, , s, ..., U,)
59 niezalezne w sensie dziatand algebry Boole’a w ciele U, rell (por.
(9.2), rozdzial II, str. 89).

(9.7) Udowodnié, ze jezeli 4, i 4, s3 dwoma podzbiorami skorn-
czonymi ciata losowego U,rell, przy czym elementy zbioréw A,
(¢=1,2) wykluczajg sie parami, kazda za§ para elementow Uy 5 Uy,

gdzie u, € 4y, u, € 4,, jest losowo niezalezna, to elementy Y ui X u
. ., . , ' uEA; neAdy
8 réwniez losowo niezalezne. ‘

(9.8) Niech V(4),relI(4) bedzie losowym, kanonieznym cialem
. zhiorn 4, skladajacego sie z m elementéw, 2 =2(u),a u ¢ 4 nieujemng,
zmienng losows ciata V(4), relI(4), ktéra bedziemy nazywali emienng
losowq, zaplaty; stawkq bedziemy nazywali kazdg nienjemng zmienng
losowa s=s(u) ciata V(A),relI(4), a szansq gracza pray stawce s
bedziemy nazywali zmienng losows s =as(u) =z(u)s(«). Zmienng
zaplaty bedziemy nazywali sprawiedliwg, jezeli nadzieja matema-
tyczna szansy gracza przy kazdej stawce jest réwna ) s(u).
ued

Udowodnié, ze zaplata jest sprawiedliwa ‘tylko wtedy, gdy
z(u)zalu—) dla kazdego u G,A.

Wyprowadzié stad wniosek, ze jedyna sprawiedliwa zaplaty
przy grze ,rzetelnej” (to znaczy o prawdopodobienstwie klasyez-
nym) szecienny kostka do gry jest zaplata szedeiokrotnej stawki
DPIzy wyrzuceniu obstawionego numeru.
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Rozdzial IV

Schemat Bernoulliego

§ 1. Tre$é¢ rozdzialu

Przedmiotem niniejszego rozdzialu s3 pewne specjalne zespoly
regularne bedace cialami losowymi, a mianowicie tak zwane zespoly
prob wiezalesnych nad pewnym zjawiskiem ¢ lub pewnymi zjawi-

© gkami 6®,69,..., ",

Nie zakladamy tu, ze prawdopodobienstwo jest dane klasyczng
definicjy, zakladamy natomiast statosé wystepujacych tu prawdo-
podobietstw, od préby do préby, i wzajemng niezalezno$é préb,
co prowadzi do tak zwanego schematu Bernoulliego. ‘

Rozpoczynamy od okreslenia zjawiska, proby i zespotu prddb
(§ 2), po czym w paragrafie 3 okredlamy niezaleznos$é prdb i schemat
Bernoulliego, a dalej omawiamy czestosé zjawiska i podajemy zasa-
dniczy wzér na prawdopodobieistwo, ze dane zjawisko w n pierw-
szych prébach pojawi sie dokladnie % razy. W paragrafie 4 obli-
czamy nadzieje matematyczng czestosci, paragraf 5 zad zawiera
wzér agymptotyezny na P, oraz ustalenie wartodei %, dla ktoérej
prawdopodobienstwo to ma maksimum. . .

W paragrafie 6 podajemy najprostsze prawo wielkich liczb Ja-
kuba Bernoulliego.

W paragrafie 7 wyprowadzimy wzér graniczny de Moivre’a-
L&pla,ce’é, przy czym natrafimy na zasadniczag w teorii prawdo-

Pl P
podobiefistwa calke 1 / e ® di.
JU ».
1

‘W paragrafie 8 podajemy wzér graniczny Poissona na pra-
wdopodobiedstwo P, dla zdarzen rzadkich. Paragraf 9 zawiera
pewne wiadomosei z kombinatoryki, potrzebne do paragraféw 10-13,



Yakuza


138 IV. Sehemat Bernoulliego

w ktérych uogélniamy uzyskane wyniki.na wielokrotny schemat
Bernoulliego. Paragraf 14 zawiera twierdzenie o bardziej specjalnym
charakterze.

§ 2. Pojecia zjawiska i zespolu préb losowych

Niech A4 bedzie zbiorem 'zdarzen, B=(C®,¢%®,...,0") skon-
czong klasa zbioréw zdarzen okredlajacy dysjunkeje zbioru A. Na-
dajac naszej terminologii charakter bardziej niz dotychczas proba-
bilistyezny bedziemy nazywali rozwazane zbiory €®,C®,.., 0"
© zjawiskams, ciato za$ scalone V(4;B), rell(4) probq nad zjawiskami
0™, 0®, ..., 0™, Poniewaz w naszych obeenych rozwazaniach zbiory-
-zjawiska nalezace do klasy B beda odgrywaly szczegdlng rolg,
wiec ciato scalone V(4,B),relI(4) bedziemy oznaczali przez
V(4;09,09,...,0™), opuszezajae dla krétkoei po ftym ozna-
czeniu rel I(4). :

Element 09 = } wu nazwiemy pojawieniem si¢ zjawiska oV
uedC®
w probie V(4;09,...,09,...,0™).
Jak wiemy (por. rozdziat II, (8.6), str. 87), eclementy

¢,e®, ..., ¢  tworzg zbiér atoméw reprezentacyjnych préby
(ciala) V(4;09,09,...,0"™), bedziemy wige méwili, ze zjawiska
09,09, ...,0™ sg jedynie modliwe i wylqceajqee si¢ w tej prébie.
Prébe nazywamy losowq, jeseli cialo V(4;0%,09,..,0™)
jest losowe (por. rozdziat ITI, § 2, str. 116).
Niech V(4;,C®,¢%,...,0"), i=1,2,..,N, bedy prébami
nad tymi samymi zjawiskami O0®,09,...,0™ i zalézmy, ze pro-

N
dukt iEL’ A; jest swobodny. Zespdét regularny cial scalonych -
=1 .

V(409,09 ..., 0" (por. rozdziat II, § 12, okreslenie 12, str. 96)
nazywamy zespotem N préb nad zjawiskami €®,C®,...,0"™ i ozna-
czamy dla krétkodci przez [V(A;C0%,09,...,0") 1. Jezeli zespol
ten jest ciatem losowym, nazywamy go zespotem préb losowych.
Oznaczajae przez 0;(f) pojawienie sie zjawiska 09 w i-tej pro-

bie zespolu, przez B; zaf zbiér zlozony z clementéw c?), 052),...,02'"),

N
widzimy, ze zbiér iEZ’B, jest reprezentacyjnym ukladem atomdw
=]

zespolu V(4;;0%, 09, ...,0™)y (por. rozdzial II, (12.1), str. 96).
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Na mocy twierdzenia 13 (rozdzial II, § 12, str. 97) oraz aksjo-
matu (A6) (rozdzial III, § 2, str. 116) otrzymujemy twierdzenia:

(2.1) Kaida préba V(4;09,0%,...,0") zespolu préb losowych
V(A5509,09,...,0") ]y  jest prébg losowa; prawdopodobienstwo
zdarzenia nalezqcego do kidrej$ z prob jest takie samo w tej prébie jak
w catym zespole.

(2.2) Jezeli [V(A4::0%, 09, ..., 0"y jest zespolem prob losowych,
to dla n<N réwnies [V(4;;6P,09,...,0™)], jest zespolem préb
losowych; prawdopodobienstwo zdarzenr naletqeych do obu tych zespo-
tow nie zaledy od wyboru zespolu, w kidrym fjest rozpatrywane.

Rozpatrzmy osobno przypadek préb nad dwoma zjawiskami,
a ‘wiec ten, w ktérym m =2. Poniewaz tym przypadkiem zajmiemy
sie obszerniej, upro§émy oznaczenia i terminologie piszac C,C,¢ i ¢f
zamiast odpowiednio C®,0%®,(®,¢?, a dalej piszemy V(4;0)
zamiast V(4;,C,0) oraz [V(4;i O)ly zamiast [V(4,;C,0)1y; poza
tym bedziemy méwili: préba nad zjawiskiem € i zespél préb nad
zjawiskiem O, zamiast odpowiednich zwrotéw dotyczgcych dwoéch
zjawisk € i C. Zauwazmy, ze oznaczenie pojawienia sie zjawiska C
w i-tej probie przez ¢f, a wiec tak jak mnegacji pojawienia sig zja-
wiska O, nie jest przypadkowe, oba te zdarzenia sa bowiem za-
réwno w zespole, jak tez w poszczegélnej prébie réwnowazne, rel
odpowiedni ideal. Z tego tei powodu w omawianym przypadku
zjawiska O i C sa niejako dopelniajace wzgledem siebie i mozna,
zaniechawszy drugiego z nich, méwié tylko o pierwszym. Zauwazmy,
7e atomami Teprezentacyjnymi i-tej proby zespolu [V(A;CIv sa '
zdarzenia ¢ i ¢f, atomami za§ reprezenfacyjnymi catego tego ze-

oo

~ spolu sa zdarzenia ksztaltu [1w;, gdzie wy=c; Tub ui=ci. Atoméw

takich jest dokladnie 2%. =

Powracajac do przypadku zespolu préb nad m zjawiskami
[V(A;;G’(l), o?, ...,O('"))]N oznaczamy przez ly,b,...,ls niektére z liczb
naturalnych < m, przez Jy,kyy...,km-s 228 pozostate liezby < m,

m—Ss .
i przyjmijmy 0*=) 0%. W zespole [V(4; oW, 0%, ..., 0%, 0¥y
i=1
pojawieniu si¢ w i-tej prébie zjawiska C* odpowiada zdarzenie cf
. m—s
réwnowazne (rel odpowiedni ideat) zdarzeniu 2 0. Latwo spraw-

J=1
dzié, e zespdt [V(4;09,09,...,0")]y zawiera jako podeiato
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zespot  [V(A45C", 6%, 0%y, w szezegdlnofei dla s=1 przyjmujac

ky=kiC”
(2.3) Zespdt préb [V(4:;0%,0%,.
zespdl prob V(4 6Py nad zjawiskiem c®.

=C otrzymujemy twierdzenie

6™y zawiera jako podeiato

Na zakonczenie niniejszego paragrafu zastanéwmy sie krotko
nad celowodcia wprowadzenia tu pojecia zjawiska. Pojecie to daje
nam mozno$é méwienia o czyms$ znacznie bogatszym w tresé od

zdarzenia, kt6re moze tylko zajsé lub nie, o czyms, co moze w pew--

nych przypadkach (prébach) zachodzié, w innych nie. Formalnie,
jak widzieliémy, temu pojeciu odpowiada zbidr zdarzen, zwykle
jednak nie jest to byle jaki zbidr, lecz sklada sie z przedmiotow
wyréznionyeh posiadaniem jakiej§ wspélnej cechy. W zastosowa-
niach uwazamy zwykle, ze te wlagnie ceche badamy w kolejnych
_prébach.

Podamy przyklad:

Niech w,s, gdzie n jest liczbg na;turmlna, £ zag liezbgy rzeczy-
wistg dodatnig, oznacza zdarzenie polegajace na pojawieniu sig
£mm opadéw w ciggu roku, oznaczonego numerem %, W PEwnej
~ ustalonej miejscowosei. Oznaczajge przez A, zbiér wszystkich zda-
rzel u,; mozemy zalozyé (ze wzgledéw wyluszezonych w rozdziale IT,

N .
§ 9, str. 88), ze produkt L 4; jest swobodny. Oznaczamy przez oV
i=1

zjawisko polegajace na pojawieniu sie iloSei opaddw wi@kwcj niz
10(j —1) mm, a nie mniejszej niz 10§ mm opaddéw, gdzie j=1,2,...,m.
Formalnie, zjawisko (Y bedzie zbiorem tych wszystkich A(larren Ungs
dla ktéryeh 10(j —1) < £<105. Mozemy teraz utworzyé zespél préb
[V(4;6%,69,...,6%)y, ktéry jest dogodna podstawa do opisu
(z interesujaca nas tu dokladnodcig) przebiegu pogody w danej
miejscowosei w ciagu N branych pod uwage lat. Oznaczajac przez C
zbiér P4 ... 4+ ¥ P 4 6%V L 4+ 6™ widzimy, ze zjawisko to
polega na pojawianiu sie ilodci opadéw wyrazajacej sie liczba po-
lozong poza przedzialem [[10(k—1)<a<10k], jest wige, w intui-
cyjnym sensie, rzeczywiscie dopeliajace wzgledem zjawiska C. Ze-
Spot [V(4;;0%)1y jest podzespolem poprzedniego zespolu, co znowun
z punktu widzenia intuicyjnego tlumaczy sie tym, Ze zmniejszenio
stopnia dokladnodei badan polega na odrzuceniu pewnyceh zjawisk,
nie za§ na zmianie ich wzajemnych stosunkéw. Rozrdznienie zja-
wisk od zdarzer nie bylo w klasyeznej teorii prawdopodobiedstwa
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scifle przestrzegane. Konieczno$é wprowadzenia wyraznego rozro:-
nienia zostala podkreslona dopiero w matematyce wspotczesnej,
zwlaszeza przez matematyka wloskiego Bruno de Finetti.

§ 3. Niezaleznosé préb. Schematy Bernoulliego

OXRESLENIE 1. Zespdt losowy [V(4;;0®P,6%,..., 6™y nazy-
wamy zespolem prdéb niezalenych, jezeli kazdy uklad zdarzed mo-
zliwych (to znaezy nie réwnowainych 0) w,%,...,uy takich, ze
2 € V(43 6%, 6(2),...,0("’)), 1=1,2,...,N, jest losowo niezalezny.

TWIERDZENIE 1. Na to, aby zespdt [V(4:;CP, 09, ...,0™ )y byt
zespolem prob niezalegnych, potrzeba i wystarcza, aby przy kaidym wy-

borze wskaznikow fjy,9zy.-yin, i1 <m, 2darzenia c&’l),cgﬂ), L6 byly
losowo niezaleine.
" Dowbd. Poniewaz ¢ eV(4;69,6%,...,6"), wiee dla do-

wodu wystarczy wykazaé, ze z niezaleimodei kazdego ulladu zda-

A0, (J? (¥ wynika niezalezno$é dowolnego uldadu zja-

rzed 6;",¢3%, ..y 0N

Wisk Uy, Us,..., Uy, gdzie u; jest nieréwnowaznym 0 elementem
ciala V(Ai,G(D, 6(2),...,0("')). Kazdy element «; daje sie przedsta-
wié, z dokladnoscig do réwnowaznosei reld(4,;) jako suma atoméw

i-tej proby zespolu, ktérymi sa elementy ¢; go . Mozemy wiec przy-

jaé  w= Z 0?"‘) . Mamy wtedy

k=1
(42.1) Pty uw) =P S 3 s S ) =
k1=1 2—1 kn=1
:p( ((lokl}.(g/kg ..".C%k}v))):
(k1,kg s e kN)
e 2 (LUI:I Uk:) . (%’W’) -
(k1,ka, e KN )
= X (pd®)p(c ) .o pl ) =
(k1 kg, me s kN)
_kz,p Ukl)) Z'p(((lk Zp(c(lzw)
1=1

(3 =

Ky=1

= (kZ((j"l))' p(Z(f{kﬁ’)-...- P
= p(ty) - P(Us) .. plun)-
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We wzorze tym znak 2 oznacza sumowanie po wszyst-

(k1,kg, . kp)
kich ukladach wskainikéw (k,,%,,...,kn), gdzie ki< - 8
W ten sposéb udowodniliémy zwigzek
D%y oo un) = PUy) *P(Us) .. D)

dla dowolnyeh wu; nalezgeych do ¢-tej préby zespolu.
Wymagane dla niezaleinosci zdarzend u,,us,...,uy zwigzki po-

chodne (por. rozdziat IIT, okredlenie 8, str. 127) wymkmm z tego -

zwigzku oraz z tego, ze wraz z u; réwniez u; nalezy do 7-tej proby
zespotu.

OXRESLENIE 2. Jezeli w zespole prob niezalesnych
[V(d:;09,09,...,6")y

prawdopodobieristwo pojawienia sie zjawiska € jest jednakowe
w kazdej prébie, innymi slowy, jezeli p(cff)) zalezy tylko od j, a nie
od i, to zesp6l taki nazywamy schematem Bernoulliego. Zespét N
préb niezaleznych (schemat Bernoulliego) nazywa sie prosty, jesli
m =2, wiclokrotnym, jesli m>2. Dla wielokrotnego zespotu préh
niezaleznych oznaczamy

(3.2) | ) =pyj,
dla prostego zad
(3.3) ple)=p,  pla)=1-pi=g.

Dla schematéw Bernoulliego mozemy te wzory uproseié prazyj-
mujge dla wielokrotnego schematu Bernoulliego

(3.4) | p(e) =p;
oraz ‘
(8.5) ple)=p,  ple)=1—p=q

dla prostego schematu Bernoulliego.
TWIERDZENIE 2. Jeseli [V(A,,C(’J 09,...,0") ]y jest  zespolem.
préb . miezaleénych (schematem Bernoulliego ), to dla n< N réwniet

(V(4550%, 0%, ... C®))n jest zespolem prob mieealesnych (schematem
Bernoulliego ).

o Dowéd wynika natychmiast z (2. 2), twierdzenia 15 z roz-
dziatu ITIT (§ 5, str. 127) oraz okreglen 1 i 2.
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Obecnie zajmiemy sie dokladniej prostymi zespolami préb nie-
zaleznych, a w szezegélnodei prostymi schematami Bernoulliego.
Wsz&stkie podane ponizej twierdzenia i okredlenia beda dotyczyly
gespotu V =[V(4;;C)ly préb niezaleznych nad zjawiskiem C oraz
7espoléw V,=[V(4s; )]s, gdzie n<N.

TWIERDZENIE 3. Niech 4,%,...,7c Oznacza pewng kombinacje
liczb naturalnych takich, se 4<n<N (1=1,2,...,k), @ Ji,j2y-jn—k
niech oznacza kombinacje dopelniajacq. Prawdopodobienstwo pojawie-
nia sig zjawiska C w tych i tylko w tych prdébach sposrdd n pierwszych
préb, kidre sq oznaczone wskadnikami iy,iy,...,17x, wynosi

n—~k
(3.6) (111 ¢y Hc”) Hp,, H Bip»
=1 =1
w praypadiu schematu Bernoulliego:
k
(3.7) p([] e [ 1 c,,) prgnk.

1==1 I=1

Dowéd. Wzor (3.6) jest bezposredniy konsekwencjs niezalez- -
nogei zdarzen Cy,Cq,...,Ca; WZOT (3.7) jest szezegélnym przypadkiem
poprzedniego.

OERESLENTE 3. Caestodeiq zjawiska C w i-tej prébie zespolu V
nazywamy zmienng losows a; ciala V(4;0), okre§long wzorami

(38) ll'g(ci) ==1 w,(c{):——O

Tym ‘sa,mym symbolem oznaczamy przeniesienie zmiennej &;
z ciala V(4 0) do ciala V,, gdzie i<n<N. Jezeli v jest atomem

ciata V,, to mozemy zalozyé, ze @_nu,, gdzie wj=c; lub u; = ¢j,
i otrzymu]emy dla n>1:

(8.9) ay(v)=1, jesli w;=ci; 2:(v)=0, jesli uy=¢; (por. rozdziat III,
okreflenie 12, § 6, str. 130).

OKRESIENIE 4. Czestodciq zjawiska C w n poczatkowych pro-
bach zespolu V nazywamy zmienng 10Sowa Yn ciala V,, n <N, okre-

dlong wzorem.

(3.10) Yn(v) = Sanv).

I=1
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—k
Dla atomu vv_” iy f [ ¢, ciala V, mamy wigc
=1 =1
k n—k
(3.11) n(0) = Yn [11 [_Ilf'n) = k.

Zgodnie z‘przyje.taé umowy przeniesienie zmiennej y, z ciata V,
na cialo V oznaczamy tym samym symbolem. :

OXRESIENIE 5. Zmienng #,/n nazywamy czestosciq wzgledng
zjawiska € w n pierwszych prébach zespolu V.

TWIERDZENIE 4. Prawdopodobieistwo Pu=P(y,=1k), ceyli
prawdopodobiehstwo zdarzenia polegajacego na pojuwieniu si¢ jowi-
ska ¢ w n pierwszych probach zespotu V doktadnic & razy, wynosi

. k n—k
(3.12) Py= 3 (Hﬁn-n%)’

E) l= =,
(1,72, aiL)EC()I ! I=1

gdzie C¥ (por. rozdziat III, §3, str. 119) jest klasq kombinacji
2 1,2,..,m po k.
Dowd6d. Na mocy wzoru (3.11) zdarzenie 2(y, “*70) je%t wciele V,
—k
réwnowazne sumie wszystkich atoméw ksztattu [ T e n ¢y, & wige
. ‘ I=1  I=1
n—k

k
2(Yn=k)= 2_1, ([[ " H ch)v
(1,08, ey i) 1=1 I=1

skad ze wzgledu na rozigeznogé atomow i twierdzenie b z rozdzialu LTI
(§ 3, str. 119, Ogélne twierdzenie o prawdopodobienstwie calkowi-

tym) otrzymujemy wzér (3.12). :
Poniewaz zbiér CP zawiera dokladnie " =———qﬂ~-—— clemen-
k]  Ekln—k)

téw, wiec dla schematu Bernoulliego otrzymujemy z wzoru (3.12)
‘wzbr

(3.13) . P = (;z) prgn.

§ 4. Nadzieja matematyczna czestoSci zjawiska 0 w n prébach

Przejdziemy. teraz do obliczenia nadziei matematycznej zmien-
nej losowej y.. Obliczenie to wykonamy dwiema metodami: metods
dodawania zmiennych i metods funkeji tworzacyeh Laplace’a.

§ 4. Nadzieja matematyczna czestofei zjawiska C 145

Zauwazmy przede wszystkim, 7e dl@ czestosei zjawiska C w i-tej
prébie zespotu V zachodm WZOry

(4 1) ’ 11—1)1“7
(4'2) —p1

.z ktérych pierwszy jest ogélny, drugi za$ odnosi sie do przypadku

schematu Bernoulliego. Wzér (4.1) wynika wprost z okreslenia na-
dziel matematycznej zmiennej losowej. (rozdzial III, § 6, okresle-
nie 11, str. 129), na podstawie ktérego mamy w e1ele V(A,, (5}

Ty =1-p(c;)+0-plef) =ple;) = =Di-

Na mocy (6.5) z rozdzialu IIL (str. 130) wzér (4.1), a wiec i wzér

(4.2), sa wazne réwniez w ciele V dla przeniesienia zmlennych Ty
do tego ciala.

TWIERDZENIE 5.  Nadeieja  natematyczna — czesto$ci zjawiska
w n poczaikowych probach zespotu V wynosi p bt

@3) =X

., i=1 .
co w praypadku schematu Bernoullzego daje -

(44) ' P PO ; ,,—np

Dowéd 1. Wymlm to natyehmla,st z wzordw (3.10), (4.1)
i z wzorn (6.3) z rozdziatu III (str. 130). Mamy bowiem na’ pod-
stawie tych wzoréw G

n

"/n—ZTi”“ZTf ZPH

i=1 i=

¢o nalezalo okazad. : :
Przed przystgpieniem do dmgﬁlego dowodu tWIeldzema 5 po-

\ dfh] emy nastepujace

OXRESLENIE 6. Funkcjq tworzqccp Laplace a zmiennej losowe] x

_ ciala skonczonego nazywamy funkcje E(1¥), ¢>0, zmiennej t, gdzie

E jest symbolem nadziei 1natematycznej

LEMAT 1. Jeteli emienna losowa & praybiera tylko wartodei

Uy, O, .. ,am, kowdq 2z nich. odpowwdmo % prawdopodobienstwem
Py, Py,..., Py, to

(4.5) . ‘ 2,1’, 1,
. B ., Lo jasYn
(4.6) I_: [Z‘ft E(t")Ll.

Podstawy rachunku prawdopodobienstwa 10
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7 zalozend lematu wynika, ze zmienna t* przybiera tylko war-
todel 1%,1%, ..., 1%, przy czym P(t*=1%)=P;, skad na mocy wzoru
(6.10) z rozdziatu ITI (str. 131) wynika wzér (4.5). Ze wzoru (4.5)
wynika rézniczkowalno$é funkeji tworzacej, a w szezegblnofel

" .
%E(t") = > ot P,
Jj=1

; Przyjmujae tut =1 i stosujac znowun wzér (6.10) z rozdziatu III,
otrzymujemy - _ ‘
m
d . x N, p =
[Ei B )]‘=1 = j% a; Py=1%.

Dowéd 2 twierdzenia 5. Zmienna y, przybiera wartodci
0,1,..,m z prawdopodobiefstwem odpowiednio Ppg,Pui,.ce, Pun.
Mamy zatem na mocy (3.12) oraz (4.5)

n k n—
(4.7) BEwy=3"* X Uhunun
k=0 120z, i,,)ec(k“ =1 1=1
n ' n—1
:2 2 (H Dit) HQJ,) H(PiH“ q1)s
(11,12, ,1k)€c() =1 =1

przy czym w przypadku schemzhtu Bernoulhego wzor ten redukuje
sie do

(£8) B = (et )

Stosujac teraz wzoér (4. 6) i uwzgledniajae, ze dla kazdej zmiennej @
mamy. na podstawie (4.5)

(4-9) [E(t")],,,q =1’,,
otrzymujemy
[a
: = B(™) .
— @ . |4 d . o
(410) Yn = I:('];E(ty )]t—lw ‘: E(ty") }‘ [dtlog E ty )] =

' P

m d n
[2 ((Ztlog( it+ ql))]r_l““ “ p'+ o "‘“gpi;:

¢o nalezalo okazaé.

§ 4. Nadzieja matematyczna czestosei zjawiska € 147

7 twierdzenia 5 wynika nastepujacy wniosek:
Nadeieja matematyczna cegstosei waglednej zjawiska C w n pierw-
szych probach zespotu V. wynosi

(4.11)

-

(4.1é) ~Yu=D.

Llczb@ —~ ) p; nazywamy. §rednim pmwdopodobwnstwam zga,vn-'
b=
ska ¢ w n pierwszych prébach.

. §5. Wzér asymptotyczny na P, dla schematu Bernoulliego

Wzér (3.13) na P, ani rachunkowo, ani tez teoretycznie nie

“jest zbyt wygodny, zawiera bowiem silni¢ (ukryt& we wipolezynniku,

7 n! - » ..
<k) T —7o)! ) Zastapplmy go wobec tego przez wzoér przyblizony,

tak zwany wzdr asymptotyczny.
* W dalszym ciaggu rozwazan przez &,9, 9y, ..., 4, 9% ,... bedziemy
ozngczali liczby (ewentualnie funkeje) rzeczywiste lub zespolone

o module <.

LEMAT 2. Dla 2<o<1im=0,1,2,.. mamy
m jV m--1
d2]
5.1 log (1+2)=_ (-1/"'% od MR
(5.1) g(1+2) ,=1( ) +(m+1)(1 Q)
w szczegolnosm dla |2| <1/2 @ m=1,2,... otraymujemy

n

(5.2) log (1+2) =j% (—1)1“5;- + B e,
co w preypadkach m=1,2 daje odpowiednio

(5.3)  log (1+2) =2+ 4,

(5.4) log (14 z)=z—~%2+192}z]3.
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Mamy bowiem dlw |z| o<1

o o ™ L
log (142) = 3 (=15 = X (1= b,
Jj=1 } J=1
gdzie
ad m- o " : m
],’. l . 2‘ (_1 )l‘(‘l" < ’ZI i ‘V‘(__‘"I )ln +i_M + J Zj < | | i 1
mt il T m+1 Tl mIi 1— 0"
j=m+1 j=0 )

co prowadzi do wzorn (5.1).

Bedziemy moéwili (zgodnie z terminologia wprowadzong przez
Saksa i Zygmunda?), ze cigg funkeji {f4(1)} jest niemal jedno-
stajnie zbiesny, jedli dla kazdego »>0 jest on jednostajnie zbwmy
w zbiorze tych t, dla ktérych |¢|<7.

Gdy dla dwéeh ciagdw {r,} 1 {¥»} mamy

L
lim = =1,
. w00 Yn
wowezas piszemy: . ;
: :
(5.5) Ty ~Y, da -0

i na.zywamy (5.5) wzorem asymptotycznym.

J esh oy 1 Y, 88 funkejami zmlenncJ ti zbieznogé cuygu {;/ﬁ} do 1
nl.

Jest memml jednostajna Wzgl@dun tej zmiennej, wowezas  mowimy,
ie wzoér asymptotyezny (5.5) zachodzi niemal yednostayme wagledem,
zmiennej t. ) V

Podamy obecnie tak ‘zwany wzér Stirlinga?), ktory jest
wzorem asymptotycznym na n!; orzeka on, ze

(8.6) : NYNV nn 26"" dla, n-»oo.

Wzér ten pozwala smudhe rachunki przy obliczanin ! uprasz- -
czaé za pomocy szacowania asymptotyeznego.

Y} 8. Baks i A. Zygmund, Punkeje analitycene, Monografie Matematyezne
X, wydanie II, 1948, str. 47. ‘

t) Wyprowadzenie wzoru Stirlinga dla funkeji I'(s) w postaci I'(s) ~
~ |2 e—sg5—1/2 znajdzie czytelnik na str. 402 keigski Saksa i Zygounda cyto-
wanej w odnoéniku 1. Na podstawie tego wzoru otrzymujemy nls= I'(n-1)==
=nl'(n) ~ Vome "qn +1/2,

§ 5. Wzdr asymptotyesny na P 149

TWIERDZENIE 6. Dla schematu Bernoulliego, w ktdrym ps#£0sgq,
zachodrt wz0r: *

1 __l(k—_n{:) .
(5.7) P ~ i \Iim dla  n--o0
V;_:rnpq :

kE— np

niemal jednostajnie wzgledem ymiennej t = y )
npq

Dowodd. Niech » bedzie dowolng liczbg rzeczywista >0 i niech
k—np

V?—B—f} < r; wowezas zachodzi nieréwnodé
ny

(a) np —rfipg<k<np+r Vapg.
a ponigwaz k—np =k —n(l—q)=Fk—n+ ng, wiec rowniez
(b) My —r l/m <n—-k<<ng-+r l/Fp_q

7 mnieréwnosdci (a) i (b) otrzymujemy odpowiednio

R Ty S 7RO (7 DO S 7
wp  ap o np T oong  omg ng

% nieréwnodci tyel wynika, ze

© (h.8) . k~np - dla oo,
(5.9) n—rhk~mng  dla " n-+o0
jednostajnie dla —V Ll < r, czyli niemal jednostajnie wzgledem
npgq '

k —np
Vnpg : _
© Korzystajge z (5.6), (5.8) i (5.9) mamy pray n-—-oo niemal
k—mnp
Vnpg

jednostajnie wrgledem

1
-k +'£e~(n-k)

. s 1 : ’ . n
(510)  k~PEa kT - b~ — k)
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156 1V. Schemat Bernoulliego
skad wynika, ze

1P kgn—Fk ~

’ A Y L
(5-11) P _(7c)p @ kl(n—

n-i~1 —H
I/Zyz'n 2g’

~ i 2)k(141~k -
~k+7 ~n—k :
V2n7c V27z (n—%)"" " 2¢ o=

n-l-'%
s — n_- pkon—k ...
| = R AUGEES

1
- kA= n—k-4-=
V:mk 3(n—Fk) 2

k+— n—k+'-l/p Vq

V2n A

})/«Qll k..
2(p - ~7a)

1
n-k 'Fé

)
2mnpg n—k ’

i to niemal jednostajnie wzgledem zmiennej k—mnp

Vupg
Zatem dowéd (5.7) sprowadza sie do pokazania, #e
o . Eal el 1fk—np\
R (5‘]2) * 1277 2/ ng " +2N0 2(VEF_‘I)
’ "=\ n—k !
Przy n--oco niemal ]ednosta.jnie Wzgltgdem' (] »,7——)»"!3
npq

Logarytmujae (5.12) stronami i wprowadzajae zmienna ¢, otray-
_mujemy z nwagi na to, e k=np —l—tVﬁM,

(5.13) log P, - (np—l— tVnpq + )100 (1 -+ T )
%M
—_ (nq —1 Vnpq + 5) log ( — ..11.’__.)

| Vnpg
Wesmy dowolne 70 i niech bedzie |¢]<r.
i
g <_1_ ’ ip

Vnpg Vg
(5.13) zastosowa,é rozmm@cm (6.4), co daje

Dla n =42 4

i p>amd mamy
p

<.~ mozemy wige do ‘wzoru

§ 8. Waér asymptotyezny na P, 151
iq tq |
(5.14) log % = — (np+1t V'npq) [____( ) 4P ] +
Vnpg 2 \Vupg) " |Vupg

+ (ng —tV/npq) [’/ (V;ZQ) o

1 tp
oo il

ol |

= —t)npg + tzq tgf 2
: 2 Vave
g |3
— (np+1 Vnrp 2) | L | 4
Vnpg
2 2 V'n.pq
— t 3
+ (ng+ tVapg) 0, | | —
Vnpg

1 ip
—Zlog (1 RSP R
Og( +V%pq) 2 Og( l’npq)l

1 -
=== Lt P, q),
gdzie

(5.15)  Gu(t,2,4) "—'—W—("prrtW)ﬁx

il ¢

ip
2P Lo ) g ),
Vnpg l ( Vnpe) 2 Vnpa)’
z czego widaé, ze Ci(t,p,q)—0 dla m—>oco, i to jednostajnie dla
|t| <7, a poniewaz » jest dowolne, wiee

+ (ng+ tVnpg) 0y | i=—=

1
(5.16) _ limlog P = — §t2
) n->0Q
niemal jednostajnie wzgledem f. _ .
Wzér (5.16) jest réwnowazny wzorowi (5.12), a wiec nasze
twierdzenie jest ndowodnione. .
Oznaczmy przez [y] najwiekszg liczbe calkowit@ <y (nentier zy").

TWIERDZENIE 7. Jeieli (n-+1)p nie jest licsbg catkowita, to
P dla schematéw Bernoulliego osiaga maksimum dla ko=T[(n-+1)p],
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152 IV. Schemat Bernoulliegn

Pray (,lzz/m Py dla k<, monotonicenie ro$nie, dla >l (Ls’ mono-
mmcvm{, maleje. Jegeli (n+-1)p 7est licebq catkowitq, to Pux osiqga
maksimum dla k= n+1)p—1 % dia Tty = (n-}1) p, Prey ezym mono-
toniczhie rosnie dla k <k, © monotonicenie maleje dla o> k,.

Dowéd. Z wzorn (3.13) wynika, ze

- Pujin n—k P
Zatem Py S Py zaleznie od tego, czy ;’ _“_;/‘ 1; ‘1. Mamy
k2 gy (DY) g (DD ()
Jedna,k k+1 ZI 14+~ =SSy, , & ulamek VESI

jest =0 zaleznie od tego, czy licznik jego jest =0, wige, jak tatwo

sprawdzié, twierdzenie nasze jest sluszne.

TwierDzENIE 8. - Dla schemaibu

Bernowlliego  Ppp -0 dla
n—>co jednostajnie ze wzgledu na k. ‘

Dowdéd. Przyjmijmy k&, =[(n41)p]=np -+t Vnpq, poniewaz np —

—q< by <np -+ p, wige || <max (V l/ ) Na mocy twierdzenia 6

manmy’
. P,
lim -———"ﬁf-i-
n—+oo 1 . ——-Er2

VZnnpq ¢

ale mianownik ulamka pod.znakiem granicy dazy do zera, wiee
i liecznik dazy do zera. Mamy wige

— =1

Lo P,,k < —Pnk,, ~3A{) dla

W —> 00,

cq konezy dowdd twierdzenia.

§ 6. Prawo wielkich liczb J. Bernoulliego

TWIEBRDZENIE 9. Jezeli vy, jest cagstodeiq zjawiska O w n pierw-
szych prébach schematn Bernoullego, to dla kasddej pary liezh v,9 0
istnieje takie g, e ,

----- - r”(l heng)

(6;1)‘ ” P(| yw ~np| = rl/maq) . W ¢
14

dla n=n,.

icm

~ kowitg &, dla ktérej {; > v. Mamy wowezas 1 <ty <

(6.7)

§ 6. Prawo wielkich liezb J. Bernoulliego ‘ 153

Dowdd. Bez szkody dla ogélnofei mozemy zalozyé, ze n<1.
e kE—np .
Przyjmijmy. = -V—:—_-—-T— 1" oznaczmy przez k, najmniejsza liczbe cal-
o npq , ,
1
T+ e Na moey
twierdzenia 6 istnieje takie n,, ze _

) :t}f ‘ .
(6.2) Pu< (1+ _7)
l/znnpq 3
dla n=ny i ltk fgr-}‘—l&, a w szczegdlnosel
1’:., ._%-,2
. m . e iy
6.3 (1+——>§—-—~~(1 ! —).
(6-3) P N\Nl/ TENPY 3 l/zm;wpq T3/
Mamy dalej na mocy (5.17)
(6.4) Prjs n—k P n—k p 1 Ix _
.. Pu k+1q Kk ¢ gt + Vnpg
Funkcja - () = U ma 'pochodnae J@\O wiee jest
gt + Vnpg (gt -+ Vnpg)' ™
stale rosngea. Wobec (6.4) przy tx>>t mamy
(6.5) Prgerr g T
P gr + Vnpg

Dla » wiekszyech od pewnego n, mamy v < |npg, a wiec u=>0.
Przez indukeje otrzymujemy stad, ze dla n>n, i ’7::>k(,

(6'6) —Pnk < Pnko ,uk_ko-
Uwzgledniajac oszacowanie Py, dane wzorem (6.3) otrzymu-
jemy dla 7 >n' =max(n,,mM)

1,. .
—-—1
2 ek AY
Pnk << = 0 (1 T
l/zmzpq 3/
Py jest prawdopodobienstwem réwnosel yn =k, nierdwnosé zas

Yp—NP > rl/npq, ktérej prawdopodobieistwo chcemy o08zacow aé,

E— "z, a wiec
Vnpq

zachodzi wtedy i tylko ‘wtedy, gdy w.=k 1
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gdy Y=k i k;ko. A zatem dla n>n'

21’

k=kq

(6.8)

P(y,,—-np

ZSEP I

k=kg
Mamy dalej

1 +
2 ki < quk O = _yr- TV%PQ

k=ky k=kq
a wiee

Ll

l/& npq( + 3) (‘IT +TV72§};) B

L
i i T
= 1 1 1 R
TV2n( * )( +Vnpq) * 3)( ! V%pq)"

" (6.9) fz/,,——np> rth

;...

e 2
TV'ZE(

Zauwazmy dalej, ze y,—np ::‘;—TV@ wtedy i tylko Wtedy‘7
gdy (n—yn)—ng> r,l/'ngg; przechodzae wiee od czestodei zjawiska €
do czestosei zjawiska C, to znaczy zastepujac y, przez n—y,, a réw-

noczednie zastepujac k przez m—k oraz p przez q i q przez p, otrzy-’

mujemy dla n>n" analogiczny do wzoru (6.9) wzér

_.l,,a .

o/2a (1 i 77) (l " fova Vﬂpq)

Dodajae stronami (6.9) i (6.10) otrzymujemy

(6.10)

' P(y —np <—7)npg) <2

i”l’ﬁl

Nieréwnodé (6.11) zachodzi dla n>u'y czyli dla m>n, i takich,

6 T< l/’ﬂp Wynika stad, ze dla n> n,, gdzie ng> n' i Ny = v
bedziemy mieli

(6.11) P(|'z/,,—np|\1l/npg)< V; (1_|_ )( T )

g’

%

1
Ze 2

7 ()

(6.12)

P(|yn —np | > > vl/npq) <

9__,

icm
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Poniewaz jednak %<1, wigc (1+ ) =1 -{- 7] +_,1-<1+ 7, 78~

tem zastepujac we wzorze (6.12) czynnik (1 + 5) przez 1+ 5 otrzy-
mujemy nieréwnogé (6.1), ktérej nalezato dowiesé.

Wezmy pod uwage takie schematy Bernoulliego dotyczace
n préb nad zjawiskiem O, ze w kazdym z nich prawdopodobienstwo
pojawienia si¢ zjawiska ¢ w pojedynczej prébie jest state i réwna
sie p. O schematach tych mozna wypowiedzieé nastepujace twier-
dzenie zwame prawem wielkich liczb Jakuba Bernoulliego:

TwIERDZENIE 10. Dla kaidego 6>0 isinieje takie ns, ze dla
1 L,
n> ng ceestodé wegledna ~Yn zjawiska O w n probach réini sig od
prawdopodobietistwa p o mwiej nig 8, z prawdopodobietistwem wigkszym
nig 1—19, to enaczy takie ns, se dla n > ns zachodzi wzdr

(6.13)

,P( i—”y,. -pl<5)> 1—6.
L .
e 2 -0 przy v—>oo, wiec dla danego é

\ . . 4
Dowéd. Poniewaz ————
T V2 T

mozna dobraé takie t,, aby bylo

(1
e 2t < 8 Na podstawie
To V..JT[
twierdzenia 9 mozna dobraé takie m,, aby dla n>n, zachodzila
nier6wnogé (6.1) pray 7=z, i n=1. Biorae jako n, wieksza z liczb
2 .
Mg 1 iy

5 Otrzymujemy nier6wnosé

P( L
n

ktora jest réwnowazna nierdwnosel (6.13).

Stynne to twierdzenie zostato opublikowane w  pofmiertnej
pracy Jakuba Bernoulliego Ars conjectandi w 1713 r. Rok ten
stanowi dzigki temu jedns z najwazniejszych dat w teorii prawdo-
podobienstwa. Prawo wielkich liczb J. Bernoulliego stato sie pun-
ktem wyjécia badan uogélniajacych, ktére doprowadzily do znale-
zienia calej rodziny twierdzen zwanych prawamsi wielkich liczb. Me-
toda dowodu, ktérej uzylismy w tym paragrafie, podobnie jak
metoda Bernoulliego w .Ars conjectandi, jest metoda ad hoc i nie

(6.14) Yn— 7P

> 5) <§ da  n >,

nadaje si¢ do unogélnien; istnieja jednak inne metody (metoda Bie-
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156 IV. Schemat Bernoulliego

naymé-Czebyszewa, metoda funkeji charakterystycznych), ktore
maja znacznie wiekszy zasieg.

Obecnie podamy jeszcze pewne uwagi dotyczgce intuicyjnego
sensu tego twierdzenia.

Przede wszystkim mozemy to twierdzenie sformulowaé w na-
stepujacy sposéb, nieco mniej Scisty, ale za to bardziej obrazowy:

Czestosé wegledna zjawiska C-w danym schemacie Bernoulliego
przy dostatecznie dusej liczbie prob réini sig dowolnie mato od prawdo-
podobieristwa tego zjawiska w omawianym schemacie, = prawdopodo-
bienstwem dowolnie bliskim jednoéei.

- Ponadto mozemy za pomocg tego twierdzenia wydobydé tredé
intuicyjng tkwigea w pojecin prawdopodobienstwa. W mowie po-
tocznej zdarzenie nazywamy wiecej lub mniej prawdopodobnym,
~ zaleznie od tego czy mamy wiecej, czy mniej powodéw do spodzie-
wania sie tego zdarzenia. W szezegdlnosei, przez zdarzenie bardzo
prawdopodobne rozumiemy takie zdarzenie, ktérego nalezy sie spo-
dziewad ,prawie na pewno’. Poniewaz zdarzenie bardzo prawdo-
podobne w przekladzie na jezyk matematyczny oznacza zdarzenie,
ktérego prawdopodobieristwo jest dostatecznie bliskie jednogei, otrzy-
mujemy wiec nastepujace intuieyjne sformulowanie fmerdyema
Bernoulhego

W schemacie Bernoulliego pray dostatecznie duéej liczbie prdb
nalezy sig spodziewad prawie na pewno, e ceestosé wagledna zjowi-
ska C. bedzie sie bardzo malo rdénita od prawdopodobierstwa tego
zjawiska.

Weimy jako przyklad cigg rzutéw kostks do gry; niech na
przyklad zjawisko C bedzie polegalo na wyrzuceniu szdstki. Ciag
rzutéw jest ciagiem préb losowych nad wyrzuceniem széstki, przy
czym niezalezno¢é préb wydaje sie intuicyjnie oczywista. Przyjmu-
jemy, ze prawdopodobiefistwo wyrzucenia széstki jest w kazdym
rzucie dane przez definicje klasyezng (por. rozdzial ITI, § 8), a wiec
wynosi 1/6. Mamy zatem schemat Bernoulliego. W my$l twierdzenia
Bernoulliego w podanym wyzej intuicyjnym sformulowaniu, przy
duzej liczbie rzutéw nalezy sie spodziewaé, ze stosunek liczby wy-
rzuconych szostek do liczby rzutéw bedzie bliski 1/6. Powstaje
pytanie, czy to sig sprawdza? Otéz wiekowe do§wiadezenie graczy
dowodzi, ze tak jest, ze sprawdza si¢ to bardzo dobrze. Tak wiec
nasza konstrukcja  myslowa, polegajaca na przyjeciu dla rzutéw

icm
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kostka prawdopodobielistwa klasycznego i niezaleznosei préb, oraz
na przyjeciu ukladu pojeé i zasad teorii prawdopodobiedstwa pro-
wadzgeyeh do twierdzenia Bernoulliego, harmonizuje z-rzeczywi-
stodcig, to znaczy ma wartosé obiektywna.

§ 7. Twierdzenie de Moivre’a-Laplace’a

TWIERDZENIE 11 (de'Moi'Vrea Laplace’a). Dla czestosci Yx
zyawzska Cwn probach w przypadku schematu Bernoulliego zachodzi

'IUZO?
il
2
V‘.) € dt

jednostajnie dla wszelkich meczywistych Ay takich, ge <A,

Jim. P[wp + A4 anpq <Y < n,p+ Ly Vnpq]

Ny 00

(7.1)

Dowéd. Dla skrécenia wzoréw oznaczmy prawdopodobienstwo
wystepujace pod znakiem granicy po lewej stronie wzoru przez
P,(4,4). Dowéd twierdzenia sprowadza si¢ do wykazania stusznogdei
nastepujace] tezy:

(7.2) Dla kaidego 1 >0 istnieje takie n,, e dla wszelkich 1 © Ay
takich, se A < ko, © wszelkich n>n, jest

A

1
Pullyyhs) — Vﬂi /e*gtzdt'<n.

Oczywidcie, mozna zatozy¢ n <1. Przede wezystkim mech r, be-
dzie liczba dodatnig spelniajgca nieréwnosei

7.3 4 e ;'1<}~1]
(7.8) r)2n 4"
2 f‘"‘ gt <t
7.4 : -.
(7.4) V27z 4

Liczba taka istnieje, gdyz funkeja po lewej stronie (7.3) dazy.
do 0 wraz z r,—oo, calka za§ w (7.4) jest zbieina.

Niech n; bedzie liczba naturalng taka, ze dla n> n, zachodza
jednocze$nie nastepujace cztery warnnki:

1 < 1

Vnpq 6 "77

(7.5)
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V (7.6) dle wszelkich xy,x, nalesqeych do przedziaty domknigtego
E[—r <a<r,+n] i takich, se |x, —u,| <1/Vnpg, mamy

! e;"l e”%xz <}- -
Vo= 6 2r1+97
12
(1.7) - P(]?/,,——n]r/pll/np )< l/Z_e 2"
1
(7.8) dla k—np <1y sachodzi nierdwnodé
» Vg
1 (k—np )
Py— 1 (V”M) <'lj77Pnk-
I/Z:rmpq | 6

Istnienie takiego 7, wynika dla (7.6) z ciaglodei funkeji e"%"za
-dla (7.7) z wzoru (6.1) w twierdzeniu 9, dla (7.8) z wzoru asympto-
tycznego (5.7). ~

Przypudémy teraz, ze n >11,,

W przypadku A, >+ z nieréwnosci 4, [npg < y.—np<i,Vnpq
wynika, ze |y,—np|>r)npg, a wobee tego na mocy (7.7) i (7.3)
mamy

. 1
Po(tas Jo) <P(|yn—np | > ¥ Vnpg) <7 n.

Na mocy (7.4) mamiy w tym przypadku réwniez

2z =) .
) e feracts
VZ:'cl Vam 4

1

Ay

__il.,z
(11,12)—V“ fe 2%
to znaczy (7.2).

Zupelnie podobnie dowodzi sie wzoru (7. 2)w przypfmdku Ay K17,
pozostaje wige do rozpatrzenia przypadek A <ry dg>—r.

a wiee

<l
;77<"77

=

Oznaczmy przez u, wieksza z liczb —r s A1, przez u, zad mniej-

8z9 z liczb 7 22, mamy wiee w kazdym przypadkn

(7.9) =Ky <pp <Py Ay <y <pp <Ay,
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a ponadto z nierdwnosci A Jnpg<y,—np <, Vnpg Wynika jedna
i tylko jedna z nierdéwnogei ’ ‘

(2) A Vupg< yu—np< 73 Vﬁﬁ,
(b) - VD <ya—np <p, Vrpy,

(¢) , 2l/np < Yn—np< A Jnpy.

Oznaczmy przez u zdarzenie polegajace na zachodzeniu nieréwnosei
A V'npq< Yn— NP <12V'npq, & DPIZeZ Uy, Uy, u; odpowiednio zdarzenia
polegajace na zachodzeniu nieréwnogci (@), (b) i (e) (w,%,u,ug
zalezy oczywiscie od n). Mamy

U=y Mgt Uy, Uglhy = UgUy = Uplly == 0,
a wigc

(7.10) p(u) =Pn(As, Ao) = P(tz) +P(ts) +p(ts) =P(21) -+ Prlpty, ) -+ 1 (t5);

w przypadku A, =u; mamy u, =0, w przypadku zas Mo =1, Mamy
4y, =0, co jednak nie narusza waznodci wzoréw.
Wobec tego korzystajac z (7.7) i (7.3) mamy

’(7.11) 0 < Py(Ayydo) —Pr(ptyypis) =

= P(% Vnpg <yn—np < wlnpg) +P(us Vpg < yu — np < 2 Vrupg) <
< P(yn—np <—7npq) + P(ys —np > npg) <

1
,-gP([y,,~—n.pl> * Ynpq <Z77’

korzystajac za$ z (7.4)
Az

1 ..‘tﬂ _._(2
7.12 Null f -1 f at=
( ) '/23le l.z?[

- <1 1
=-1—fe_5‘2(1t+m-1: fe‘é‘”dt<
Vﬂ V‘z:z

o0

-— _32 - —;2 2 ' _. _12 1
dt f dt = e"2"dt <=
y f i V.J.TE Vzﬂ 4 g

W ten sposéb uzysku]emy nierdwnosé

5 1 f 1
Pn(,u'lhu2)_°V2'—_;;fg—§‘adt|+;2-"'
w

Po(hy, ) — y__f'%"dtl<

(7.13)
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k—np
Przy]mqmy (podobnie jak w §6) t= Mamy Wl(j(
l/%:vq
' 1
(7.14) e — b = ==
Vapg
Jezeli w przedziale F'[u; <@<u,] nie znajduje sie zadne t,
Yn— p

to (z uwagi na to, ze przybiera tylko Wchrtosu tk) Yn meb

npq
moze spemiaé nieréwnofei
W VNP < Yn — NP < o V@; a Wige Pu(uy,ps)==0.
% (7.14) wynika jednak, ze u,— <V_, a wiee
vz

) I
L f gt 1 .
Von l/zn npq
£ :

co z¢ wzgledu na (7.5) pozwala oszacowaé pierwszy skladnik po

prawej stronie (7.13) jako <6117, caly zas prawg strong tej nierdw-

nofei jako <, co w tym przypadku daje teze (7.2).

Przypusémy teraz, ze w przedziale ty <& <y lezg niektore 1.
- Oznaczmy najmniejsze z nich przez t, najwieksze za$ z mch przez t,.
Zaehodza nastepujace nieréwnosei:

s , ol
(T.18) —r<u <t;< py+ “‘—==a Mo <y <ty + == <y - <Kr4-m,
Vupq ~ Vnpq

a préez tego
(7.16) Pn(ﬂl:zuz) :kL_V.r;Pnk .
Wobec (7.14) mozemy nieréwnogé (7.8) napisaé w postaci

(7.17)

1 _1p 1
Pnk —yr—==€ 2 E(tk+1_tk) <_77Pnk
V2 ‘

(70:‘;Z,l+1,...,9n).

Uzywajac (7.16) i pa,mmta,]adc, ze P, (,q'l,ua) <1, otrzymujémy yumu-
]@c te nieréwnosei '

&
!

, o 1 _1a o 1
(7.18) ' n :“‘17,“'2 2_‘2’—“6 2:‘ (tr — t) A<F77"

k=1 g

(7.20)

§ 7. Twierdzenie de Moivre’a-Laplace’a

Po lewej stronie w odjemniku mamy sume przyblizona ecaktki

tm

1
. -—tﬁ
E;I f dt.

f

Postugujac, sie ze wzgledu na (7.14) i (7.1
otrzymujemy dla k=1,I4+1,...,m

1 1 1 41
L 2
—::.-'ﬁnétk (’k+1 — 1) — = f "'_1
l/‘.m V:ﬁn
o %

fr1

W‘f”“‘

t

(7.19).

<«

——12 l dt < )? 7‘k+1 )
6(3r+4 11)

a wiec na podstawie wzordow (7.18), (7.19), (7.15) i (7.5):

Ha

) _
P(#u%)*y;‘f '"’z(lt

o 1
Y
~ Pn(ﬂl’ﬂz) "2 yﬁ
k=1l
Imt1

1p 1 [
ZVE_E’ 2" (1k+1—'2‘k) l/)n f (’_Eﬂdtl R
k=1 t,
tt L H3
+ ~l—= f e — f “'Zdtl<—71+
V2m V2n
24
m i1
Al ___t2
dt
+ 2 I f
k=1
m

1 —-—t” —}‘alt
i [ [

<

1

F(feaa — ix) l +

+

+

1 1
14 (tk+1
V?m
h

mn 2
197 +1, tmga — 11 + (tr— ,141) ‘li/‘r)_(im%-l _ ."'2) <
6 6 2r49 14
1 2 1
g4z R =T
6 +5 6 + V2mnpq 2

Podstawy rachunku prawdopodobiefistwa

5) nieréwnosciy (7.6),

11
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% nieréwnosei (7.13) i (7.20) wynika wzér (7.2), a wige dowéd
twierdzenia zostal zakorczony.

Twierdzenie 11 jest bardzo szezegélnym przypadklem twier-
dzefi ogdlniejszych, zwanych twierdeeniami o gramicy prawdopodo-
biehstwa. Dowéd powyzszy oparty jest na rozumowaniach ad hoc
i jest do$é mozolny. Znajdujemy go we wszystkich niemal star-
szyeh podrecznikach teorii prawdopodobiedstwa, praewaznie ]ednq,k
z lukami i niedociggnieciami.

§ 8. Wzér Poissona na P, w przypadku zjawisk rzadkich

Wzér (5.7) moze byé uzyty do przyblizonego wyliczenia Py
dla duzych n. Jezeli jednak p lub ¢ sa male, tego rzedu co 1/n lub
mniejsze, to wzér ten przestaje byé dokladny. Dla tego przypadku
wyprowadzimy inny wzér przyblizony. Ograniczymy sie przy tym
do pfzypadku, w ktérym np jest male, a wiec zjawisko C wyste-
puje rzadko, to znaczy jest malo prawdopodobne.

TWIERDZENIE 12 (Poissona). Dla A>0 mamy

s pL
(8.1) Lim (P,,k : me“‘) =1

niemal jednostajnie wegledem k. -

Do wdéd. Przy przejéciu do granicy w (8.1) zaréwno =, jakip
sg zmienne; n—>oo, p—0 tak jednak, ze mp—A. Inaczej mozna to
twierdzenie sformulowad tak:

Dia kazdej pary liceb w,r takich, e n>0, r>0, istnicjq takie

ng>0 1 6>0, ge dla n>ny, k<r ¢ |np—2i| <8 zachodzi nierdwnosé

(8.2)

r
. (P,,k:k—!e—l)—1]<77.

Dla dowodu wzoru (8.2) roztozymy P., na pie¢ czynnikéw:

3) Pu()r0—pr*=g| ,]j( = D)o (1= "2f - p

Pierwszy z tych czynnikéw jest staly dla stalego k, drugi i piaty
83 zbiezne do 1 przy m—>oco i np—+4 jednostajnie dla k<. Trzeci

czynnik jest zbiezny do A%, czwarty za$ jest zbiezny do e—* jedno-'

~ stajnie dla k <r. Stad wynika natychmiast wzér (8.1).

icm
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Zanwazmy jeszezé, ze dla n-—oco i np->0 mamy
np\*
Pn0~—- (1—p)* ==( _——7?,2)——:»6“3

Wzér (8.1) oraz wigzace sie z nim prawo prawdopodobienstwa
Poissona grajg wazng role w teorii prawdopodobienstwa.

(8.4)

§ 9. Pomocnicze wiadomos$ci z kombinatoryki

Udowodnimy wzdr
il
2 i+m—1\ _ [(n-4m
m—1 ]\ m J
Jj=0

Dowéd tego wzoru jest indukeyjny. Jest on oczywisty dla »n=0.
Przypusémy, ze wzér ten zachodzi dla pewnego n; wiwezas

"2+.1 j4-m —1 __(n+m>+ n4m\ _ (n4+14m
= m—1 )\ m (m -1) m ’

to znaczy wzoér ten zachodzi dla n-+1, co nalezalo okazad.

(9.1)

OKRESLENIE 7. Cigg m liczb calkowitych nieujemnych &, ks, ..., &
nazywamy rozkladem liczby naturalnej » na m skladnikéw nieujem-
nych, jesli n= D k. Dwa rozklady &y, ka,...,km 1 k5, K3,

i=1
zamy za identyczne, jeSli m;=m, oraz k,="~k"*, i=1,2,...,m,.

* 4
Koy W&~

(9.2) Istnieje dokladnie (71-—1-*)1:—1) rozktaddw liceby natwralnej n

ha m sktadnikdw nieujemnych.

Dowéd. Dla.m=1 wzér jest shuszny. Zalézmy, ze zaehod.u
on dla pewnego m. Kazdy rozklad liezby » na m-41 skladnikéw
nieujemnych mozemy uzyskaé, i to jednoznacznie, z rozkladu pe-
wnej liczby j < nam skladnikow ky, kg, ..., kmyy, Przyjmujac ky =n—j.

T j+m—1
Poniewaz na mocy zalozenia indukeyjnego istnieje (7 _;f_l )
rozkladéw lieczby §j na m skladnikéw, wiec rozkladéw liczby » na
m-+1 gkladnikéw jest na.moey wzoru (9.1)

2",(7'+m_1>_(n+m)_(n+(m+1)—1)
m—1 1"\ m )\ (md+1)—1 )
J=0 :
¢o nalezalo okazad.
11*
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OXRESLENIE 8. Niech L bedzie zbiorem zlozonym z n elemen-
t6w, & ky,ks,...,k, niech bedzie rozkladem liczby » na m skiadni-
kéw nieujemnych. Rozkladem typu {ky,Esy... km} zbioru L nazywamy

m
yLimy 28 L_—_i): L; oraz zbiér L; zawiera
=1
Dwa rozklady typu {&;,ks,...,km}:
L% uwazamy za identyczne, jesli L;=IL}

taki cigg zbioréw L, Ls,...

k elementéw, t=1,2,...,m.

3 * *
L, Lyyeey Ly 1 L3, L5,...,
dla i=1,2,...,m.

(9.3) Istnieje dokladnie
abioru L.

Dowdd, przeprowadzimy znowu indukeyjnie. Dla m =1 mamy
z koniecznofei k;=n i wzér (9.3) jest spelniony. Zalézmy, ze
zachodzi on dla pewnego m i obliczmy ilodé rozkladdéw typu
{By,Ksyoen sk, kmag b 2Zbioru L. Kazdy taki rozkiad mozemy jednozna-
cznie otrzymaé ustalajac pewien k;-elementowy podzbiér L, zbioru L
i nastepnie biorgc rozklad typu {Fs,...,Km,Kmis} (0 —Fk;)-elemen-
towego zbioru L—IL,. Tych ostatnich rozkladéw mamy wedlung za-

(n—Fy)!

lozenia indukcyjnego TR zbiér za§ L, mozemy wybradé
m+1

rozkladdw typu 1k, Ry, ..o k)

n!
kl'ke. by U hegl oo Fom!

& (7?) sposobéw, a wiec ilo§é rozkladéw typu {kl,lcz;...;kn,,k",+1}
1

zbiorn L wynosi

n (n—ky) . n! ‘(»'n‘—kl)! _ n!
k) Bl bomlbmad! Bl (e —F)! Kol hom! Fpmgn! Tl ool oo B ey
co nalezalo okazad. »
) n!
Wzor (9.3) mozna uwazaé za uogélnienie wzoru ( ) L

ktory podaje ilodé rozkladéw typu {%,(n—k)} zbioru n-elementowego.

§ 10. Wielokrotny schemat Bernoulliego

Zajmiemy si¢ obecnie wielokrotnym schematem Bernoulliego, to
znaczy zespolem préb niezaleznych V:[V(A,;Cm, 0(2),...,0("')})\;,
w ktérym prawdopodobieristwo pojawienia sie j-tego zjawiska w i-tej
probie, p(c?’):p j; hie zalezy od 4, a tylko od § (por. okreglenie 2,
§ 3, str. 142). Schemat zlozony z n pierwszych préb schematu V
bedziemy oznaczali przez V,.
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TWIERDZENIE 13. Jeieli ky, ks, ..., k, jest rozkladem liczby n ma m
sktadnikéw nieujemnych, to prawdopodobienstwo zdarzenia polegajq-

cego na tym, e w n pierwszych prébach schematu V zjawisko 0P
pojawt sig dokladnie ky razy, j=1,2,...,m, wyrata sig wzorem

(kys kg, 1km) n" k.
Pa Tk, k|p1 pz Dy

(10.1)
Dowdd. Zdarzenie wu(ky,ks,...,kn), ktc’)régo prawdopodobien-
stwo oznaczylismy przez PrF- ) jest suma takich atoméw

= H c(“) Z& W Ciagu 81,8y, ..., 8, Wystepuje dokladnie k; razy liczba j.

el

Ozpaczajac przez IL; zbiér tych liezb 1 zbioru L=(1,2,...,n), dla
ktérych s;=1, widzimy, ze zbiory L,L,,...,L, stanowia rozklad
typu {ky,kay...,km} zbioru L, przy czym przyporzadkowanie wyzna-
czone skladmkom atomowym zdarzenia wu(ky,%s,...,k,) rozkladéw
typu {k;,k,,...,kn} zbiorn L jest wzajemnie ]ednozna)czne.w Na pod-
stawie (9.3) zdarzenje Wkyy Koy k) jest wiee sumg dokladnie

n! . . . s
TR T atoméw, z ktérych kazdy, na mocy zalozenia nieza-
oo e Ko

leznodci préb w schemacie V,, ma prawdopodobiedstwo réwne
p’l‘l-p;‘?-... -p’;"'. 7 twierdzenia o prawdopodobienstwie catkowitym
wynika wige wzér (10.1). Nawigzujae do rozwazan § 2 (str. 141),
niech 0%, 0, ..., 0% beds niektérymi zjawiskami sposréd zjawisk

®,09,...,0", a ¢*, 0%, .., 0% niech beda pozostalymi zja-

m-—g
Zo"‘t’ i Vi=[V(4:;0%,09,...,0%, 0%,
wiemy, ze V; jest podcm,lem ciala V, (por. § 2, str. 140). Przypomi-
namy jeszeze, ze zdarzenie odpowiadajace pojawieniu sie - zjawi-
ska C* w i-tej prébie zespolu oznaczamy przez cf; jest ono
suma ), &,

j=1

Z tego, co zostato tu plzvpommane, oraz z okreslenia 1 (str. 141)
wynika

wiskami. Przyjmujae C*

TWIERDZENIE 14. Zespo’?, Vi (n=1,2,...,N) jest schematem
Bernoulliego, w ktdrym prawdopodobienstwo jest okreslone wzorami

m—s

p((—y’)) = Py P(C’f) =i.§l:pk; (1=1,2,...,8)
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§ 11. Maksimum prawdopodobienistwa P&1Fe::kw

statych n 1 m prawdopodobieristwo
meksimum  dla  jednego lub wigcej ulkladdw

TWIERDZENIE 15. Przy
._P(khkzu-- skm) osiqga
}’c(") (o) k(O) post aci

(1r.1) kP =[np;] +3 (1=1,2,...,m),

gdzie liczby s; sq catkowite, nie'u.jemxne i spetniaja zwiqrek

n

Zs,_n——ZE (np;)-

J=1

1.2y

Dowéd. Udowodnimy puede wezystkim, Ze kazdy uktad

ki
219, . 19, dlaktorego plukark om@ga‘ maksimum, spelnia wa-

runek

(11.3) kP >[np;] (G=1,2,..,m).

Istotnie, w przeciwnym razie mieliby$my dla,‘pewnego A
T(11.4) kR < [nps] < np.

Gdyby jednak dla kazdego j=1,2,...,m zachodzila nieréwnogé

k(°)<npj, woéwezas sumujge te nieréwnodei stronami mieliby§my

"= sz(°)< 2 np;=mn, co jest niemozliwe. A wige dla pewnego
j=1

]2 mamy

(11.5) ks > npj,.

Poniewaz liczby &P i E(np;,) sa catkowite, wiec nieréwnogé
(11.4) pociaga za sobg nieréwnosci

(11.6) ER 4 1< [npp] < npj,.

Zauwazmy, ze na podsta.Wie (11.5) mamy Ic(") 0, a ‘wige
A, P10 A0 -1, kD jest rozkiadem liczby » na m

skladmkow meu]emnych Na, mocy (10.1), (11.5) i (11.6) otray-
mujemy

P(k§°), 2, kP

(11.7)

Lok 1,0, k)

_ nggo)’ kgo) k(")) k"’) ) "7/7911

OO 0
npy, kY41 ‘

> pl
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w sprzecznosei z zatozeniem, ze dla ukladu A2, 29, ..., 19 prawdopo-

dobienstwo Plkakn) ogiaoa maksimum. Udowodnilismy w ten
sposéb (11.3), a wiec mozemy przyijaé

(0)_['"'?1] +31' (1=1,2,...,m),

gdzie s; sa liczbami calkowitymi nieujemnymi. Dodajac te réw-
nosei stronami, widzimy, ze s,8,,...,8, spelniaja zwigzek (11.2),
czyli twierdzenie jest udowodnione.

Rozkladéw liczby » postaci (11.1) jest oczywidcie tyle, ile jest

rozkladéw liczby s=n—) [np;] ha m skladnikéw nieujemnych.
J=1

" m

Poniewas §= ) [np;—[np;]1< m—1, skad wynika, ze
J=1

s+m—1 < 2m—2
m—1 ) “\m—-1)
wiec mozemy wypowiedzieé twierdzenie

(11.8) Prawdopodobieristwo plukaeda  ooinga maksimum dla nie
wigcej nig
2m—2
| (i)
uktadow &y, g, e Fom-

§ 12. Wzér asymptotyczny na Plarkas k)
TwIERDZENIE 16. Dla schematu Bernoulliego zachodei przy za-
toseniu, g6 p;>0, j=1,2,..,m, wedr asymplotycany
| | . S Gt
1 g TV dla
Vi2an)""p.ps...Om
niemal jednostajnic wéglgdem emiennych ;=

Pg‘l vk, !km) ~ n—>00

(12.1)

y np,’ i=1,2,. ,fm
Vznp;

ZaﬂiwaZmy przede wszystkim, ze twierdzenie powstze jes‘t
uogélnieniem na schemat wielokrotny twierdzenia 6 (§ ), dotyczg-

cego prostego schematu Bernoulliego, to znaczy, ze dla m =2, p;=p,
Po=q, ky=Fk, ky=n—k przechodzi ono Ww twierdzenie 6. Istotnie,
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ze wzoru (12.1) ofrzymujemy w tym przypadku

1 o (e—npp® _ (n—k—ng)?
(12.2) pen=R P~ ¢ e
Vomnpg '
1 _ q(k—np)2+p(k—np)? (k—np
= e 2npg e 2 y”}’ﬁ)
V2anpq Viaymp_q
przy czym wzér ten zachodzi przy n—>co hiemal jednostajnie wzgle-
. k—np . n—l— —

dem zmiennych ¢ = ._p i t,= _‘k ng_ _k—np y & wige

Venp V2nq Vg

poniewaz pigsy dodatme, niemal jednostajnie wzgledem zmiennej
—np

V npg
Dowéd twierdzenia 16. Zatézmy, 7e

, jak tego wymaga twierdzenie 6.

(12.3) |To;—np; | < r|/2np; (j=1,2,...,m),
gdzie » >0. Wynika stad, ze-

(12.4) gxg%—pj (1=1,2,..,m),
(12.5) kj—~+oco0  przy n->-+oo. |

.Opie?m;'a_,c, si¢ na wzorze (10.1), stosujge do wystepujgcych
w nim silni wzér Stirlinga (5.6), uwzgledniajge wzér (12.5) i rozu-
mujge jak w § 5, otrzymujemy
Y H ( /01) -

(12.6) Pk ) NV 7
(275)”’——1 kl 'kz Tees

- 1 1 %7?1)
V(zym)m—lpl..__ %.,!,Z( k;

Z uwagi na to, ze k; —np;=t;}2np;, mamy

m

(12.7) & . g,"tjl/zazp,=§(k,«npj)=(),
a ponadto z uwa,gl na (12 3) mamy |¢|<

~. Jezeli wiee n jest tak
duze, ze :

2 1

(12.8) 2 1
Venp; "2

(j::l,il,...,m),

icm
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to stosujac wzér (5.4) otrzymujemy

1
(12.9) log ﬂ(””’) ”=-2 (np; +1,)Znp; + )10g(1+ ‘“f)

s
S N[ 2, 2t P
2 np; +t; V2np; + )( Lo i ’):
i Vzﬂp nP; |V 2np;
2 t;V2np; "2 4+ &= *-2'15344:"
J=1 . i=0
gdzie
(12.10)
b Z{wnt}\x 25 g Py +;[ 2 _ Y] 2 ]}

Vonp;  np; V2np;

Vanp;  Vanp; np;

a wige dla |&;| <7
A ¥ e 473 }

1211) | " R .
( ) |\2 {VJ%P Vang;  np; Vz’nfﬁf+27?‘PjT(V3’ﬂpj)"

Widzimy, ze przy n—oco {, dazy do zera jednostajnie wzgle-
dem zmiennych #;,ts,...,tm, jezeli tylko zachodza nieréwnofei (12.3).
Stad otrzymujemy, ze

niemal ]ednostagme wzgl@dem zmiennych ty,ty...,tm. TO 228, Ze
wzgledu na (12.6), réwnowazne jest wzorowi (12.1), co nalezato

okazad.

§ 13. Czestosé zjawisk i prawo wielkich liczb w wielokrotnym
schemacie Bernoulliego

OKRESTENIE 9. W wielokrotnym schemacie Bernoulliego -V =
=[V(4y 509,09, .. C("'))]N czestodeia zgamska 09, r=1,2,..,m,
w i-tej probie nazywamy zmienng losows, 2 eialaV (4;; 0%, 09,...,0")
okreflong wzorami

(13.1) () =1, 4P (=0

dla j£r
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Czestosciq zjawiska O w n pierwszych prébach schematu V nazy-
wamy zmienng losows y@ ciata V,=[V(4; 0%, 09,...,0")], okre-
§long wzorem

(13.2) | ¥20) = 3'aPlo),

i=1

gdzie v jest atomem ciala V,, 2 za$ jest przemiesieniem czestodei

zjawiska O® w i-tej probie zespolu do ciala V.

®

Zmienng losowa ~Ys nazywamy ceestoseiq wegledng, zja,wi;

ska 0¥ w n pierwszych prébach zespolu V.
Ze zwigzkéw (13.1) i (13.2) wynika bezposrednio, ze

(13.3) aP=1p,,

(13.4) @ =np,, = yg” =,

~ Wezmy pod uwage zespét [V(4;07)]y, ktéry, zgodnie z twier-
dzeniem (2.3), jest podeciatem zespolu V i na mocy twierdzenia 14
(§ 10, str. 165) jest schematem Bernoulliego z prawdopodobieristwem
pojawienia sie zjawiska C? w i-tej prébie réwnym p,. Zachodzg
nastepujace zwiazki:
(13.8) Crgstosé wjawiska 0P w prdbie. V(d;0%, 09,
znaczy emienna x, jest preeniesieniem cegstosei zjawiska CP w pro-
bie V(4 0%) ¢ ciala V(4;;07) do ciata V(45 0%,09,...,07).

Wiynika to natychmiast z okreélema 3 (3.8) oraz z okreglenia 9

we wzorach (13.1).

(13.6) Czestosé zjawiska C7 w n pierwszych prébach schematu v,
to znaczy wmienna yO, jest preemiesieniem cegstosoi Zjawiska O
w n pierwszych probach schematu [V (A;;0P) ]y 2 ciala [V(Ay;0D),
do ciata V,. ‘

Wynika to bez trudu z twierdzed (13.2), (18.5) i okreglenia 4.

Wezmy teraz pod uwage wielokrotne schematy Bernoulliego,
dotyczace # préb nad zjawiskami C®,0®,...,0®, i takie, ze w kai-
dym z nich prawdopodobieristwo pojawienia sie zjawiska C® w po-
jedynczej prébie jest réwne p,. Udowodnione w § 6 twierdzenie 10

O™ 1o

icm
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{prawo wielkich liczb) dotyczace prostych schematéw Bernoulliego
uogélnimy tu na schematy wielokrotne w nastepujaey sposéb:

TWIBRDZENIE 17 (prawo wielkich liczb dla ‘wielokrotnyeh
schematéw Bernoulliego). Dia kaédego 6>0 istnieje takie ms, 2e dla

n > ny ws2ysthie ceestosei wzgledne _Eyf,’), j=1,2,..,m, rééniq sig¢ od-

powiednio od prawdopodobienstw p; o mniej niz 6, = prawdopodo-
bietistwem wigkszym nig 1—0, to znaczy takie ns, fe dla n>n, jest

e[ (2

(18.7) P s } <a)] ~1-6.
Jj=1

Dowéd. Oznaczmy przez Py(d) lews strone nieréwnosei (13.7)

Q]

i oznacznry dla skrécenia 29 (1) =z ( 1 —yO—p >

Z), to znaczy przez

zf.')(}{) oznaczamy zdarzenie polegajgce na zachodzeniu nieréwnosci

—1-y,(,’)—— p,| > 1. Zachodzg nastepujace wzory:
138)  Pao)=1-p[ JP0)]>1- F(0)>
j=1 ' =1
“ 8
-1 RO
=1 2 p( " (m))'
J=1

Na mocy (13.6) mozemy zmienng y®, a wiec réwniez zmienny

— Jf.’), rozpatrywaé, zamiast w ciele [V(4;0%,09,...,07)],, w jego
podciele [V(4;; 0('))],,, ktére, jak Wieﬁly, jest prostym schematem
Bernoulliego. Na podstawie udowodnionégo juz prawa wielkich liczb
(twierdzenie 10), ktore mozemy zastosowaé do schematu [V(4y; 0Ny
istnieje takie n,, ze nieréwno§é n>n, pocigga za soba nier6wnosé

', o 8
P (25"(55)) <
Niech 1iy,my,...,%n beda istniejgcymi na podstawie powyzszego

rozumowania liezbami naturalnymi w przypadku r=1,2,...,mz
to znaczy takimi liczbami, ze dla n>m; zachodza nieréwnosci

(13.9)
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p( 9 (}i))<—é—, i=1,2,...,m. Niech ns oznacza najwiekszg z liczb

NyyTgy.eey M. Nieréwnosé n>m, pocigga za soby wszystkie nierdw-
nodei (13.9) dla »=1,2,...,m, a wiec na mocy (13.8) mamy P,(4)<
<1—4, co nalezalo okazadé.

§ 14. Twierdzenie Jordana

Niech O, 0%, ...,0% oenaceajq niektdre zjawiska schematu Ber-
noulliego v ”‘[V(A O(l) (2) " C(M))]Ny @ O(kl) (\(kz) O(km~a) niech
ognaczaj¢ pozostate 2 nich. P; 2YJMAFMY &y ——z(o/(’)——()) U) jesé wiee zda-

reeniem polegajacym na tym, Ze zjawisko 09 nie pojawi sig ani razu
w n pierwszych probach schematu V. Pray tych oznaczenioch zachodei
wzor

(14.? (A2, 00) = (1 =y —ppy ~ oo 1)
m—s .
Dow6d. Oznaczmy 0* = 3 0% i weZzmy pod uwage cialo Vi =
J=1
= [V(4:50%,0%,...,0%,0%],. Z twierdzenia 14 (§ 10, str. 165)

m—s

2 pk,y

- Z p,j Ale zdarzenie 20020 2% jest réwnowasine

wynika, ze Vi jest schematem Bernoulliego i ze p(c

a wiec p(c})=

pojawieniu sie W kazdej probie zjawiska C*, a wiee zdarzenin

n .
[l¢;. Mamy wiee

ie=1
(3 (4 (4
p(z‘ﬂ-z‘”-----z"’)w(ﬂ )=(l-2,101,)
i=1 J=1
co nalezalo okazaé.
TwierDpzENIE 18 (Jordaha). Prawdopodobienistwo zdarzenia

¥

HEUS

‘pojawi sig praynajmniej raz w n pierwszych prébach wynosi

s §

(14.2) [1_7 P> =143 (-1 3 (L—=p1, =Py, =11,

J=1 =

('1v'2:---n"k)€cs

1) polegajace na tym, se kaide ze zjawisk O,¢%, ..., 0% -

icm
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gdzie jak zawsze p; oznacza prawdopodobienstwo pojawienia sig zja-

wiska O w pojedynczej probie, a C® oznacza klase kombinacji 2 s
liczb po k.

Dowéd. Wyprowadzimy (14.2) z wzoru Poincarégo (roz-
dzial III, (3.7), str. 119). Mamy bowiem

o [T =1)= [(3#)]=1 - o[ 24

gdzie 2, oznacza zdarzenia wystepujace we wzorze (14.1). Na
mocy wzoru Poincarégo mamy

( 22(1!)> -1 )k 2 p(z(ll) (ln) Zg‘)),

(rl,r.z,...,rk)ec()

(14.3)

20

M“l

(14.4)
k

1

o wraz z (14.3) 1 (14.1) daje wzor (14.2).

§ 15. Przyklady i zadania
Zadania (15.1)-(15.5) dotyecza _Iirostych schematéw Bernoulliego.

(15.1) Znmalezé pmwdopodobieﬁétwo tego, ze zjawisko ¢ pojawi sie

po raz pierwszy w prébie o wskazniku nieparzystym, i granice tego

prawdopodobienstwa przy n-—oo.
(15.2) TUdowodnié, ze prawdopodobienstwo

Ply,=r(mod s)],

gdzie s 1 7 oznaczaja dowolne liezby naturalne, dazy przy #-—>oo
do 1/s.

(15.3) Udowodnié, ze jezeli lim ag=a, to

k~»00

(;z) Pl p) e =a.

lim P,lk ay =lim
n— oo n~»00

Wzor ten okrela W’i@(} pewng liniowa metode sumowalnosel.

(15.4) Znalezé za pomocy funkeji tworzacej Laplace’a

E(Q/ﬁ), M E(y?,)y

(15.5) Opierajac si¢ na prawie wielkich liczb Bernoulliego (twier-
dzenie 10, str. 155) udowodnié twierdzenie S. Bernsteina:

E(y®).
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Jezeli f jest funkcjq ciagl okreslong w preedeiale F[0< z<1),

o SRl

‘jednostajnie ze wzgledu na .

(15.6) W wielokrotnym schemacie Bernoulliego znalezé prawdopo-
dobieristwo, ze zjawisko ) wystapi wezesniej niz zjawisko O, i gra-
nice tego prawdopodobieristwa przy n->co.

(15.7) Udowodnié, ze w wielokrotnym schemacie Bernoulliego praw-
dopodobienistwo, ze zadne z rozwazanych zjawisk C®, 0@, .., ¢
nie wystapi w pierwszych n<m prébach wiecej niz 1 raz, wynosi
(m— n—{—l)

mh

m{m—1)..

(15.8) Znalezé prawdopodobienstwo, ze w wielvokrotnym schemacie

Bernoulliego zjawisko C® pojawi sie w 2n pierwszych’ prébach,
w probach o wskaZnikach parzystych wigkszq ilo$é razy niz zja-

wisko 0@ prébach o wskaznikach nieparzystych i granice tego
prawdopodobienstwa przy n—>oo. (OhOle tu o prawdopodobienstwo

n n
o ZaP> Zu)).
=1 i=1

zdarzenia z,=

icm

funkeje rzeczywista n

: . KSIEGA DRﬁGA
ELEMENTY TEORII FUNKCJI RZECZYWISTYCH

Rozdziat 'V
Fumnkcje niemalejace

§ 1. Tres¢ rozdziah

Zadaniem ksiegi drugiej jest podanie w odpowiednim zestawie-
niu niezbednych przy studiowaniu rachunku prawdopodobiefstwa
wiadomosei z zakresu teorii funkeji rzeczywistych.

W rozdziale niniejszym podajemy zarys teorii funkeji niemale-
jacych i lewostronnie ciggtyech » zmiennych. Zasadniczym twier-
dzeniem jest tutaj pochodzace od Helly’ego twierdzenie 6 (§ 4,
str. 184). Paragraf 5 zawiera teorie odwracania funkeji niemaleja-
cych jednej zmiennej.

§ 2. Funkcje niemalejgce »n zmiennych

Punkty wm-wymiarowej przestrzeni euklidesowej R, bedziemy
dla skrécenia oznaczali przez (), (17), zamiast (fy,1s,... 1), (11,72, ..0 5 Tn)-
Bedziemy réwniez pisali krétko () < (t7) zamiast &, <1y,ty<th,...,ta<t.
Analogiczne oznaczenia przyjmiemy dla innego typu nieréwnosei.

Przez funkeje okreslong w zbiorze ACR, bedziemy rozumieli
zmiennyceh f(@,%,...,%,), oOkreflong dla
(g gy eery@n) = (1) e A. Zgodnie z zawarty umowsy co do oznaczania
punktéw przestrzeni R, warto§é takiej funkeji w punkeie (z;) be-
dziemy oznaczali przes f((z;)).

OxRESLENIE 1. Funkcje f okreglong w zbiorze AC R, bedziemy
nazywali niemalejgeq, jezeli dla wszystkich (6),(H)ed i (&) <(H)
zachodzi f((t)) < f((th). W przypadku gdy dla kazdych (t),(t}) < 4
i (&) <) zachodzi f((t; ) };/((15)) tunkeje f nazywamy nierosnacd.

OXRESLENIE 2. Jezeli A jest gestym podzbiorem przestrzeni Ry,
a f jest funkejs okreslong w zbiorze A i (#) eR,,, to symbolem
(2.1) fA((t,——O) falti—0,t,—0,...,t,—0)

bedziemy oznaczali liczbe rzeczywista & spelma.ja,,cag Wa,runek:
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