Rozdzial 11X

Pojecie i najprostsze wlasnoSci prawdopodobiefistwa

§ 1. Tres¢ rozdzialu

W niniejszym rozdziale przechodzimy do wlasciwego przed-
miotu badah. W paragrafie 2 wprowadzamy pojecie prawdopodo-
biehistwa. Uwazamy je za pojecie pierwotne nie podlegajgce okre-
§leniu, charakteryzujemy je jednak za pomocy 6 aksjomatéw. Nie
jest to zatem okreflenie prawdopodobienstwa przez postulaty (ana-
logiczne do okrelenia ciata Boole’a w rozdziale I), ale aksjomatyka,
ktéra nalezy rozumied mniej wiecej tak, jak aksjomatyke geometrii
lub aksjomatyke liczb mnaturalnych. |

Dalej, podajemy najprostsze konsekwencje aksjomatéw (§3
i §4), omawiamy losowa niezaleznogé zdarzen (§ 5) i przechodzimy
w paragrafie 6 do pojeé zmiennej losowej i nadziei matematycznej.
Pojecia te wprowadzamy tu w tym tylko bardzo skromnym za-
kresie, w ktérym sa niezbedne dla studiowania teorii gier losowych.

Krotki paragraf 7, omawiajacy ciala losowe nasycone, poda-
jemy rowniez ze wzgledu na zastosowanie do gier losowych.

W paragrafie 8 omawiamy prawdopodobiefstwo ,klasyczne”,
aby w ten sposéb uwydatnié $cisty tacznosé naszego przedstawienia
rzeczy ze stara teoria prawdopodobiedstwa, ujeta w traktacie La-
place’a.

§ 2. Aksjomatyka prawdopodobiernstwa

Wprowadzimy przede wszystkim kilka pojeé pomocniczych.

OEBRESLENIE 1. Niech U oznacza pewne cialo Boole’a. Funkeje f
okreflong dla ¢ U, ktérej wartodciami sg liczby rzeczywiste Iub --oo,
bedziemy nazywali funkejq rzeceywistq okreslong w ciele U, Fuukeje
rzeczywista nie przyjmujaca wartofeli +oo nazywamy skorczong.

icm

§ 2. Aksjomatyka prawdopodobienstwa 115

Poniewaz zgodnie z powyzszym okrefleniem funkecja rzeczy-
wista okreglona w ciele Boole'a moze przyjmowaé wartosci niewla-
§ciwe, przypominamy, ze dla » rzeczywistego zachodzy wzory:

24 oo =--co,
+OO+QO=+OO,

Wartodci +oco—oco i —oo+-oco nie 59 okreslone. Dla &;,%,,... rzeczy-
wistyeh lub réwnyeh -oco mamy

& — 00 =— 00,

— 00— 00 = — O,

lim 2, =+ o0 (Iim o, = —o0)
n—00 n—so0
wtedy i tylko wtedy, gdy dla kazdego naturalnego k istnieje takie N,
7ze dla >N mamy a,>k (z,<—k). W szezegélnosel, suma szeregu
rozbieinego liczb nieujemnych jest réwna - oo, suma szeregu roz-
bieznego liczb niedodatnich jest réwna — oo.

Przypominamy réwniez uwagi uczynione w paragrafie 9 (roz-
dzial I, str. 46), dotyczace rozumienia nierdwnodci miedzy liczbami
rzeczywistymi a wartodciami niewladeiwymi + oo i —oo.

OXRESLENIE 2. Funkeja rzeczywista f okreflona w ciele U, rell.
nazywa si¢ addytywng, jezeli dla wszelkich %,v e U, rozlgeznych
rell, mamy '

(2.1). fu-v) = () + f(v).

OKRESLENIE 3. Funkeja rzeczywista f okreflona w podeciele
V,relIV ciata przeliczalnie addytywnego U,rell nazywa si¢ prze-
liczalnie addytywna, jezeli dla kazdego ciagu uy,u,,... elementéw

[>]

para,mi rozlgeznyeh rell ciala V, takiego, ze D u; eV, mamy
i=1

(2.2) o 1 > ;) = 3 flus).

s i=1% i=1
. OKRESLENIE 4. Funkeja rzeczywista f okredlona w ciele U, rell -
nazywa sie niemalejqeq, jezeli warunek u—v,rell pociaga za sobg
warunek f(u) <f(v).

OERESLENTE 5. Funkeja f okredlona w ciele U nazywa sig roz-
szerzeniem funkeji g okredlonej w podciele V ciata U, jesli f(u)=g(w)
dla ueV.

W zwiazku z tymi okresleniami zauwazmy, ze

(2.3) Funkcja preeliczalnie addytywna w podciele V ciata U jest

addytywna w ciele V.
54
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Podajemy teraz aksjomatyke prawdopodobienstwa:

(A1) Prawdopodobietistwo jest fumkcjq p reeczywiste i nieujemndg,
okreslona w pewnym podciele zdarzen erelatywizowanym wegledem ide-
abu wlasciwego.

Ciata, w ktorych jest okreslone prawdopodobieﬁ.étwo, nazywany
losowymi. Przy formulowaniu nastepnych aksjomatéw zakladamy,
ze p jest prawdopodobieristwem w ciele losowym U, rell.

(A2) p jest funkcja przeliczalnie addytywna,

‘(A*Z) p jest funkcja addytyilmq,,

(A3) plu)=1, dla u=1,rell,

to znaczy prawdopodobiefstwo zdarzenia pewnego rell jest réwne 1.
(A4) Jeteli wye U, pluy) >0, to

P ugw)
(%)

Dy (%) =

jest prawdopodobiensiwem w ciele losowym U, rel(IVdJ(u'y)).
b D

(AB) Jeseli {V,relIV,} jest ciagiem podeiak losowych ciata U, rell
i jeseli istnieje w ciele U, rell jedna © tylko jedna funkcja spelniajaca
aksjomaty (A1), (A2) i (A3) ¢ bedgea dla Laidego u rozseerzeniem
prawdopodobiehistwa z V, na U, wéwezas jest ona prawdopodobict-
stwem w ciele U,rell. ~

(A6) Jezeli p jest prawdopodobieristwem w ciele losowym U, rell,
to jest ona rdwniez prawdopodobietistwem w Lasédym podeiele V, rel IV
ciata U,rell. !

W zwiazku z podang tu aksjomatyka nasuwajg sie nastepu-
jace uwagi: .

Aksjomaty (A1), (A2), (A3) i (A4) stanowia uklad w zasadzie
pokrywajgcy sie z najstarszym ukladem pewnikéw teorii prawdo-
podobienstwa, podanym przez Bohlmanna). '

Aksjomat (A2) jest wzmocnieniem aksjomatu (A*2). Przeli-
czalna addytywnodé prawdopodobielstwa wydaje sie nam nieod-
zowna do zbudowania matematycznej teorii prawdopodobietstwa,
dlatego przyjmujemy, za przykladem Xolmogorowa, (A2) jako
aksjomat wladciwy, Formulujemy jednak osobno aksjomat (A*2)
ze wzgleddw historyeznyeh, a takze, poniewaz wystarcza on na ogél
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w elementarnej teorii prawdopodobieristwa. Nadmieniamy, ze nie-
ktérzy matematycy podawali w watpliwo$é aksjomat (A2) (np.
Bruno de Finetti).

OxrRESLENIE 6. Wystepujace w (A4) prawdopodobienstwo p, (u)
nazywamy wzglednym lub tez dokladniej: prawdopodobierstwem zda-
rzenia u przy zalogeniu, de zaszlo zdarzenie .

§ 3. Najprostsze twierdzenia o prawdopodobiefistwie

Zakladamy, ze p jest prawdopodobiedstwem w ciele losowym
U, rell. ' ‘

TWIERDZENIE 1. Jeteli u=wv,rell, to p(u)=p(rv), to znaczy
zdarzenia réwnowasne majq réwne prawdopodobienstwa.

7 zalozenia, ze w=v, rell, wynika, ze u’ =o', rell, a wigc u-+u'=
=v+u' =1,rell; wu =vu'=0,rell; zatem na mocy (A*2) i (A3)
plutu') =p(u)+p(w) =1 =p(v+u') =p()+p(u'), a wiee p(u) =p(v),
co nalezato okazad. :
Zauwasmy, ze przy okazji wyprowadziliSmy czesto stosowany
wzor '
(3.1) p(u)+p(w') =1.

W dalszym ciagn, méwige o funkejach rzeczywistych f okre-
§lonych w zrelatywizowanych - cialach Boole’a U, rell, bedziemy
zaiwsze milezaco zakladali, ze spelniajg one ,warunek réwnowaznosei’:

(R) Jeseli u=v, relI,‘ to f(u)=71(v).

Twierdzenie 1 méwi nam wlagnie, ze prawdopodobienstwo spel-
nia warunek réwnowaznosci w kazdym ciele losowym.

Udowodnimy teraz twierdzenia 2*-5* dotyczace dowolnych
funkeji g, addytywnych lub addytywnych nieujemnych, ries’lo-
nych w dowolnym ciele Boole’a U, rell. Za pomocy aksjomatow

(A1) i (A*2) oftrzymujemy z tych twierdzen jako ich szezegllne

przypadki twierdzenia 2-5 dotyczace prawdopodobienstwa.

TWIERDZENIE 2*. Jeseli g jest funkeja addytywng w ciele U, rell,
to ¢(0)=0.

Dowéd. Mamy dla ue U: g(u)=g(u+0) =g(u)+9(0), a wiee
g(0) =0. ' R
TWIERDZENIE 3*. Funkcja g addytywna @ nieujemnda w ciele
U, rell jest niemalejaca, to znaczy jezeli w0, rell, to glu) <g(v):


Yakuza


118 III. Pojecie i najprostsze wlasnosei prawdopodobiefistwa

Dowéd. Jezeli u—wv,rell, to v=u-u'v,rell, & wiec na mocy
warunku (R), addytywnodei i nieujemnosei funkeji ¢ mamy g(v) =
=g(u+u'v) =g(u)+g(u'v) > g(u).

TWIERDZENIE 4*. Jeseli g jest funkcja addytywng w ciele U, rel l,
lo g(u)+g(v) =g(u+v)—g(ww) dla wseystkich u,v e U.

" Dowéd. Opierajac sie na (R) i wzorach algebry Boole’a mamy
9(u+-0) = g(uu'v) = g(u)+g(u'v) oraz g(v)=g(uwv-+u'v) = gluv)-+
+9(w'v), a stad eliminujac g(u'v) mamy gu+v)= g(w) 4 g(v) — g(ww),
co nalezalo okazad.

TWIERDZENIE 5%, Jeseli g jest funkejq addytywng w ciele U, rell,
to dla params rozlacenych rell elementéw Uy Uy sUe € U mmamy

n n

g( 2 ui)= 2 gluy). Jeseli g jest ponadio wicujemna, to dla wszelleich
i=3 i==] '

n n
Uy y Uy e yUn € U 2achodzi wedr q( 2 ) < 3 glu).
i==) {=1
Pierwsza teze otrzymujemy przez latws indukeje, ktéry pozo-
stawiamy czytelnikowi. Druga teza dla n =2 jest konsekwencja
twierdzenia 4* i nierdwnosci g(uv)> 0, dla dowolnych za$ u otrzy-
muje si¢ ja znéw przez indukcje.

Przechodzge teraz do prawdopodobienistwa, otrzymujemy jako
konsekwencje twierdzen 2*-5*

TWIERDZENIE 2. Jeéeli u=0, rell, to p(u)=0.
TWIERDZENIE 3. Jegeli w—>v,rell, 4o P

prawdopodobietistwo jest funkeja niemalejgeq.
Poniewaz u—1,rell dla kazdego u, wige wynika stad

(3.2) - p(w) <1 dla kaidego we U,

(w) < p(w), to znacey

a wiec prawdopodobiedstwo jest funkeja skoficzong, a nawet 02ra-
niczong,.

Aksjomat (A*2), ktéry mozemy napisaé w postaci
(3.3) Jeteli wv=0,rell, to P(4+v) =p(u)+ p(v),
w klagycznej teorii prawdopodobieristwa nosi nazwe twierdzenia o

prawdopodobieristwie catleowitym. (3.3) jest szezegblnym przypadkiem
twierdzenia nastepujacego: ?

TWIERDZENIE 4. Dla wseelkich u y0 e U mamy

(3.4) - P(u0) =p(u)+p(v) — p(wv).
Wzory (3.3) oraz (3.4) mozna uog6lni¢ na przypadek n skladnikow.
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TWIERDZENIE 5 (Ogélne twierdzenie o prawdoponbieﬁstWi(f
catkowitym). Jeieli sdarzemia y,...,u, ¢ U wykluczajg sie paremy
(ezyli wi-u;=0,rell dla ¢54j, ¢,§=1,2,...,n), to

(3.5) p( 2 w) =,-§1 p(us).

i=1 i

Uogdlnienie wzoru (3.4) stanowi tak zwany wzOr Po-m c&rei(l);

aby wzdr ten napisaé w dogodnej formie, qznaezmy jak zwykle

Preez (y,%a,y...,2,) zbiér zlozony z elementow 15Ty s Ty przez

0% za$ oznaczmy klase kombinacii z » liezb 1,2,...,n po k, innymi

stowy klase podzbioréw zbioru (1,2,...,n) ma_jaeeych. doklad.n}e I ele-
mentow, gdzie k< n. Zachodzi niemal oczywiste twierdzenie:

(3.6) Klasa C, jest sumaq Klasy C® oraz Klasy 2bioréw (jy,fs, .-
L . (k1)
~--1?'k-1;'n+1)7 gd'me (717?2""7:“:—1) € Cflk ’ (k<ﬂ’)

TWIERDZENIE 6 (Wzér Poincarégo).
. ki kwi T TN TR
b oo ) =2 (—1) D Pl Uyt
(3-7) p(ul‘l'"ﬂ'_"" k=1 Grodarer i€l ‘ )
Dowéd jest indukeyjny. Dla n=2 wzér (3.7) przeehj:)dzi we
wzor (3.4). Zatézmy, ze (3.7) zachodzi dla pewnego n; stosujac .(3.4)
d0 zAarzen Uy, Us, ..., Un OTAZ Unyy 1 Uwzgledniajac (3.6) otrzymuw)my

(3.8) p(’“'1+ ue'l'---'}'ﬂn"l"un-l-l) ==

= Py A+ g eve - Un)+ P(Una) = P(t Uy + UnUna - A UnUnga) =
n+1

:21)(%})‘%—"2:—;;(—'1)"_1 2 'p(ui;ujz--"“’fk)"

i=1 Grromrppec® .

. (-1 3 p(ujlujg...'el}lfu"+1):
I=1 GreeesdpeCt
n+1 n
=pluy) + D=1 X gy ug)+
=2

i Uly-nsi})fc,(;k)

j=

+ S.‘ p('uhuiz"‘ufk—l Q’"+1)}+ ('*1)'117(’”’1”2'”'“"-1-1) =
e
k-1
C Greesdzecs ™
n+1
= (=17 P ”Jl'“’jz“"lfik)}
k=1 Upowrin €€,

to znaczy wzér Poincarégo dla n+1.
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“Wzor Poincarégo uzywany jest rzadko, zazwyczaj dla malych
wartosei » (np. n=3,4). Dla n=3 mamy:

(U g+ Ug) =
= (%) 4 D(%s) + P(t3) — D(Uy Up) — P(Us ) — P(Ug %y) + DUy Up Usy).

Czedcie] uzywamy nieréwnosei (konsekwencja twierdzenia 5*)

n

(3.9) NZW<§W“
i=1 i=
Podamy teraz dwa twierdzenia o funkejach nieujemnyech i prze-
liczalnie addytywnych w dowolnym ciele U, rell, poprzedzone twier-
dzeniem pomocniczym.

TWIERDZENIE 7. Jedeli Uy, Uy ... JSE ciqgiem elementdw pod-
ciate V ciala preeliczalnie addytywnego U, fo istnieje ciag w,,w,,...
elementow params roztacanych ciale U taki, Ze

(3.10) 2 =) wj, Z%
=1 i=1

i=1

j;;wj dla n=1,2,..

Dowdd. Mozemy przyjaé
-1 J-1
(3.11) ?0j='uj(§7,(;) ——juji_ﬂl uj.
Oczywidcie, elementy w,,w,,... 8§ parami rozlaczne, a ponadto
Wy =1, co daje drugg réwnosé (3.10) w przypadku »=1. Przy-

pusémy, ze dla pewnego n mamy X u;=w; whedy
i=1 J=1
’ n+1 n , n ‘ .
Sttt S =i S )+ el S + St

n n+1
--’l,{,,_|_1(2’1,l ) ‘f‘Z Ui = Wn +1+ij__2'wj,
J=
co korezy dowdd indukcyjr;y drugiej réwnogei (3.10). Poniewas
co o0
izui"'z 2' Uy ”Z Zwi Z;‘wh

n=li=1 , np=1 j=1

wige zachodzi i pierwsza réwnosé (3.10).
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TWIERDZENIE 8*. Jeieli g jest miewjemna 4 preelicealnie addy-

[+
tywna funkejq w ciele U, vell 1 jeseli uy,u,...e U, Duie U, to
i=]

(o] o]
o 50 =tm o Su) < 3 ot
Dowéd. Zachowujae oznaczenia (3.11) mamy
o0 o] =]
g(z;u,) (Z;wj) Z’ (w;) =lim Z'g
i=! = Jj=1 n-»00 j=
—hmg(ZwJ) ——hm g(Z 14).
n—»oo  j=1 =1

Poniewaz za$ ¢ jest funkejsg nieujemnay, wige na mocy twierdze-

n
nia 5* mamy g(Zu) Zg () < Yg (4;) i wobec tego hm q(qu,)
i=1

o0

<2 g(us), co nalezato okazaé.
=1
TWIERDZENIE 9*. Jeteli g jest mieujemng ¢ preclicealnie addy-

©
tywnq funkcje w ciele U,rell, a ponadto tu,us,...e U, [Ju;e U’
i=1

g
i dla pewnego n, jest g( [ w) <+ o0, to
=1

o{[Tm)= lim ¢, ).

i=1 i=1

ny
Dowéd. Przyjmijmy w,=][] u;. Mamy
i=1

9(}_[:011 '“i) =g(u (uo(n ’“i} ) 9(to)— g(qu '”x)

= g(uo) -g(§1 ot =g(uo)—lim o 3] =

i=1

D1

u;)]::

= g(to) —Lim g(uo 33 i) =Tim [g(uq) —g(ug

i=1

n

231»12 g(uo—iéfu) lim g(uonu,) lim g(ﬁ ).

i=1 n—so0 =1
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w przypadku, gdy funkeja g jest' skoficzona (a wiee np. w przy- |

ny

padku, gdy g jest prawdopodobiedistwem), warunek g(’_L { u,) <+ oo

jest oczywidcie spelmony juz przy m,=1.
Podajemy jeszcze pewien wniosek z twierdzen 8% i 9*.

(3.12) Jezeli g jest przeliczalnie addy Jtywm@ i nieujemnag funkcjg
00

2 ﬂu U, [1uPeU i dla Las-
i=1

j 1 i=1

w ciele U, wPe U, i,j=1,2,.

B

dego m istnieje takie k, ée g/, Z' 1 u$ )<;+ o0, t0

J=1 i=1

g(E Hq«f”) =lim limg(ﬁ f[ ud).

m—s00 pr00 jeil del

Jegeli zas

”2“?)5 U,

j=1i=1

*
> WP e U
i=1

ny o
i dla pewnego n, jest g( [l Z/u?))<oo, to

j=1i=1

n

g([] Zu}"’):]im lim g(” 2 uf”).
j i m—00 p00  'j=1 i=1
Udowodnyimy‘ pierwszg teze (3.12), dow6d drugiej, kbtéry jest
podobny do dowodu plerwsze], pozostawiajac czytelmkom
Mamy oczywiscie

m n w m k
5 u@=11 H W oran 3 [[uP=[] 3 [[4?.
j—:.l'i-=1 k=1 j=1 j=1 k=1 j=1 {==1

J=1 i==1
Korzystajac z ty‘ch wzor6w oraz z twierdzen 8* i- 9* otrzymujemy

g(g’ 1 ) =lim g(E 1T uf’) =lim g( i3 Ich uf?)

J==1 i=1 m-»00  j=l j=1 mereo k=l jesl fm),

=lim lim g(n 2 H'I,LU)) —hm lim 9(2., ["Iu(j))

m-»00 n—00 k=1 j=1 i==1 M—b00 na00  Jed Jenl,

Przechodzage mna mocy (A1) i (A2) do prawdopodobienstwa
otrzymujemy. z twierdzen 8* i 9*:
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o
elU ¢ Z’MiGU, to

i=1

TWIERDZENIE 8. Jegeli uy,u,,...

(3.13) p(izzlu,)_——lim p(élu,)
TWIERDZENIE 9. Jedeld wu;,us,...c U % ﬁu,-e U, to
: i=1
(3.14) ([l w;) =lim p( [ w).
i=1 n—>00 i=1

Zaguwazmy wreszcie, ze na mocy. twierdzenia 8*:

p( X w) < X plw).
P=1 i=1

Zastosnjemy teraz udowodnione twierdzenia do ciat losowych
atomowych, majacych co najwyze] przeliczalny zbiér atoméw re-
prezentacyjnych.

(3.16) Jezeli ciato losowe U,rell jest atomowe i ma przeliczalny
2bidr atomdw reprezentacyjnych, to p(v) jest sumaq prawdopodobicnstw
atoméw reprezentacyjnych zawartych w v dla kaidego v ¢ U.

(3.15)

Oznaczamy przez At*(v) klase atoméw reprezentacyjnych za-
wartych w v i ustawiamy elementy tej klasy w ciag u;,%sy ..., Uny.es

skonczony lub nieskoliezony. Jest woéwezas (por. rozdziat I, (12.7),
oo

str. 64) v= 2 u;, rell, a zarazem u;u;=0,rell, i5£].
j=1 ’
Wobec tego na mocy twierdzen 1, 51 8

p(v) "‘Zp (uj)= 2 p{u).

(3.17)
ucAr*(v)

Wynika stad w szezegélnosei dla v=1, rell wzbr
(3.18) _ 2 p(u)=

ue At(U,I)
 Jest to wzér, z ktérego czesto bedziemy korzystali. Opierajac
sie na (3.16) mozemy wypowiedzie¢ twierdzenie:

(3.19)  Jezeli U, rell jest c’idlem atomowym co najwysej preeliczalnym
zbioru atomdw, to wartosci, jakie przybiera prawdopodobieristwo p(u)
w zbiorze AH(U,I), wyznaczajg wartosci funkeji p(u) w calym ciele U.
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§ 4. Twierdzenia o prawdopodobienstwie zlozonym
7 aksjomatu (A4) wynika, Ze przy mlozemu p(®) >0 mamy

P(uv) = p(u) pu(?).

W tej postaci (A4) wystepuje w klasyeznej teorii prawdopodo-
bietistwa pod nazwa twierdzenia o prawdopodobienstwie ztodonym.

(4.1)

LEMAT 1. Jedeli p(u)>0, to ideat IVdJ(u') jest ideatem wla-
Seiwym.

7 zalozenia mamy p(u)>0, wiec na podstawie twierdzenia 2
(§ 3) usk0,rell, a zatem w nie nalezy do I, z czego wynika, ze
IvJd(w') jest idealem wladeciwym.

Udowodnimy teraz twierdzenie nieco mne] natury, ktore sta-
nowi wyjasnienie i w pewnej mierze usprawiedliwienie aksjomatu (A.4).

TWIERDZENIE 10. Jeseli funkeja g jest w ciele U, rell wdeujeqﬁm,

preeliczalnie addytywna © réwnae 1 dla elementéw w=1, vell, to dla

g(tuou)
‘ (o)
u’)) réwnies nieujemna, przeliczalnie addytywna

kasddego wug,e U takiego, ze p(uy) >0, funkcja ¢,(u)=

w ciele U,rel(IVJ(
i réwna 1 dla elementéw u=1, rel (I VI (ug)).

Nieujemnogé funkeji g, jest oczywista. Zauwazmy dalej, ze
. zgodnie z umowa ¢ speinia warunek réwnowaznodei rell, z czego
wynika, ze ¢, tez spemia ten warunek rel(f vJ(u(’,)), Z u=v,rel
(I VJ('u{,)) wynika bowiem wu,=ovuy, rell, wigc g(uuy) =g(vu,),
stad zas otrzymujemy natychmiast, e gi(uw) =g, (v). Z udowod-
nionego spemiania przez g, warunku réwnowaznodci w ciele U, rel
(IvI(u;)) wynika, ze dla elementéw w=1, rel (Ivd(up)) prayjmuje
ona wartogé 1.

Pozostaje do wykazama przehcmlna addytywnodé funkeji g,.

jest

Niech %y ,uy,... € U, iZu,e U, wu;=0, rel(IVJ(’MB)) dla 7375?'; G,f=
=1

=1,2,...; wtedy w;u;u,=0, rell, wiec z przeliczalnej addytywnosei
funkeji g wynika, ze
o0

i-zl‘g(uo’“i) g(qu’Mi .

g uo) = (]1(2 w‘)

fmay

E%(’“i) :29(%11,) -

9(%,) g(uqg)

i=1 i=1
co' dowodzi naszego twierdzenia.
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Twierdzenie 10 usprawiedliwia aksjomat (A4) jak tez wy-
jasnia fakt, ze w warunkach aksjomatu (A5) nie ma wzmianki
o aksjomacie (A4).
g{un,)
(o)

bedziemy nazywali relatywizacjq funkeji g za pomocq elementu u,.

Funkeje g,(u)=

rozpatrywana w ciele U, reI(I Vi (u{,))

LemaT 2. Jegeli g, jest relatywizacja funkeji g za pomocq ele-
menitu uy, & g, jest relatywizacja funkecji g, za pomocq elementu us,
to g, jest relatywizacjq funkeji g za pomocy elementu u,u,.

Na podstawie zalozen mamy

D)
0 “2“) glue)  gluyusu)
g} = G1(%s) gy %) h g(uyus)
g{%,)

Z drugiej zad strony I VJ(ug) VJ(us) =IVd(u;+ us) =IVJ((u1u2)’),
co dowodzi, ze funkeja g, jako relatywizacja funkeji ¢, wzgledem
elementu wu,, jest rozpatrywana w tym samym ciele jako relatywi-
zacja funkdji ¢ wzgledem elementu u,u, Przechodzac do prawdo-
podobienstwa uzyskujemy na podstawie lematu 2 nastepujacy wy-
nik (przy zalozeniu, ze p(uyu,)>0): '

(4"2) puluz v)= p(lu'lz) v)-

TwIERDZENIE 11 (Ogélne twierdzenie o prawdopodobiefstwie
zlozonym). Jezeli p(uythy...Un) >0, to

p(uluz" n n+1) p(u) ( )“‘pulug...un(un+1)'

Dowéd indukeyjny nie nastrecza zadnych trudnogei, gdyz z za-
tozenia wynika, ze p(1) >0, p(Usts) >0,.., D(Uylhy... Un) >0.
Podamy teraz dwa twierdzenia o innym nieco charakterze.

(4.3) Bedziemy moéwili, ze zdarzenia v;,...,v, $a jedynic modliwe
i wylaczajace si¢ rell wegledem zdarzenia u, jezeli

n
w=)ur;, rell, wvw;=0,rell da i%#j, 1,j=1,2,...,n
=1
TWIERDZENIE 12a (Wzér Laplace’a-Bayesa). Jeteli zdarzenia
Dy ey Un 8@ jedynie mosliwe i wylaczajace sie rell wegledem u 4 jeseli
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p(u) >0, p(v;) >0, i=1,2,...,n, to
(% 4
(4.4) P (0) = .
: 2 p(v)p, (1)

Dowéd. Opierajgce sie na okre§lenin (4.3) i stosujac twierdze-
nia o prawdopodobieristwie calkowitym i ztozonym mamy - ‘

(4.5) | p(w) ié;p(uv}) =§p(”j)p,,,(“)’

(46) pu(vi)zf;f:f(:’),>m LS
Zp(,vj)pvi(’!Q
j=1

‘ TWIERDZENIE 12b. Jedeli zdarzenia v,...,v, sq jedynie mosliwe
© wylaczajace sig rell wezgledem w i jeseli pluvy) >0, i=1,2,...,n, to

‘ 2/ 0(v)p,(w)p,, (w)
(4:7) p(w)="2 ‘ :

2 p(v)p, (u)

Dowdéd. Stosujae kilkakrotnie twierdzenia o prawdopodobien-
stwie caﬂz'owitym i zlozonym otrzymujemy
(48)  plow) =X p(uvgw) =3, p(un,) p,, (1) =3 D(6)p, (4)p,, (w),

i=1 =1,

skad, stosujac (4.5), otrz&mujemy, Ze

N an(i’ Yo, (w)p (w)
4.9 : — pluaw) _i=1 iy v
o) P) D(w) '

n J
2p(0)p, ()
¢o nalezato okazaé.

§ 5. Niezalezno$é losowa zdarzen

O@Eéwm 7. Zdarzenia w i v ciala losowego nazywamy lo-
sowo niezalednymi, jezeli speliajg warunek

(5.1) p(uv) =p(u) p(v).

§ 5. Niezaleznosé losowa zdarzen 127

TWIERDZENIE 13. Jedeli zdarzenia u i v sq losowo niezalesne,
to zdarzenia u' ¢ v; w 1 V' w' {0 sq rdwnies losowo niezaleine.

Nalezy wiee udowodnié, ze warunek (5.1) pociaga za soba
warunki '

(5-2),,\ p(u'v) =p(u)p(v), pluv)=p(u)p(v"), plu'v’)=p(u)p(’).

Dowdd. Na mocy (5.1) mamy p(u'v)=p(®)—p(uv)=p®)—
—p(u)p(v) = p(v)[1—p(u)]l =p(u')p(v), to znaczy pierwszy zwia-
zek (b.2). Udowodnili§my wiee, ze jezeli zdarzenia w,v sa losowo
niezalezne, to zdarzenia u’,v tez sa losowo niezalezne. Stosujac to
prawo do zdarzeh v,u, a nastepnie do zdarzen v,u’, otrzymujemy
dalsze zwigzki (5.2).

TWIERDZENIE 14. Jeieli p(u)>0, to warunkiem koniece-
nym 4 dostatecenym losowej niezaleénosci zdarzen wu,v jest, aby spet-
niony byt wazdr

(5.3) D) =p(v).
Dowéd. Istotnie, jezeli p(w)>0 i zachodzi (5.1), to p (v)=

_pluw) _ p(u)p(v) o
= = =7p(v). Jezeli natomiast mamy (5.3), to mno-
79¢ obie strony przez p(u) otrzymujemy (5.1).

ORRESLENIE 8. Zdarzenia u,,...,u, Dazywamy losowo niezalez-
nyma, jezeli zachodzi wzbr
(5.4) ' Dt Us ... Un) =D(%g) P(Us) ... (Un)
oraz 2"—1 zwigzkéw powstaj@cjch z (5.4) przez zastapienie nie-
ktéryeh a,...,%s ich negacjami uj,...,un; zwigzki te nazwiemy po-
chodnymi zwigeku (5.4).

OKRESLENIE 9. Zdarzenia u,...,u, 53 parami niezaleine, jezeli
kazde dwa spofréd nich sg losowo niezalezne.

TWIERDZENIE 15. Jeseli zdarzenia %,...,U, S$6. losowo nieza-
lezne, to =darzenia U,,...,Us—1 $q réwniez losowo niezaleine.
, Dowé6d. Istotnie, na mocy zwigzku (5.4) oraz pochodnego
ZwWigzku P (Uy e Uy Un) =D (Ug) D (Up) ore P (Un—1) P (%) otrzymujemy
P(UyUs e Upq) = P (ul...fu,,,.l(u,,—}— ﬂ;)) = P (Uhyees Unmg U+ Uy oos Uy Up) =
= P (Uy ere Un—g Un) &+ DUy oo UngtUn) = D (y) oo P(Un—q) P (Un) + P (%) ...
s D) POUS) = P (U)o P (tng) [ p () + P(U5)) = P(2r) ee: P (Uny)-
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W ten sposdb mozna udowodnié, ze zachodza pochodne zwigzku
Pty oosUn—g) =D(Uy) ... p(Un—p) itd. Stgd wynika natychmiast twier-
dzenie
(5.5) Jezeli uy,...,

Teza powyzsza nie daje si¢ odwrécié. Mianowicie, jezeli >3,
to z tego, ze u,,...,u, 53 niezalezne parami, nie zawsze wynika, ze sy
losowo niezalezne. Wykazuje to mnastepujacy przyklad:

Uy sq losowo niezaleéne, to sq miezaleine parami.

Przykiad 1. Weimy pod uwage cialo atomowe o 12 atomach
reprezentacyjnych a,,...,a,. Zatéimy, ze prawdopodobienstwo ato-
méw zostalo ustalone przez zwigzek: pla;) =y, 1=1,2,...,12 (jest
to tak zwane prawdopodobienstwo klagyezne; por § 8) Wezmy pod
uwage zdarzenia:

Uy ==y~ Uy A5+ dg a7+ ag,
g == Oy + g~ ty - Ay g 0y,

) Uy == Oy ~+ Gy~ G5+ g+ Ay Gy
Wéwezas «

Uy =0y Gpi- Gy Uglly =g+ A9+ Oyoy Uty = Oy U5+ Gg, UnUpUg==0a;.

Wobec tego p(uy) =p(up) =p(us) =%, p(ustis) =p(Uaths) =p(tgu,) =
=1, zatem zdarzenia w,,u,,u; 54 parami niezaleine.

Zdarzenia te jednak nie sg losowo niezalezne, gdyz p(u,usu,)= 5
D() p(Us) p(3) =4

W my§l okreflenia 8, niezaleino$é losowa n zdarzer wymaga
spelnienia warunku (5.4) oraz warunkéw pochodnych, ogélem wiec
spelnienia 2" warunkéw. Niektére z nich wynikaja z pozostalych,
a wiec liezbe ich mozmna zredukowaé. Zagadnieniem powyzszej re-
dukeji nie bedziemy sig Jednak zajmowali; jest ono trudne, a nie
ma szezegllnego znaczenia.

Ograniczymy sie do podania jeszeze jednego przykladu, w kié-
rym spelniohy jest warunek (5.4), ale nie sg spehione warunki
pochodne.

Przykiad 2. Bierzemy pod uwage cialo atomowe o atomach
Q155 0i; prawdopodobieristwo okre§lamy wzorem p(ay)
=1,2,..,,16, i rozpatrujemy zdarzenia
Uy = Oy + g+ Qg+ @5+ A5+ g a4 ag,
Uy = 0y + g+ g+ Qg+ dg+ Ao Gyg - 1y
Uy =0y + Gy 3+ g+ a5 ag -ty ay; .

e 1 Y
=161 ] =
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Mamy woéwezas p(u;) =p(uj) =%, §=1,2,3, oraz p(ugss) =1,
zat>m warunek (5.4) jest spelniony. Natomiast p(u,uyus) = p(uulus) =
=p(uitatis) =5, 288 Pluyy §) =p(uiugs) = plujupy) =0, wreszcie
p(uzus's) =%, a zatem zaden z warunkéw pochodnych nie jest spet-
niony.

Pojecie niezaleznogel jest jednym z najwazniejszych pojeé teorii
prawdopodobiedstwa,

§ 6. Pojecie zmiennej losowej i nadziei matematycznej

Pojecia powyzsze beda tu okreflone dla ciat doé specjalnych.

W toku rozwazan niniejszego paragrafu bedziemy mianowicie
zakladali, ze cialo losowe U,rell jest atomowe i ze zbiér At(U,I)
jego atoméw reprezentacyjnych jest co najwyzej przeliczalny. .

OXRESLENIE 10. Zmienng losowa ciala losowego U,rell nazy-
wamy kazdg funkeje x(u) okreslong dla % e A(U,I).

Tak np. w 6-atomowym ciele jednorazowego rzutu kostks liczba
wyrzuconych oczek jest zmienng losows. Kazda stala ¢ moze byé
uwazana za zmienng losows c(u)=c dla kazdego u e A(U,I).

Poza tym z okreslenia 10 wynika, ze jezeli z;=um;(u) s3 zmien-
nymi losowymi ciata U,rell, f(#,2.,...,2x) funkcja k¥ zmiennych
takich, Ze zmienna #; przebiega zbiér wartodei zmiennej losowej z,
to f(wl,wz,...,mk)=f(m1(u),ac2(u),...,wk(u)) jest tez zmienng losows
ciala U, rell. W zasadzie, wartofci zmiennej losowej x(u) mogay
nalezeé do dowolnego zbioru przedmiotéw. Najwazniejsze sg jednak
zmienne losowe rzeczywiste (to znaczy takie, dla ktérych z(u) jest
liczby rzeczywista), ktére bedziemy nazywali po prostu zmiennymi
losowymi; ponadto wazne sg zmienne losowe zespolone (gdy a(u)
jest liczba zespolona) i wektorialne (gdy wm(u) jest elementem pree-
strzeni wektorialnej, to znaczy takiej, w ktérej okreslone jest do- -
dawanie elementéw oraz ich mmnozenie przez liczbe rzeczywisty).

OXRESLENIE 11. Nadziejg matematyczng zmiennej losowej v =x(u)
nazywamy liczbe, ktérg oznaczamy badZ przez T, badi przez E(w)
i okre§lamy przez wzdr ’ :

(6'1) §=E(m) :ueA%('J’D

a(w)p(%),

jezeli (w przypadku gdy zbiér At#(U,I) jest przeliczalny) szereg po -
prawej stronie jest zbiezny bezwzglednie.

Podstawy rachunku prawdopodobiefistwa 9
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TWIERDZENIE 16. Nadzieja matematyczna sumy dww 2miennych
losowyeh réwna 37@ sumie ich . nadzw, matematycenych

(6.2) —H/—~w+J
Dowéd. Istotnie, z okredlenia nadziei matematycznej mamy

'r+y— Z wunwnmm Z (mwm+ﬁg&gwmw

AnULI)

TWlerdzeme powyzsze mozna z latwofcia uogélnié na sume
» zmiennych losowych, co daje wazér

(6.3) 2 x; -—-jg_zf?j-

J=1

) =T+7.

Podamy jeszeze twierdzenie, ktdrego dowdd jest mnatych-

miastowy.
(6.4) Jeseli ¢ jest dowolng stalg, to ¢=c, €% =cT.

Okreflenie nadziei matematycznej mozna przeniedé bez zmiany
na zmienne zespolone i wektorialne; mchodm wtedy réwniez wzory
{6.2), (6.3) 1 (6.4).

OKRESLENIE 12. Niech Uy, rell bedzie podcialem ciata loso-
wego U, rell, z(u) niech bedzie zmienng losows tego podciata. Pree-
niesieniem zmiennej losowej x(u) z ciata Uy, rell na cialo U,rell
bedziemy nazywali zmienna losows, y(v),v e A{(U,I) okre$long przez
y(v)=w(u), gdzie » oznacza atom reprezentacyjny poduah U, z
wierajacy atom v.

Udowodnimy twierdzenie:

(6.5) Zmienna losowa © jej przeniesienie majq te samaq nodeieje ma-
tematycang.

Oznaczmy dla w e AYU,,1I) przez Ai*(u) zbiér tych v e At(U,I),
ktére §g zawarte w u. Tak okredlone ZblOI‘V §3 rozlgezne i w sumie
daja zbiér A(U,I), a ponadto

> V= U, relI

veEA*W)

Korzystajae z tego otryymujemy. na podsta,wie okrefleri 11 i 12

7= 2 yv >

re AU, I)

u eAt(UJ_,I) ve%:'(lf)y(v) p(’v) =

(mm 2 )= 3

w(u)p(u) =7,
véAt“u) ) I‘l‘SAt(U],,I) ’

ue AU,
¢o nalezalo okazad.
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Zmienng losowg i jej przeniesienia bedziemy oznaczali na ogaél

ta samg literg.

Niech @, =m(u), @, =u{u) bedg dwiema zmiennymi losowymi
ciata U, rell, xRy stosunkiem okredlonym dla par z,y, gdzie x jest
elementem zbioru wartodei zmiennej losowej x,, y za§ elementem
zbioru wartodei zmiennej losowej 2,. Np. w przypadku gdy ,a,
89 zmiennymi losowymi rzeczywistymi, zRy moze byé jednym ze
stosunkéw z <y, =y, 22—y>=0 itd. Przy tych ‘zalozeniach mo-’
zemy moéwi¢ o zdarzeniu polegajacym na tym, ze z;Rz,; zgodnie
z naszg intuicja bedziemy uwazali, Ze zdarzeniem tym, ktére ozna-
czymy przez 2(z; k), jest suma tych atoméw u e A4(U,I), dla kt6-
rych @,(u) Ray(u). Mamy wiec
(6.6) ~ 2t Rag) = 2 .

u€ AU I

Lo x1(W)R x2()
Przyjmiemy, ze
(6.7) ‘ ‘(%R%%=ﬂ(%R%n

Czytelnik udowodni latwo, ze w przypadku m:uennvch logo-
wych rzeczywistych sg prawdziwe nastepujace wzory: :

(6.8)  Plwy <) < P(@y < y) = Py < %) + P = T)
Zachodza dwa nastepujace twierdzenia:

=1— P(x; >u,).

(6.9) Jezeli dla kazdego w e AWU,I) z warunku z,(u)Bx,(u) wynika

 warunek zy(u)Q x(u), to zachodzaq wrory

P(z, Bx,) < Plz, Qx,).

Twierdzenie to wynika latwo z okreslenr (6.6) i (6.7) oraz z wia-
snogei prawdopodobieristwa.

2@y By) — 2(2,Q %)

(6.20) Jezeli zmienna losowa x przybiera tylko wartodei rzeczywiste
Ayy oy eneyllyy 1O :

—Za,

=]

.2" a;

Dow6d. Istotnie, mamy P(m=a,-)=p( > u)- 2 p(u),

ue AU, D ue At(U, 1)
x@)=a; x(u)y=a;
a wiec
m
ul T \ T p—
La, cay=a 3 p=3 3 apw= X su)pu)=F
i=1 ue€ANU,I) i=1 ue A(U,T1) ueAr(U, 1)
X()=a; x(u)=a;

¢o nalezalo okazad.
9*
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§ 7. Ciala losowe nasycone

TWIERDZENIE 17. Nasycenie ciata losowego jest réwniez cialem
losowym.

Dowéd. Niech U,rell bedzie nasyceniem: ciala losowego
U,rell, p za$ niech bedzie prawdopodobienstwem w tym ostatnim
ciele. Okredlamy w ciele U funkeje 7 w nastepujacy sposob: p(v) =
=p(u), jezeli ve U, v=u,rell, ueU. B :

Jest to rozszerzenie funkcji p(w) z U na U, przy czym, jak
latwo sprawdzié, spelnia ono aksjomaty (A1), (A2) i (A3). Niech
py(v) oznacza inne rozszerzenie p(u) z U na U, spelniajace aksjo-
maty (A1), (A2) i (A3); poniewaz z aksjomatéw tych na mocy
twierdzenia 1 wynika, ze py(¢;)=p,(vs) dla vy ==v,, vell, wice dla
vel, v=u,rell, we U mamy pv) -~p1(u)~p(u) p('v) Wobec
tego P(v) jest jedynym rozszerzeniem p z U na U, spelniaj Moym
aksjomaty (A1), (A2), (A3); na mocy aksjomatu (AD) p; jest prs
wdopodobienistwem, co dowodzi twierdzenia.

Z uwagi na powyzsze twierdzenie MOZNA ZAWSZ® Aakl‘ul%, %e
cialo losowe jest nasycone.

§ 8. Klasyczna deﬁnicja prawdopodobienstwa

TWIERDZENIE 18. Jeseli ciato skotczome U,rell ma m atoméw
reprezentacyjnych, m(u) za$ oznacza liczbe tych atoméw repirezentacyj-
nych, kidre sq zowarte w elemencie w e U, to funkcjo

o _m(w) -
(8.1) qlu) =~
spelnia aksjomaty (Al), (A*2) 4 (AS)

Dowod. Jest to oczywiste dla aksjomatéw (A1) i (A3). Jezeli
ww=0, rell, w,» ¢ U, to nie ma atoméw réwnoczesnie zawartych
wouiv, a wiee m(u+o)=mu)+m), zatem gq(u-+v)=q(u)-+ q»)-
Spelniony jest wige aksjomat (A*2), a nawet aksjomat (A2), gdyz
w przypadku, gdy ciato U, rell jest skofczone, aksjomat (A2) orzeka
to samo, co aksjomat (A*2).

OKRESLENIE 13. Jezeli w ciele skodczonym U rell prawdo-

podoblenstwo okreflone jest przez wzér p(u):q(u)zﬁ%—z, to na-

zywamy je prawdopodobiehstwem klasycenym. ’

Innymi stowy prawdopodobieristwo Ilasyezne zdarzenia u jest
stosunkiem liczby atoméw reprezentacyjnych ciata zawartego w zda-
rzenin u do liczby wszystkich atomdw reprezentacyjnych.

icm
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TWIERDZENIE 19. Jegeli p(u) jest prawdopodobiehstwem Fla-

sycznym w ciele U,rell, uyeU i p(us)>0, to D,,(%) jest prawdo-

podobietstwem klasycznym w ciele U, rel(I vd (u(,)).

Latwy dowdd, w kbtérym nalezy sie powolaé na twierdzenie
(6.10) z rozdziatu I (str. 82), pozostawiamy. ezytelnikowi.

Szczegdélna nazwa ,prawdopodobienstwo klasyczne” thumaczy
sie wzgledami historycznymi; nasze okreslenie prawdopodobienstwa
klasycznego pokrywa sie, co do istoty rzeczy, z okresleniem prawdo-
podobienstwa podanym przez klasyka naszej teorii, Laplace’a, i za-
chowanym w ciggu catego XIX stulecia nawet przez tych autordw,
ktérzy nuwazali je za niepoprawne. Terminologia nasza jest odmienna;
to, co my nazywamy atomami, w teoril klasycznej nazywano przy-
padkami mozliwymi, atomy zawarte w zdarzeniu nazywano przy-
padkami modliwymi sprzyjajacymi zdarzeniu, przy czym dolaczano
do definicji warunek, aby przypadki mozliwe byly jednakowo mo-
sliwe. Pomijajac na razie ten warunek, do ktérego powrécimy nizej,
mozemy okreslenie prawdopodobienistwa klasycznego sformulowad
w terminach klasycznych:

Prowdopodobienstwo lasycene zdarzenia jest stosunkiem liczby
preypadkow modliwych sprzyjajacych zdarzeniu do liceby wszysikich
preypadkow mozlivwych.

Dla klasykéw powyzsze okreslenie bylo punktem wyjscia calej
teorii (w toku rozwijania ktérej samo pojecie prawdopodobienstwa
uleglo zreszta pewnej ewolucji rozszerzajacej). Dla mnas okredlenie

" prawdopodobiedstwa klasycznego jest jednym z mozliwych sposo-

béw liczbowego wyznaczenia prawdopodobienstwa,
przede wszystkim w teorii gier losowych.

Musimy jeszcze zastanowié sie nad zagadnieniem nastepujacym:
W jakich przypadkach zastosowanie definicji klasycznej mozna uwa-
zaé za uzasadnione, a tym samym przypisaé prawdopodobiefdstwu
klasycznemu, to znaczy obliczonemu na podstawie tej definicji,
warto§é obiektywna. Zagadnienie powyzsze wiaze si¢ dcisle z po--
jeciem jednakowej mozliwodei i z pewng zasada nieco zagadkowa,
mianowicie tak zwang zasadq racji brakujace;.

Wezmy pod uwage rzut zwykla kostka i oznaczmy (por. § 9
rozdziat II, str. 87) przez w;, ¢=1,2,..,6 zdarzenie polegajace
na wyrzuceniu ¢ oczek. Wéwezas jedynie mozliwymi przypadkami
89 zdarzenia W ,Us,...,U%s. Poniewaz nie mamy 2adnej racji do prze-
widywania, ze nastapi raczej zdarzenie u; niz zdarzenie uy, przeto-

stosowanym
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wszystkie 6 mozliwych przypadkéw uznajemy za ,jednakowo mo-
zliwe” i przypisujemy im jednakowe prawdopodobienstwo, traktujac
to prawdopodobieistwo jako ,miare mozliwosci“. Zwracamy uwage,
%e Tozumujac w ten sposéb opieramy sie na pewnych obiektywiych
danyeh dotyczacych kostki i rzutu, a mianowicie:

(a) rzetelna kostka (a o takiej tu mowa) zostata sporzadzona
z materialu mozliwie jednorodnego jako prostopadlodcian mozliwie

najbardziej zblizony do umiarowego; slowem, przy jej sporzadzaniu .

starano sie wykluczyé wszelkiego rodzaju asymetrie struktury, ktora
moglaby sprzyjaé ktéremu$ z przypadkéw mozliwych;

(b) rzut powinien byé dokonany tak, aby rzucajacy nie mial
moznofei $wiadomego oddzialywania na wynik rzutu (nalezy wiee
np. rzucaé kostkyg z kubka, a nie bezpodrednio z reki).

W rezultacie nasze rozumowanie i oparte na nim pojecie pra-
wdopodobienistwa ma warto$é obiektywna, gdyz pozwala nam w pe-
wnym stopniu przewidzied rzeczywmte wyniki gier ztozonych z wielu
rzutéw  kostks.

Podobnie przedstawia sie sytuacja przy ciggnieniach loteryj-
nych. Loteria sklada si¢ z losowan polegajacych na wycigganiu
z urny zawierajgeej zwitki numerowane jednego z tych zwitkow.
Dyspozycja tego ciagnienia jest znowu obmyslona tak, aby wyklu-
czy¢ wazelkie okolicznodei, ktére moglyby faworyzowaé ktorykol-
wiek numer na niekorzy$é innego. A wiec: wnetrze urny jest nie-
widzialne dla ciggngeego; zwitki czy gatki, ktére wyciagamy, majs
te samg wielko$é i sg starannie wykonane z jednorodnego mate-
riatu, tak aby jedne od drugich nie dawaly sie¢ odréznié dotykowo;
przed ciggnieniem mieszamy je przez potrzgsanie Iub obracanie
urny, wreszcie, co ma zapewne znaczenie raczej dekoracyjne, po-
wierzamy zazwyczaj ciggnienie dziecku z jakiegod sierocirica jako

‘istocie specjalnie naiwnej i niewinnej. Wobec tego nie mamy Zadnej
racji do przewidywania, ze spofréd znajdujacych sie w urnie nume-

réw wyciggniety bedzie raczej numer k niz I; znowu wiee przypadki
mozliwe uznajemy za ,jednakowo mozliwe” i okre§lamy ich prawdo-

podobienistwa jako réwne. I w tym przypadku do$wiadezenie stwier-
dza obiektywng wartosé tego okreslenia jako narzedzia przewidywarl.

Trzecim przykladem sy gry losowe w karty. Rlementami gwa-
rantujacymi jednakows mozliwogé rozdar a zarazem niemozliwogé
rozpoznania zakrytej karty s3: jednakowa wielkosé kart, jedno-
rodno$é papieru, z ktérego sa wykonane, jednakowy wyglad od-
wrotu, wreszcie mieszanie przed gra (tasowanie i zbieranie), ktére
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zreszty (wedlug opinii Culbertsona) jest na ogdl niewystarcza-
jace. Do tego dochodzg: czesta zmiana talil (gdyz karty odksztal-
caja sie nieréwnomiernie w toku gry) oraz selekeja graczy. '

Podkreflone przy omawianiu pierwszych dwu przykladéw zda-
nia: ,nie mamy zadnej racji itd.“ stanowia czgstkowe sformulowa-
nie tego, co$my nazwali zasadq brakujgcej racji. Podanie jednak
ogblnego sformulowania tej zasady jest niezmiernie trudne. Sadze
wszakze, ze mozna powiedzied, co nastepuje:

Mozemy konstruowaé pewne gry w taki sposéb, aby na podstawie
modliwie dokladne] znajomosei narzedzi gry i melod jej dyspozycjt
nie bylo 2adnej racji do przewidywania, 2e z dwdch dowolnych przy-

padkéw mozliwych nastapi raczej jeden nig drugi.

Uznajemy wiwezas przypadki mozliwe za jednakowo mozliwe
i przypisujemy im prawdopodobienstwa wedtug definicji klasycznej.
Tak okre§lone prawdopodobiedstwa majs wartodé obiektywng jako
narzedzie przewidywania przebiegn gry.

§ 9. Przyklady i zadania

(9.1) Niech 4;,4,,...,4; beda zbiorami przeliczalnymi, parami
rozlgeznymi. Oznaczmy przez V(4;) klase podzbioréw skorczonych
zbioru A; i ich dopelnieri; kazdy wiec zbiér X;e W(4;) badz jest
gkonezony, badz tez jego uzupelienie 4;—X; jest skonczone. Klasa
zbioréw ksztattu X, X,+..+ Xy, gdzie AI:,-eV(A,-), jest ' cialem

zbioréw, w szczegblnosei podeialem ciala W(t—Z: 4,). W podciele tym

okre§lamy funkeje g wzorem g(X1+X2+...—{—Xk)=l/k, gdzie 1 jest

liczba tyeh zbioréw X; (i=1,...,k), ktére sa nieskoriezone. Udo-
wodnié, ze funkeja g jest w tym ciele addytywna, ale nie jest prze-
liczalnie addytywna.

(9.2) TUdowodnié, ze w ciele losowym U, vell zbiér I, tych ele-
mentéw u e U, dla ktérych p(u)=0, jest idealem przeliczalnie ad-
dytywnym, zawierajacym I.

(9.3) Méwimy, ze prawdopodobiedstwo p(u) W ciele losowym
U, rell jest $cisle rosnace, jezeli warunek p(u)=0 jest spelmiony
tylko dla. elementéw niemozliwych, rell (a wiec p(u)=0 wtedy

i tylko wtedy, gdy =0, rell).
Udowodnié, ze jezeli p jest prawdopodoblenstwem w ciele

U,rell, to p jest pra,wdopodoblenstwem {cifle rosngeym w. ciele
U, rell,, gdzie I, ma to samo znaczeme co w zadaniu (9.2).
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(9.4) W ciele ilorazowym U/I ciala losowego U, rell okreslamy
funkeje P([u]) wzorem P([u])=p(u). (mozliwosé przyjecia takiej de-
finicji wynika z twierdzenia 1).

Udowodnié, ze P([u]) jest funkeja przeliczalnie addytywnsg
w ciele U/I.
(9.5) Udowodnié, ze jezeli U,rell jest ciatem losowym, prawdo-
podobienistwo p jest $cifle rosnace w U, rell, a P(X) jest funkejg
w U/I zdefiniowana w zadaniu (9.4), to U/I jest przestrzenig me-
tryczng wzgledem metryki zdefiniowanej dla [«], [v] € U/I przez wzér

e([u],[v]) = P([u] = [v]).

(9.6) Udowodnié, ze jezeli zdarzenia wy,us,...,4, 83 losowo nie-
zaleine w ciele U,rell, to zbidr (uy,%s,,...,%,) jest zbiorem swo-
bodnym. '

W szezegélnosei, w takim przypadku elementy zbioru (%, , s, ..., U,)
59 niezalezne w sensie dziatand algebry Boole’a w ciele U, rell (por.
(9.2), rozdzial II, str. 89).

(9.7) Udowodnié, ze jezeli 4, i 4, s3 dwoma podzbiorami skorn-
czonymi ciata losowego U,rell, przy czym elementy zbioréw A,
(¢=1,2) wykluczajg sie parami, kazda za§ para elementow Uy 5 Uy,

gdzie u, € 4y, u, € 4,, jest losowo niezalezna, to elementy Y ui X u
. ., . , ' uEA; neAdy
8 réwniez losowo niezalezne. ‘

(9.8) Niech V(4),relI(4) bedzie losowym, kanonieznym cialem
. zhiorn 4, skladajacego sie z m elementéw, 2 =2(u),a u ¢ 4 nieujemng,
zmienng losows ciata V(4), relI(4), ktéra bedziemy nazywali emienng
losowq, zaplaty; stawkq bedziemy nazywali kazdg nienjemng zmienng
losowa s=s(u) ciata V(A),relI(4), a szansq gracza pray stawce s
bedziemy nazywali zmienng losows s =as(u) =z(u)s(«). Zmienng
zaplaty bedziemy nazywali sprawiedliwg, jezeli nadzieja matema-
tyczna szansy gracza przy kazdej stawce jest réwna ) s(u).
ued

Udowodnié, ze zaplata jest sprawiedliwa ‘tylko wtedy, gdy
z(u)zalu—) dla kazdego u G,A.

Wyprowadzié stad wniosek, ze jedyna sprawiedliwa zaplaty
przy grze ,rzetelnej” (to znaczy o prawdopodobienstwie klasyez-
nym) szecienny kostka do gry jest zaplata szedeiokrotnej stawki
DPIzy wyrzuceniu obstawionego numeru.
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Rozdzial IV

Schemat Bernoulliego

§ 1. Tre$é¢ rozdzialu

Przedmiotem niniejszego rozdzialu s3 pewne specjalne zespoly
regularne bedace cialami losowymi, a mianowicie tak zwane zespoly
prob wiezalesnych nad pewnym zjawiskiem ¢ lub pewnymi zjawi-

© gkami 6®,69,..., ",

Nie zakladamy tu, ze prawdopodobienstwo jest dane klasyczng
definicjy, zakladamy natomiast statosé wystepujacych tu prawdo-
podobietstw, od préby do préby, i wzajemng niezalezno$é préb,
co prowadzi do tak zwanego schematu Bernoulliego. ‘

Rozpoczynamy od okreslenia zjawiska, proby i zespotu prddb
(§ 2), po czym w paragrafie 3 okredlamy niezaleznos$é prdb i schemat
Bernoulliego, a dalej omawiamy czestosé zjawiska i podajemy zasa-
dniczy wzér na prawdopodobieistwo, ze dane zjawisko w n pierw-
szych prébach pojawi sie dokladnie % razy. W paragrafie 4 obli-
czamy nadzieje matematyczng czestosci, paragraf 5 zad zawiera
wzér agymptotyezny na P, oraz ustalenie wartodei %, dla ktoérej
prawdopodobienstwo to ma maksimum. . .

W paragrafie 6 podajemy najprostsze prawo wielkich liczb Ja-
kuba Bernoulliego.

W paragrafie 7 wyprowadzimy wzér graniczny de Moivre’a-
L&pla,ce’é, przy czym natrafimy na zasadniczag w teorii prawdo-

Pl P
podobiefistwa calke 1 / e ® di.
JU ».
1

‘W paragrafie 8 podajemy wzér graniczny Poissona na pra-
wdopodobiedstwo P, dla zdarzen rzadkich. Paragraf 9 zawiera
pewne wiadomosei z kombinatoryki, potrzebne do paragraféw 10-13,
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