Rozdzial 11

Idealy, ciala zdarzen

§ 1. Tres$é rozdzialu

Zadaniem niniejszego rozdzialu jest przejicie od ogdlnej teorii
cial Boole’a do ciat bardziej specjalnyeh, ktore beda stanowily wla-
seiwy substrat dla teorii prawdopodobienstwa. W tym celu wpro-
wadzamy przede wszystkim nowe pojecie, zapozyczone #z teorii
pierscieni, a mianowicie pojecie ideatu, ktore — wraz z zastosowa-
niami — omawiamy w paragrafach 1-6. Teoria idealéw w cialach
Boole’a zostala przez réznych matematykéw rozwinieta w ostatnich
czasach (Stone, Tarski, Birkhoffl)) i stuzy do bardzo wielu
celow, miedzy innymi do dowodu twierdzenia o izomorfizmie ciat
Boole’a z cialami zbioréw (twierdzenie Stone’a, §3) i ogélnego
przedstawiania kongru_encji (§ 6).- W paragrafie 7 omawiamy pojecie
z-darzenia i formutujemy aksjomatyke tego pojecia sprowadzajaca
sig w zasadzie do tego, ze ogél zdarzen jest cialem Boole'a.

Paragrafy 8, 11, 12 i 14 zawieraja konstrukeje pewnych spe-
cjalnych cial zdarzei, mianowicie tak zwanych ciat kanonicznych
iich zespoléw; clala te znajdy zastosowanie w IV rozdziale ksiazki.
Konstrukeje te opierajg sie na trzech zasadniczych operacjach:
relatywizacji i scalaniu cial oraz nowej operacji — produktowaniu
w ciele zdarzel, ktorg omawiamy w paragrafie 10. Po omdéwieniu
.kaﬁc_lej z operacji podajemy przykiad jej zastosowania i wyjasnienia
infuicyjne dotyczace jej wiasnosei (§9, § 13 i § 15). Tresé tego roz-
dzialn mozna by scharakteryzowaé jako zarys opisowej teorii gier,
to. jest takiej, w ktérej pojecie prawdopodobiehstwa jeszeze nie
wystepuje. '

1) M.‘ H. Stone, The theory of representations for Boolean algebras, Trans.
uf"th(.a Amer. Math. Soc. vol. 40.(1936), str. 37-111; A. Tarski, Ideals in woll-
_ gtanchgen Mengenkorpern I, IT, Fund. Math. 32 i 33 (1939), (1945), str. 45-63

1'51-65; G. Birkhoff, cytowane w odnogniku 1 rozdz. I (str. 33).
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§ 2. Idealy w cialach Boole’a

OrRESLENIE 1. Podzbiér I ciata Boole’a U, rel= nazywa sie
dziedziczny, jesli
(21) z weliv—u,rel= wynika vel;
addytywny, jesl
(2.2) z wel ivel wynika utwvel; :
preeliczalnie addyiywny (zupetnie addytywny),jesli U jest przeliczal-
nie addytywnym ciatem (zupelnie addytywnym cialem) oraz

(2.3) dla kazdego pfzeliczalnego (lub po prostu kazdego) zbioru

XCI mamy D wel.
v iex

Zbiér ICU nazywa sie ideatem ciala U, rel= (Przeliczalnic ad-
dytywnym ideatem ciata U, rel=, zupelnie addytywnym idealem ciaia
U,rel=), jedli jest on dziedziczny i addytywny (przeliczalnie ad-
dytywny, zupelnie addytywny). Ideat I ciala U,rel= nazywa gie: .
wladciwy, jesli I#U.

7 podanego okreflenia wynika kilka prostych wnioskéw:

(2.4) Kasdy ideat jest zbiorem nasyconym.
(2.5) Kazdy ideat ciala U,rel= jest ideatem ciata U.
(2.6) Zbidr elementdw pustych [0] jest ideatem.
Zhior elementéw pustych nazywamy idealem zerowym.
(2.7) Kazdy ideal zawiera ideal zerowy. '
(2.8) Na to, 2eby ICTU byl idealem ciala U, rel=, potrzeba @ wy-
starcza, ~aby zbidr I byl nasycony, spetnial warunek (2.2) oraz
warunek
(2.1%) Jegeli uel, veU, to u-vel.

Poniewaz w zwyklych ciatach Boole’a kazdy podzbidr ciata jest nasycony,
wiee w takich cialach ideal mozna okrelié warunkami (2.1%) 1 (2.2). W tej
postaci okredlenie ideatu jest prawie identyczne z okreéleniem idealu w pierscie-
niach liczbowych.

Zanotujmy jeszcze nastepujace dwa twierdzenia:

(2.9)  Jeseli V,rel= jest podciatem, I zas ideatem ciata U, rel=, to
I-V jest ideatem ciala V,vel=. .

(2.10) Jezeli K jest rodzing ideatdw ciala U,rel= (przeliczalnie
addytywnych ideatéw ciala U,rel=, zupelnie addytywnych ideatéw
ciata U, rel=), to z[ zl: I jest ideatem tego ciata (preeliczalnie addytyw-

nym ideatem tego crala, zupelnie addytywnym ideatem tego ciata).
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TWIERDZENIE 1. Dla kaédego 2bioru XCU istnieje najmmniejszy
ideal (preeliczalnie addytywny ideat) (por. rozdzial I, §8, str. 42),
zawierajacy 2bidrX. Jest nim 2bidr elementow zawartych (rel =) w skoti-
czonych sumach (przeliccalnych sumach) elemenidw zbiorw X, a wiee
takich elementdw v, Ze ‘

n

v-> > U, vel=, gdzie wy,Usy..,Upe X
i=1
o]

[v— X sy rel=, gdzie uy,us,... ¢ X].

i=1 .

(2.11)

Dowéd. Istnienie najmniejszego (przeliczalnie addytywnego) ide-
alu zawierajacego dany zbiér X, wynika latwo z (2.10). Oznaczajae
bowiem przez K klase wszystkich takich idealéw J, ze XCdJ, wi-
dzimy, ze JIL J jest zadanym idealem. Z drugiej strony elementy

€ h

spehiajace (2.11) naleza oczywiScie do kazdego idealu klasy K i, jak
* latwo sprawdzié, tworza ideal zawierajacy X, a wiee twierdzenie 1
jest udowodnione. Dla ideatéw zupelnie addytywnych zachodzi twiex-
dzenie analogiczne do twierdzenia 1, ze wzgledu jednak na specjalng
strukture idealéw zupelnie addytywnych poznamy je pézZniej. -

Najmniejszy ideal, zawierajacy dany zbiér X oznaczamy przez
J(X), a najmniejszy przeliczalnie addytywny ideat zawierajacy dany
zbiér X oznaczamy przez Jz(X).
(2.12) - Ideat J(X) (ideat Jp(X)) jest ideatem wladciwym wiedy ¢ tylko
wiedy, gdy suma sadnego . skohiczonego (preeliczalnego) podebiorw X
nie jest rownowaina 1. - : :

OxrESIENIE 2. JYdeal I nazywamy ideatem gtownym, jezeli
istnieje taki element u, ze I=J ((u)). Ideal J ((u)) 0ZNACZANNY ‘PIrzez
J(u). Blement u nazywamy elementem tworzacym ideatn J(u).

Na mocy tego okreslenia mamy:

(2.13) Ideat J(u) jest zbiorem tych elementéw, Tidre zawierajq sig w u.

(2.14) Jezeli 2bidr X jest skoviczony (przeliczalny), to ideal J(X)
(J5(X)) jest idealem gtéwnym, a jego elementem tworzqcym jest D, u.
. ueX

TWIERDZENTE 2. Ideat zupetnie addytywny I jest zawsze glowny,

@ jego elementem tworzqcym jest D, w.
. uel

.~ Dowéd pozostawiamy czytelnikowi,
- Z twierdzenia 2 wynika natychmiast, ze
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(2.18) - Najmniejszym ideatem zupelnie addytywnym. zewierajocym
2bidr X jest ideat gtowny J ( Zu). ‘ '
. ueX o .

' Przykladami idealéw w ciele W(X), gdzie X jest dowoluym zbiorem, s3:
klasa wszystkich podzbioréw skonezonych zbioru X, klasa wszystkich podzbio-
réw przeliczalnych zhioru X i klasa wszystkich podzbioréw zbioru X nie zawie-
rajacych danego elementu x e X. Pierwszy z nieh jest whadeiwy, jezell zbiér X
jest nieskonezony; nie jest on wtedy przeliczalnie addytywny. Drugi jest zawsze
przeliczalnie addytywny i wlasciwy, jezell zbiér X jest nieprzeliezalny. Trzeci
wreszcie jest zawsze wladciwy, zupetnie addytywny i gléwny; jego elementem
tworzacym jest X — (x).

 OERESLENIE 3. Ideat I ciala U, rel= nazywa sie pierwszy,
jesli jest wladciwy, a ponadto spelnia warunek:

(2.16) dla kazdego ue U badz uel, badz ' eI.
Podamy kilka wlasnosci idealéw pierwszych:

(2.17)  Warunkiem koniecznym % dostatecznym na to, seby ideat I byt
pierwszy, jest, aby kasdy réiny od miego i zawierajacy go ideat nie
byt wtasciwy. ‘ o o

_ Dla dowodu konieezno$ei warunku (2.17) przypusémy, ze I; i I,
sa dwoma ideatami, I,CI,#U i u e I,—I,. Element %' nie nalezy
oczywiscie do I,, gdyz I, jest idealem whasciwym, nie nalezy wige
tym bardziej do I, a poniewaz z zalozenia w nie nalezy do I, wiec
warunek (2.16) nie jest spetniony i I; nie jest idealem -pierwszym.
Przypusémy teraz, ze I nie jest idealem pierwszym i niech ani u,
ani o' nie nalezy do I. Ideat J (I +(u)) jest wtedy wiasciwy, gdyz

n . X n
2z L1->w 4 3 g, Tel=, Uy, Usy...,Upe ] wynika l=u + > uy, rel=
i=1 : . . . . i=1

' n . n . : . , .
i Muel, stad za§ wynika, Ze u'— > u;, rel= i ostatecznie %’ eI,

i=1 i=! ) -
whrew zalozeniu. Ale ideal J (I —{—(u)) je_st rézny od I, zawiera I
i jest wladciwy, dostatecznogé warunku jest wiee udowodniona.

TUdowodnimy teraz twierdzenie: - ’ _ ‘ ‘
(2.18) Ideal glowny jest pierwszy wiedy i tylko wiedy, gdy jego ele-
‘mentem tworzacym jest ', gdzie w jest atomem. ‘ ‘ o

Dow6d. Ideat J(u'), gdzie u jest atomem, jest zbiorem tych
elementéw, ktére nie zawieraja u. Z wlasnosei atoméw (por. roz-
dziat I, §12; str. 61) tatwo wynika, ze ideat. ten jest pierwszy.
J ezeli natomiast % nie jest atomem, to istnieje element o niepusty
i nier6wnowazny u, zawarty w u. Ideal J(uw'+v) jest ideatem wia~
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_ Sciwym, i’éZnym od J(u') i zawierajgcym J(#'). Na mocy (2.17)
J(%') nie jest wiec ideatem pierwszym.

Ostatni z idealéw podanych w poprzednim przykladzie jest pierwszy.
W ciele W(X) nie umiemy podaé efektywnie, to znaczy bez pomocy pewnika,
wyboru, przykladu idealu pierwszego, ktéry by nie byl gléwny.

Niekiedy rozpatruje sie podzbiory F' cial Boole’a o nastepujg-
cych wilasnogciach:
(2.19) Jeseli uel i u—v,rel=s, to vel.
(2.20) Jezeli wel 0eF,‘t0 u-vel.

Zbiory F o takich wlasnodeiach nazywajg sie filirami (lub
praeciwidealams). Nie trudno dowiedé, ze
(2.21) Jedeli I jest ideatem, to zbidr elementéw ', gdzie w el jest
filtrem, © na odwrdt. ‘

(2.22) Jezeli I jest ideatem, to I+, gdeie I jest filirem elementdw w',
wel, jest ciatem; I jest ideatem pierwotnym tego ciala.

(2.23) Jekeli U jest cialem dla dziatan -, - i’ oraz I jest idealem

ciata U, to I jest filtrem ciata U rozpatrywamego dla deialas, -, +if

(por. rozdziat I, § 3, twierdzenie 1, str. 27).
Pojecie filtru znajduje zastosowanie w topologii ).

Podamy jeszeze kilka mniej elementarnych przykladéw idealéw.

Dla kazdej liczby kardynalnej nieskoficzonej m klasa tych podzbioréw
zbioru X, ktére s moey nie wiekszej od m, jest ideatem ciala W (X). Ideal ten jest
wlasciwy, jedli moe zbioru X jest wieksza od m. ‘

W przestrzeni topologicznej T' klasa zbioréw nigdzie gestych i klasa zbio-
réw pierwszej kategorii (p. wstep, str. 14), sa ideatami ciata W (T); drugi z nich
jest przeliczalnie addytywny. ‘ )

W przestrzeni By klasa zbioréw n-wymiarowej miary Lebesgue’a zero jest
idealem przeliczalnie addytywnym w W (Ey). Klasa zbioréw miary petnej Le-
besgue’a na odeinku F[0 <z < 1] jest filtrem w ciele podzbioréw tego odeinka.

§ 3. Twierdzenie o izomorfizmie cial Boole’a z cialami zbioréw

‘W paragrafie 7 z poprZedniego rozdzialu wykazalidmy, ze kazde
cialo zbioréw W(X), a wige i kazde jego podciato (podeiata cial W(.X)
nazywamy po prostu ciatami zbioréw, por. rozdziat I, § 8, str. 45),

*) Por. N. Bourbaki, Hiéments de Mathématique, Premidre partie, Les

structures fondamentales de Panalyse, Livre IIT, ‘Topologie général, Chap. I, IT,
~ Paris 1940.
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jest cialem Boole’a. W tym paragrafie wykazemy, ze zachodzi twier-
dzenie niejako odwrotne: w sensie algebry dziatan skoriczonych kazde
cialo Boole’a moze byé uwazane za cialo zbioréw. Sciglej:

TWIERDZENIE 3 1). Dia kaidego ciata Boole’a U istnieje izomor-
ficzne z mim ciato ebioréw K. Ciato to jest podciatem ciala W (I), gdeie
I jest Klasq idealdw pierwszych ciata U. .

Zanim przystapimy do dowodu tego twierdzenia podamy kilka
lematéw: ‘
(8.1) Jezeli X fest Klasa idealéw wlasciwych ciata U uporzadkowa-
nych relacja zawierania (to znaezy: dla I;,I, e X-mamy badé I,CI,,
badé I,CI,), to Z}; I jest ideatem wlasciwym ciata U.

Niech

2 I=1I,.
TeX

Nalezy sprawdzié, ze I, jest zbiorem dziedzicznym i addytyw-
nym. Niech ¢ I, i v—wu. Istnieje wtedy taki ideat I, ze u eleX,
a poniewaz I jest ideatem, wiec v € I, skad wynika, ze v € I,. Niech
teraz uy,u e I,. Istnieja wiec takie idealy I,,I,, ze el e X
i uy € I, e X. Poniewaz klasa X jest uporzgdkowana relacja zawie-
rania, wige I =1, I, jest idealem (a mianowicie badz I =1I,, w przy-
padku I,CI,, bad% I =1I,, w przypadku I,CI,) i mamy u;,u, e I € X,
z czego wynika, ze w1, e I i ostatecznie wu;-+wu, e I,. I, jest wiee
ideatem. Ideal ten jest wladciwy, gdyz z zalozenia, ze wszystkie
idealy klasy X s3 wiadciwe, wynika, ze element 1 nie nalezy do
2adpego z nich, a wiec nie nalezy tez do sumy I,. '

W dalszych dowodach postuzymy si¢ nastepujacym lematem
nalezgeym do teorii mmnogofci: '

(3.2) Dla katdej Iklasy X podebioréw wustalonego zbioru X isinieje
taka klasa X,CX wuporzgdkowana relacjq zawierania, 2e kasda klasa
YCX, zawierajgca X, i uporzqdkowana relacjq zawierania, jest z nig

identyczna.

Udowddnimy teraz zasadniczy lemat:
(3.3) Dla kasdego ideatu wlasciwego I ciata U istnieje taki ideal
pierwszy I,, e ICI,. '

Zastosujmy lemat (3.2) do klagy I(I) tych idealéw wlasciwych
ciala U, ktére zawieraja I (klasa ta nie jest pusta, gdyz I eI(I))

1) Twierdzenie to podal po raz pierwszy M. H. Stonew pracy cytowanej
w odnoéniku 1 (str. 68), Theorem 67, str. 106. ‘
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i niech I,CI(I) bedzie Kklasg o wlasnodciach wyrazonych w (3,2).
Poniewaz klasa I, jest uporzzgdkowa,na, Wleo '

=21

Iely

jest ideatem wiadciwym. Gdyby I, nie byt idealem pierwszym, to

na mocy (2.17) istnialby ideat wiadeiwy I* réiny od I, i zawiera-

jacy I,, a wiec zawierajacy tez kazdy z idealéw Klasy I,. Klasa

I, (I*) bylaby wiec zawarta w I(I), zawierataby klase Iy, bylaby

od niej rézna, a précz tego bytaby uporzadkowana relacja zawie:

rania, whrew zatozeniu, wedlug ktérego taka klasa nie istnieje. -
Batwym wnioskiem z lematu (3.3) jest

(8.4) Jezeli u nie jest elementem pustym, to istnieje zdeal pierwszy I,
do Etorego u mie naledy. ,

7 zatozenia, ze v nie jest elementcm pustym wynika, ze ideal
J(u ') jest ideatem wilasciwym. ‘Na~ mocy (3.3) istnieje ideal pierw-
szy I, zawierajacy J(u'). Element «' nalezy oczywiscie do I, Gdyby
iu nalezalo do I,, to u+u'=1 nalezaloby do I, i ideal I, nie byltby
wiladeiwy.

Opierajac sie na tych Jematach mozemy udowodnié twierdze-
nie 3. Oznaczmy mianowicie przez I klase idealéw pierwszych
ciala U i zalézmy dla v e U

h u)-E[uéJ],
R= E[X_-h %), dla pewnego % e U].

7 addytywnogei i dz1edzmzno§ci ideatéw wynika, ze

| Bty 1) = (o) + ), |

ktéry spelniajq idealy pierwsze, wynika, ze
h(w') =TI — h(w) =h(u)'. ' \

Réwnodei te dowodza, ze K jest cialem zbioréw i ze U jest
homomorficzne z K. Udowodnimy jeszcze, ze funkcja h jest Wz
jemnie jednoznaczna.

Niech %y,use U i u,55u,. Na mocy (4.15) (rozdzla]: I, str. 31)

z warunku zag (2.16),

u,up 70 lub wuju, 5 0. Wystarczy ograniczyé sie do pierwszego przy- -

padku, gdyz drugi jest symetryczny. Na mocy (3.4) istniejo ideat
pierwszy I,, do ktérego u,-uy nie nalezy. Wobec tego réwniez a4, nie
nalezy do I,, gdyz u, - us—u,. Ideat I, jest pierwszy, wiec (uy - uy) ==
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=y U nalezy do I, skayd wynika, ze au, nalezy do I Mamy wiec
Ipeb{uy) i I ¢ h(up),

zatem h(u,)s%h(u,). Funkeja b ]est wiec wzajemnie Jednoznaczna
i U jest izomorficzne z K. A
Nalezy zauwazyé, ze tak zbudowane cialo ZblOI‘OW K jest izo-
morficzne z ciatem U tylko pod wzgledem dziatani skoriezonych.
J ezeh na przykla,d Uy s Uy ... Jost ciggiem réznych elementéw ciala U
i suma 2 u; istnieje w ciele U, to element h{ Pu,) nie jest mno-

i=1
goéclowaa sumsy elementéw h(u;). Mozna wykazad, ze suma ta w ogéle

- do ciata & nie nalezy, a wiec jezeli tylko cialo U jest nieskoriczone,

10 ciato R nie jest przeliczalnie addytywne.

Przyjmujac za ofoczenia w klasie I zbiory nalezace do ciala K uzysku-
jemy przestrzen topologiczna dwuewartq i catkowicie niespéing (to znaczy taka,
76 kazde dwa jej punkty daja sie oddzielié zbiorem otwarto-domknietym). K jest
ciatem zbioréw otwarto-domknietych tej przestrzeni. Twierdzenie 3 mozna wige
wyslowié w nastepujacy sposéb:

' TWIERDZENIE 3'. Kasde cialo Boole'a jest izomorficzne ¢ cialem zbioréw
olwarto-domknietych pewnej przest’rzem topologicenej dwuzwartej i calkowicie nie-
spdjnej).

Nasuwa sig pytanie, czy kaide przeliczalnie addytywne cialo Boole’a jest
izomorficzne z pewnym przeliczalnie addytywnym ciatem zbioréw. Okazu]e sie,
7e tak nie jest, zachodzi natomiast twierdzenie stabsze:

Kazde przeliczalnie addytywne cialo Boole’a jest przelwzalme homomorficzne
2 pewnym cialem zbioréw 2).

W paragrafie tym méwilismy o zwyktych c1a1ach Boole’a Cheae

przenie$é uzyskane wyniki na ciata zrelatywizowane U,rel=, wy-
starezy je zastosowaé do ciala ilorazowego  U|=.

§ 4. Struktura idealéw

TWIERDZENIE 4. Relacja zawierania indukuje w zbiorze I wszysi-
%ich ideatéw dowolnego ciala U,rel= strukture. Strukiura la jest
eupelnie addytywna © zupelnie multyplikatywna,
to znaczy '

1) Wyslowienie to pochodzi réwniez od H. M. Stone’a, Applications of
the theory of Boolean rings to gemeral topology, Trans. of the Amer. Math. Soc. 41
(1937), Theorem 1, str. 378.

) L. H. Loomis, On the represemahon of o- complete 'Boolean algebras, Bull.
Amer. Math. Soc. 53 (1947), str. 757-760 i R. Sikorski, Ou the represeniation
of the Boolean algebras as fields of sets. Fund. Math. 35 (1948), str. 247-258.
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(4.1) dla kazdej klasie/ XCI istnieje ideat I ¢ I zawicrajacy kazdy
2z ideatow Tlasy X i zawarty w kaddym ideale majacym te wlasnodd;
jest mim ideal J(ZI),

TeX

(4.2)  dla kasdej klasy XCI istnieje ideat I e I zawierajacy si¢ w kag-
dym ideale Klasy X i zawierajacy haidy ideal majqcy te wtasnosé;

jest mim ideal JI1 I (por. okreflenie 2, rozdnal I, § 6, str. 35).
TeX

Dowdd tego twierdzenia otuymwemy natychmiast przez po-
wolanie si¢ na twierdzenie 1 i (2.10) (str. 69 1 70).

Nalezy zauwazyé, ze struktura ta nie jest na ogdl struktury
typu B1) (por. rozdziat I, §5).

Ideat J ( X I) nazywamy sumq tdealdw Kklasy X i oznaczamy
TeX

przez S I, ideat ]I nazywamy @Zoazynem ideatdw klasy X. W przy-

IeX
padku, gdy X jest klasy skonezong, X =(Iy,I,...,I,), sume ideatéw
klasy X oznaczamy tez przez I,VI,V..VI,, iloczyn za$§ przez
I+ Iy, .- I,. Nalezy pamigtaé, ze suma idealdw klasy XTI w sensie
struktury ideatéw nie pokrywa si¢ z mnogoseiows suma 1doalow
tej klasy. Mamv mianowicie zawsze

2 ICSI,

IeX leX
ale zhiér IZ,)'{ I nie jest na ogét ideatem.
N €

TWIBRDZENIE 5. Relacjo zawierania indukuje w 2biorze ideatéw
glownych JO dowolnego ciata U, rel= strukiure typu B; strultura
ta jest izomorficena & ciatem U|=.

Dowéd. Ratwo sprawdzié, ze funkeja, ustalaj@cay zgdany izo-
morfizm jest funkeja }z( (u )) [u].

W ciele J@ (przy dziataniach wyznaczonych przez zawieranie,
ktére indukuje w nim strukture typu B; por. rozdziat I, § 5, twier-
dzenie 3, str. 84) sumg idealéw J(u;) i J(u,) jest ideal J(u1~}— Un)y
iloczynem — ideal J(u;-u,), wreszcie uzupelnieniem ideatu J(u) jest

ideat J(u’). Tylko iloczyn idealéw w J©@ pokrywa sie z 1loc7ynem
mnogosciowym, to znaczy

(4.3) J(ul'u2)= (1) - (y).
1) Strukture te badal szezegblowo A. Tarﬂlu w pracy cylowanej w od-

nofniku ), rozdz. 1, str. 55 jak tez w drugiej czebei tej pracy — Fund. Math. 26(1936),
str. 283-301.
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Pozostate dzialania nie pokrywaja sie z odpowiednimi dziala-
niami mmogos$ciowymi. Natomiast suma ideatéw J(u,) 1 J(u,) W ciele
J© pokrywa sig z sumg tych idealéw w strukturze I, mamy bo-
wiem zawsze

(4.4) Tyt 1i) = (1) V T (1).

-Jezeli ciato U, rel= jest przeliczalnie addytywne (zupeie ad-
dytywne), to cialo J© réwniez jest przeliczalnie addytywne (zu-
pelie addytywne). Sumg idealéw klasy XCJ@® jest ideat gtéwny
J( X ), a iloczynem ideat J( [T ) Tloczyn nieskonczony ideatow

JuweX Ju)eX
w ciele J©@ (o ile istnieje) pokrywa sie z iloczynem w str ukturze I,
a wiee z iloczynem mmogosciowym, mamy bowiem

(4.5) I [ )= [I I(w),

Jmex | Jwex

natomiast suma nieskonezona idealéw w ciele J© nie pokrywa sie

nigdy z sumg tych idealéw w strukturze I. Suma .?XJ (w) nie jest
Jwe
1dea1em gléwnym, jezeli tylko klasa X jest mieskoriczona. Mamy

natomiast (jezeli suma 2 w istnieje w ciele U):

Jw)eX
(4.6) S JuyCd( 3 u).
JuweX J(uyeX

Warto jeszeze zauwazyé, ze

(4.7)  Jezeli J(uy)CI () CJ ()C ... i suma D u; isinieje, to

i—l
S )= S Iw)C I3, :
jednak nawet i w tym przypadku suma idealéw nie jest ideatem
gléwnym, jezeli tylko w ciagu J(u;),J(Us),... jest meﬁkonczeme wiele
réznych wyrazéw.
Ciato J©@ jest wazne dlatego, 7e jak wynika z twierdzenia 2

(§ 2, str. 70) w przypadku, gdy ciato U jest. zupelnie addytywne
J© jest ciatem idealéw zupelie addytywnych.

§ 5. Réimica i réznica symetryczna
Okreflimy obecnie dwa nowe dziatania w cialach Boole’a, ktére
beds nam przydatne przy dalszym omawianiu wlasnodei ideatéw.

OKRESLENIE 4.
a) Résnicq dwéch elementéw u i v ciala U, rel= nazywamy
element wv’. Element ten oznaczamy przez % —0v.
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b) Réinicq symetryczng elementéw « i » nazywamy element
(u—v)+ (v—u). Element ten oznaczamy przez u—uv.

Na podstawie okreflenia 4 mamy
(5.1) %—v=uv’,
(5.2) %= v={(u—2)F(V0—u)=uv 4 ou =uv 4 u'v.

Dziatanie réznicy symetrycznej jest przemienne, to znaczy, ze
(5.3) - U0 =0, '

Drziatanie réznicy zwyklej‘nie jest przemienne. ‘
(5.4) W ciatach zbioréw réimica w sensie olkreSlenia 4a jest identy-
cena 2z mnogodciowq rdimicq zbioréw, to zmaczy X—Y jest zbiorem
tych elemenidw, kidre naledq do X i wic nalesq do Y; rdénica syme-
- trycena X=X jest ebiorem elemenidw, tdre nalesq do jednego i tylko
jednego ze zbioréw X,Y.

Zachodzg hastepujace wzory:

(6.5) w—u=0,
(5.6) U—0=u, l—u=uv,
(5.7 (U—v)—w=(u—w)—n,
(5.8) (U=-0)*~w = u——(v-=w),
(5.9) u=-u =0,

(5.10) O0~u=yu,

(6.11)  u=(u=v)=n,

(6.12)  w-(v-w) =wuv--uw,

(8.18)  (u=w)—>[(w=v)+(v=w)],
(6.14) wrw=u'-w,

(5.15) UV 0 =p -}, ‘
(6.16) 1-u=u'.

Dowody tych wzoréw mozna latwo uzyskaé w naSb@puj‘@cy
sI’mséb: dowodzimy ich najpierw korzystajac z (5.4) dla ciat zbio-
réw, to znaczy zakladajae, ze w, v i w sg podzbiorami jakiegod usta-
lonego zbioru X, 0 jest zbiorem pustym a 1=X. Gdyby ktérys
z tych wzoréw nie byl spemiony w jakimg ciele U, rel=_=:«., a wige

i w ciele U, to nie bylby tez speliony w istniejgcym na mocy twier-

dzenia 3 ciele zbioréw izomorficznym z U, whrew temu co udowo- -

dniliémy poprzednio.
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Analogiezng metoda mozemy dowodzié réznych innych wlasno-
gci ciat Boole’a. Z twierdzenia 3 wynika bowiem, ze kazda wiasnosé
dziatani skonczonych przystuguje wszystkim ciatom Boole’a whedy
i tylko-wtedy, gdy przyshuguje ciatom zbioréw.

Niech U bedzie zwyklym cialem Boole’a. Z (5.8), (5.10) i (5.3) wynika,
ge U jest grupa abelows ze wzgledu na dziatanie —, a modulem tej grupy jest O.
Dalej, na podstawie (5.12) i (B-2) widzimy, ze U jest piercieniem ze wzgledu
na réznice symetryczng jako dodawanie i iloczyn jako mmozenie w pierScieniu.
Piericien ten jest przemienny, ma jednosé, ktérg jest element 1=wu'+4u, a précz
tego jest idempolening, to znacsy spelnione jest w nim prawo

U= U

Piericien w ten sposéb ubtworzony nazywamy pierécieniem réinicy syme-
rycznej ciata U. Dowodzi sie, 7e kazdy pierfcien idempetentny z jednodeia
jest izomorfiezny z pewnym pierScieniem réznicy symetryecznej.

Poniewasz, jak wynika z (5.15) i (5.16), zaréwno dodawanie jak dopelnianie
daja sie okre§lié za pomoeg mnozenia i réinicy symetryczmej, wige teoria ciak
Boole’a (przynajmniej jezeli chodzi o teorig dzialan skohczonych) moze byé
nwazana za rozdzial teorii pierScieni.

§ 6. Idealy a kongruencje

TWIERDZENIE 6. Jeseli = jest kongruencjg ciata U, to 2bidr
I=F{u=0] jest idealem ciata U.
u

Dowbd. Niech u e I i v—>u. Mamy wiee u-+v=u, ale na mocy
wlasnodei kongruencji i zalozenia, ze #=0, otrzymujemy u+v=
=v+40=0, skad wynika, ze v=0. Niech u,v ¢ I. Mamy wiec u=0
i v=0, a zatem u—+v=0-40=0. Zbiér I jako dziedziczny i addy-
tywny jest idealem. , :

TWIERDZENIE 7. Jedeli I jest ideatem ciata U, to relacja u=0v
wiedy i tylko wtedy, gdy w—v I jest kongruencjq w U i mamy:

(6.1) : I=F[u=0]. .

Dowéd. Z (2.7) i (8.9) wynika zwrotnosé, z (5.3) za$ syme-
tryczno§é relacji =; przechodnio$é jej wynika z (5.13), a wiec jest
ona typu réwnowaznofci. Niech wu;=ug i uy=1mu, & WieC U, ~Use I
i uyug € Iy whedy (ug—ug)+(Ue=uy) € I. Ale (ty+ )= (Us+ %) =
=ty ) (g + g) (U %) (U~ )= (%01 ) Ug Uy + Uy U (Ut Ug)=
= Uy g g + UpUs g - Uy UgUs -+ wy Uy Uy —> (Ug g - U Us) + (Ugug+ Uz ty) =
= (Uy=s)+ (Ua—1y), & Wiec (g4 Us) = (Us+ 1) € I, czyli U+ Up=


Yakuza


80 II. Idealy, ciala zdarzeh

=, u,. Podobnie dowodzi sie, ze z warunkow w,=us i Up==u,
wynika, warunek u,-u,=u; U, & wiec relacja = spelnia warunek
(10.10) (z rozdzialu I, str. 51). Spelnianie przez relacje = warunku
(10.11) z rozdziatu I wynika natychmiast z (5.14), a wiec w mysl
okreglenia 7 z rozdziatn T jest ona kongruencjg. Identycznosé (6.1)
-wynika z (5.10).

Twierdzenia 6 i 7 wskazujg na Scisty zwigzek miedzy ideatami
a kongruencjami. Méwig one, ze przyporzadkowanie kazdej kon-
gruencji ideatn wzorem (6.1) jest wzajemnie jednoznaczne, skutkiem
czego mozemy zamiast kongruencji rozpatrywaé przyporzgdkowane
im idealy. Skorzystamy z tego w szezegélnodci przy rozpatrywaniu
cial zrelatywizowanych. Bedziemy mianowicie przez U, rell, gdzie
I jest ideatém ciala U, oznaczali ciato U,rel=, gdzie kongruencja
= jest zwigzana z idealem I identycznodcig (6.1).

Roéwniez ciato U/= Dbedziemy oznaczali w tym przypadku
przez U/I i nazywali ciatem U podzieclonym przez ideat I. Aby przy
rozpatrywanin ciala U, rell zaznaczyé, ze réwnowazno$é, a wige
i zawieranie, sg zwigzane z idealem I, piszemy w=w, rell i u—-v,rcll.
O ideale zwiazanym z kongruencjg = identycznoscia (6. 1) moéwimy,
e jest ideatem elemenidw réwnowainych (wedlug tej kongruencji) zerw.

Pozostaje do omdéwienia stosunek idealéw przeliczalnie addyty-
wnyeh (zupelnie addytywnych) i przeliczalnyeh kongruencji (zupel-
nych kongruenecji).” Zachodzi tu twierdzenie, ktérego mwy dowdd
pozostawimy czytelnikowi:

TWIERDZENIE 8. Jeseli 1 jest ideatem przeliczalnie addytywnego
ciala U (zupetnie addytywnego ciala U), = jest kongruencjq tego ciata
i I=FTu=0], to ideat I jest przeliczalnie addytywny (2upelnic ad-
dytywny) wiedy i tylko wiedy, gdy kongruencja = jest preliczalna
(zupelna).

Przyporzadkowanie idealéw kongruencjom pozwala w dogodny
spos6b uporzgdkowaé (czedciowo) te ostatnie. Méwimy mianowicie,
ze kongruencja = jest silniejsza od kongruencji =, (a kongruen-
cja =, jest stabsza od kongruencji =), jedli ideal elementéw réwno-
waznych 0 pierwszej kongruencji zawiera ideal elementéw réwno-
waznych 0 drugiej kongruencji. Nastgpujace twierdzenie charalkto-
‘ryzuje ten stosunek miedzy kongrllelldjami'

(6.2) Kongruencja =, jest silniejsza od kongruencji == =y wledy 4 tylko
witedy, gdy dla dowolnych w,v e U warunel == = pocz(y]a 20 80bq

icm

§ 6. Idealy a kongruencje 81

warunek w=,v (wtedy oczywiscie tez warunek %—v, Tel ==; pocigga
za $0by warunek u—-9, rel=,). :

Na podstawie poznanych tu twierdzeri czytelnik atwo Zauwazy,
ze struktura idealéw I (por. § 4, str. 75) moze byé uwazana za
strukture kongruencji, gdzie relacjsy indukujaca strukture jest rela-
cja ,,stabsza od”.

Omoéwimy jeszcze zachowywanie si¢ podciat przy relatywizacji.
Zachodzy twierdzenia:

(6.3) W ciele;U/I mamy I=[0].

Wynika to natychmiast z twierdzenia 7.

(6.4) Jezeli V jest podciatem ciota U, J i I zaé odpowiednio idea-
tami ciat V @ U, to cialo V,reld jest podcialem ciata U,rell wtedy
i tylko wiedy, gdy J =1V.

‘Dowéd. Cialo V,reld bedzie oczywifcie wtedy i tylko wtedy
podciatem ciala U, rell, gdy dla elementéw z V réwnowazno$é reld
bedzie si¢ pokrywala z réwnowaznofcia rell, co oczywiscie zacho-
dzi, jezeli J =IV. Przypusémy teraz, ze J IV, Wowezas badz ist-
nieje weJ—IV i mamy wu=0,rel, u=z£0, relI badz 1stmeJe
% eIV —J i mamy w=0, rell, u%O reld.

(6.8) Jeseli
(1) V jest podciatem ciala U,
2) Iid sq odpowwdmo ideatams ciat U 14 V

(8) JCI,
(4) Ciato V,reld jest atomowe,
(5) Kazdy atom ciala V, reld zawiera rell pewien atom ciala

U, rell, _ ;
to cialo V, reld jest podeiatem ciata U, rell.

Dla dowodu nalezy wykazaé, ze IV =J.

Z zatozen (2) i (3) wynika, ze JCIV.

Przypusémy, ze nie zachodzi IVCJ. Istnieje wtedy pemen ele-
ment v e IV —dJ. Element ten jako nie nalezacy do J nie jest pusty
w V,reld, a wiec na mocy zalozen (4) i (5) zawiera rell pewien
atom ciata U, rell. Jest to jednak sprzeczne z zalozeniem, wedlug

‘ktérego element v nalezy do I, a wiee v jest pusty w U, rell.

Podstawy rachunku prawdopodobienistwa 6
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Podainy jeszeze kilka twierdzen, ktdre rzucajy pewne Swiatto
na relatywizacje ciata wzgledem idealu gléwnego lub pierwszego.
(6.6) =0, el (IVJ(w)) wiedy i tylko wtedy, gdy 4-=-v->w, rell.
(6.7) wu-—>v,rel (I vd (w)) wtedy i tylko witedy, gdy wv'—w, rell.
(6.8) u=0,rel (I VvJ( )) wtedy i tylko wiedy, gdy w—>w, rell.
( (Tvio)

6.9) w=1,rel{IvJ
gdy ' — u,rell).

w
w)) wiedy © tylko wiedy, gdy w' —w, rell (a wigc.
(6.10) Jezeli U,rell jest cialem atomowym, AL(U,I) zbiorem atoméw
reprezentacyjnych tego ciata, to cialo U, rel (I v (w)\), gdeie w e U, jest
rdwnies atomowe, a jego ebiorem atomdw reprezentacyjnych jest zbidr
E [u—w,rell].
ued1(U,I)

Tatwe dowody pozostawiamy czytelnikowi. Zwracamy uwage,
ze przyjmujac w powyzszych twierdzeniach Z (O) otrzymujemy twier-
dzenia o ciele U,reld(w).

(6.11) Jeseli J jest ideatem pierwszym ciata U,rell, to w ciele
U,rel{(IVJ) kaidy element jest badé réwnowasny 0, badé 1.

Wynika to natychmiagt z wla,qnoﬁm (2.16) idealéw plerwszych
(okredlenie 3, str. 71).

§ 7. Zdarzenia i cialo zdarzen

Pojecie zdarzenia uwazamy za pierwotne, a wi¢e nie podlega-
jace okrefleniu. Mozemy je jednak  charakteryzowad intuicyjnie
i ilustrowaé przykladami. Przede wszystkim wige jest to pojecie
wyrastajace z otaczajgcej nas konkretnej rzeczywistodei, po wtore
oznacza ono zawsze cof jednostkowego, indywidualnego, jednorazo-
'wego, 0 czym powiedzieé mozna, ze zachodzi albo nie zachodsi.
Dalej, jest ono niezmiernie ogélne i pod tym wzgledem zblizone
.do pojecia przedmiotu, od ktérego wszakze rézni sie tym, ze za-
wiera w sobie moment stawahia si¢ w czasie. Przykladami zdarzen
sa: wynik indywidualnie okre§lonej gry losowej lub nielosowej, wy-
nik liczbowy indywidualnego pomiaru, posiadanie przez dany przed-
miot pewnej cechy, przynalezno$é przedmiotu do pewnego zbioru itd.

Mozna miedzy zdarzeniami i zdaniami (funkejami zdaniowymi)
ustali¢ odpowiedniosé, ktérg — w braku lepszej nazwy — bedziemy
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nazywali harmoniczng i ktéra niewatpliwie wyjasnia w znacznym
stopniu pojecie zdarzenia (chociaz nie jest ona wzajemnie jedno-
znaczna 1 nie obejmuje ani wszystkich zdarzer, ani tez wszystkich
zdan). Powiemy mianowicie, ze miedzy zdaniem o i zdarzeniem #
zachodzi odpowiedniodé harmoniczna, jezeli zdarzenie u zachodzi
wtedy i tylko wtedy, gdy zdanie a jest prawdziwe. Np. gmieré
Nelsona w bitwie pod Trafalgarem jest zdarzeniem i jest w odpo-
wiedniosei harmonicznej ze zdaniem: ,,Nelson zginat w bitwie pod
Trafalgarem®.

Ogoélnie biorge, zdanie o orzeka, ze w gwiecie rmcavastym
»C08” zachodzi; to ,co" jest wiladnie zdarzeniem pdzostajacym.
w odpowiednioéei harmonicznej ze zdaniem a.

Odwrotnie, jezeli v jest zdarzeniem, ktéremu mozemy przypisaé
nazwe indywidualng », wéwezas zdanie: ,zdarzenie » zachodzi” jest

“w odpowiedniofci harmonicznej ze zdarzeniem v.

Nasuwa sie wieec mysl, czy nie nalezaloby odrzucié catkowicie
pojecie zdarzenia i zamiast zdarzed rozpatrywaé odpowiadajace im
harmonicznie zdania. Wtedy w teorii prawdopodobiefistwa nie mé-
wiliby§my np. o ,prawdopodobiefstwie wyrzucenia w czwartym
rzucie 6 oczek”, ale o prawdopodobienstwie zdania: ,wyrzucono
w ezwartym rzucie 6 oczek”. Jest to punkt widzenia przyjety m. in.
przez Keynesa i przez niego.konsekwentnie rozwijany. Ten punkt
widzenia przedstawia niewatpliwie znaczne korzydci. Przede wszyst-
kim mozna sie oprzeé na gotowej juz teorii zdan, zamiast budowaé
nows teorie zdarzen, po wtdre, pojecie zdarzenia jest mmniej jasne
i wyraZne niz pojecie zdania; po trzecie, ten punkt widzenia pod-
kresla role teorii prawdopodobienstwa jako surogatu dedukeji, to
znaczy frodka zastepezego, ktérym operuje sie wtedy, kiedy brak
danych nie pozwala wnioskowaé dedukeyjnie. Jednak korzysciom
powyzszym przeciwstawiajg sie powazne niedogodnosel. Pomijajac

" juz pewne niedogodnosci i komplikacje jezykowe oraz niezgodnogé

z tradycja matematycznej teorii prawdopodobienstwa, ktéra od
300 lat méwi o zdarzeniach, nalezy podkreslié, ze ciato zdan z po-
wodu przeliczalnogei zbioru zdan oraz braku przeliczalnej addyty-
wnosei (por. rozdziat I, § 11, str. 60) stanowi bardzo niedogodne
podioze dla matematycznej teorii prawdopodobienstwa.
Tymezasem pewna nieokreslonodé pojecia ,zdarzenie”, pojecia,
ktore dopiero sie wylania z chaosu mowy potocznej, okazuje sie
korzystne, pozwala bowiem .wyposazyé ciala zdarzen w takie wia-
dciwosdci, ktére z ciala tego robiag dogodng podstawe dla matema-

[
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tycznej teoril. W szczegélnosei, nie potrzebujemy zakladaé przeli-
czalnodei zbioru zdarzen.
Wezmy pod uwage dowolng liczbe pomiarows (to znaczy be-
* dgeg wynikiem indywidualnego pomiaru) #,; dla kazdego rzeczywi-
stego £ nieréwno$é z, < & jest zdarzeniem. Dla réznych & bedziemy
" mieli r6zne zdarzenia, a wige otrzymamy zbiér zdarzehd majacy moe
continuum. Widzimy zarazem, ze nie dla kazdego ze zdarzen x, < §&
istnieje zdanie pozostajace z nim w odpowiedniofci harmonicznej.
Istotnie, aby tak bylo, liczba & musi mieé¢ indywidualng nazwe;
ot6éz mozna indywidualnie nazwaé jedynie przeliczalng mnogogé
liezb rzeczywistyeh, gdyz zbiér wyrazen mogacyeh stuzyé za nazwy
jest oczywiscie przeliczalny. Potwierdza to stusznosé naszej dawniej-
szej uwagi, ze odpowiednio§é harmoniczna nie obejmuje wszystkich
zdarzen.

Po tych uwagach ogélnych przejdziemy do konstrukeji ciata
zdarzen. Wprowadzimy teraz w zbiorze zdarzed pojecia pierwotne,
a wiec nie podlegajace okre§lenin, lecz co najwyzej intuicyjnemu
wyjasnieniu, a mianowicie:

(7.1)  Tossamoéé zdarzetr 4 ¢ v, ktérg oznaczamy przez u=o.
(7.2) Alternatywa zdarzetr w 4 v, ktérg oznaczamy przez u--v.

Alternatywa zdarzen « i v jest to zdarzenie polegajace na tym,

ze zachodzi co najmm‘ej jedno ze zdarzen wu, v. Podobnie, jezeli
oo

Uy, Usp,... jOSt ciggiem zdarzen, wéwezas D w; oznacza zdarzenie
i=1
polegajace na tym, ze zachodzi co najmniej jedno zdarzeme tego

ciagu, a jezeli X jest zbiorem zdarzer, wowczas 2 u oznacza zda-

ug X
rzenie polega;@ce na tym, ze zachodzi co najmniej jedno ze zda-
rzen zbioru X.

(7.3) Koniunkeja 2darzer w i v, ktéra oznaczamy przez uv.

Koniunkeja zdarzen u i v jest to zdarzenie polega]'zyce na lacz-

nym zachodzeniu zdarzen « i ». Podobnie f [, n % 0zZNaAczaj
Jj=1 ueX

odpowiednio zdarzenia polegajace na lgcznym zachodzeniu wszyst-
kich zdarzen ciagu u,,u,,... lub wszystkich zdarzed zbioru X.
(7.4) Negacja wdarzenia w, ktéra oznaczamy przez «' (czytamy
phie u’?). V

Jest to zdarzenie polegajace na fym, ze zdarzenie w nie za-
chodzi.
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(1.5) Zdarzenie absolutnie miemoiliwe, ktére oznaczamy przez 0.

Stanowi ono odpowiednik zbioru pustego w teorii zbioréw.
Ponadto wprowadzamy juz na drodze okreslenia dalsze pojecie:

(7.6) Zdarzenie absolutnie pewne, ktére okre§lamy jako nega;e;@ zda-
rzenia absolutnie niemozliwego i oznaczamy przez 1=0".

Intuicyjny sens pojeé (7.5) 1 (7.6) jest niezbyt latwy do uchwy-
cenia. Nie wdajac sie w glebszg ich analize ograniczymy sie do na-
stepujacej wskazéwki: Przez zdarzenie absolutnie niemozliwe nalezy
rozumie¢ takie zdarzenie, ktérego zachodzenie byloby sprzeczne
z zasadami logiki rozumianej szeroko, a wiee z wlaczeniem mate-
matyki; takim zdarzeniem jest na przyklad zdarzenie wu’ Iub
(u+wv)u'v’, gdzie u i v oznaczaja dowolne zdarzenie lub tez uzy-
skanie w drodze pomiaru liczby rzeczywistej & spelniajacej nieréw-
no¢é 1<é<0 itd. Wazystkie takie zdarzenia uwazamy za identy-
czne migdzy sobg, podobnie jak w algebrze zbioréw przyjmujemy
jeden tylko zbiér pusty, choé mozemy go rozmaicie nazywaé (mo-
zemy np. zbiorem pustym nazywaé zbiér tréjkatéw o 2 katach
rozwartych lub zbiér liczb rzeczywistych speliajacych réwnanie
2?41 =0 itd.). Natomiast zdarzenie polegajace na otrzymaniu dwu
aséw pikowych przy rozdaniu kart w bridge’n nie jest absolutnie
niemozliwe, jest ono bowiem sprzeczne nie z zasadami logiki, lecz
jedynie z zasadami bridge’a (talia kart zawiera tylko jednego asa
pik; rozdajemy karty tylko jednej talii).

Przyjmujemy nastepujace dwa pewniki teorii zdarzen:

(Z1) Klasa zdarzets jest zupelnie addytywnym i atomowym ciatem
Boole’a ze wezglgdu na dziatanie (7.1)-(7.4); elementem pustym
i petnym sq w tym ciele elementy okreslone przez (7.5) 4 (7.6).

(Z2) Zdarzenie absolutnie miemodliwe 9est roine od zdarzenia abso-
lutnie pewnego.

Pewnik (Z2) wprowadzony zostal do ogdlnej teorii ciat Boole’a
przez Couturata. Wyprowadzimy z niego nastepujgea konse-
kwencje:

(7.7)  Jeseli u jest zdarzeniem, to wu'.

Istotnie, z réwnodei w=u' wynikaloby, ze u=u-4u=u-t+u"=1
oraz u=uu=uu =0, a wiee 0=1, wbrew (Z2).

Ciato wszystkich zdarzen — wniversum zdarzen, bedziemy ozna-
czali przez U,.
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§ 8. Relatywizacja ciala zdarzei. Ciala kanoniczne. Scalanie cial
kanonicznych

Przy relatywizacji ciaa zdarzen w zastosowaniach do teorii
prawdopodobietistwa bedziemy sie ograniezali do idealdéw wladei-
wych i zupehie addytywnych, a wiee z uwagi na twierdzenie 2
{(str. 70) do idealow gléwnych.

Zdarzenia zhioru [0]e Ug/I, a wieec zdarzenia rownowazne
0,rell nazywamy niemosliwymi, vell. Podobnie zdarzenia zbioru
[11e U /I, nazywamy zdarzeniami pewnymi, rell. O dwoch zdarze-
niach rozlgeznych, rell bedziemy mowili, %e wykluczajq sig, vell,

OXRESLENIE 5. Zbiér zdarzen A4 nazywamy swobodnym, jesli

. zaden jego element nie jest zawarty w sumie pozostalych jego
clementow. '

OkKRESLENIE 6. Jezeli 4 jest swobodnym gbiorem zdarzen, Go

clement w(A)=(Yu)]'+ 5w -u, nasywamy kanonicenym elemens
‘ ned uy,uned )

v uyFuy .
tem ebioru A, a ideal J (w(A)) kanowicenym ideatem zbioru swobodnego
4. Ideal kanoniczny zbioru 4 oznaczamy przez [(A).

Zwracamy uwage, ze pojecie elementu i ideatu kanoniczunego
jest okredlone tylko dla zbioréw swobodnych, to znaczy méwige
0 elemencie w(A4) i ideale I(4) bedziemy zawsze zakladali swobod-
nogé zbioru A. :

Udowodnimy twierdzenie:
(8.1) Jeseli uge A, 1o u, nie jest rdarzeniem. niemodliwym, relL(4),

Przypusémy, ze dla pewnego g e A mamy  wy o= 0, rel T(A4),
Wtedy wee I{A) i wy—w(d). Wynika stad, ze

1o/
o= toto(A) = wo( Ju) +ug X wry— X wquy
ned

uy, ug€d Uy uged
u1Fus uyEuy

- \ . .l \1 \ 1
= 2wt Y wuy Y ou TR AT

ueA—(ug) uy, ug€ A—(up) ued—up)  uy,up€A-(up) ned - (up)
ui#uy Uy

Llement wu, jest wiec zawarty w sumie pozostalych elementow
sbioru A, a zatem zbiér A nie jest swobodny, whrew ‘zalozeniu,
Z (8.1) wynika natychmiast:

(3.2) w(d)#1, wiec I(A4) jest ideatem wlaseiwym.
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Wprost z okreslenia elementu kanonicznego wynika jeszeze, Ze

(8.3) Kaide dwa rioine zdarzenia sbioru A wykluczajq sie, relI(4).

(8.4) D=1, relI(4).
: ued
OxrESLENIE 7. Najmniejsze, zupelie addytywne i nasycone
podciato ciala U, rell(4) zawierajace zbiér A nazywamy kanownicz-
nym ciatem . zbiorn A i oznaczamy przez V(4),rell(4).
TWIERDZENIE 9. Zbidr V(A) jest zbiorem tych zdarzef v, ktdre
dla pewnego X CA spelniajq réwnowainosé
{8.5) ve= u, rel [(A).
. ueX
Ciato V(A), rel1(A) jest atomowe, zbidr A zas jest zbiovem ato-
mow ﬁ"@pT'ezentaeyjn{ych tego ciata. '
Dowéd. Ze wzgledu na (8.3) i (8.4) twierdzenie 9 jest szeze-
golnym przypadkiem (18.1) (rozdzial I, str. 64).
Zastosujemy teraz do -ciala V(A), relI(4) metode scalania
‘atomow.

OXRESLENIE 8. Podciato scalone ciata V(4), relI(4) wzgledem
dysjunkeji B zbioru A4 bedziemy oznaczali przez V(4; B), relI(4) -
(por. rozdziat I, § 18, okrelenie 11).

7 twierdzenia 11 (rozdzial I, § 13, str. 65) wynikaja nastepujace
wazne wlasno$ei tego ciata: ‘ ’

(8.6) Cialo V(A;B),relI(A) jest zupelnie addytywnym i atomowym
cialem, kidrego zbiorem atomdw reprezentacyjnych jest 2bidr zdarzeh
ksztaliv > u, gdzie X e B 1 AX 0.

uedX .

§ 9. Przyklad zastosowania i wyjasnienie intuicyjne operacji
" wprowadzonych w § 8

‘Wprowadzone ‘w poprzednim paragrafie operacje 'zastosujemy
do konstrukeji podciata pewnego ciala zdarzen stanow?a%eego W pe-
wnym sensie ,opis”’ bardzo elementarnej gry, miagm.w?lg gry skta-
dajacej si¢ z jednego rzutu szescienny kostks, ktdrej Sciany ozna-
ezone zostaly ,oczkami” w ilodei od 1 do 6. . o

Interesuja nas w tej grze zdarzenia polegajgce na Wyrzuceniu

n oczek (n ==1,2,...,6) 1 wszystkie inne +Skladajace sie’ z nich, a wiec
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nalezgce do najmniejszego ciala rozpostartego na tych zdarzeniach
(przeliczalna lub zupela addytywnosé tego ciala nie jest istotna,
mamy bowiem do czynienia ze zbiorem skoriczonym).

Oznaczmy przez u, zdarzenie polegajace na wyrzuceniu n oczek,
a przez A zbiér wszystkich zdarzen u,: A =(Uy,Us,...,Ug)-

Zastanéwmy sie, co mozemy powiedzieé 0 wzajemnym stosunku
zdarzed zbioru A? Odpowiedzi sg dwie: jedna z punktu widzenia
gry, druga z punktu widzeénia ciala U,.

7 punktu widzenia gry zdarzenia u, zbioru A sy przede wszyst-
kim mozliwe (a wiec nie réwnowazne 0), gdyz kostka moZe upagé
ktérgkolwiek dcianka ku gérze, a précz tego wykluczajg si¢, gdyz
budowa kostki i sposéb odezytania wyniku prowadzg zawsze do
jednoznacznego rezultatu, wreszcie w sumie daja zdarzenie pewne,
kazdy bowiem rzut przynosi jaki§ rezultat.

Z punktu widzenia ciala U,, ktdre jest najogélniejszym ciatem
zdarzen, trudno przypudeié, aby ktérekolwiek zdarzenie u, e 4 bylo
absolutnie niemozliwe. Przemawia przeciw temu to, co powiedzie-
lismy o zdarzeniu absolutnie niemozliwym w § 7 niniejszego roz-
dziatu (str. 85). Zajscie zdarzenia w,e.4 nie jest sprzeczne ani z za-

sadami logiki, ani z zasadami matematyki, jest wiec ono mozliwe

(rézne od 0) w U,. Z tych samych jednak powoddéw, dla ktérych
uznaliSmy zdarzenia wu,e 4 za mozliwe, musimy uznaé zdarzenia
Un*Ug (Un,Ur € A) za niewyklueczajace sie. Przypusémy bowiem, ze
umawiamy si¢ odezytywaé jako wynik rzutu nie tylko ilosé oczek
na gérnej fciance kostki, lecz réwniez ilo$é oczek na przeciwleglej
gciance, to jest tej, ktéra dotyka stolu, na ktérym gramy. Kazde
zdarzenie u,-uy jest mozliwe w wypadku, gdy $cianka przeciwlegla
Sciance oznaczonej n oczkami zostala oznaczona % oczkami. Nie-
mozliwo$é zdarzenia u,-ux (n7k) wynika wiec z regul gry, nie za$
.z praw logiki. Podobnymi przykladami moglibydmy uzasadnié nie
tylko,. ze iloczyn dwu zdan, ale tez Ze kazdy z iloczynéw

(9.1)  ty-Uge o Ugy UL Up® eoe® Ugyeuey U " U *Ug *Ug UG UGy orey UL Us oe ™ Ug

(jest ich 26=64) nie jest absolutnie niemozliwy. Wynika stad, ze

zbiér A4 jest swobodnym zbiorem zdarzen. Przypu$émy bowierm, ze

n—1

u..—>2ui—l~ 2, Uy
l=n-p1
wtedy
n—1
(2@1,—|— Z u) =02 Up e o U U Uy * eon” UGy
i=1 f=n+1
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a, wiee . Jeden z iloczynéw (9.1) jest absolutnie niemozliwy, wbrew

_ zalozeniu,

Nalezy zauwazyé, ze w dowodzie swobodnogei zbioru A sko-
rzystalismy tylko z niepustodci s pewnych iloczynéw (9.1), takich
mianowicie, w ktérych wszystkie czynniki précz jednego sa zZanego-
wane. Intuicyjnie uzasadniliémy co$ wiecej niz swobodno$é zbioru 4,
a mianowicie tak zwana niezalezno$é jego elementéw w sensie dzia-
tad algebry Boole’a. Przyjmijmy umowe (umowa ta w dalszych
paragrafach nie bedzie obowiazywala), ze w!=w, u®=u'. Powiemy,
ze zbidr X jest zbiorem el.mentdw zupelnie niezalesmych (rrzeli-

.czalnie wiezaleénych, skoticzenie niezalesnych) w sensie dzialan al-

gebry Boole’a, jesli dla kazdego zbioru ZCX (przeliczalnego zbioru
ZCX, skofezonego zbioru ZCX) i kazdej funkeji f(u), okre§lonej
dla elementéw zbioru Z i przyjmujacej tylko wartodei 0 i 1, element
[] w/® nie jest pusty.
ueZ

Zachodzi twierdzenie:
(9.2) Jegeli zbior X jest zbiorem elementéw zupelnie niezalesnych

w sensie dzialare algebry Boole’a, to X jest zbiorem swobodnym.

Fatwym przykiadem czytelnik wykaze, ze twierdzenie odwrotne
nie zachodzi.

Podane powyzej pojecie niezaleznosei w sensie dziatan algebry
Boole’a znajduje wazne zastosowania w teorii prawdopodobieristwa
i teorii miary.

Powroémy jednak do oplsane] przedtem gry. Rozumujaéc

podobnie jak poprzednio, dOszwmy tez do wniosku, ze Z Ui
=1

" nie jest zdarzeniem ' absolutnie: pewnym, jego pewnofé wymka,

bowiem z takiej a nie innej strukbtury kostki i pod tym wzgle-
dem cialo U, nie jest dostosowane do opisu interesujacej nas
gry. Operacje poznane w poprzednim paragrafie stuzg wladnie do
utworzenia ciata przystosowa.nego do opisu interesujgcej mas gry.

Utwoérzmy element w(A4) = ( 2, 'u,) + z Uz, ideat J(w(4)) = I(4)

i zrelatymzu]my ciato U, za pomocg tego 1dea,1u ‘W ciele U,, rel I{4)
stosunki miedzy elementami zbioru A sg wiagnie takie, jakie po-
winny byé, jezeli je rozwazadé z punktu widzenia naszej gry. Wiee
przede wszystkim 83 one mozliwe na mocy (8.1), wykluczaja sie
wrajemnie na mocy (8.3), wreszeie na mocy (8.4) suma ich jest
zdarzeniem pewnym. ‘ '
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Jednak mimo wymienionych zalet cialo U,,reli(d4) nie jest
jeszeze idealnym opisem gry, o ktérg nam chodzi. W cicle tym sg
bowiem takie zdarzenia mozliwe, relI(4) (a wiec takie, ktérych
przez relatywizacje nie wykluezyli§my), ktére nie nokladaja sie” ze
zdarzert zbioru A. Chodzi tu na przyklad o te, ktére sa (w-ciele U,)
zawarte w ktéryms u, i wykluezaja sie z wszystkimi innymi ele-
mentami zbioru 4. Czytelnik latwo sprawdzi, ze takie wlasnie zda-
rzenia nie .sa ani niemozliwe rell(4), ani tez nie sa réwnowazne
relI(A) z zadna suma elementéw A. Aby takie zdarzenia wykluezyé,
hierzemy pod uwage ciato kanoniczne V(A4), relI(4). Zgodnie z twier-
dzeniem 9 (§ 8, str. 87) zbiér V(A4) jest zbiorem zdarzen réwno-
wainych relI(4) sumom elementéw ze zhioru 4; zbgdne elementy
odpadty (czytelnik sprawdzi to dla elementéw podanych w przy-
kladzie na str. 87), gdyz nie spelniajg tego warunku, stosunek zaf
elementéw zbioru A nie zmienil sie. Uzyskalifmy to, do czego dg-

zylismy: cialo V(4), relI(4) jest. whdciwym opisem inferesujacej

nas gry. , :
Przypudémy jednak, ze nie interesunjy nas szczegélowe liczby
uzyskane w wyniku gry, a chodzi nam tylko o to, czy wynik jest
parzysty, czy nieparzysty. Cheieliby$my wiec utozsamié elementy
zbioru (uy,u,,u;) zaréwno jak i elementy zbioru (u;,us,us), kazde
bowiem dwa zdarzenia nalezace do jednego z tych zbioréw sa dla
nas w danym przypadku takie same: parzyste lub mnieparzyste.
Rodzina B, skladajaca sie ze zbiordw (us,us,us) i (Uy,%s,%5), sta-
nowi: dysjunkeje zbioru A4, mozemy wiec utworzyé cialo scalone
V(4; B), relI(4). W ciele tym mamy dwa atomy: s 14, U
I U+ ug+1us. Pierwszy z nich odpowiada zdarzeniu polegajacemu
na wyrzuceniu parzystej, drugi — nieparzystej ilodci oczek.

§ 10. Produktowanie w ciele zdarzen T

Oméwimy teraz dalsza operacje, zwana produktowaniem w ciele

. zdarzen, ktéra stanowi pewien odpowiednik teoriomnogosciowego

iloezynu.-- kartezjanskiego (zwaihego tez produktem azbiordw; por.

wstep, str. 3). o ‘
OxBRESLENIE 9. Niech -4 bedzie rodzing zbiordéw - zdarzen,

a P=PX iloczynem kartezjanskim zhioréw rodziny A.
XeA ’

 Produktem zbioréw rodziny A w ciele zdarzeth nazywamy zbidr
elementéw ksztattu []f(X), gdzie f e P. Produkt zbioréw rodziny A4
Xea :
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~oznaczamy przez P(A). Gdy 4=(X,,X,,...) lub A=(X,X,,...,X,),
piszemy réwniez PX; i odpowiednio .,‘Z‘X,-.
i=1 i=1
(10.1) Jezeli A=(X), to P(A)=X; jezeli kazdy zbidr X ¢ A zawiera
Jeden tylko element uy, to PA)= ( 1 Mx).
Xea

(10.2) J eé:li A=A4,+A4,, Klasy A, i A, sq roztacene i niepuste,
to P(4)=P(PA;).
i=1

Twierdzenia te wynikajy natychmiast z wlasnosei iloczyn6w
kartezjariskich (por. wstep, str. 3). Dla dowodu drugiego z nich
wystarczy zauwazyé, Ze na to, aby u e P(A), potrzeba i wystareza,
aby istnialy takie w, ¢ P(A,) i 1y ¢ P(d,), 20 u =wu,u,.

OKRESLENIE 10. Produkt @ =P(4) nazywamy - swobodnym, jesli

(10.3) Kazdy element u e P ma tylko jedno przedstawienie w postaci
w=[[{(X), gdzie | P.
Xed

Xed

(10.4) P jest zbiorem swobodnym.
Produkty swobodne maja nastepujgce wiasnosei:

{10.5) Jeseli. A=A,+A,, klasy A; i A, sq. rozlgezne 1 niepuste
i prodult P = PA) fjest swobodny, to kaidy = produktéw Pi= P(4;),
i=1,2, jest swobodny.

Dowdd. Przypusémy, ze jeden z produktéw P, na przyktad @
nie jest swobodny, to znaczy nie spehia (10.3) lub (10.4)

W pierwszym przypadku istnieje element u; ¢ P, majacy dwa
przedstawienia w postaci (10.3). Wtedy jednak kazdy element
Uty € P, gdzie u, e Py, réwniez ma dwa przedstawienia tej postaci,
a wiee produkt £ nie jest swobodny, whrew zatozeniu.

W drugim przypadku istnieje takie u, ¢ P, e

U .

) vefP1—(u1)
Niech uy e Py. Whedy uyts € P i ugug—>uy S 0= 5 wvuy— 3 .
Coe ’ veP1~(u)  veP1—(u1) ueP—(uy-usg)

a wige produkt 2 nie jest swobodny, whbrew zalozeniu.
Udowodnimy jeszcze twierdzenia:

(10.6) Jeseli P=P(A) jest produktem swobodnym, A;CA i A,#0,
to Py == P(A,) jest produltem swobodmym. ‘

[y
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(10.7) Jezeli PA) jest produliem swobodnym, to kaidy zbidr X ¢ A
jest zbiorem swobodnym.
Pierwsze z tych twierdzen jest oczywiste w przypadku A4, =4;

w przeciwnym przypadku wynika ono z (10.5), jezeli przyjmiemy
- A,=A4—A4,. Drugie twierdzenie wynika réwniez z (10.5), jezeli

przyjmiemy 4, =A4—(X), 4,=(X).
' Udowodnimy teraz pewne twierdzenie nie dotyczgce specjalnie
produktéw, wazne jednak przy ich omawianiu. Twierdzenie to za-
chodzi dla’ ciala zdarzen, gdyz ciato zdarzen jest na mocy (Z1) (por.
§ 7, str. 85) ciatem zupelie addytywnym i atomowym. Dla ciat
zupelnie addytywnych, lecz nie atomowych, twierdzenie to nie
zachodzi. . '
(10.8) Jezeli A jest klasq zbiordw zdarzeh, P =x}:X’ to

: €

2 [Tix) =[] Yu.

feP Xed Xed ue X

)= u dla kazdej funkeji feP, wiee

ueX
[THX)—=]] Zu, skad wynika, ze Z' f[f i&yg,xu._

Xed XeAueX

Przypusémy teraz, ze v jest atomem clala zdarzen i v [ > w.
XeA ueX '

Dowd6d. Poniewaz f(X

Istnieje wtedy dla kazdego X e A takie u e X, ze v->u%, a zatem

istnieje tez taka funkeja foe P, ze v—fy(X) dla kazdego X e A.

Wynika. stad, ze
’L’_’”fo -X)"*Z' [THx

feP XeA
Udowodmhémy, ze kazdy atom zawarty w [] )J u jest zawarby
XeA ueX
sz; H f(X), a poniewaz cialo zdarzen jest atomowe, wige na mocy
€
(12.8) p rozdzuﬂu I wynika stad, ze '
[N Yu-=2 [[{x
Xed ueX SfeP Xed

€O WIaz 7 poprzedmm zawieraniem daje teze nagzego twierdzenia.
Twierdzenie to nazywa sie twierdzeniem o zupelnej dystrybutywnodci.
Wymka;a z niego natychmiast twierdzenia:
(10 9) 2 u=[] Yu.

ued(A) XeA ueX
(10.10) Jezeli P= P(A) jest produkiem .swobodnq/m, to dla kasdego
Xoed i uyeX,

[l 2u

XeA—(X, X
FE=uo A=Co) e
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§ 11. Zespoly regularne cial kanonicznych
TWIERDZENIE 10. Jezeli ﬂ’:SZ’(A) jest produlktem swobodnym, to
= > w(X).

 Xed
Dowdd. Przy]mujade jak zwykle P= PX oraz korzystamc
ze swobodnogci produktu £ i z (10.8), otrzymu]emy

111) w(P)= ( KEP) ulug—(z JH#) + PX@[f(X)-g(X
ullul?lz:u f#g ¢
a12) S =3[0+ 2 ww]=3 (S0 +5 3 ww=
Xed Xed™-ueX "1411;2:2}[ XeA m-:X Xed u}‘lz;éguer
=([l Zuw+Y X uluz—(Z HfX))+2 L
XeA ueX Xed ":141'2::’ Xed u}‘il;g:z

Udowodnimy pomocniczo kilka wzoréw:

(11.3) ’ . Z ”[f X)-g X)]—>§; .,12 Lt
#8 u’ll;zusz

Niech f i g bedg dwiema réznymi funkcjami produktu P.
Istnieje wiee taki zbidr X,e 4, ze f(X,)5£9(X,). Wtedy

[TIHZX)-9(X)] (X, > X wug—2 X g,
Xea uy, uge Xp XeA up,upeX
uyFug urFug

a poniewaz zawieranie to zachodzi dla kazdej pary réznych funkeji
produktu P, wiee zachodzi wzér (11.3).
Na podstawie (11.1), (11.2) i (11.3) otrzymujemy

(11.4) w(P)—>Z w(X),
sy X 2w, Z Hf - 2 XY -g(X)].
Xed u;lng;zx ,fg;gP Xed

" Niech v bedzie atomem ciata U, zawartym w lewej stronie (11.5).
Istnieje wéwezas taki zbiér X, e 4 i takie elementy u,u, ¢ X, ze
Uy Uy 1 V—>u Uy, Procz tego za$ taka funkeja fe P, ze v—>f(X) dla
kazdego X e A. Niech f, i f, beda takimi funkejami z P, ze f,(X)=
=1 X)=f(X) dla X e A—(X,) i fy(Xo)=1s, fo(X,)=1;. Funkeje f
89 rézne, a procz tego v— fl(X)~f (X) dla X e 4, a wiec

o= JTTAX) (XN 2 TTTA) (X))
f?&g
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Udowodnilidmy, ze kazdy atom lewej strony wzoru (11.5) za-
wiera sie w prawej stronie wzdru (11.5). Na mocy (11.8) z rozdziala 1
zachodzl wzoér (11.5).

Z (11.1), (11.2) i (11.5) wynika tatwo, ze
(11.6) S w(X)—w(2P),

XeA
skad z uwagi na (11.4) otrzymujemy twierdzenie 10.

Twierdzenie 10 mozna wypowiedzie¢ réwniez w postaci:

(11.7) Jezeli produkt P = P.A) jest swobodny, to najmniejszym ide-
atem zupelnie addytywnym zawierajacym ideaty I1(X), XeA, jest
ideat I(P). .

OERESLENIE 11. Jezeli produkt P = P(d4) jest swobodny, to
ciato V(P), rel I( L) nazywamy zespolem regularnym cial V(X), rel I(X),
gdzie X ed. : ,

Ciata V(X), relI(X) nazywamy skladowymi zespolu.

Udowodnimy teraz, ze:

(11.8) Jeseli P=P(A) jest produlitem swobodnym, to XCV(P), dla
kazdego X e A. ‘ ,

Ze wzgledu na twierdzenie 9 (§ 8, str. 87) wystarezy wykazaé,
ze kazdy element u, e X, ¢4 jest réwnowazny relI(P) pewnej su-

mie elementéw L. Przyjmujemy P-Px i vo= 2 I f(X)
Xed f(Xfoii,uo Xed

vo=uy [ 2w, a wiec ujv,=0 i na

Na podstawie (10.10)
XeA~(Xp) ue X

podstawie twierdzenia 10

3 () —>2(Z’u) —%Zw w(P).

XeA—(Xp) ueX XeA ueX Xed

Ty =1y

Mamy wiec
o == Vg == U + Uq Dy = Uy € I(P),
z czego Wymka, ze uo_vu, relI(%), co dowodzi slusznosei twier-
dzenia.
Udowodnimy teraz
TWIBRDZENIE 11. Jeseli P =P 'A) jest produltem swobodnym,

to kaéde cialo skladowe V(X),relI(X) jest podciatem zespolu requ-
larnego V(P), rel I(P). '

Dowdéd. Wykazemy, ze spelione sg w%y%kw warunki twicx-
dzenia (6.5) (str. 81).

icm
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Warunek (3) wynika z twierdzenia 10, a z niego i z (11.8) wy-
nika natychmiast warunek (1). Warunek (2) jest zalozony. -Spel-
nianie warunku (4) wynika z twierdzenia 9 (str. 87). Z tego samego
twierdzenia wynika tez spelienie warunku (5), gdyz na jego pod-
stawie X jest zbiorem atoméw reprezentacyjnych cial V(X), rel I(X),
P zag zbiorem atoméw reprezentacyjnych ciata V(2), rel I(P).

§ 12. Zespoly regularne cial scalonych

Zaczynajac od tego paragrafu bedziemy rozpatrywali tylko
produkty przeliczalnych i skofczonych klas zbioréw zdarzen. Twier-
dzenia bedziemy formutowali w zasadzie dla klas przeliczalnyeh,
przy czym bedziemy zakladali, ze ich elementy sa ustawione w ciag
A=(4,,4,,4,,...). Przeniesienie twierdzer na przypadek klas skox-
czonych nie nastrecza wiekszych trudnosei. Przypominamy, ze

w omawianym przypadku produkt oznaezamy przez LPA,-, elementy

zas iloczynu kartezjariskiego PA, s ciagami {u,}, gdzie u;e 4;.

Przypominamy dalej, ze plodukt przeliczalny, ktérego wszystkie
czynniki sg réwne temu samemu zbiorowi A, 0zZnaczamy przez A%,
(por. wstep, str. 5).

TWIERDZENIE 12. Jeseli P= ,‘Z’A, jest produktem swobodnym,
B zas klasq zbioréw bgd@ag dy Jsmnko]@ ka dego ze zbioréw A;, to klasa H,
kidrej elementami sq produkty Q’(AiB i), gdzie {B;} e B, stanows
dysjunkcje zbioru P. = , |

Dowéd. Niech u < 2P, a wiee u:ﬁ wi, {u}« P=P4,

Poniewaz B stanowi dysjunkeje k&lzzciefro ze zbioréw;_lin wiec dla

kazdego u; 1stmeJe jedno takie B;eB, ze w,eBl, wtedy {u,}eP(A By,

a ngc U e Fl’(A B;), co dowodzi, ze

i=1

PC S BAB)=3X.

{B}eB% i=1 XeH

Niech teraz @,,P,<H, PP, i P,— m( 4,BY), @, if’(A B®),
=]

{B®}, (B®} ¢« B™, Dla pewnego j mamy Wtedv oczywiscie BY £ BY,
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g poniewaz B stanowi dysjunkcje zbioru A;, wige 4;BPBE® =0,
Gdyby jednak bylo -2, -%,5#0, to istnialby taki element u ¢ 2P,
76 we Py i ueP,. MielibySmy zatem

o o0 o0 [e's] )
w=[11®P =142, 4P} e P(4,;BP), {uP}eP(4,;BP),
=1 f=1 ; f=1

I=1

ale, jak udowodniliémy poprzednio, 4;BPBP =0, skad wynika,
ze uf’ %4, a wiec u mialoby dwa réine przedstawienia w po-
staci iloczynéw elementéw zbioréw 4j, wbrew zalozonej swobodnosci

produktu L. Wynika z tego, ze
PP FP=0 dla DPF#P i P,PeH,

co wraz z poprzednio udowodnionym zawieraniem dowodzi twier-
dzenia 12.

o]
OXRESLENIE 12. Jezeli produkt L= PA4; jest swobodny i klasa B
i=1
jest dysjunkeja kazdego ze zbioréw 4;, to zespolem regularnym ciak
scalonych V(4;; B), rel I(4;) nazywamy cialo scalone V(P; H), rel I(P),
gdzie H jest klasy produktéw P(4;B;), {B;}‘eB"". Ciala V(4;; B),
i=1
rel(4;) nazywamy skladowymsi zespotu.
Udowodnimy twierdzenie:

(12.1) - Prodult L= LAY}, gdeie AF jest ebiorem elementow Iesztattu

i=1

%'Bu, BeB, A4;B+#0, jest zbiorem atomdw reprezentacyjnych zespotu
ued;

V(%; H), rel I{P).

Na mocy (8.6) zbiorem atoméw reprezentacyjnych ciata V(P;H)

!
relI(P) jest zbibr elementéw ksztaltu

> u, gdzie L(4:B)#0, (B} eB".
=1

(=]
Cue P (4;B)
$=1

Poniewaz na mocy (10.8) dla takiego atomu zachodzi warunek

2 ou= 00 w=]l Suea,

oo L i=1 uedyB,
ue AiB)  {ude P (4,B) M
jum fenl

wige otrzymujemy teze twierdzenia ('12.1).
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Nalezy zwrécié uwage, ze zbiorami atoméw reprezentacyjnych
cial V(4;; B), relI(4;) s3 na mocy (8.6) wiadnie zbiory 4}. Mozemy
wiec twierdzenie (12.1) wypowiedzie¢ w nastepujacej postaci:

Atomami reprezentacyjnymi zespolu reqularnego ciat scalonych sq
tloczyny atomdw reprezentacyjnych ciat skladowych.

TwIERDZENIE 13. Ciala skladowe V(A;; B), rell(4;) sa podeia-
tami zespotu V(P; H), rel I(P).

Zastosujemy znowu twierdzenie (6.5). Z (12.1) wynika, ze kazdy
atom ciata V(4;; B), relI(4;) jest relI(4;) suma atoméw zespohu
V(P; H), rel I(%P) w nim zawartych. Spelniony jest wiee warunek (5),
a na mocy zupelnej addytywnodei i atomowogei obu cial spelione
83 réwniez warunki (1) i (4). Warunek (2) wynika z zalozenia,
warunek za§ (3) z twierdzenia 10.

§ 13. Przyklad zastosowania i wyjasnienie intuicyjne operacji
wprowadzonych w §§ 10-12 ‘

Przypudémy, ze mamy nieskoliczony cigg kostek, n-ta kostka
jest (n+ 3)-dcianem, ktérego fcianki zostaly oznaczone oczkami w ilo-
gei od 1 do n-+3. Gra (zupelnie fikeyjna) polega na nieskohiczonym
ciggu rzutéw: w n-tym rzucie rzucamy n-tg kostks. (Ksztalt i ma-
terial, z ktdrego kostki zostaly wykonane, nie interesuje nas tu zu-
pelnie, dane te mogy bowiem wplywaé na prawdopodobienstwo wy-
nikéw gry, nie zad na jej opis.)

Interesujace nas zdarzenia polegaja na wyrzuceniu w n-tym

rzucie % oczek, gdzie k<n+3. Oznaczmy te zdarzenia przez ul’,

przez A, zad zbiér zdarzen (uP,ul...,ul,). ‘
Rozpatrywana gra jest utworzona z przeliczalnej ilodei gier
wSkdadowyeh”, mianowicie z gier polegajacych na rzucie (n--38)-
-§cienng kostka. Dla kazdej z tych gier umiemy wyznaczyé ciato
zdarzen opisujace te gre; jest to cialo V(4,), relI(4,). Nie wystarczy
to jednak do opisu interesujgcej nas gry, bo ciata kanoniczne zbio-
réw A, opisuja nam tylko jakby poszezegélne segmenty gry; dla
opisu 'cate] gry nalezy utworzyé zespdt regularny, ktérego poszcze-
g6lne ciala kanoniczne zbioréw A, bylyby skladowymi. Wiemy, ze
warunkiem na to, azeby taki zespdl dat sie utworzyé, jest, aby
produkt ‘l’:f?(A,,) byt swobodny. Zastanéwmy sie, czy mozemy
. i=1

zatozy¢ swobodno§é tego produktu. Utwérzmy iloczyn kartezjanski

Podstawy rachunku prawdopodobienstwa 7
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P= PAi, jest to, jak wiemy, zbiér ciagéw postaci (uf }, gdzie

Ic,,<w—|—3 Korzystajac z zatozonej ,ogolnodei” ciala zdarzen U,,
polegajacej na tym, ze tylko te zdarzenia sg W nim niemozliwe,
ktére sa niemozliwe z powodéw natury logiczno-matematycznej
(a wiec absolutnie niemozliwe), i rozumujge analogicznie jak w § 9
przy uzasadnianiu swobodnofei rozpatrywanego tam zbioru zda-
rzei A (str. 88), mozemy uzasadnié swobodnosé zbiorédw A,, a précz
tego to, ze zaden z iloczynéw

(13.1) _H 0@, (ud) e P,

a nawet Zaden z iloczynéw

e ' .
x[=[1 W0, 0| 4],
nie jest absolutnie niemozliwy (przypominamy, Ze DA’l]o jest naj-

muiejszym podcialem ciala U, zawierajgcym 4;; por. rozdzal I,
§ 8, str. 45). “Wynika, z tego swobodnodé produktu L. Gdyby bo-

(13.2) 1040,

wiem H ud = H ui na preykiad «f=£4, to mielibysmy
=1

I]u(’) (”?A“)) ”u(') Z WY = Z(m(’)'ﬂu ) 0,
i=1 . f==1 =]
2 poniewaz pusto§é sumy pociaga pustodéd kazdego ze skladnikdw,
wiee w szezegdlnosei

(o]
ul Hu“) nu(') wf” - wf® [T uf =o0.

i=1 i=1 i=n+1

Jest to iloczyn ksztaltu (13.2), wiec z jego absolutnej niemozli-
wosci wynika, Ze

uf U =0, ezyli uf) Cuf?,

& poniewaz wedhig zatozenia 4{?z£u{”, wiec zbiér 4, nie jest swo-
bodny, wbrew zalozeniu. '

Latwo zauwazyé, ze w powyzszym dowodzie nie skorzystali§my
z mozliwodei wszystkich iloczynéw (18.2), a skorzystaliémy tylko
z niektérych =z mnich, bardzo specjalnej postaci. Intuicyjniec uza-
sadnilidmy tak zwang niezaleénosé w semsie dzialan algebry Boole'a

icm
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ciat [lAi}] ktéra (przy zalozeniu swobodnoéci zbioréw A4;) do do-
wodu nie jest konieczna.

Niech E bedzie klasg podeciat ciala U Mommy, e E ]esb klasg
podeial zupelnie niezalesnych (przeliczalnie niezaleinych, skovczenie
niezaleinych) w sensie dzialan algebry Boole'a, jesli dla kazdej funk-
eji fe P V' (takiej, ze tylko przeliczalnie, skoticzenie, a w przypadku

skonczone; niezaleznogci skoriczenie wiele jej warto$ei f(V) jest ros-
nych od 1) mamy Vn f(V)#0, jezeli tylko f(V)#0 dla kazdego V ¢ E.
€E

Zachodzi twierdzenie

(18.3) Jezeli A jest klasa swobodnych zbioréw zdarzen, o ciala [[A []

gdeic A € A, sq zupelnie niezalesne w sensie dzialarh algebry Boolée'a,
to PA) jest produkiem swobodnym.

Latwym przykladem mozna dowiedé, ze nie zachodzi twierdze-
nie odWTotne Mamy natomiast twierdzenie

(13.4) Ciala skladowe zespolu regularnego cial kanonicenych stano-
wiq rodzing zupelnie niezaleinych podcial tego ciala. (Niezaleznogé
brana jest oczywidcie relI(%), to znaczy zada sie, aby []f(V)s40,
rel (), gdzie f(V)50 dla wszystkich ciat sktadowych V tego zespohu.)

Wynika to latwo z twierdzen 9 i 11 (str. 87 i 94).

Zespot V(P), relI(P) jest opisem interesujacej nas gry. Nalezy
zwrécié uwage na to, ze w my$l twierdzenia 11 ciala skladowe sg
podcialami zespolu. Jest to wyrazem faktu, ze struktura gry nie
zmienia si¢ przez. wlaczenie danej gry do zespolu innyeh gier. In:
nymi stowy: gra zlozona jest prosta superpozycja gier skladowych.

Przypudbmy teraz, ze w n-tej grze zespolu V(P), rel I P) przestaje
nas interesowaé uzyskanie szezegbtowego wyniku, a interesuje tylko to,
do ktérego ze zbioréw klasy B, nalezy element uJ’ uzyskany
w wyniku tej gry, gdzie B, jest rozbiciem zbioru 4, na zbiory
rozlgezne (jest wiee dysjunkeja tego zbioru spelniajgca warunek

) X=A4,). Kazda z gier indywidualnych zmienia sie wtedy, i jak
XeB, '
wiadomo, opisem n-tej gry nie jest juz cialo kanoniczne V(4,), rel I{A4,),

o«
lecz cialo scalone V(A,,B,),rell(4,). Utwérzmy klase B=2'B;.
i=1

Stanowi ona dysjunkcje kazdego ze zhioréw A,, i to, intuicyjnie
rzecz biorge, takg sama jak B, (a to dlatego, ze zbiory 4, sa mie-
dzy sobg rozlaczne, co wynika nie tylko z opisu tej wlasnie gry,

7%
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lecz ogéhlie' ze swobodnodei produktu). Ciala V(4,, B,), rell(4,)
i V(4,,B),relI(4,) sa identyczne. Utwérzmy teraz zespdl regu-
larny cial scalonych V(P; H), relI(%). Cialo to jest opisem oma-
wianej gry po dokonanej juz modyfikacji gier skltadowych.
Operacja tworzenia zespoléw regularnych wystepuje w teorii
prawdopodobieristwa niezmiernie czesto, wszedzie tam, gdzie roz-
patrujemy gry losowe zlozone z ustalonej ilodci gier skladowych,
ktére sg zupelnie okre§lone przez swéj numer porzadkowy, zatem

struktura kazdej z nich nie jest zalezna od ewentualnie juz uzyska-

nych wynikéw innych gier skladajacych sie na calogé.

§ 14. Zespoly osobliwe

Pojecia, ktére wprowadziliSémy, nie wystarczaja do opisu nie-
ktérych gier, nawet bardzo prymitywnych; poza ich zasiggiem po-
zostaja mianowicie wszelkie gry, w ktérych liczba i struktura péz-
niejszych gier skladowych zalezy od wyniku gier skladowych weze-
$niejszych. Rozpatrzymy kilka przypadkéw.

1° Z urny zawierajgcej numery 1, 2, 3, 4 ciggiemy numery tak
dlugo, az suma wyciggnietych numeréw osiggnie lub przekroczy
liczbe 3. Numer wyciagniety rzucamy z powrotem do urny przed
nastepnym. ciagnieniem.

2° 7 tejze urny ciagniemy dwukrotnie, nie rzucajac Wyciq,gni@—
tego numeru z powrotem do urny.

30 7 tejze urny ciggniemy tak diugo, az suma wyciggnigtych
numeréw osiggnie lub przekroczy liczbe 3, a wyciagnietego numeru
- nie rzucamy z powrotem do urny. '

W pierwszym przypadku gra koiezy sie po pierwszym, drugim
lub trzecim ciggnieniu, to znaczy obejmuje 1, 2 lub 3 gry skladowe,
z ktérych kazda polega na ciggnieniu z wny o skladzie 1, 2, 3, 4.
Struktura kazdej gry skitadowej jest wiec z géry ustalona, nieza-
leznie od wyniku poprzednich gier, natomiast liczba partii zalezy
od przebiegu ciggnien. Atomami (to znaczy mozliwymi wynikami
gry) s ciggnienia: (3), (4), (1,2), (1,3); (1,4), (2,1), (2,2), (2,3), (2,4),
(1,1,1), (1,1,2), (1,1,3) i (114) -

W drugim przypadku gra sklada sie zawsze z dwu g1e1 skla-
dowych, ale strukbura drugiej gry zalezy od wyniku pierwszej:
- jezeli za pierwszym razem wyciggniemy odpowiednio numery 1,2,3, 4,
to.za drugim razem ciagniemy odpowiednio z urny zawierajacej
numery 2,3,4; 1,3,4; 1,2,4; 1,2, 3.

icm
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Atomami sg eciagnienia (¢,§), gdzie 4,§=1,2,3,4, is%j; jest
ich 12.

W trzecim przypadku liezba ciagnied wynosi 1 lub 2, zaleznie
od wyniku pierwszego ciagnienia, a struktura drugiego ciagnienia
(o ile sie ono odbywa) tez zaleZy od wyniku pierwszego ciggnienia.
Atomami ciggnienia 83: (3), (4), (1,2), (1,3), (1,4), (2,1), (2,3) i (2,4).

W celu opisania takich gier, w ktérych liczba i struktura gier
skltadowych pédiniejszych zalezy od wyniku gier skladowych wezes-
niejszych, wprowadzimy pojecie zespotu osobliwego. :

ORXRESLENIE 13. Rozszerzeniem swobodnego produktu £=2PA4
=1

nazywamy zbiér @*Ag—i’—{— Z P4,

n=11=1

OXRESLENIE 14. Element u e $*= Q’*A; nazywamy odecinkiem

=1

k-tego rzedw elementu v e £* wtedy i tylko wtedy, gdy badz v= H Tty
. i=1

k L ]
{1,}ePA oraz uzﬂ v, gdzie k<, bads odpowiednio »=]]w;,
i=1 i=1
{03} e_PA,- oraz u:ﬂ v;, glzie k<oco.
(14.1) ueP*= @*A jest wtedy i tylko wiedy odcinkiem elememu

=1

v e P*, gdy v—>u.

' 00
Wiynika to z zalozenia swobodnosci produktu P4;.
i=1
Udowodnimy jeszcze twierdzenie

(14.2) Na to, aby AC P*A; byt zbiorem swobodnym, polrzeba i wy-
' si=1
starcza, aby zaden 2z jego elementéw nie byl odcinkiem innego  ele-
mentu tego zbioru. ‘
Warunek oczywiscie jest konieczny. Przypudémy, ze warunek

zachodzi, a mimo to dla pewnego u,e¢ A mamy u,—> )u
uEA—(uo

Niech %y =[] u; bedzie takim elementem produktu Sszl’Ai, dla
i=1
ktérego w, jest odcinkiem. Mamy whedy

Tty = To—>Uy 2 u= 2 Wu.
ued—(g)  ued—(ug)
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Kazdemu u ¢ A— (uy) przyporzadkujmy teraz pewien element % ¢ @

n
w nastepujacy sposéb: jezeli u e P, to w=w, jezeli za§ we LA,
i,

o0
to T=u [] u;. Jest wtedy Tu—%, %eP i UW#u, dla kazdego
i=n+1

# e A—(u,), & wiee
' To— D Tgu—> D 7y
ueA—(up) u€A—(up)
" eo jest sprzeczne z zalozeniem swobodnofei produktu 2.
oo .
OxBESLENIE 15. Jezeli = PA,; jest produktem swobodnym,
i=1

)
A zad zbiorem swobodnym zdarzedn zawartym w P*4,;, to element

{=a,
. L, &
(14:3) w(@lA)=(Du)+2 X wu,
ued =1 u:h,llgs;;

nazywamy elementem kanonicenym zbioru 4, ideal za$
(14.4) I(P|A) = I(w(P/4))

' nazywamy idealem kanonicenym zbioru swobodnego A.
Udowodnimy twierdzenie

(14.5) - Jezeli uy € A, to ug nie jest zdarzeniem w&eMoz‘h’wym, relI(P[A).

Dowdd. Przypudémy, e e A i uy=0,rell(P[4); wtedy

wy—>w(P[A) = (Zu)'—}-g’ PARTRTA

ued i=1 wy,ug€d;
upFEug

ale :

uo( X u)' =0,

. ued
wige
oo
Ug=>2 2 gty
i=1 up,up€d,
u1Fug

Oznaczmy przez %, dowolny element produktu P, ktérego
odcinkiem jest w, Mamy wtedy %,— u,, a wiec

e oo
= = . - -
U —%2 2wy Y Uy D Uy
i=lug,used; I=1'uy,ug€d; ne?
ToupEuy : uyFEuy
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skad, na podstawie (11.5) i (11.1), otrzymujemy, zZe

Ty—> X gty w(P),
uy,us€ P
u1Fu

co jest rownowazne warunkowi Z,=0, relI(%P) i pozostaje w sprzecz-
nosci z (8.1).
Udowodnimy jeszcze twierdzenie

(14.6) 2 u=1, rel I(P|A).

ued

Twierdzenie to wynika bezposrednio z wzoru (14.3) i okre-
§lenia 15. '

Zauwazmy jeszcze, ze zachodzi twierdzenie:

(14.7) Jeteli wy us € Az, UyF Uy, 10 U, =0, rel I(P[4).

Poniewaz z (14.2) i zalozenia, ze u; % u,, wynika, ze zaden z ele-
mentéw u,,u, nie jest odcinkiem drugiego, wiec istnieje takie A
i takie v;,v, € A;, 20 V;FEV, 1 U=y, Up—>0y; Whedy

X
Uy Uy —> Dy Vg —> D way— ) P Uty —w(P[A),

uy,ug€A; i=1 u1,us€ed;
u1Fus uyFus

co dowodzi tezy (14.7).

OXRESLENIE 16. Jezeli A jest swobodnym podzbiorem rozsze-
o
rzenia swobodnego produktu £ = PA;, to najmniejsze, nasycone
i=1
i zupelie addytywne podciato ciata U, relI(P[A) zawierajace A
nazywamy zespolem osobliwym i oznaczamy przez V(P/A4),rel I(L/4).

TWIERDZENIE 14. Zespdt osobliwy V(P/A), rel I(P|A) jest zu-
pelnie addytywnym i atomowym cialem, dla Fkidrego A jest zbiorem
atomdw reprezentacyjnych. Do zbioru V(P[A) naletq te i tylko te zda-
reenia v, kiére dla pewnego XCA spetniajg réwnowainosé
(14.8) v=) u, rel I(P/A).

ueX S

Dowédd. Ze wzgledu na (14.5), (14.6) i (14.7) twierdzenie 14

jest szczegllnym przypadkiem twierdzenia (13.1) z rozdziatu I (§ 13,
str. 64), co dowodzi stusznodei tezy.

Oznaczmy przez Ay zbiér tych elementéw, ktére sq odeinkami

k-tego rzedu elementéw zbioru 4; przyjmijmy AP =4, i dla kaz-
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dego vedr— A oznaczmy przez A}:’.}l zbiér tych elementéw u, dla

ktérych vu € Agyq. Oczywidcie

(14.9) abiory AL, A§), sq swobodne,

co wynika z tego, Ze s3 one podzbiorami swobodnych zbioréw A,
Apyy. : '

OXRESLENIE 17. Ciala kanoniczne V(4{), relI(4P) i V(4@
rel I(4),) nazywamy skladowyms zespotu osobliwego V(P[A), rel I( PIA).
W dalszym ciagu, nie zmniejszajac ogdélnosei rozwazan, bedziemy
dodatkowo zakladali, ze .

v @ |
A= Y AP
vedy—-d

14.10) A, =49,
gdyby bowiem tak nie bylo, wystarczyloby w ciagu {4;} zastapié
zhiory 4; przez zbiory wystepujgce po prawej stronie réwnosei (14.10).

Na zbiér A nie ma to zadnego wplywu.

Stosunek skladowych zespolu osobliwego do samego zespolu
jest nieco bardziej skomplikowany niz w przypadku zespolu regu-
larnego. Zbadanie tego stosunku wymaga pewnych rozwazan po-
mocniczych. Udowodnimy, ze

(14.11) ACV(P/A), k=1,2,..

. k
Dowéd. Niech uge A i ug=]] 7A§°), a Z, niech bedzie zbiorem
i=1

m ‘

tych ued, ktérych odeinkiem jest w,. Niech u; =[] 4P bedzie do-
fe=1

wolnym elementem 4. Zbiér Z, oczywifcie nie moze byé pusty.

Rozréznimy trzy przypadki:

) m<bk, :

b) m>k iP5 dla pewnego j<,

¢) m>k i u, jest odeinkiem u,.

Przypadki te wyczerpuja wszystkie stosunki, jakie mogy za-
chodzié miedzy uy i u,. ‘

W przypadku a) u; nie moze byé odcinkiem Uy, gdyz wtedy
bylby odeinkiem kazdego elementu zbioru Zy,y co z uwagi na (14.2)
i swobodnogé zbioru 4 jest niemozliwe. Istnieje wiee takie §<m,
ze 1P#uP, i wtedy Ugtty 570 P - 0( P/ A),

a wige Ugu =0
relI(P/A). N
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©

Korzystajac z zalozenia, ze u’su®, za pomocs analogicznego

rozumowania jak powyzsze wykazujemy, ze w przypadku b) mamy

gy =0, rel I(P/A).

W przypadku za§ ¢) mamy oczywifcie u,—>u,, a Wiee Ul =
=1y, relI(P'A).
W przypadku c) mamy wiec D, u->u,, & w przypadkach a)

ueZp
i b) mamy
(14.12) uosuo(Zu)Euo Dutu, 3 u=uy S u= ), u, relI(P4),
ned ueZy uedA—2Zy ueZy ueZy

co dowodzi stusznodei tezy (14.11).
Udowodnimy jeszcze dwa wazne twierdzenia:

TWIERDZENIE 15. Cialo skladowe V(AL), relI(AP) jest podeia-
tem zespolu osobliwego V(P A), rel (P A).

Dowéd. Uzyjemy znowu twierdzenie (6.5) (str. 81). Poniewaz
oczywiscie kazdy element A jest zawarty w swoim odeinku 1-szego
rzedu, a wiec elemencie zbioru 4,= 4L, mamy wiec

D u—> > u, z czego wynika, ze ( 2 u)——»( Zu)',

ued ueAgl ueAgl) ued

o wraz z okredleniami ideatéw I(AP) i I(P'A) wykazuje, ze pierw-
szy z tych idealéw jest zawarty w drugim, ezyli-spelniony jest -wa-
runek (3). Spelianie warunku (3) ‘wraz z (14.11) pociaga za sobg
spelnianie warunku (1). Warunek (2) jest spelmiony z zaltoZenia,
warunek (4) na mocy twierdzenia 9, warunek zaf (5) na mocy wzorn
(14.12) oraz twierdzen 9 i 14.

TWIERDZENIE 16. " Dla kasdego ve Ay — A, k=1,2,..., ciato skla-
dowe V(AL)), relI(AL),) jest podciatem ciala V® PJA), rel I(PJA)V
vJ(s') bedacego nasyceniem ciata V(P|A), relI(L]A)VI (V')

Dowéd. Niech wue A}c”ll; woéwezas na mocy ok:eélenia, Afc"ll
i (14.11) mamy vw e Ag,CV(P[A); z drugiej jednak strony vu=
=w,relJ(v'), wige tym bardziej rel I(P,A) v J(v'), a zatem u eV(”)(Q/A),
co daje

(14.13)

N@ mocy twierdzenia 14 i (14.10) zbiorem atoméw reprezenta-
cyjoych ciala VO(P/A4), rel (@A) vJI(v') jest zbiér tych elemen-

AL CTO(24).
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téw A, ktore s zawarte w v; 83 to zarazem te elementy, kto1ych
odcmklem jest v, 1 tworza one zbiér Z,. Mamy wiec
(14.14) 2 u=1,rel[(P|A) VI ().

ueZy
Poniewaz jednak » nie jest elementem A, wiec v jest odeinkiem
whdciwym kazdego u e Z,; innymi slowy, kazdy weZ, ma jako
(k+1)-szy czynnik pewien element zbioru A§),, skad wynika, ze

Du—> D u,

ueZo ueAg?_l

co wraz z (14.14) daje
S w=1, relI(P/4) vJ ("),

®
nedyiy

& poniewaz na podstawie (4.4) mamy
I(P[A)V I (v') = (w(L[4)+v'),
wiec ostatecznie :

(Y u)' —w(PlA)+v'.
HEAJE—ZI

Stad-wobec (14.3) mamy
o) =( 5 uf + X (@A) +o,

“‘Ak+1 uy, ”2EAk+1
. ur1¥uy
wiee
I(AR) CI(B[A)+v,

co stwierdza zachodzenie warunku (3), 4 wraz z (14.13) réwniez
warunku (1) twierdzenia (6.5). Warunek (2) tego twierdzenia jest
oczywiscie speliony, warunek (4) wynika z twierdzenia 9, waru-

nek za$ (5) z wzoru (14.12) i twierdzen 9 i 14, co dowodzi slusznoém
twierdzenia.

Przyjmijmy
n m~1
P=P4), AV=4,443 2,
= ne=al

W przypadku gdy A jes‘ﬁ swobodnym podzbiorem rozszerzenia gwo-
bodnego produktu P = Q’A,, woéwcezas P, sa swobodnymi produk-

=1
tami, 4, za$ swobodnyml podzbiorami ich rozszerzed. Uprawnia to
do przyjecia nastepujacego okreglenia:
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OKRESLENIE 18. Zespol V(P,[A®), rel I(P,/A™) nazywamy
zespolem czgdciowym rzedw n zespotu osobliwego V(PJA), rel I(PA).

Zwracamy uwage, ze stosownie do uwagi uczynionej na po-
czatku paragrafu 12 (str. 95) okre€lenie 18 stosuje sie réwniez do

N
przypadku, gdy 2 =i£’Ai; whedy oczywiscie musi byé n <N. Z uwagi

‘na to mozemy wypowiedzie¢ twierdzenie

(14.18)  Jezeli V(Do A®), 1el I(PofAD) i V(PoufA™), 1el I( P A™) sa
zespolami czgSciowymi zespolu osobliwego V(PJA), rel I(P[A) i n<m,
to V(PuJA™), el 1( P, A")
rel I( P,/ A™).

jest zespolem czedciowym V(Pu/A™),

Udowodnimy ponadto, ze

(14.16) I(PJAD)CI(P/A).

Wezmy pod uwage element wed; jezeli u jest odcinkiem
rzedu <n jakiego§ elementu produktu P, to u e A®; jezeli u jest
odcinkiem rzedu >n, woéwezas oznaczajac przez u, jego odeinek
n-tego rzedu mamy u—>u,e A,CA®, w kazdym wiec przypadku
« zawiera sie w pewnym elemencie zbioru A("), wobec c¢zego
Du— D u, a zatem ( > u)'—>(2u)', co daje z latwodcig (14.16).
ued ueA® ued™ ued

Ze W;gl@du na (14.11) i (14.16) mamy
(Za/A®) CV(2/4).

Biorac pod uwage (14.15), wzory (14.16) i (14.17) daja sie
nogblnié w sposéb nastepujgcy: A

(14.17)

I(P,JAR)CI(P,/A®)C...CI(P[A),
V(P JAP)CV(P,]AP)C...CV(P/A).

(14.18)
(14.19)

TWIERDZENIE 17. Zespdt cxesciowy V(PulA®), relI(Pn/A®) jest
podciatem zespotu V(P[A), relI(P[A).:

Dowéd. Jak zwykle uzyjemy twierdzenia (6.5). Warunki (1)
i (3) sa spelnione na mocy (14.16) i (14.17), warunek (2) jest oczy-
wisty, warunek (4) spelniony na podstawie twierdzenia 14, waru-
nek za$ (5) wynika latwo z (14.1).
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TWIERDZENIE 18. Zbidr zdareer, 5 V(B,/A?) jest ciatem,

n=1
fr( P.JA®) jest ideatem, pray ceym ciato f V(R A®), rel g’z( P,JAD)
;‘Zslt podcialem zespolu osobliwego V(Q,’A;j Il'eII(Q/A). -
Dowéd. Z (14.19) i (8.11) (rozdzial I, str. 45) wynika, ze
’2 V(@,JA®) jest cialem, i to podciaiem ciala V(PJA). Z (14.18)

i (12.7) wynika, ze J I(@,JA®) jest ideatem. Na mocy twierdze-
. n=1

nia 17 i (6.4) dla kazdego n mamy I(P,JA®)=I(P|A)-V(R,JAD),
a wiee

gl(z)n/fl(n)) ———«[(QJ/A) 'EV(Q,,/A(")),

n=1 n=1
skad wynika, korzystajac znowu z (6.4), ostatnia teza twierdzenia 18.

OERESLENIE 19. Podciato
2 V(PoJAD), rel 3 I( P, A)
n=1 . : n=1 |

nazywa si¢ podciatem okreslajacym zespolu V(P[A), rel I(P/A).
Latwo widzieé, ze podeciato okreglajgce zespolu osobliwego nie
musi byé ani zupelnie addytywne, ani tez atomowe.

§ 15. Klasyfikacja zespoléw osobliwych. Przyklad zastosowania
i wyjasnienie intuicyjne operacji wprowadzonych w § 14

Przeprowadzimy teraz klasyfikacje zespoléw osobliwych wy-
odrebniajgc typy najprostsze. Bedziemy przy tym zakladali, ze
Spelniony jest warunek (14.10).

OEKRESLENIE 20. Zespol V(P/A), relI(P|A) nazywamy zespolem
osobliwym pierwszego rodzaju, jezeli spelmia warunek

(15.1) - AP = Apra, k=1,2,.., ve dy—A.

' Ziespoly, pierwszego rodzaju odpowiadajg grom, w ktérych prze-
bieg gry moze wplynaé na ilodé gier skiadowych przypadajacych
do rozegrania, lecz nie na ich strukture (np. gra 1, § 14). Twierdze-

nie 16 upraszeza sie w tym przypadku i daje sie sformulowad
W postaci: ‘
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(15.2) Ciala skladowe V(Agy),rell{dia) sa po@cialami ciala
VU PIA), vel I(PJA) VI (), gdzie we= D2 .

ved—4

Dowé6d. Mamy na podstawie (4.5)
T =I(( 3 )=d( T I= IT 7

 Cvedi—4 ved—A
a na podstawie (15.1), twierdzenia 16 i (6.4)
() =[L(PIA) VTV (Agr) =T (0 B1A)+0) V{Akss)
dla kazdego ve dr—A, z ezego, znéw przy uzyciu (4.5), wynika, ze

(15.3) I(Ain) =V(Ais) - T I{w(LJA)+0') =

=V(Ak+1>-J(w(@/A)+Ueg_Av') -
=V (dis)-I(w(IA)VI( [T v)=

vedy—4
=V (A1) J(P/A) VI (k)

Niech bedzie dale] %eAgyq; Wéwczés dla kazdego veAg——A
jest vu e Ap,CV(P/A) (por. (14.11)), a poniewaz cialo V(P[4) jest
zupelnie addytywne, wiec

> vu =Wk € V(P/A).

ved—A4

Ale u=wu, el [(P/A) VI (wy), z czego wynika, ze ueV"P(P/A),
co daje '

(15.4) A2 CV™P(2/A),
a wraz z (15.3)
(15.5) V(Agsr) CVP(PJA).

Twierdzenie (15.2) wynika z (15.5) i (15.8) przy uzyciu (6.4).

OXRESLENIE 21. Zespol V(P[A), relI(P[A) nazywamy zespolem
osobliwym drugiego rodzaju, jeSi ACL.

Zespoty drugiego rodzaju odpowiadaja grom, W ktéryeh ilo&?é
gier skladowych jest z géry ustalona, natomiast struktura ich moze
zalezeé od przebiegu gry (jak w pljzykladzie 2, § 14). Naleza tu np.
wszelkiego rodzaju ciggnienia loteryjne.
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Zesp6t osobliwy nazywamy zespolem osobliwym trzecieqn rodeaju,
jezeli nie jest zespolem ani pierwszego, ani drugiego rodzaju.

Przypusémy, ze jestedmy w posiadaniu dwoéch szedciennych ko-
stek, biatej i czarnej, ktérych $cianki zostaly oznaczone oczkami
w ilodei od 1 do 6. Gra polega na ciagu rzutéw jedna z tych kostek;
w pierwszym rzucie rzucamy kostks bialg, w (n-+1)-szym rzucie zad
kostka bialg lub czarng zaleznie od tego, czy w m-tym rzucie wynik
uzyskany byl parzysty czy nieparzysty, w przypadku zad uzyska-
nia w ktérymkolwiek rzucie wyniku 6, gre przerywamy. Zdarzenie
polegajace na wyrzuceniu w n-tym rzucie & oczek kostlka bialtg
(czarng,) oznaczamy przez b (¢f); prayjmujemy dalej A, = (b{",...,b")
i A,=(®,.. ,b(") 0(1”), ,¢) dla n=2,3,... Rozumowaniem takim
jak w §9 (str. 88) i §13 (str. 97) latwo uzasadni¢ swobodnogé

produktu El’:.é’oAi; zesp6l regularny V(LP), rel (L) nie jest jednak
i=1

dobrym opisem naszéj gry, poniewaz np. zdarzenic [ ] 1P jest

. n=1
atomem tego zespotu, podezas gdy z regul naszej gry wynika jego
niemozliwo$d; w drugim bowiem rzucie, po uzyskaniu w pierwszym
wyniku 3, winni$my graé czarng, nie za$ bialy kostky. Utwérzmy
wiec zbiér tych zdarzen, ktére moga (ze wzgledu na reguly gry)
byé opisem wynikéw catej gry. Widaé od razu, ze zdarzen tych mu-
simy szukaé nie tylko w produkecie @, ale w jego rozszerzeniu, gdyz
gra nie musi skladadé sie z nieskoficzonego ciggu rzutdéw (gra nie
jest wiee drugiego rodzaju).

Przyjmijmy
o o n
P*=PA;+ 2 PA;
i=1 n=] i=1
iloczyny elementéw ciagéw z P* sg elementami rozszerzenia P*
produktu 2. Niech 4 bedzie klasa tych ciagéw {u,} e P*, ktére
maja nastepujace wlasnosci:
(1) tpyr =0T wiedy i tylko wiedy, gdy 1u,==b ub u,= b, Tub
() ()

Un=Cs "y lUb Un=cy -
2) 'Ll,.+1-c§"+1) wtedy i tylko wtedq/, gdy un=b" Tub u, =0T, lub
U=, Tub =0, Tub up=c, b u,=c. ‘
(3) Un=0" Tub u,.~cf,") wiedy 1 tylko wiedy, gdy {u,} jest ciqgiem
n-elementowym. :
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Oznaczmy teraz przez A zbiér floczynéw elementéw ciagdw z A.
Jest to wladnie szukany. zbiér zdarzen; jest on podzbiorem P*,

2 jego swobodnofé latwo mozna uzasadni¢ rozumowaniem podob-

nym jak w §§9 i 13.

Zespol osobliwy V(P[A), relI(P[A) jest opisem omawianej gry,
zbiér A jest zbiorem jego atoméw.

Przypudémy teraz, ze w pierwszych trzech rzutach uzyskalidmy
wyniki 5, ¢, 5P, iloczyn =0 -¢®-b® nie nalezy do 4, gra
bowiem mnie jest skonlczona, nalezy natomiast do A,;, a wiec
ostateeznie nalezy do A;—A. Poniewaz w ostatnim, to jest trzecim
rzucie uzyskaliémy wynik nieparzysty, wiee w nastepnym, czwartym
rzucie bedziemy rzucad kostka czarng, uzyskujac jeden z wynikéw
69,6, Z okrefleri zbioréw ALY, (str. 103) wynika, ze s
to wladnie wszystkie elementy zbiorn A%. Cialo kanoniczne
V(Aﬁ“)), relI(Aﬁ")) jest opisem gry skladowej odpowiadajacej trze-
ciemu rzutowi, przy zatozeniu, ze w trzech pierwszych rzutach uzy-
skaliimy wyniki bL, ¢ i . Zesp6t osobliwy V(P[A4), el I(P[A)
nie jest juz teraz, to jest po trzecim rzucie, wlasciwym opisem gry,
ktéra nam pozostaje do rozegrania. Zdarzenie v, nie bedace w tym
zespole ani pewne, ani niemozliwe, stato sie obecnie pewne, wszyst-
kie wykluczajace sig z nim zdarzenia, w szczegélnosci zdarzenie v’
staty sie niemozliwe. Aby opisa¢ powyiszy stan rzeczy, musimy
omawiany zespél braé relJ(v'), to znaczy przej§é do ciata V(L[4),
rel [(P/A) v J ('), lub jeszeze lepiej do ciata V@ PJA), relI(P[A)V
vJ(v'), ktére jako zwykle nasycenie pierwszego ma wlasciwie ta,ka.
sama strukture.

Twierdzenie 16 méwi nam, ze cialo V(4), relI(A(”)), opisujace
nam rzut nastepny, jest podciatem ciata VE(P[A), el I(P/A) VI (v'),
co thumaczy, czemu nazywamy je cialem skladowym zespolu.

Przypusémy jeszcze, ze grajac dalej wyrzucilismy w czwartym
rzuecie 6, to znaczy uzyskalismy wynik ¢®. Ciato V(P[A), rel I(P[A)V
vJ(v') przestaje byé wlasciwym opisem dalszego ciagu gry, nalezy
je zrelatywizowaé relJ(¢®), biorge ciato V(P/4), relI(P[A) VI (v')V
vI(e®), ktére ze wazgledu na J(@')VJI(6®)=J(ved) mozemy
oznaczyé przez V(PJA), relI(P[A)vI(ved”). Z warunku (3) wy-
nika, ze ve ¢ 4, a wiec jest na mocy twierdzenia 14 atomem
zespotu V(P[A), relI(P|A), skutkiem czego, na moey (2.18), ideat
J(v-oﬁ") jest idealem pierwszym. Z twierdzenia (6.11) wynika, ze
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kazde zdarzenie ciala V(@P/A) jest obecnie badsz niemozliwe, badz
konieczne. Niemozliwe sa te, ktérych uzupehienia zaszly; zawarte
sg one, relI(@/4) w (0P), a wiec wykluczaja si¢ z atomem vl
ktéry uzyskaliémy w wyniku gry, koniecznymi za$ sa te, ktérych

uzupelnienia sg niemozliwe, a wiec te, ktére zawierajg atom vc{,

Poniewaz podzieliliémy interesujace nas w omawianej grze zda-
rzenia ciata V(P[A) na te, ktére zaszly (konieczne), i te, ktére nie
zaszly (niemozliwe), wige gra jest zakonczona zgodnie, oczywidcie,
z przyjetymi regutami.

§ 16. Przyklady i zadania

(16.1) Wrykazad, ze na to, aby podzbior I ciala U, rel= byl idealem
_tego ciala, potrzeba i wystarcza, aby spelnial warunek

wel ¢ vel whedy i tylko wiedy, gdy w-wvel,
a ponadto byl zbiorem nasyconym.

(16.2) Wykazaé, ze jezeli do idealn I nalezg wszystkie atomy
ciata U, to cialo U, rell nie ma weale atomow.

(16.3)
(1,2,3,...,

Oznaczmy przez N zbiér liczb naturalnych, przez 4, zbidr
7). Wykazaé, ze ideat »g'oJ (A,) ciata W(N) jest wladciwy,

n=1
nie jest gléwny ani tez przeliczalnie addytywny, a ponadto ze kazdy
przeliczalnie addytywny ideal zawierajacy go jest niewlageiwy.

(16.4)  Okreslenie negacji ideatw. Negacjg ideatu I okre§lamy wzo-
rem 1I=[[J(»'), a wige u e 1I wtedy i tylko wtedy, gdy u—1v’,
vel !

“dla kazdego v € I. Przy takim okredleniu struktura I.tworzy alge-
brg o.trzech dziataniach v, - i 71 nie bedgea jednak cialem Boole’a.

Odpada w szezegdélnodei prawo podwdjnej negacji T 1I=1, co czy- -

telnik zechce sprawdzié na przykladzie ideatu :SS J(4,) z przy-
. n=}

kiadu (16.3). Algebra ta jest specjalnym przypadkiem tak zwanych
algebr Brouwera.

(16.5) Wykazaé, ze pierwsze dwa posuniecia gry w sza,chy stano-
- wig cialo kanoniczne o 400 atomach.
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(16.6) Udowodnié, ze licytacja bridge’owa stanowi eciato kanoni-

16(22%—1) |

czne o liczbie atoméw réwnej 1 «1—1.
F<

(16.7) Niech A4; bedzie klasg prostych plaszezyzny R,, réwno-
legltych do osi (0,%), A, za$ niech bedzie klasg prostych plaszezy-
’ 2
zny R,, réwnoleglych do osi (0,y). Wykazaé, ze produkt P = P4,
i=1
jest swobodny, ideat I(%P) jest idealem zerowym, zespét regularny
V(P), rel I(L) pokrywa sie z ciatem W(R,), cialo skladowe V(4,),
relI(4;) jest cialem waleéw o podstawach na osi (0,¥).

(16.8) Jakich rodzajéw sa zespoly osobliwe odpowiadajace a) grze
w szachy, b) rozgrywce bridge’owej, ¢) grze w kregle?
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