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telnik latwo u;lowodni, ze zbiér wszystkich funkeji zaréwno ze zwy-
kla, jak tez i jednostajng zbieznodcia jest przestrzenia L*. Roéz-
nica zasadnicza miedzy tymi dwoma zbieznoSciami wyraza sie mie-
dzy innymi w tym, ze . ‘

(4.10)“ Jezeli ciqg funkeji ciagtych 11,1, ... jest jednostajnie zbiesny do
funkeji f, to funkcja f jest ciagla, ‘

co dla zwyklej zbieznogei nie‘zajchodzi.

o

. Dowéd (4.10). Niech p bedzie dowolnym punktem R,. Z jedho—
gta;]pej zhieznosei ciggu fy,f,... wynika, ze dla dowolnego £>0
istnieje takie m, ze |f(q)—/fm{g)|<e/3 dla kazdego q e R,. Z drugiej
strony, poniewaz funkeja fn. jest -ciggla, wiee istnieje takie >0
0 | fnP)— (@) <ef3, jesli op,q)<7. Mamny tedy pray o(p,q) <1

1/(p) ~fulp)| << /3,
[Fm(D) —finq) ! <¢/3,
(@) —(@)] <2/3

i ostatleczni.e [Hp)—f(9)|<e, czyli funkeja f jest ciggla w punkeie p,
@ poniewaz p byl dowolnym punktem, wigc f jest ciaglta w catej
przestrzeni R,, co nalezalo okazaé. '

Ozytelnik latwo sam skonstruuje przyklad ciagu funkeji cig-
glych zbieznych niejednostajnie do funkeji niecigglej.

' Na,. ?akoﬁczem'e zauwazmy, ze w rozwazaniach tego 1)aragrafi1
nie robili¥my uzytku z tego, ze R, jest przestrzenia kartezjansks.
a tylko z tego, ze jest przestrzeniag metryczng. Wszystkie wiec uzy-
sk.&ne tu wyniki gtosuja sie do dowolnych przestrzeni metryeznyeh
Nie bedziemy jednak robili w dalszym ciagu z tego uzytku. ’

——

KSIEGA PIERWSZA

ELEMENTARNA TEORIA PRAWDOPODOBIENSTWA

Rozdziat I

Algebra Boole’a

§ 1. Uwagi wstepne, tres$é rozdzialu

Znamy obecnie rézne, nieraz mocno od siebie odbiegajace spo-
soby wprowadzania pojecia prawdopodobienstwa: teoria nklagyezna”
w réinych odmianach, teorie aksjomatyczne: Bohlmanna, Key-
nesa, Kolmogorowa, teoria yezestofciowa” Misesal) i inne. Po-
réwnanie tych sposobéw prowadzi do nastepujgcych spostrzezen:

10 Prawdopodobieristwo bywa okreflane rozmaicie, zawsze je-
dnak jest ono liczba nieujemns, nie wiekszg od jednogei, przypo-
rzadkowang pewnym przedmiotom. '

"90 Qo do natury przedmiotéw, ktérym zostaje przyporzadko-
wane prawdopodobiernistwo, panuje rozbieznosé migdzy poszczegol-
nymi teoriami, w kazdym jednak razie mozna uwazaé za ustalone,
ze przedmioty te (zdarzenia, zdania, zbiory, cechy) tworza tak
zwane ciata Boole’a, to znaczy okredlone s3 dla nich dzialania pod-
legajace specjalnym prawom formalnym, mianowicie prawom tak
zwanej algebry Boole’a, ktérg intuicyjnie okredlié mozna jako algebre
wyrazéw: ,nie”, i’ oraz ,lub”.

Wobec tego podajemy w tym rozdziale zarys teorii eial Boole’a,
a wiec: ich okreflenie przez postulaty (§ 2), elementarne twierdzenia
algebry Boole’a (§§ 3 i4), zwiazek teorii cial Boole’a z teorig zbio-
réw czefciowo uporzadkowanych (§ 5), okredlenie dzialari nieskon-
czonyeh w cialach Boole’a i prawa nimi rzgdzace (§ 6), zastosowa-

1) G. Bohlmann, Lebensversicherungsmethodik, Enzyklopidie der Mathe-
matischen Wissenschaften, Bd. 1, Teil II, Leipzig 1900-1904, str. 857-917.

J. M. Keynes, A Treatise on Probability, London and New York 1921,
II wyd., 1929.

A. Kolmogoroff, Grundbegriffe der Wahrscheinlichkeitsrechnung, Exgeb-
nisse der Mathematik II.3 (1933).

R. Mises, Wahrscheinlichkeitsrechnung wnd ihre Amnwendung in der Statistik
wund theoretischen Physik, Wien 1931.
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nia cial Boole’a w teorii zbioréw (§§ 71 9) i w logice (§ 11), okre-
§lenie podecial (§ 8), okreflenie homomorfizmu miedzy dwoma cia-
lami Boole’a, kongruencji w ciatach Boole’a i nogélnienie cial Boole’a
na tak zwane ciata zrelatywizowane (§ 10) oraz okreflenie atomu,

ciala atomowego i operacji scalania atomdéw (§§ 12, 13). Ostatni

paragraf kazdego. rozdziatu. bedzie zawieral przyklady i zadania.

§ 2. Okreslenie cial Boole’a

Ciatem Boolg’a nazywamy zbiér U, na ktérego elementach
okreslone sy dzialania -+, - i’ (dwa pierwsze na dwu, trzecie na
jednym elemencie) w taki sposéb, aby dla dowolnych elementow
w,v,w e U byly spelnione nastgpujace zwigzki:

(Bl) u+4velU, uwwel, wel, :

(B+2) u—[—(v-{-w):(ﬁ-—{—v)+w, (B2) e (v-aw) = (1) -w,

(B+3)  wu—+v=v+u, (B3) wu-v=v-u,

(B*4) u-(v4+w)= (@) +(u-w), (B4) w4 (v-w)=(u-v)-(u-- ww),.
(B*5). u+ (u-v')=u, (B5) w(u+u')=u,

(B+6) wu+u' =042, : (B*6)  u-u' =v-0.

Dziatanie + nazywamy dodawaniem w ciele U, a element %o
sumg elementéw w i v; dzialanie - nazywamy mnoseniem w ciele U,
a_element u-v dloceynem elementéw u i v, wreszeie dzialanie ’ na-
zywamy dopelnianiem w ciele U, a element ' uzupelnieniem ele-
mentu %. Lo
' Wyrazenie zapisane sensownie za pomocs zmiennych przebiega-
Jae.cygh zbiér U lub nazw elementéw zbioru U, znakéw -, -, ‘i na-
WIas0w nazywamy wyrageniem algebraicenym ‘ciala U. Zdanie po-
~wstale 2z dwn wyrazen algebraicznych przez polaczenie ich zna-
kiem identycznogei (=) nazywamy réwnodciq.  algebraiceng lub
réwnodciq. Przy pisaniu wyrazeh algebraicznych umawiamy ie,
w celu oszezedzenia pisania zbednych nawiaséw, ze znak [Ihnéié«
nia (-) wiaze silniej niz znak dodawania (+), a nastgprﬁé 11ma-
wiamy sig opuszezaé nawiasy przy 'wielokrotnych sumach Iub ilo-
czynach ze wzgledu na aksjomaty (B+2) i (B-2) Wy'ra,Za,jadgze laceznodé
tych dzialan. Ponadto bedziemy opuszezali, ilekroé nie bedzie to
grozilo nieporozumieniem, znak iloczynu, piszac zamiast u v o'
prostu wv. To postepowanje upodabnia nasze znakowanie do zng-
kowania zwyktej algebry, w ktérej te uproszczenia 83 ogélnie przyjete.
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W ten sposéb wyrazenie algebraiczne w--(v-w) (por. (B+4))
zapisujemy w postaci w--vw, wyrazenie za$ w-F[(v-w)+ (w-w)] —
w postaci %4 vw-+uw. .

Zwigzki (B1)-(B+6) nazywamy ukladem postulatéow algebry Boo-
¢’ a, w skréceniu: uktadem (B). Wychodzae z postulatéw ukladu (B)
mozemy, za pomoeg rozumowan opartych na. prawach logiki, wy-
prowadzaé nowe zwigzki prawdziwe w kazdym ciele Boole’a, to
znaczy spelmione przez kazdy uklad elementéw kazdego ciata Boole’a.
Ogét tych wszystkich zwigzkéw (zdan), ktére daja sie wyprowadzié
z postulatéw ukladu (B) przez logicznie poprawne rozumowanie,
nazywamy systemem algebry Boole’a.

Uzywajac wspblezesnej terminologii logicznej mozenly powie-
dzieé, ze ciala Boole’al) sa modelami systemu algebry Boole’a lub —
¢o na jedno wychodzi — modelami ukladu postulatéw (B)?2).

Przedstawiony tu tuklad postulatéw algebry Boole’a nie jest
ani jedynym mozliwym (te wlasnogé dzieli on ze wszystkimi ukla-
dami postulatéw abstrakeyjnych teorii), ani tez najprostszym. Znane
89 rozmaite réwnowazne miedzy soba uklady postulatéw algebry
Boole’a 3). Zawieraja one przewaznie mniej postulatéw niz podany
“tu uklad (B), a czesto tez mniej pojeé¢ pierwotnych. Jednak po-
dany tu uklad postulatéw ma wiele stron dodatnich; poszczegdlne
postulaty maja latwo uchwytny sens intuicyjny, sg latwe do zapa-
mietania i elementarne twierdzenia daja sie z nich prosto wypro-
wadzié. Poza tym uwidacznia on istotng dla cial Boole’a symetrie
miedzy dziataniami dodawania i mnozenia. W nastepnym paragrafie
wyciagniemy z tej uwagi wazng konsekwencje.

Mozna wykazaé, ze do ugruntowania algebry Boole’a wystar-
czaja postulaty (B1), (B*3), (Bt4), (B'4), (B5), (B+6)i (B'6), kto-
rych zespdél oznaczmy przez (B*); natomiast pozostate postulaty,
tj. (B+2), (B2), (B3) i (B'5), moznd z poprzednich wyprowadzié
na drodze poprawnych rozumowan. Mozna tez wykazad, ze z ukiadu
postulatéw (B*) nie da si¢ juz odrzucié zadmego postulatu bez
nszezerbku dla systemu algebry Boole’a; méwimy, ze ukiad postu-
latéw (B*) jest niezalezny, a uklad (B) nie jest taki. ‘

1) Przyklady cial Boole’a znajdzie ezytelnik w §§ 719 tego rozdziatu.

3) Por. A. Tarski, O logice matematycenej i metodzie dedukoyjnej, Liwéw-
Warszawa, w szezegdlnosei str. 85-89. .

3) Réine uklady postulatéw algebry Boole’a bada E. V. Huntington,
Sets of independent postulates for the algebra of logic, Transations of the American
Mathematical Society 5 (1904), str. 288-309.
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§ 3. Oméwienie postulatéw ukladu (B). Twierdzenie o dwoistoSci

~ Postulat (B1) ma nieco odmienny charakter od pozostalych.
Ziagda on, aby dzialania ‘', 4 i - byly wykonalne w ciele U, czyli
aby cialo U bylo zamknigte ze wzgledu na podstawowe dzialania
to znaczy, aby element powstaty w wyniku wykonania k.t()regoé
z dzialan podstawowych na elementach lub .elemencie ciala U na-
lez‘a.l' do ciala U. Dalsze postulaty charakteryzuja pewne wiasnodci
dzm&tax’l podstawowyech, a mianowicie: pos’ﬁulafry‘ (B+2) i (B'2) wy-
?a,Za,Jaé tacenodé dziatari dodawania i mnozenia, postulaty (B+é)
i (B'j&) ich przemienno$é, postulaty (B+4) i (B'éL) ich wzajerng
-roz_dzwlo’wéé. Pozostale cztery postulaty cﬁarakteryzujey whasnogei
dzialania uwzupehiania w zwigzku z dodawaniem i mnoZeniém, J

].?osi;ula_ty (B*6) i (B'6) zadaja, aby elementy przedstawione
wyrazeniami - algebraicznymi u--u' i wu' pie zalezaly od 'Wybor‘u
ele'mentu uw ciele U. 83 to wige dwa wyréznione elementy w ciele [
k’GOI‘f'b umawiamy si¢ oznaczad odpowiednio przez 1 i 0, to znaw,
przyjmujenry nastepujace okreslenia: , g

(3.1) '1 —_ u+ ul,
(3.2) 0=uu'.

Mamy prawo do przyjecia takich okre§led, gdyz ich jednoznacznogé
gw_enrami‘JuJa.d nam ]?ostulaty (B*+6) i (B'6). Nie mozemy co prawda
-tz;erdzn?, ze 0 nie 3_6513 identyczne z 1, nie wiemy bowiem, czy zbi6r U
jse‘lzga, ]ﬁlg z I;n@cej niz jednego elementu, fatwo jednak dowiesé, ze

zell zbiér U zawie iecej niz j y ie j i ”
o rra wigce] niz jeden element, to 0 nie jest iden-
Niech bowiem _b@dgie 0=1¢ U i ue U niech bedzie elementem
réznym od 1 (a }m@@ i od 0). Poniewaz, jak udowodnimy pb6Zniej
(§ 4, (4.1)), w kazdym ciele Boole’a zachodzi r6wnogé u=u-+u dla
dowolnego elementu, wiee ‘ . i

%

ey wu' =u-u (na mo’ey zatozenia 0=1),

1) wt(utu)=u (na moéy postulatu (B+5) f)ra.z‘ (I‘))
(III)  (v+w)+% =u (na mocy postulatu (B*¥2) oraz (iI)’) -
(IV)  u+u' =u (na mocy réwnofel u+w=mu), - g
{V) 1=w (na mocy (IV) i okreflenia (3.1)).

Réwnosé (V) przeczy zalozeniu, ze u jest , '
s , v jest elemente; 7
od 1, a to dowodzi stusznodci tezy., entern. rénym

icm
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Zwréémy uwage na to, ze elementy 0 i 1 zaleza od ciala U,
to znaczy, ze jezeli U i V sa réznymi cialami Boole'a, to elementy
0 i1 weiele U 83 na ogét rézne od elementéw 0 i1 w ciele V.

Po przyjeein okreslen (3.1) i (3.2) mozemy postulaty (B+5)
i (B'B) zapisaé w postaci '

B+5) u+0=u,

5]

W tej postaci sg one zwykle przyjmowane w ukladach postu-
latéw algebry Boole’a. '

Nie nalezy zapominaé, ze cialo Boole’a tworzy nie sam zbiér U,
lecz zbiér U wraz z okre§lonymi w nim dziataniami podstawowymi.
Na przyklad, gdy w pewnym zbiorze mamy okreflone dwa rézne
uklady dziatan tworzace wraz z tym zbiorem cialo Boole’a, uwa-
7amy, ze mamy do czynienia z dwoma réznymi ciatami Boole’a.

Z tego pdwodu byloby rzecza stuszng nazywaé ciatem Boole’a
nie gam zbiér U, lecz czwoérke uporzadkowans LU, +, -, ">, skia-
dajacy sie ze zbioru U i trzech dziatan podstawowych spelniajacych
postulaty ukladu (B). Nie bedziemy sie - jednak trzymali tego
sposobu oznaczania, gdyz mimo jego wielkiej $cistodci, nie jest
on wygodny w uzyciu.

TWIERDZENIE 1 (0 dwoistosci). Jeseli zbidr U jest ciatem Boole'a
ze wzgledu ma dzialania +, <4 ', 10 zbidr U jest réwnies cialem Boole’a

—_

e l=u.

“ze wegledu na dziatania -, + 1 "

Twierdzenie to méwi nam, ze kazdy zbior, ktéry jest cialem
Boole’a ze wzgledu na pewien uklad podstawowych dziatari, jest
réwniez cialem Boole’a ze wzgledu na inny, rézny od poprzedniego
ukladu dzialan, dzialanie bowiem - nie pokrywa si¢ z dzialaniem -+
(z wyjatkiem trywialnego przypadku, gdy cialo Boole’a jest
zbiorem jednoelementowym). ' .

Méwi nam ono dalej, ze dzialania 4 i - okreslone w pewnym
ciele Boole’a mozna traktowaé dowolnie: + jako dodawanie, a - jako
mnozenie, lub przeciwnie. Dowéd twierdzenia 1 jest natychmiastowy.
Jak juz méwilismy, postulaty ukladu (B) wykazuja symetrie, ktora
zostala specjalnie zaznaezona w ich numeracji. Kazdy z postulatow
przechodzi w drugi, oznaczony tym samym numerem, jezeli w miej-
sce znakéw - wpiszemy znaki - i odwrotnie. J ezeli wiee dwa dzia-
lania -+ i - (wraz z trzecim dzialaniem ', ktére nie ulega zmianie)
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spelniaja jeden z postulatéw, to dzialania - i -- spelniajg drugi
z postulatéw, po przestawieniu w nim znakéw sumy i iloczynu.

Majac dane wyrazenie algebraiczne nazwiemy dwoistym do
niego wyrazenie algebraiczne otrzymane z danego w ten sposéb,
7e wystepujace w nim znaki iloczynu (-) zastepujemy znakami
sumy (+) i na odwrét — znaki sumy znakami iloczynu (réwno-
czesnie zmieniajge odpowiednio nawiasy, stosownie do zawartych
poprzednio nméw dotyczacych zapisywania wyrazen algebraicznych).
Ze wzgledu na’ okreflenie (3.1) i (3.2) oraz fakt, ze wyrazenia w--u’

uw' s9 wigledem siebie dwoiste, widzimy, ze w przypadku wy-
gtepowania 0 lub 1 w danym wyrazenin musimy, aby otrzymad
wyrazenie wzgledem niego dwoiste, zastapié w nim wszedzie 0
przez 1 i odwrotnie.

Riwmodciq algebraiceng dwoistq wagledem danej nazywarnxy row-
nogé, ktérej obie strony sg wyrazeniami dwoistymi odpowiednio
wzgledem obu stron danej réwnofci. Widzimy, ze kazdy # postula-
té6w ukladu (B) oznaczony krzyzykiem jest dwoisty wzgledem po-
stulatu oznaczonego tym samym numerem i kropks. Dalej widzimy,
ze réwnodei (3.1) i (3.2) sg wzajemnie do ‘siebie dwoiste. Wynika
stad nastepujacy

WNIOSER. Jezeli udowodnimy pewng réwnosé algebraiczny opie-
rajac sie w dowodzie kolejno na pewnych postulatach, to dowdd réw-
noéci dwoistej otrzymamy zastepujae kolejno w dowodzie danej rdw-
noci postulaty, na kidrych opierali$my sie, postulatami wegledem nich
dwoistymsi. o

~ Korzystajac z tego wniosku bedziemy z dwbéch réwnogei dwo-
istych dowodzili tylko jednej; druga bedziemy uwazali za udowo-
dniong na podstawie powyzszego. wniosku. O stusznodei tego poste-
powania moze si¢ czytelnik przekonaé przeprowadzajac w poszcze-
gélnych przypadkach dow6d réwnodei dwoistej na podstawie do-
wodu réwnodei udowodnionej. : W

§ 4. Elementarne twierdzenia algebry Boole’a

Dowody réwnofci algebraicznych bedziemy pisali, podobnie jak
sie to robi w zwyklej algebrze, w postaci latcuchéw réwnodei, zas
stepujac przy przejéciu od cztonu do czlonu ,réwne przez réwne™
na podstawie postulatéw lub réwnofei wezefniej udowodnionyeh.

icm
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Udowodnimy najpierw nastepujace twierdzenia dwoiste, zwane
zasadami tautologii:

(4.1) U =%, wsu-u.

Dowédd. w=utuw =(u+u)(u-t+u)=u+u W dowodzie po-
wolujemy sie kolejno na postulaty (B*5), (B4) i (B'5).

Dla wykazania na przykladzie zastosowania wniosku Wysnu-
tego w poprzednim paragrafie podamy dowod twierdzenia dwoistego:

w=mu" (u-+u)=uu-+uu =uu.
Powolujemy si¢ kolejno na postuiaty (B~5)? (Bt4) i (B*H).
Udowodnimy teraz twierdzenia:
w=uv—+ uv', w=(w+v)(u+v).

Dowéd. u=u(u+u)=uv+v)=uvtuv"
Powolalismy sie na postulaty (B'5), (B*6), (B+4).

(44.3) u =u{u-+v).

U =4 U,
Dowdd. ' )
u:m)-{-m/=uv’+uvnufu‘—|~(wv+uv)z(uv'+uv)+uv=u+m).
Przy przechodzeniu od jednej réwnosci do drugiej korzysta-
lismy kolejno z wzoréw (4.2), (B*3), (4.1), (B*2) i (4.2)..‘
W dowodzie tego prawa, zwanego prawem absorpcji, powola-

liémy sie na postulat (B+2) orzekajacy Igcznogé dziatania -+, po to,

aby pokazaé jego zastosowanie. o
Zgodnie z umowa zawarta w § 2 wielowyrazowe sumy i 110j
czyny. bedziemy pisali bez nawiagéw i-nie bedziemy sie juz wigce]
powolywali na postulaty (B+2) i (B-2). B :
Oto dalsze dwa prawa absorpeji oraz prawo podwdjnego dopet-
NIENIG: -

(4.4) %-0=0.

u-+1=1,

Dowbd opiera sie na wzorach (3.1), (4£.1) i (3.1): u+1=1¢+
+utuw =ut+u =1 3 ,
(4.5) w=(u'Y.

Dowdd opiera sig na wzorach (4.2), (B*3), (B*3), (B-6), (B"3), (4.2):

w =’ +u(w) =u(u') +uw = (w')wtun' =(w)u+ w'(u') =
% (ul)lu+ (ul)li‘lbl ; (ur)f.
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W dalszych dowodach nie bedziemy zaznaczali miejse, w kt6-
rych powolujemy sie na postulaty przemiennofci (B+3) i (B-3).
Udowodnimy teraz tak zwane wzory de Morgana:

(4.6) (wto) =w'v',  (uv) =u' 40"
Dowéd. Udowodnimy wpierw pomocniezo:
(a) l=u-+v++u"v, 0 =uv(u'+v").

Istotnie, 1= (u-u')(v-}2")= wv+ uv’—{—u’v—l— w0 = (uv--uv’) +
+ (wow'v) - w' =ut v+ uv.

Przy dowodzie tej réwnodei opieraliémy sie kolejno na wzorach
(3.1), (4.1), (B+4), (4.1), (4.2).

Mamy teraz

(+0)" = (U+v-+w"0") (U-F0) = (U~+) (4 + ) + 6D (U v) =

=u'v'(wv) + u"u’((u’)’—l— (")) = 00" (UA+v)’ + w0 (wp) =
| =woT(uto) +(uto)]=uv,

przy czym oparliSmy sie na wzorach (B5), (a), (B+4), [(B+5), (a)],
(4.5), (B*4), (B'B). ' ‘ :

.Uma,w.ia,my Si.Q, ze gdy przy przejécin od jednej réwnosei do drugiej po-
W.olujgmy Rig na wigeej ni% jeden postulat lub poprzednio udowodniona réwnosé,
ujmujemy numery odpowiadajacych twierdzehr w nawiasy kwadratowe.

Udowodnimy teraz dalsze twierdzenia:
(4.7) ot =(w, . ww=(w ')
( P’c))'wéd opieramy . na wzorach (4.5), (4.6):_ U0 =[(%-4v)] =
=(u'v')". ' ' '
(4.8) 0=1, 1=0.
Dowéd opieranty na wzorach (3.2), [(4.7), (4.5)], (3.1): 0 = uu’ =
:-:(u'—l—\'u;)' =1'. ‘ ‘
Olkreslamy teraz indukeyjnie, podobnie jak w arytmetyce, sume

i iloczyn n-elementéw u,,u,,...,u, ciata U: ,

(4.9) o Du=uy, [Twi=u,. SRR
=1 i=1 : '
s n n-1 ; n :i-—i T " o s :
(4.10) Zu;:(z‘ui)—#un, [T = H%) Uy dla w1,
i=1 i=1 i=1 i=1 I

Mozna drogg latwej indukeji uogélnié Wzory de Mbrgana: na- :

sumy i iloczyny n-elementéw:

Sl =fl (fof=Fu

=1 i=1

(4.11)

i
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Na zakonczenie tego paragrafu podamy jeszeze kilka twierdzen
nie majaeych postaci réwnosci.

(4.12) Jeseli u+v=1 i ww=0, to u=0"

Dow6d. Zaléimy, ze (a) u+v=1, (b) uv=0. Opierajac si¢ ko-
lejno na wzorach [(B+5), (B'6)], (B'4), [(a), (3.1), (B-5)], [(b), (4.6),
(4.8), (B6)], (4.2) otrzymujemy

Wtk 00’ = (- 0) (0 0) = 0" = (0 ) (v ) =+’ =0,

(4.13) Nastepujace cztery weory sq réwnowazne (to znaczy, jezeli
ktérykolwiek z nich zachodzi dla dwu elementéw u,v e U, to za-
chodzg tez i pozostale):

(a) u—}—v=ﬁ;, (b) wu-v=u, v(c) w+v=1, (d) u-v' =0.

Dowéd. Zatéamy (a). Otrzymujemy u - v =u(w+v) =u, czyli (b},
przy czym oparliémy sie na wzorach (a) i (4.3).

Zalézmy (b). - Otrzymujemy w 4v=(uwv) +o=u+0v"4v=1,
czyli (e), przy czym oparliémy si¢ na wzorach (b), (4.68), [(3.1), (4.4)].

Zatézmy (c). Otrzymujemy wu-v"=(u'+7v) =1"=0, czyli (d),
przy czym oparliSmy sie¢ na wzorach [(4.6), (4.5)], (), (4.8).

Zatézmy (d). Otrzymujemy utv=uv+w' Fov=uv+v=1
ezyli (a), przy czym oparliSmy sie na wzorach (4.2), (d) i (4.3).

Wykazaliémy, ze z (a) wynika (b), z (b) wynika (c), z (c) wy-
nika (d) i z (d) wynika (a), co daje (4.13).
(4.14) Jeszeli ut+v=0 i v+z=2, lo ut2==2

Dowéd. Zalézmy (a) u+v=1, (b) v4-z=2; opierajac si¢ na
wzorach (b), (a) i (b)?) otrzymujemy u-+2z=u+0+2=v+2=2.
(4.15) w=v wtedy @ tylko wiedy, gdy uwo’'+u'v=0.

Dowb6d. Zalbimy (a) u=v; otrzymujemy wv’ +u' =unw' +
+u'u=0, gdzie skorzystalidmy z wzoréw [(a), (2)], [(3.2), (£.1)].

Zalézmy (b) wv' -+wu'v=0; otrzymujemy w=uv+uv' =uv+
+"wu’ +uv' +uv=uv +w' +uv=uv+ (uv" - w'v) + v =uv + u-+

" 4o =v. Oparliimy si¢ na wzorach (4.2), (b), (4.1), (4.1), (b) 1 (4.2).

1) Pozornie w dowodzie tym nie korzystamy z zadnych specyﬁcznyc.h
twierdzen algebry Boole’a, w istocie jednak korzystamy z (B*2), czego zgodnie
% umowg nie uwidaczniamy. .
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§ 5. Zawieranie (implikacja). Ciala Boole’a jako zbiory czesciowo
uporzadkowane

Okredlimy. obecnie pewng relacje dwuargumentows miedzy ele-
mentami dowolnego ciala Boole'a, zwang relacja zawierania lub
implikacji.

OkKRESLENIE 1. Jezeli » i v 53 dwoma elementami ciala Boole’a,
to méwimy, ze element wu jest zawarty w elemencie v (lub Ze u im-
plikuje v), i piszemy u—v, jesli v v=="2.

Na mocy tego okreflenia i twierdzenia (4.13) wzér uw—v jest
réwnowazny kazdemu z wzoréw (4.13): (a), (b), (¢) i (d).

Nastepujace wlasnodei implikacji otrzymamy natychmiast z nudo-
wodnionych juz. twierdzen:
(b.1) U U.

Jest to tak zwana zwrotnosé stosunkn zawierania. Dowod opiera
ste na wzorze (4.1). '

(5. 2) Jedeli uw—v i v-+>2, 0 u—z.

Jest to tak zwana przechodmoéc stosunku zawierania. Dowo6d
opiera sie na wzorze (4.14).

(5.3) w—1.
Dowdéd wynika z wzoru (4.4).
(5.4) o 0—>u.
Dowé6d wynika z wzoréw (4.4) i (4.13).
(5.5) U U D.
Dowéd wynika z.twiérdzeﬁ (4.3) i (4.13).
(5.6) UD=>U .
Dow6d wynika z wzorn (4.3).
(5.7) Jeseli u—>z. i vz, to U+v—>2.
Dowéd. ZaléZmy,(a) u+z=2, (b) v+2=2; otrzymujemy:
utvte=utz=z, przy czym opieralismy sie na wzorach (b), (a).
(6.8) Jeseli z—u i z»v, 10 2—u-v, T

Dowéd jest analogiczny do poprzedniego przy uzycm réwno
waznofei (4.13). Pozostawimy go czytelnikowi.

(6.9) Jeseli u—0, to u=0.

Dowéd. Zalézmy (a) u+0=0; otrzymujemy w=1u--uu' =
=4+0=0. ‘ )
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Oparliémy sie na wzorach (B+
(5.10) Jeseli 1—u, to uw=1.
Dowéd, ktéry jest analoglcznv do poprzedniego, pozostawiamy

5), (3.2), (a).

" ezytelnikowi.

(5.11) Jeseli w—v, to v'—>u'.
Dowéd. Zatézmy (a) u--v==v; opierajac sie na wzorach (a)
i (4.6) otrzymujemy o' = (u+v)' =u'v', co na mocy (4.13) jest réwno-
wazZne wzorowi o' o' =u'.
(5.12)
Dowé6d. Z zatozenia, ze u=v, wynika na mocy (5.1) u—7v

w=v wiedy i tylko wtedy, gdy u—>v 1 v—>u.

i v->u. Zalézmy, ze u-+v=0v i v+ u=u. Korzystajac z (B+3) mamy

stad u=2.
Zajmiemy si¢ teraz abstrakecyjnym badaniem takich relacyj,
kt6re maja wlasnosei podobne do relacji zawierania w cialach Boole’a.
Niech A bedzie ‘dowolnym zbiorém, < relacja okreslona dla
elementéw zbioru 4. O relacji < méwimy, ze porzadkuje czesciowo
zbiér A, jezeli ma nastepujace dwie wlasnogei:

(I)  Jezeli aed, to a<3a.
(IT) Jegeli a,b,ced, a<b i b¢, to a ¢

Wiasnodei (I) i (II) nazywamy odpowiednio zwrotnosciq i prze-
chodniodciq relacji < w zbiorze A. Jezeli relacja < ma ponadto
wlasnodé »
(III) Jezeli a,bed, a3b i b<Za, to a=b,
to méwimy, ze jest ona w zbiorze A zredukowana.

W przypadku, gdy préez warunkéw (I), (II) i (III 1elacJa <
ypelnia jeszeze warunki:

(IV) Jezeli a,beA, to istnieje takie ce A, ze a<3¢, b%c % dla kaf’—
dego d e A, jezeli a%d i b<2d, to ¢34,

(V) Jeieli a,bed, fo isinieje takie ced, ze ¢c<a, ¢3b i dla kaz-
dego d e A, jezeli d<a i d<3b, to d¢,

méwimy, ze indukuje ona w zbiorze A strukture.

Tak okreslone pojecie struktury !) ma wiele zastosowand w roz-
nych dzialach matematyki. Czytelnik sprawdzi, ze np. relacja ,,k dzieli
bez reszty I’ indukuje strukture w zbiorze liczb catkowitych.

1)*Teoria struktur jest szezegblowo oméwioma w keigice: G. Birkhoff,
Lattios Theory, New York 1948, II wyd.

Podystawy rachunku prawdopodobienstwa ' ' 3
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Jedli relacia < indukuje w A strukbture, to mozemy w4
okredlié dwa dzialania: dodawanie i mnozenie, w ten sposdb, ze
przez sume a-+b dwéch elementéw a, b ¢ .4 bedziemy rozumieli
element ¢ e 4 spelniajacy (IV), przez iloczyn za$ a-b tych dwdch
elementéw bedziemy rozumieli element ¢ e 4 spelniajacy (V). Latwo
sprawdzié, ze suma i iloczyn dwodch elementéw sy w ten §posob
okreglone jednoznacznie. Tak zdefiniowane dziatania spelniaja zwigzki
(B+2), (B-2), (B*+4), (B*4), (4.1), (4.3), nie muszg jednak byé wza-
jernnie rozlaczne, to znaczy nie muszg spelniad (Bt+4) i (B-4). Jezeli
suma i iloczyn spelniag te zwigzki, to méwimy, ze relacjo < indu-
kuje w A - strulkture dystrybutywng.
 Specjalnym przypadkiem relacyj indukujacyeh strukture sa te,
ktére spetiaja dodatkowo warunek:

(VI) Jeseli ac A, to istnieje takie be A, 2e dla kasdego ¢ e A, jedeli
e<<b i ¢<<a, to dla kaddego d e A jest ¢<d oraz dla kaidego ¢ e A, jedeli
a<e t b<Le, to dla kasdego d e A jest d=<3e.

O relacjach indukujacych w 4 strukture dystrybutywng i spel-
niajaea (VI) méwimy, ze indukujqw A strukiure typu B (Boole’owsks).

TWIERDZENIE 2. Jeteli U jest cialem Boole’a, to relacja zawie-
rania — tndukuje w U strukiure typu B.

- Dowdd. Spelnianie przez relacje -> w zbiorze U warunkoéw
(I); (II) i (III) wynika natychmiast z wzoréw (5.1), (5.2) i (5.12).
Latwo sprawdzié, ze warunki (IV) i (V) beda spelnione dla dowol-
nych %,v e U odpowiednio przez elementy w+v i u-v, a to ze wzgledu
na twierdzenie - (5.5), (5.7). i (5.6), (5.8). Udowodnimy, ze waru-
nek (VI) jest spemiony dla kazdego ue U przez element w'. Za-
16zmy, ze v—u i v—u'. Na mocy (5.8) mamy v—wuu'=0, skad na
podstawie (5.9) v=0, a wiec na mocy (5.4) v—2 dla kazdego z¢ U.
Niech teraz w—v i w'—wv. Z (5.7) wynika I=u-u'—», a z (5.10)
~ wynika »=1, na mocy (5.3) mamy zatem z—>v dla kazdego ze U.

TWIERDZENIE 3. Jeéeli relacja << indubwje w zbiorze A struk-
turg typu B, to istnieje jeden i tylko jeden taki wybdr dzialah -, -,’,
#e 2bidr A tworzy ze wzgledu na te deiatania cialo Boole'a i relacja <
pokrywa sig z relacjq zawierania w tym ciele, to znaczy dla a,be A
mamy a-<b wiedy i tylko wiedy, gdy a—>b. SN

Dowéd. Dla wykazania istnienia. dziatan okredlamy w-A do-
dawanie i mnozenie, tak jak to zroblifmy poprzednio, przy zalo-

zenin, ze relacja < indukuje w A strukture, a wige przez wa-.
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runki (IV) i (V). Uzupelnienie o' elementu « e 4 okreflamy jako
ten element b e 4, ktéry spelia warunek (VI). Podobnie jak po-
przednio, tak i tu latwo jest wykaza?, ze nzupeinienie jest w ten
§pos6b jednoznacznie okre§lone. W ten sposéb mamy okreslony w 4
pewien uklad dziatar. '

OkredliliSmy wiee w A pewien uklad dzialan. Dla dowodu, ze
zbiér A jest ze wzgledu na te dzialania cialem Boole’a, nalezy spraw-
dzié, ze spelniony jest uklad postulatéw (B), eco pozostawiamy
czytelnikowi.

Niech teraz a<}b. Poniewaz z warunku (I) wynika b-3b, wigc
a-+b-<Xb na mocy warunku (IV). Z drugiej za$ strony z warunku (IV)
wynika b<a--b, co ze wzgledu na (III) daje nam a+b=>5, czyli
a->b.

Na odwrét, niech a—b, czyli a+b=>b. Na moecy (I) mamy
a+b-<2b, a na mocy (IV) ogélnie a<Xa+ b, co Iaeznie z warunkiem (II)
daje a<b. Jednoznaczno$é takiego wyboru dzialad +, - i’ aby
byla zachowana réwnowainosé zwigzkéw a<b i a—b, wynika na-
tychmiast z (5.3)-(5.11).

Udowodnione twierdzenia 2 i 3 moéwia nam, Zze teoria ciata
Boole’a jest czefcia teorii zbioréw czesciowo uporzadkowanych,
a w szezegblnosei czedeia teorii struktur.

§ 6. Dzialania nieskoniczone w cialach Boole’a

Niech U bedzie dowolnym cialem Boole’a, Z za$ dowolnym
podzbiorem U.

OERBSLENIE 2. Element % e U nazywamy sumq elementéw
zbiorn ZC U, jesli spelnia dwa warunki:

(6.12) Dla kazdego z e Z zachodzi z-+u,

(6.22a) Jezeli pray pewnym velU mamy 2—v dla kaidego z € Z, to

w—>1. ‘
OxRRESLENIE 2b. Element u ¢ U nazywamy dloceynem elemen-

téw zbioru ZCU, jesli spelnia on dwa warunki:

(6.1b) Dla katdego 2z e Z zachodzi u—z,

(6.2b)  Jezeli prey pewnym ve U mamy vz dla katdego z € Z, to
V> U.
3*
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. . - ¥ .
Sume elementéw zbioru ZC U oznaczamy przez 2% a iloezyn
€2
oznaczamy przez []z W przypadku, gdy Z jest zbiorem przeli-
z€Z : -

czalnym i Z =(2,%,...), piszemy dla oznaczenia sumy i iloezynu

2] (=%
odpowiednio 22 2z i ”1 2.

= o

Nalezy zwrécié uwage, ze dla kazdego zbioru ZCU suma i ilo-

czyn elementéw tego zbioru, o ile istnieja, sa jednoznacznie wy-
znaczone okredleniem 2. Moze sig jednak zdarzyé, ze w pewnym
ciele U dla pewnego zbioru ZCU nie istnieje clement e U spel-
niajgey (6.1) i (6.2), czyli nie istnieje suma (lub odpowiednio ilo-
czyn) elementéw zbioru Z.

OxRESLENIE 3. Cialo U nazywamy preelicealnie  addytywnym
cialem Boole’a, jezeli dla kazdego przeliczalnego podzbioru Z tego
ciala istnieje w tym celu suma elementéw zbioru Z. W przypadku,
gdy dla kazdego podzbioru Z tego ciala (bez ograniczenia mocy)
istnieje w tym ciele suma elementéw zbioru Z, woéwezas cialo U
nazywamy zupelnie addytywnym. '

Udowodnimy kilka twierdzen dotyczacych wprowadzonych
pojec.
(6.3) Dla kazdego zbioru skonczonego Z == (2
i iloczyn elementow tego zbioru:

Loy %) CU dstnieje sume

D=t =2+ .2, [[z—[lzi_f~1

zeZ i=1 i=L

Dowéd. Dla n=2 twierdzenie jest oezywi‘ste, gdyz wtedy wa-
runki (6.1) i (6.2) pokrywaja sie z okrefleniem sumy i iloczynu
przez relacje zawierania — (warunki (IV) i (V), str. 33). Dla dowol-
nego n otrzymujemy twierdzenie (6.3) przez indukeje, korzystajac
z Iacznogei dodawania i mnozenia. '

‘WNIOSEK. Kazde ciato Boole’a skoticzone jest zupelme a,ddyf'ywwe

Udowodnimy tera,:f rownoéel
(64) 3 Xetw)=Xet+ 2w, ] [[w)=]]z- Hw.
z€Z weW z€Z wew 2€Z weWw Z€Z  weW
Dow'éd. Dla kazdego z¢Z i we W mamy z+w~>2z+2w,
a wiec D (e+w) —>Zz+2 i dalej 2 Z(z+w —>Zz+ Z'N’

. WEW z€Z weW Z€Z weW wew
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% drugiej jednak strony dla ze¢Z mamy g->z-+w-> ) (24 w)—

. . wew
= 2 (z+w), a wiec ) z—) 2 (2+w). Podobnie otrzymujemy
z€Z we W z€Z z€Z weW B
3w 3 (s+w), skad wynika, ze X e+ w- 2 D (z-+w),
we W z€ZweW zeZ weW z€Z weW

co wraz z poprzednio udowodmonym zawieraniem daje pierwsza
réwnosé (6.4).

Yatwo zauwazyé, ze dow6d drugiej réwnodei otrzymamy przez
rozumowanie dwoiste, to znaczy zastepujac w dowodzie pierwszej
réwnofei znaki sumy przez znaki iloczynu i odwracajac zawieranie.
Nalezy zauwazyé, ze tak w twierdzeniu (6.4), jak tez w nastepnych
zakladamy istnienie sum (lub iloczynéw) wystepujacych w twier-
dzeniu.

(6.5) Jezeli Z jest zbiorem pustym, to

De=1, []z=0.

z€Z zeZ

(6.6) Jeseli Z mie jest zbiorem pustym, to
‘ Doz =0, []z+2)=

zeZ z€Z

(6.7) Jezeli .zer to
2 eta)=1,
Dowody (6.5), (6.6) 1
6o (-0
Dowéd. Dla kazdego ée Z mamy z-> ) #, skad na mocy (5.11)
(2 z)’—->z’, a na podstawie okreslenia ﬂoc;;nu (22 —~Il#. 7 dru-’

26Z z6Z T zeZ

giej jednak strony, poniewaz dla kazdego = € Z mamy HZ 2z,
ZE€

wiee na mocy (5.11) z—»(]_[z) a nastepnie 2z—>(n‘z’)’. Stosujac
€Z Z€Z zeZ -
—(2#)". Udowodnione obustronne

ZEZ

1] (220) =

zeZ
(6.7) wynikaja wprost z okreflenia 2. -

(Hz)’:Zz’.‘

. z€Z zeZ

znowu (5.11) otrzymujemy H

zawieranie dajg 1dentycznoéé (6 8).
Wzory (6.8) nazywaja sie uogdlnionymi wzoramt de Morgana.
Wynika z nich nastepujacy :

WNIOSEK. W kaidym zupelnie addytywnym ciele Boole’a (prze-
liczalnie addytywnym ciele Boole’a) istnieje dla Lasdego (kazdego co-
najwysej preeliczalnego) zbioru elementow iloczyn elementdw tego zbioru.


Yakuza


38 1. Algebra Boole’a

Udowodnimy jeszeze dwa prawa rozdzielnodei:

(6.9) ’ wye=wz, w[le=[]@+w).

zeZ 2€Z z2€Z z€Z

Udowodnimy pomocniczo

{a) w ) we =2, we. .

z€Z 1€Z

Dla dowolnego ze Z mamy wez—sw, wige J wz—>w, skad wynika (a).
z€Z

(b) w' > we=0.

: z€Z

Mnozae (a) obustronnie przez w' otrzymujemy (b).

Dowéd twierdzenia (6.9): w3 e=w}) (ew + 2w’) =w Y ew -+

- z€Z €2 Z€Z -
+w ) e =) we. ‘

z€Z Z€Z .

Na zakodezenie niniejszego paragrafu podamy jeszeze dwa
twierdzenia o nieco innym. charakterze.

Bedziemy méwili, ze element u ciala U jest nieskorozony, jesli
zbilr tych v e U, ktére sa zawarte w u (tzn. v—u), jest nieskoniczony.
(6.10) Jezeli element weU jest nieskothczony, to istnieje ré3ny  od
nego & zawarty w nim element v e U réwnied nieskorczony.

Dowéd. Przypusémy, ze element u jest nieskoriczony, ale

ke.uZdy rézny od u i zawarty w nim element nie jest nieskonczony.
Niech v, bedzie dowolnym niepustym elementem’ zawartym wu.

Na mocy zalozenia zaréwno v,, jak wurg nie gg nieskoriczone. Przy-

puéémy, ze w pierwszym zawiera sie k elementéw, w drugim zaé
l elementéw ciala U. Poniewaz kazdy element v zawarty w w daje

sig jednoznacznie przedstawié w postaei V=0;-+7,, gdzie v,—0v,,

& Dy—>Ulo, Wige W u zawiera sie nie wiecej niz %1 elementéw, nie

jest on zatem nieskoriczony, wbrew zatozeniu.

g ,
§6.11) Jezeli U jest preeliczalnym eiatem Boole’a (to znaczy zbiér U
Jjest dokladnie przeliczalny), to U nie jest preelicealnie addytywnym
ciatem Boole'a. ' :

Dow6d. Z zalozenia element 1 ciata U jest nieskoticzony.
Twierdzenie (6.10) pozwala nam indukeyjnie wyznaczyé taki cigg
elementow u;,u,,... ciala U, ze kazde dwa jego elementy sa. rézne
i kaidy z nich zawiera si¢ w poprzednich. Zalézmy, ze Vy = UL Uppy s
Sprawdzamy z latwodcia, ze elementy ciggn Vy,Pz,... $3 parami roz-
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Igczne (to znaczy, ze 7;-v;=0 dla i) i niepuste (to znaczy, Ze

%0 dla i=1,2,...). Gdyby cialo U bylo przeliczalnie addytywne,

to kazdemu .rosngcemu ciggowi my;<my< ... liczb naturalnych od-:
(=] .

powiadaltby . element 2 Umy bedacy sumg elementéw oznaczonych
i=1

indeksami m,, My, ... W CIAEU Dy, 0s,... 1, jak latwo sprawdzié, réznym
ciggom odpowiadatyby rézne sumy. Wynika stad, ze zbiér elemen-
o

téw, ktore mozna przedstawié w postaci > Ty (M <M <...), jest
i=1

réwnej mocy ze zbiorem wszystkich cieyg(’)wu rosngeyeh - liczb natg—
ralnych, a wigc jest nieprzeliczalny (por. wstep, (1), str. 7). Nie
moze sie wiec on zawieraé w przeliczalnym ciele U. .

W dowodzie powyzszego twierdzenia uzyliémy po raz pierwszy
dwo6ch wyrazen, ktérymi w dalszym ciagu bedziemy sie systema-
tycznie postugiwali. O elemencie u e U méwimy, ze jest miepusty,
jesli %50, w przeciwnym za$ razie méwimy, ze jest pusty. 0 de)ch
elementach u,v ¢ U méwimy, ze sa roztacene, jesli ich iloczyn jest
pusty, a wiec gdy u-v=0. Méwimy, ze elementy zbioru ZCU sg
parami rozlaczne, jesli kazde dwa roine elementy zbioru Z sg roz-
tgczne. ‘

§ 7. Ciala zbioréw

Niech E bedzie dowolnym zbiorem. O elementach tego zbioru
i o jego mocy nic nie bedziemy zakladali. Oznaczmy przez W(E)
klase wszystkich podzbioréw zbiorn E (a wiec wzory X e W(E)
i XCE sg réwnowazne). Dla dwoéch zbioréw X,Y e W (E) oznaczmy
przez X+Y, X-¥ i X—Y odpowiednio ich sume, iloczyn i réznice.
Wiemy, ze klasa W(E) ma nastepujaca wiasno$é: ‘

(1.1) Jeseli X,Y e W(E), to X+Y, X-¥, X—-YeW(E).
Przyjmijmy teraz dla X e W(E)
(7.2) X' =E—-X. )

Okregliliémy w ten spos6b dziatanie na jednym elemencie klasy
W(E). Na mocy (7.1) mamy:

(7.3) Jeteli X e W(E), to X' e W(E). ‘

Nastepujace twierdzenie charakteryzuje wlasnodci dziatan <+, - i/,
w klasie W(E): ‘ 3

 TwiErDZENIE 4. Klasa W (E) jest ciatem Boole’a ze wagledu na
deiatamia -+, - i '; relacja zawierania w tym ciele Boole’a pokrywa’sig
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26 cwyllym teoriomnogodciowym zawieraniem si¢ biordw; cialo to jest
aupelnie addytywne, o deiatania nieskotczone swmy & iloceynu w tym.
ciele pokrywaja si¢ ze zwyklyms nieskonceonyms deiataniomi sumy
i 4loczynu w sensie teorts mnogosci.

Twierdzenie powyzsze jest wazne zardwno ze wagledu na to,
7e pozwala nam ono budowaé przyklady ciat Boole’a, jak tez i dla-
tego, ze na jego podstawie mozna teorie ecial Boole’a traktowaéd
jako uogllnienie dzialani teoriommnogodciowych. rozpatrywanyceh na
podzbiorach jakiego§ ustalonego zbioru.

Dowéd twierdzenia 4. Udowodnimy po kolei kazdg z trzech
ezedel naszego twierdzenia.

Dowdd pierwszej czedel uzyskamy przez sprawdzenie, ze suma
i iloczyn zbioréw wraz z uzupelnieniem zbioréw okredlonym przes
(7.2) spelniajg uklad postulatéw (B). Sprawdzenie tego pozbﬂﬁa.-
wiamy czytelnikowi. Przykladowo sprawdzimy tylko postulat (B-4).
Niech X, ¥ i Z beda dowolnymi podzbmmml zbioru E Postulat
(B 4) zgda, aby

X+Y Z=(X+X)(X+2)

Zauwaimy, i element p zbioru E nalezy do zbioru X+Y -Z
wtedy i tylko- wtedy, gdy badZz p ¢ X, badZ réwnoczeénie p e ¥
i peZ. Zaréwno jednak w pierwszym, jak w drugim przypadkn
mamy pe(X+Y) i pe(Y+2), skad p e (X+Y)(X+2), a wiee
X+Y-ZC(X+Y)(X 4 Z). Niech teraz p ¢ (X+Y)(X+ Z). Wynika

stad, ze p nalezy zaréwno do (X +¥), jak do (X-Z). Jezeli p na-.

lezy do X, to nalezy tez do X+ Y -Z; jezeli. natomiast do X nie
nalezy, to poniewaz nalezy zaréwno do (X--Y), jak do (X2 Z),
wiec musi nalezeé i do ¥, i do Z. Z nalezenia jednak punktu P
ido Y, ido Z wynika jego nalezenie do Y -Z, a w rezultacie réw-
niez do X+4Y-Z. WykazaliSmy w ten sposéb, ze z nalezenia ele-
mentu p do (X+Y)(X+Z) wynika jego nalezenie do X--Y- Z,
a wiee udowodnilismy  zawieranie (X+¥)(X+Z)CX+Y- Z. Udo~
wodnione obustronne zawieranie daje identycznosé, ktére] chcleh-
fmy dowiedé.

Dla dowodu drugiej ezefei ’rmerdzema 4 zauwazmy, Ze wzbr
XCY zachodzi wtedy i tylko Wtedy, gdy kazdy punkt nalezacy
do X nalezy réwniez do ¥, wzér za§ X —Y wtedy i tylko Wtedy
gdy X4+Y =Y. ’

_ Mamy wige wykazaé, ze wzory XCY.i X+Y =Y sq réwno-
wazne. Zalézmy, ze XCY. Wtedy zbiér X+ ¥ skladajacy sie z tych
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punktéw, ktére naleza do X lub nalezg do ¥, sklada sie po prostu
z tych punktéw, ktére nalezg do Y; te punkty bowiem, ktére na-
lezg do X, nalezg tez do Y, a wige X4+ ¥ =Y. Przypudémy teraz.
ze wzér XCY nie zachodzi, to znaczy, ze istnieje taki punkt p,,
ktéry nalezy do X i nie nalezy do Y. Przy tych zalozeniach punkt
po nalezy do X +7¥, nie nalezy zad do Y i identycznogé X+ ¥ =Y
nie zachodzi, a to dowodzi drugiej czedci twierdzenia.

Niech teraz K bedzie dowolna podklasy klasy W(E). Udowo-

dnimy, ze w ciele W(E) istnieje suma elementéw klasy K: > X
xeK

i ze suma tg jest zwykla teoriomnogosciowa suma zbioréw klasy K,
a wiee zbidr tych punktéw, ktére nalezg do przynajmniej jednego
ze zbioréw klasy K. Oznaczajac przez X, mmogosciows sume ele-
mentéw klasy K, mamy wykazaé zgodnie z okrefleniem 2, ze

(7.4) Jezeli X eK, to XCX,.
(7.5) Jeseli dla katdego X e K XC¥, to X,CX.

Wzér (7.4) jest oczywisty na mocy definicji sumy mnogoseio-
wej. Dla dowodu (7.5) przypusémy, ze kazdy ze zbioréw X eK
zawiera sie w zbiorze ¥, a mnogosciowa suma X, zbioréw klasy K
w Y sie nie zawiera. Istnieje wtedy taki element p, ktéry nalezy
do X,, a nie nalezy do Y. Ale element p, nie nalezy do zadnego
ze zbioréw klasy K. Gdyby$my bowiem mieli X;eK i p,e Xy,
to na mocy zalozonego zwigzku X,CY mielibysmy réwniez poe Y.
7 tych rozwazan wynika, ze zbiér X,, wbrew zalozeniu, nie jest
mnogofciows sumg zbioréw klasy K, mnogoSciowa bowiem suma
zbior6w. tej klasy jest to zbiér, do ktérego jaki$ element nalezy
wtedy i tylko wtedy, gdy nalezy do przynajmniej jednego zbioru
klasy K, punkt p, za$ tej wlasnodci nie ma, a mimo to do X, na-
lezy. W ten sposéb udowodniliémy ostatnia czesé twierdzenia 4.

Podobnym rozumowaniem jak powyzsze czytelnik z latwoscia
udowodni, ze réwniez operacja mnogosciowego iloczynu elementéw
dowolnej klasy KCW(E) pokrywa sie z iloczynem elementéw tej .
klasy w sensie ciala Boole’a W (E). Dalej, czytelnik latwo udo-
wodni, ze jednodcia w ciele W(E) jest zbiér B, mamy bowiem F =
=X+4X', gdzie X jest dowolnym zbiorem nalezacym do W(E),
zerern za$ jest zbiér pusty.

To, co zostalo powiedziane o ciele W(E), usprawiedliwia uzyeie
tych samych symboli dla oznaczenia dziatati w ciele Boole’a, co
dla oznaczenia dzialan teorii mmnogosei, jak réwniez uzycie sym-
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bolu 0 zaréwno dla oznaczenia zbioru pustego, jak i dla oznaczenia
elementéw u-u’ W ciele Boole'a. '

Niech U bedzie dowolnym cialem Boole’a. U jest pewnym.
zbiorem, utwoérzmy wiec ciato W(U). Dziatania niegkonczone w U
wykonuje sie na elementach podzbioréw U, a wige na elementach
zbioréw ciata W(U). Pozwala nam to na wyprowadzenie pewnych
zalezno$ei miedzy dziataniami w U a dziataniami w w(U).

Tak wige, dla wszystkich podzbioréw X i ¥ ciala U zachodzy
nastepujace zwigzki pod warunkiem, ze W ciele U igtnieja odpo-
wiednie sumy lub iloczyny: ‘

(7.6) Su+Yu= 2 u, [Tu-Tlu= [] w.
ueX  ueY nexX+Y ue¥ ucY ueX-+Y

Udowodnimy pierwszy z tych zwigzkéw, pozostawiajac dowdd
drugiego czytelnikowi. ‘

- . Y a Y
Jezeli ueX, to ue X+¥, a wiec u— 2 u, skad S>3 u.
neX+Y ueX uey+4¥

. . W . T T oY -
Podobnie otrzymujemy J u-> Y, w i ostatecznie Y u+ u—> 3 u.

usY ueX+Y ueXx ugy ueX-+Y
Jezeli teraz ue XY, to badz weX, bads we Y. W pierwszym

jednak przypadku u—>3 u—Y u-+ Y u, w drugim u->> u—2 u+

neX ueX ueY ueY  ueX
. . . 2

4+ Yy, w obu wiee przypadkach w—>) w43 u, wiee X u—2 u-+
ueYy ueX ueY ueX+Y uex

4+ Y u, co wraz z poprzednio udowodnionym zawieraniem daje
ueyY '

teze (7.6). v
Zauwazmy jeszcze, ze

(7.7) Jezeli Y jest dowolnym. zbiorem, X (y) éaé, dla ye Y, podzbio-
rem ciata U, to zachodzq mastepujace zwiqeki:

S Sa= 3 w I Mu= [ v

yeY ueX(y) ue X X yeY ueXx(y) ue S X(»)
yEY ) yeyY

Dow6d wzorowany na dowodzie (7.6) pozostawiamy czytelnikowi.
‘Warto zwrécié uwage na to, ze zwigzki (7.7) s3 uogdlnieniem Zwigz-
kéw (7.6).

4 § 8. Podciala

Ni;ach U bedzie dowolnym ciatem Boole’a ze wzgledu na dzia-
tania -+, - i’. W niniejszym paragrafie zajmiemy sie takimi pod-

zbiorami V ciata U, ktére sa cialami Boole’a ze wzgledu na te same

" dziatania co U.
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OXRESLENIE 4.

(8.1) Zbiér VCU nazywa sie podciatem ciala U, jesli jest ciatem
Boole'a ze wzgledu na te same dzialania co ciato U. .
(8.2) Zbiér VCU nazywa sie przeliczalnie addytywnym (zupelnie
addytywnym) podciatem przeliczalnie (zupehie addytywnego) ciala U,
jesli zbidr V jest podciatem ciata U (w sensie (8.1)), a ponadto jezeli
zbiér V jest przeliczalnie addytywnym (zupelie addytywnym) cia-
lem Boole’a i dziatania nieskonczone (przeliczalne lub wszystkie)
w.V pokrywaja sie dla podzbioréw zbioru V z dziataniami nieskon-
czonymi (przeliezalnymi Iub wszystkimi) w ciele U.

Podamy prosty przyklad. W kazdym ciele Boole’a zbiér V
skladajgcy sie z dwoch elementéw 0 i 1, okreslonych za pomoca
wzoréw (3.1) i (3.2), jest podcialem ciata U.

TWIERDZENIE 5.

(8.3) Na to, aby zbicr VCU byt podciatem ciala U, potrzeba i wy-
starcza, aby zbicr V spelniat postulat (Bl) ze wzgledu na dzialania
okreslone w U.

(8.4) Na to, zeby zbidr VCU byl przeliczalnie addytywnym podeiatem
(zupetnie addytywnym podciatem) przeliczalnie addytywnego ciata U
(zupelnie addytywnego ciata U), potrzeba i wystarcza, aby #biér V byt
podciatem U oraz aby dla kazdego przeliczalnego (w przypadku zupetnej

 addytywnodcei, po prostu kasdego) zbioru XCV suma 2% (rozumiana

jako suma “w ciele U) naleéata do V. “

Dow6d. Jest rzecza oczywista, ze warunkiem koniecznym i wy-
gtarczajacym na to, zeby zbiér VCU byt podcialem U, jest, aby
spelial on wraz z dziataniami okreslonymi w catym U ukiad po-
stulatéw (B). Zauwazmy jednak, ze jedynie postulat (Bl) naklada
pewne warunki na caly zbiér elementéw ciata Boole’a. Pozostale
postulaty charakteryzujg dzialania na poszezegélnych elementach
tego zbioru, jezeli wieec Sa one speinione dla kazdej pary u,v (lub
tréjki u,v,w) elementéw zbioru U, to tym bardziej dla kazdej pary
(lub tréjki) elementéw podzbioru V zbioru U. Aby wiec wiedzied,
czy uklad (B) jest spelniony w V, wystarczy sprawdzié speiianie
postulatu (B1); to wiasnie wyraza nam czesé (8.3) twierdzenia 5.

Czedé (8.4) tego twierdzenia jest w $wietle okreslen 2 i 4 oczy-
wista. : '

7 twierdzenia 5(8.3) i wzoréw (4.7) wyciagniemy jeszcze na-
stepujacy '
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WNIOSEK. Na to, zeby VCU bylo podeialem ciala U, p(m 2eba
i wystarcza, aby badé

(8.5) dla Tasdych w,v eV zachodzilo w-+v,u'e v,
bad# »
(8.6) dla Laidych w,v eV zachodzito w-v,u’ V.

7 wzoréw (4.7) wynika bowiem dla kazdego VCU réwnowas-
no$é postulatu (B1) z kazdym z warunkow (8.5) i (8.6).
(8.7) Jeseli CCW(E) jest Tlasq podcial ciata U (preelicealnie addy-
tywnyeh podeial ciala U, zupelnie addytywnych podciat. ciata U), to
U, :J{V jest réwnied podciatem (praeliczalnie addytywnym podeiatem,
o

aupetnie addytywnym podciatem) ciata U.

Dowb6d. Wystarczy sprawdzié, ze spelniony- jest warunek (8.5).
Niech %,v e U,. Wobec tego u,veV da kazdego V e C, a poniewaz
kazde V e C jest cialem, wige u-+v,u eV, skad wymk&, e u v,

w' e[|V =0,

VeC

Analogiczny dowod w przypadku przeliczalnej (zupelnej) addy-
tywnodei pozostawiamy czytelnikowi.

Niech P bedzie pewns wlasnodcia, .ktora moze przyslugiwaé
zbiorom. Méwimy, ze zbiér X, jest najmmniejszym szbiorem majacym
wlasnosé P, jesli zbiér X, ma wiasno§é P i kazdy zbiér ¥ majacy
wlasno$é P zawiera zbiér X,. ‘

Tak na przyktad zbidr XZ; X =X, jest najmniejszym zbiorem

€

majacym wlasnodé: kazdy zbiér X ¢ K zawiera sie w X, Nalezy
zauwazyé, ze nie dla kazdej wlasnodci P istnieje najmniejszy zbiér
majacy te wiasnodé (np. wlasnodé ,byé zbiorem przeliczalnym’ nie
jest taka), jezeli jednak zbiér taki istnieje, to jest jedyny. Niech
bedzie XCU, gdzie U jest pewnym cialem Boole’a. Wprowadzone
powyzej pojecie zastosujemy do wiasnodei: zbidr Y jest podciatem U
i zawiera X.

TWIERDZENIE 6. Jeseli U jest ciatem Boole'a (przeliczalnie addy- ‘

tywnym ciatem Boole’a, zupelnie addytywnym ciatem Boole’a), o dla
Lazdego zbioru XCU istnieje najmniejsze podeiato U . (przeliczalnie
" addytywne podciato U, zupelnie addytywne podciato U) zawierajgce X.

Dowéd. Niech C bedzie klagg wszystkich podciat ciata T
(przeliczalnie addytywnych podeiat U, zupelnie addytywnych pod-

cial U) zawierajacych X. Klasa C nie jest pusta, gdyz na przy-;
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klad U e C. Ozytelnik latwo wykaze za pomoca twierdzenia (8.7),

ze zbiér [[V ma zadane wilasnoget.
Vel

OxrESLENIE 5. Najmniejsze podeialo zawierajace zbior X CU
nazywamy najmniejszym podciatem rozpostartym na zbiorze X i ozna-
CZaImy przez [}X ]]

Najmniejsze przeliczalnie addytywne podcialo zawierajgce Zbiér
XCU nazywamy najmniejszym przeliczalnie addytywnym podcialem
rozpostartym na zbiorze X 1 oznaczamy przez [[X ]]ﬁ.

Najmniejsze zupelnie addytywne podecialo zawierajace zbior
XCU nazywamy najmniejszym zupelnie addytywnym podciatem roz-
postartym ma zbiorze X 1 oznaczamy przesz [|X l]m

Zachodzg nastepujace zwigzki, ktorych latwe dowody pozosta-
wiamy czytelnikowi:

e [|Dx0) =0 (0= 020
(8.9) (a) Jezeli chc[ixﬂo, to [|X1[], =[1 7],
(b) Jezeli XCYC[|X[],, o [|X[], =[1 T[],
() Jeseli XCYC[|X[],, to [|X(|o=[] 7]
(8.10) Jeseti XC[| X[, i Y[ X[],, to [|X1},=[I T[],

I w tym twierdzeniu mozemy, podobnie jak w twierdzeniu (8.9),
daé sformulowanie typu (b) i (e).
W przypadku gdy V jest podcialems U, wowczas ciato [[V|]B

nazywamy przeliczalnie addytywnym rozszerzeniem V, a cialo DT l]oo
nazywamy zupelnie addytywnym rozszerzeniem V.
Zauwazmy jeszcze, ze

(8.11) Jeseli V,CV,CV,C...

[ 37ll=Z v

sq podeiatami ciata U, to

o ‘
Ciato D' V; nie musi jednak byé zupelnie, a nawet przeliczalnie
i=1
addytywne, nawet jezeli ciala V; sg zupelnie addytywne.
Dla dowolnego zbioru E podciata ciata W(F) nazywamy cia-
lami zbioréw. Zwracamy uwage, ze ciala zbioréw nie musza byé
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zupelnie (a nawet przeliczalnie) addytywne ani w sensie dzialan
teorii mnogosei, ani nawet cial Boole’a. Ciato zbioréw nazywamy
przeliczalnie (zupelnie) addytywnym cialem zbiorow, jedli odpowiednie
sumy nieskorczone sg w nim wykonalne i pokrywajg si¢ z sumami
w sensie teorii mnogosci.

§ 9. Cialo figur elementarnych

W niniejszym paragrafie zbadamy pewne . cialo zbioréw, ktére
bedzie odgrywalo duzg role w dalszym ciagn naszych rozwazah
(w szezeg6lnogei w ksiedze drugiej). Zaczniemy od wprowadzenia
pewnych uméw dotyczacych znakowania i terminologii.

Bedziemy oznaczali przez R,, n=1,2,..., #n-wymiarowa prze-
strzef kartezjarisks. Punks tej przestrzeni o wspolrzednych oy, Loy ..., 2w
bedziemy oznaczali przez (%, ,@,...,%s). Przy rozpatrywaniu nierdéw-
nodel ksztattu a<z, a<uz, gdzie 2 jest zmienng rzeczywisty, uwa-
zamy za dopuszezalne, aby a przybierato réwniez wartofé ,niewla-

§ciwa” — oo, Przy czym nieréwnosei —co<<# i —oo <2 nic o liczbie »

nie orzekajg. Podobnie, przy nieréwnosciach xz<b, »<b dopusz-
czamy dla b wartosé niewladeiwg -+ oo, co daje nic nie orzekajace
0 « nieréwnosci &< +oo, #<+oo. Tak wige np. podwdjna nierdw-
no§é: 0 <w< + oo znaczy to samo co 0<a, tj. ze x jest liczba do-
datnig.

Niech bedzie dany uklad & nieréwnodcli Wy, W,,...,Wi. Warunek
polegajgcy na lgcznym zachodzeniu tych nieréwnoéci bedziemy ozna-

czali przez W, W,,...,W; lub krétko przez H Wk, zupelie tak, jak-

byémy mieli do czynienia z elementami Jaklegoé ciata Boole’a. Tak
np. jezeli wspdlrzedne @, ,x,,2, jakiego§ punktu przestrzeni By spel-
niajg uklad dwu nieréwnofei: a;+23<1, ,>0, woéwezas powiemy,
ze punkt w,,,,2, spelia warunek (a3 a3 <1):(2;>0). Ten sposéb
znakowania okazuje sie bardzo wygodny i nie daje na ogdl pola
do nieporozumien.

Zalézmy, ze ustalono przestrzen R. Niech W oznacza pewien
warunek, wéwezas przez [ [W] bedziemy oznaczali zbi6r tych pun-
kt6w przestrzeni R, ktére spelniaja warunek w; tak np. F [214-a5=1]
jest w przestrzeni R, zbiorem punktéw pewnego okregu, a w prze-
strzeni R, — zbiorem punktéw powierzchni pewnego walca kolowego.

‘W przestrzeni R, przy zatozenin. a; < by, 4=1,2,...,n, nazy-

wamy odpowiednio:
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'

otwartym zbiér E [ H (ay<x; <by )]
i=1
domknietym zbi6r E [ H (a,-<m,-<b.—)},

przedziatem

R-WYMAGTOWYI, L,
prawostronnie pototwartym zbidér [F [ H (@ <a:, <b )]
i=1

lewostronnie pdlotwartym zbiér [ [ IT (a; <gp,~<b,-)].

i=1
Poniewaz przedzialy lewostronnie pélotwarte nie beda odgrywaly
w naszych rozwazaniach zadnej roli, wiee przedzialy prawostronnie
pélotwarte bedziemy nazywali po prostu. pdélotwartymi, opuszczajac
wyraz prawostronnie. Klase wszystkich n-wymiarowych przedzialdow
pélotwartych bedziemy oznaczali przez P,. Kazdg sume skonezonej
ilogei n-wymiarowych parami rozlacznych przedzialéw pélotwartych
bedziemy nazywali n-wymiarowq figurq elementarng. Klase tych
figur oznaczymy przez IN,.

TwiERDZENIE 7. Dla kazdego n klasa N, n-w memmw yeh fz_qur
elemmtarm/ch jest ciatem zbiordw.

" Dowdd. Oczywiscie IN, moze by¢é tylko podciatem ciata W(R,),
wiec na mocy whiosku z twierdzenia 5 wystarczy dowiedé, ze spel-
niony jest warunek (8.6), tzn. jezeli X, Y eV, to X-¥, X'eN,.

Pomocniczo ndowodnimy:

(9.1) Jeseli I,,I,eP,, to I, I,cP,.

Tloczyn dwu  n-wymiarowych przedziatow polotwartych Jest
przedziatem pélotwartym.

Dla dowodu wystarczy zauwazyé, Ze zachodza nastepujace
réwnosei:

n

(9.2) E [[] (0 <o <b®)]- E[1] (af? <a < b)]=

=1 Ti=]

=E[ﬁ ﬁ(a,@g;w<lxgj))]':E[ln—](aiémi<b,~)],

i=1 f=1 R i=1

max (e, ), b;=min (5, b).

Z (9.1) wynika natychmiast, ze iloczyn dwu flgur elementar-
nych jest figura elementarng.

gdzie ;=
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k !

- : r \ 7 ! 7 )

Niech bowiem X,YeN,, X=31;, Y=2d; Ii,J;eP, oraz
; je=1

i=1
LI;=0=J,J; dla i%j.

(9.3) XY =L+ .+ 1) (T4 o Adn) = (Lt b Li) -
+J2(11+-~-“T"1k)+--~+J1(Irf----+[1c)*‘*717'['+t711'2'|,"'-~]
- ’ ‘ """’“:.‘j“'

RNy S PRy J SRS ) (RS B 4 SRS SR Y0 P SR SR 0 “%ij I;,

co dowodzi, ze X,Y jest figurg elementarng.

Dowdéd, 7e jezeli X jest figurg elementarng, to A’ jest figurg
elementarng, poprowadzimy przez indukeje wzgledem ilosei & prze-
dzialéw pototwartych, ktérych sumg jest AL

Dla k=1 twierdzenie jest oczywiste. Przypuddmy, ze zachodzi
ono dla wszystkich figur elementarnych bedgeych sumg nie wigeej

k+1

niz k przedziatéw rozigcznych i niech A== 2 I;, gdzie I, ¢ P,. Mamy
1=1

wtedy
k+1 kt1 ko
04)  X= (2T =]lTi= 1{ L L = ( 2 1)L,

. ) k
N . " - . . » Y . .
ale na podstawie zalozenia indukeyjnego zaréwno () 1;)', jak T
=1

s figurami elementarnymi, na podstawie zad poprzednio udowo-
dnionego twierdzenia iloczyn dwu figur elementarnych jest figury
elementarng, co konczy dowdd.

- Zauwazmy jeszcze, ze

(9.5)

n=

Oczywiscie P,CN, C[]P -0, wige na mocy (8.9) HN,,”
poniewaz jednak NN, jest ciatem, wige DN ]]

I,l P"[ I 0y
s 0 dowodzi (9.5).
Ciato IV, jako zawarte w przeliczalnie (a nawet zupelnia) addy-
tywnym ciele W(R,), ma w nim swoje przeliczalnie addytywne roz-
szerzenie [[N ]]ﬁ Ciato U N, []ﬁ nazywamy cialem 2biordw borelow-
skich przestrzeni R, i oznaczamy przez B, (por. wstep, str. 14).
Ciato B, odgrywa wielks role w opisowej teorii mnogosei i w teorii
funkeji rzeczywistych. Ma ono réwniez podstawowe znaczenic w Ta-
chunku prawdopodobienstwa.
_ Udowodnimy. obecnie kilka wlasnodei ciala B,. Oznaczmy
przez P} Kklase przedzialéw otwartych, a przez Q, klase zbiordw

icm

(9.6)

a7 (9.6), (9.8) i
"(9.9)
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otwartych przestrzeni &,. Mamy
P,CQ,CB,.

Inkluzja pierwsza jest oczywista, druga zaé’ wynika z tego
(por. wstep, str. 11), ze kazdy przedzial otwarty jest sumag prze-

- liczalnego ciggu przedzialéw pélotwartych, kazdy zad zhiér otwarty

jest sumg przeliczalnego ciggu przedzialéw otwartych.
Dalej mamy:
(9.7) P,C[|P}]],C[|P.]],-

Inkhuja. druga jest oczywista. Dla dowodu pierwszej niech

I=F [i[ [1 G <x<b) ] oznacza pewien przedzial pélotwarty w prze-

strzeni R,. Zalbéimy, ze
J—'—-E[il_—ll(—oo<fl'i< b,)] i J,=E [(—-OO(.’X‘,<(1,)].
Jak latwo sprawdzié

= J'(,él'Ji)”

I¢[|Py]],.
(8.10) wynika wzir

[1221] =1 2al], =B

(8.9) wynika wzér

[' Qn I]ﬂzB

Oiato zbioréw borelowskich definiuje si¢ zwykle w. ten wiaénie
sposéb jako najmniejsze cialo przeliczalnie addytywne rozpostarte
na zbiorach otwa,rtyeh

a wiee

Z (9.6), (9.7) i
(9.8)

§ 10. Homomorfizm, izomorfizm, kongruencje oraz ciala ilorazowe
i zrelatywizowane

W tym paragrafie okreflimy pewne stosunki, ktére mogg za-
chodzié miedzy dwoma cialami Boole’a. Tak tu, jak i w dalszym
ciggu, méwige o dwéeh cialach Boole’a bedziemy uzywali, o ile
nie bedzie to grozilo nieporozumieniem, tych samych znakéw na

. oznaczenie dziatan okreblonych w jednym i w drugim, a mxa,no

wicie znakéw -+, -

Podstawy rachunku prawdopodobiefistwa 4
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ORRESLENIE 61), Niech U i V beda dwoma‘ ciatami Boole’a.

(a) Méwimy, ze cialo U jest homomorficzne z ciatern V (a cialo
V jest obrazem homomorficznym ciala U), i piszemy U hom V, jedli
istnieje funkeja b odwzorowujaca U na V (to znaczy okreslona dla
elementéw U i przyjmujaca wartodcei z V, przy czym dla kazdego
v eV istnieje takie w e U, ze h(u)=v), spemiajgca przy dowolnych
%,y € U nastepujgce warunki: .

(10.1) R (16,4 tg) = R (2ty) + R (1),
(10.2) ho(ug) = h(w)" ?).

Funkeje h spelniajaca warunki (10.1) i (10.2) nazywamy funkejq
homomorfizmu lub funkeja ustalajgcq homomorfizm.

(b) W przypadku gdy ciata U i V sg przeliczalnie addytywne
(zupelnie addytywne), a funkeja 2 ustalajaca ich homomorfizm.
speinia dla kazdego przeliczalnego (lub po prostu kazdego) zbioru
ZCU warunek

(10.3) h(Zu) =D h(u),

neZ uezZ

méwimy, ze U jest preeliczalnie homomorficene. (zupeltnie homomor-
ficzne) z V. ‘

(¢) W przypadku gdy cialo U jest homomorficzne (w sensie
punktu (a) niniejszego okreflenia) z ciatem V, a funkeja ustalajaca
homomorfizm jest wzajemnie jednoznaczna, méwimy, ze ciata U iV
59 izomorficene, i piszemy U izom V. ‘

Z powyziszych okrefled wynikajg mtychmiast twierdzenia:

| (10.4)  Stosunek homomorfiemu (przelicealnego homomorfizmu, zupel-
nego homomorfizmu) porzadkuje czesciowo klase wszystkich (przeliczal-
nie addytywnych, zupelnie addytywnych) cial Boole'a.

(10.5)  Stosunek izomorfizmu jest rownowainodciq w klasie wszystkich
cial Boole’a.

1) Pojecie homomorfizmu jest natury ogélnoalgebraicznej. Por. np. okre-
glenie homomorfizmu grup w ksigzee B. L..van der Waerden, Moderne Algebra,
Berlin 1930, Tom I, § 11, str. 44-46.

*) Nalezy zauwazyé, ze po lewej stronie réwnodei (10.1) i (10.2) znaki dzia-
1an odnosza sig do elementéw ciala U, oznaczaja wiee dziatania w U. Po prawej
stronie tych réwnofci znaki dziatan odnosza sie do elementéw ciala V i ozna-
czajy dziatania w V. , !

iom
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(10.6) Jedeli funkcja b ustala homomorfizm ciata U 2 cialem V, to
dla dowolnych u,,u, ¢ U mamy '

Bo(uy - uy) = b (uy) - o ().

Jezeli za$ h ustala preelicealny homomorfizm (zupelny homomor-
fizm), to dla Tkazdego przeliczalnego (lub po prostu kazdego) zbioru
ZCU mamy '

h(nu)=nh(u).

ueZ uezZ
Te ostatnie prawa wynikajg oczywiscie z wzdréw de Morgana (4.6)
i (6.8). Zauwazmy jeszcze, ze zachodzg nastepujace twierdzenia:

(10.7) Jeteli ciala U i V sq izomorficzne, a b jest funkeja ustalajaca
ten izomorfizm, to dla kasdych w,,u,eU wzory

Up~> Uy b B(Uy)~ h(u,)

sq badé réwnoczeswie prawdziwe, badé réwnoczesnie fatszywe.
(10.8) Jeteli ciata U i V sq izomorficzne, a h jest funkejq ustalajqcq

ten izomorfiem ZCU 1 istnieje D u, to istnieje tez 3 h(u) 4
ueZ ueZ

h(Zu):Zh(u).

ueZ ueZ

(10.9) Jezeli ciata U ¢ V sq izomorficene ¢ U jest ciatem przeliczalnie
addytywnym, (zupelnie addytywnym), to i V jest ciatem preeliczalnie
addytywnym (zupetnie addytywnym).
: Niech % bedzie funkejg ustalajacy homomorfizm ciata U z cia-
fem V. Oznaczmy dla v e V przez h™(v) zbiér tych elementéw u e U,
dla ktérych h(u)=w. Zbiory h™%(v;) i h™*(v,) dla réznych v,,v,¢V
8g oczywidcie rozlaczne i niepuste, a wige relacja u,=u, zachodzaeca,v
miedzy dwoma elementami U wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje
taki element veV, ze u,,u, e B (v) lub, co na to samo wychodzi,
gdy h(u,) =h(u,) jest relacjs typu réwnowaznosci w ciele U. Z (10.1)
(10.2) 1 (10.6) wynika, ze ma ona ponadfo nastepujace W%asnoéci:t
(10.10) Jezeli uy=1u; & Us==1y, to Uy Up == tUg Uy T Uy Up==Uglly.
(10.11) Jedeli uy=u,, to uj=us. _

Gdy rozpatrywany homomorfizm jest przeliczalny (zupelny), to-
mamy poza tym
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(10.12) Jeseli Z,,%,CU, Z, i Zy sq ebiorami preeliczalnyms (dowol
nymi) 1 dla katdego 2 eZ, istnicje takie 2,eZy, 86 # =2, % rdwno-
ezesnie dla kasdego 2, ¢ Zy istnicje takie 2y e Zy, 3¢ 2,=2y, 10

2 U= 2 U

ueZy ueZs

OEKRESLENIE 7. Relacje = typu réwnowaznosci, okreslong

w ciele Boole’a U, nazywamy kongruencja, jezeli spelnia w U wa-
runki (10.10) i (10.11). Jezeli za$ cialo U jest przeliczalnie addy-

tywne (zupelnie addytywne), a relacja = spelnia dodatkowo wa-
runek (10.12), to nazywamy ja kongruencje przelicealng (kongruencjg
zupetng).

7 poprzednich rozwazani wynika, ze relacja h(uy) = h(u,), gdzie
h ustala homomorfizm U z dowolnym eciatem V¥, jest kongruencjg
w U. O takiej kongruencji méwimy, ze jest indukowana przez homo-
morfizm. Udowodnimy dalej, ze kazda kongruencja jest indukowana
przez homomorfizn:.

Niech relacja = bedzie kongruencja w ciele U. Oznaczmy
przez 4= A(U,, =) klase zbioréw abstrakeji relacji = w U. Ele-
ment klasy 4 wyznaczony przez element we U (to znaczy zbidr
tych wszystkich v € U, dla ktérych w=v) oznaczmy przez [u]. W kla-
sie A okredlmy dziatania 4, ¢ 1’ w nastepujacy sposéb:

©(10.13) [241] 4 [e] = [0y 4 %5 ],
(10.14) [11] [wa] = [0y - us]s
(10.15) [w] =[u').

Dopuszezalnogé takiego okreslenia wynika z (10.10) i (10.11),
'z warunkéw tych wynika bowiem, ze mimo okredlenia dzialanl na
zbiorach klasy 4 przez wyznaczajace je elementy ciala U, dziala-
nia te nie sy zalezne od wyboru elementéw ciata Wyznaezq.ncy(‘h
odpowiednie zbiory klasy 4.

Jezeli np. 1y, 1y € U 1 w7 Uy, ale L] =[u,], to [4] =[us]’, gdyz
z réwnosel [u;]==[u,] wynika wu,=u,, & na mocy (10.11) uy =y,
skad [uz]=[ws), czyll na mocy (10.15) [u;]" =[us]'.

Zachodzi nastepujace twierdzenie:

(10;16) Klasa A wraz = deziataniomi okreslonymi w niej przez uwktad
weordw (10.13)-(10.18) tworzy cialo Boole'a.

Dla dowodu nalezy sprawdzié, ze dziatania (10.13)-(10.15) w kla-
‘sie 4 spelniajy postulaty ukladw (B). Spelnianie postulatu (B1)

icm

§ 10. Homomorfizm, izomorfizm, kongruencje 53

jest oczywiste. Spelianie pozostalych postulatéw wynika latwo
z zatozonych wlasnosci kongruencji i ze spelniania tych postulatéw
przez dziatanie w ciele U.

Dla przykladu przeprowadzimy dow6d dla postulatu (B+4).
Niech [u], [v] 1 [w] beda elementami 4. Elementy u, v i w naleza
oczywidcie do U, a wiec u(v-+ w)=ur-+ uv, skad wynika, ze

“[w(v+w)] =[uv -+ uww].

Na mocy (10.13) i (10.14) mamy

[w(v+w)]=[u]-[v+w]=[u] ([v]+[w]),
[ue+ ww] =[uv]+ [uw] =[u] - [v]+[2] - [w],

a wiec ostatecznie
[w] - ([w]4[w]) =[u] - [v]+[u] - [w],

co dowodzi, ze postulat (B+4) jest spelniony w klasie 4. Podobnie
sprawdza sie pozostate postulaty.

Tatwo spostrzec, ze elementem pelnym (jednodeia) ciala A jest
element [1], a elementem pustym (zerem) — element [0].

OERESLENIE 8. Cialo Boole’a powstale przez okreflenie w zbio-
rach abstrakeji dowolnego ciala Boole’a U wzgledem kongruencji =
i dziatan wzorami (10.13)-(10.15) nazywamy cialem powstalym przez
podzielenie ciala U przez kongruencjg =, lub krétko: cialem ilorazo-
wym, i oznaczamy przez U/=. Cialo U nazywamy ciatem pierwo-
tnym ciala ilorazowego U/=.

Opierajac sie na okresleniu 8 udowodnimy n&s‘frepu]aeee trzy
twierdzenia:

Uialo pierwotne jest zawsze homomorficzne = ciatem ilorazo-

(10.17)

wym; funkejq homomorfizmu jest funkeja h(w)=[u],

a wiec

(10.18) Kadzda kongruencja w ciele Boole'a jest indukowana przez

pewien homomorfizm.

(10.19) Jezeli ciato U jest homomorficzne & ciatem V, h jest funkcja
ustalajaeq ten homomorfizm, a = kongruencja w U indukowana
przez h, to U|= jest izomorficzne z V.

Dowod pierwszych dwdch twierdzen polega oczywiscie na la-
twym sprawdzeniu, ze funkcja h(u)=[u] jest rzeczywidcie homo-
morfizmem, co wynika wprost z definicji dzialar w U/=. Dla do-
wodu trzeciego twierdzenia przyjmujemy, ze f([u]) = h(u) dla [u] e Ul=
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i podobnie jak w poprzednim przypadku sprawdzamy, ze funkeja f
jest zadanym. izomorfizmem.
Zauwazmy jeszcze, 76

(10.20) Jeteli U jest cialem preeliczalnie addytywnym (zupebnie ad-
. dytywnym), a kongruencje = w U jest przeliczalniq (zupetng)
Longruencja, to ciato ilorazowe ¢ homomorfizm h(u)=[u] sq tez pree-
liczalnie addytywne (zupelnie addytywne). ’

‘Wynika to natychmiast z (10.12).

Twierdzenia (10.17)-(10.20) ustalaja Secisly zwigzek miedzy po-
jeciem homomorfizmu a pojeciem kongruencji.

Drielenie ciala przez kongruencje polega, maowige potoeznie, na
identyfikowaniu elementéw kongruentnych. Uzyskuje si¢ to przez
‘abstrakeje, to znaczy przez utworzenie nowego ciala, kidrego ele-
mentami sa klagy abstrakeji kongruencji. W niektérych przypad-
kach, specjalnie w rachunku prawdopodobienstwa, nie jest wygo-
dne to, ze elementami ciala ilorazowego sg przedmioty tak zupelnie
réznigee sie od elementéw ciala pierwotnego. Aby tego uniknadé,
a réwnoczesnie zidentyfikowaé w pewien sposéb elementy kon-
gruentne, rozpatrujemy dane cialo pierwotne i dzialania w nim
okre§lone z punktu widzenia danej w nim kongruencji, to znaczy
nie interesujemy sie na przyklad tym, czy dwa dane elementy s
identyczne, & tylko, czy sa one kongruentne. Rozpatrujge ciato U
z punktu widzenia kongruencji = moéwimy, ze rozpatrujerny ciato
U,rel=. Elemenicm pelsym w ciele U,rel= bedziemy nazywali
kazdy element ciala U kongruentny z elementem pelnym ciata U,
a wiec kazdy element zbioru [1], podobnie, elementem pustym be-
dziemy nazywali kazdy element zbioru [0]. Bedziemy méwili, ze
element wu zawiera sig¢ w elemencie v, rel=, co piszemy u—v,rel =,
whedy, gdy [u] zawiera si¢ w [v] w ciele ilorazowym. Czytelnik
z latwosecig sprawdzi, ze zawieranie rel= porzadkuje czedciowo
zbidr U, to znaczy spelnia warunki (I) i (II), (§35, str. 33), a po-
nadto spenia warunki (IV)-(VI). Zawieranie to speinia warunek. (I1T)
tylko wtedy, gdy kongruencja jest identyeznofcia.

Podzbidr ciala U nazywamy nasyconym, rel=, jezeli jest sumg
klas abstrakeji kongruencji =; innymi stowy, gdy wraz z jakim§
elementem « nalezg do tego podzbioru réwniez wszystkie elementy
kongruentne z wu. ' : R

Méwimy, ze V,rel= jest podciatem ciata U,rel=, jesli V jest;
podcialem ciala U, i rozpatrujemy to cialo z punktu widzenis kon-
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gruencji =. To, %e kongruencja danego ciala jest tez kongruencjg

kazdego jego podeciata, jest oczywiste. Nalezy jednak zauwazyé, ze
jezeli V,rel= jest podcialem eciata U,rel=, to cialo V/= nieko-
niecznie jest podciatem ciala U=, lecz wtedy najmniejszy nasy-
cony rel= w U zbi6ér V, zawierajacy V jest podcialem U, V,/= jest
podeialem U/= i ponadto jest homomorficzne z V/=. Oczywidcie,
dla kazdego zbioru X CU (a wiec i dla podeiata V ciala U) istnieje
najmniejsze podcialo nasycone, rel=s, w przypadku jednak, gdy
X jest podciatem U, podeialo nasycone, o ktére chodzi, otrzymu-
jemy dolgczajac do X wszystkie elementy réwnowazne rel= pe-
wnym elementom z X.

Cialo U,rel= nazywamy przeliczalnie addytywnym (zupetnie
addytywnym ), jezeli U jest przeliczalnie addytywnym (zupelnie ad-
dytywnym) cialem, a kongruencja = jest rowniez przeliczalna (zu-
pelna). Jak wiemy, cialo U/= jest wtedy przeliczalnie addytywne
(zupelnie addytywne). Z warunku (10.12) wynika, Ze rozpatrywanie
sum i iloczynéw nieskoriczonyeh, okreslonych w ciele U, z punktn
widzenia kongruencji =, a wiec w ciele U, rel=, ma wtedy sens.

COialo U, rel= bedziemy nazywali ciatem zrelatywizowanym; kon-
gruencje = bedziemy nazywali réwnowagnoscig tego ciala, aby odréznié
ja od innyceh kongruencji, ktére moga by¢ w tym ciele rozpatrywane.

Ciata zrelatywizowane stanowia pewne uogdlnienie cial w zwy-
kiym sensie, uogélnienie, gdyz w przypadku, gdy réwnowaznoié =
jest identycznodcia, ciato U, rel= pokrywa sie z ciatem U. Uogdl-
nicnie to jednak nie jest istotne. Z punktu widzenia algebraicznego
mozemy bowiem zawsze zastapié rozpatrywanie ciala zrelatywizo-
wanego U, rel= rozpatrywaniem zwyklego ciala U/=. Mimo to
jednak, ze wzgledéw wyluszezonych powyzej, bedziemy w dalszym
ciagu omawiali przewaznie ciala zrelatywizowane.

§ 11. Zastosowanie teorii cial Boole’a do logiki )

Teoria ciat Boole’a znajduje zastosowanie w logice dwuwarto-
$ciowej, to znaczy w takiej logice, w ktérej rozpatrujemy tylko

1) O zastosowaniach ciat Boole’a do logiki traktuja obszernie prace: A. Tar-
ski, Grundeiige der Systemenkalkiils I, Fund. Mzth. 25 (1935), str. 503-526 i A. Mo~
stowski, Abzihlbare Boole’sche Korper und ihre Anwendung auf die allgemeine
Metamathematik, Fund. Math. 29 (1937), str. 34-53. Pojecia logiczne, ktérych
uzywamy w tym paragrafie, sa przedstawione np. w ksigzce A. Tarskiego cy-
towane] w ?) (str. 25) lub w ksiazce A. Mostowskiego, Logika matemalycena,
Monografie Matematyczne XVIII, Warszawa-Wroctaw 1948.
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zdania prawdziwe i falszywe. Zbiér wszystkich takich zdan utwo-
rzonych za pomocy pewne] ilodei danych sléw tworzy cialo Boole,

Podamy dwa przyklady takich cial Boole’a. Hlementami pierw-
szego z nich nie beda wiladeiwie zdania w dcistym znaczeniu, lecz
funkeje zdaniowe. Funkeja zdaniowa tym sie rézni od zdania, ze
wystepuja w niej jedna lub wiecej zmiennych przebiegajacych pewien
zbifr. Funkeje zdaniowe nie sg ani prawdziwe, ani falszywe. W lo-
gice dwuwartosciowej rozpatrujemy tylko takie funkeje zdaniowe,
ktére po podstawienin do nich w miejsce zmiennych wartodcei ze
zbioru, jaki przebiegaja zmienne, daja zdania prawdziwe albo
fatszywe.

Tak na przyklad wypowiedzi ,x jeét liezbgy wymierng®, ,o <y”,
-3 =19 g3 funkejami zdaniowymi., Pierwsza z nich na prayklad
dla =3 daje zdanie prawdsiwe ,3 jest liczba wymierng”, a dla
z=|2 daje zdanie falszywe. Nalezy pamietad, ze istnieja pewne
wypowiedzi, w ktérych wystepuja zmienne, lecz ktére mimo to nie

87 funkejami zdaniowymi. Do takich nalezg np. -
2%

,,Kliliznsm,mafl”, ,‘,(féiﬂ:ﬂdx:l?’, »la kazdego 2: —1 < sinz < +17.
W pierwszym i ostatnim przykladzie mamy zdania prawdziwe,
w drugim falszywe. We wszystkich tyech przykladach zmienna o
jest zwiazana operatorami: w pierwszym operatorem » inf ¥,
2n 0x<52n
w drugim operatorem f o d@”, w trzecim wreszeie operatorem
’ 0

»dla kazdego 2”. Zmienne zdaniowe nie zwiazane operatorami na-
zywamy zmiennyms wolnymi. Funkeje zdaniowe sg to takie Wypo-
wiedzi, w ktérych wystepuja zmienne zdaniowe wolne.

- Istnieja funkeje zdaniowe, ktére dla kazdej wartoéci ze zbioru,

ktéry przebiegaja zmienne, dajg zdania prawdziwe: istniejy tes ta-
kie, ktére niezaleznie od wartodci zmiennej daja zawsze zdania fal-
szywe. Przykladem sg tu funkeje ,o<a oraz »@<a";  pierwsza
z nich jest tozsamosdciowo. prawdziwa w zbiorze liezb rzeczywistych
to znaczy daje zawsze zdanie prawdziwe, jezeli tylko z jest hezbq’!
rzeczywista, druga natomiast jest w tym zbiorze tozsamogciowo
fatszywa. DU e
Dwie funkcje zdaniowe w(x,v,...,w) i &, Y, ...,w) rozpatrywane
na zbiorze X, to znaczy przy zalozeniu, ze ich zmienne prz‘ebi'egé,‘jae
zbiér X, bedziemy uwazali za identyczne, jezeli dla kazdych »,y,...,w
ze zbioru X zawsze badZ obie daja zdania prawdziwe, bads OI;ie

icm

§ 11. Zastosowanie teorii cial Boole’a do logiki 57

daja zdania falszywe. Mozna tez sformulowaéd to w ten sposoéb:
funkcje wu(x,y,...,w) i v(z,y,..,w) uwazamy za identyczne, jezeli
funkeja ,u(2,y,...,w) wtedy i tylko wtedy, gdy o(z,y,...,w)" jest
tozsamosciowo prawdziwa w zbiorze X, ,

Niech § bedzie zbiorem wszystkich funkeji zdaniowych napi-
sanych za pomocg zmiennych «,%,,%,,.. 1 sléw ,mniejsze od”,
ypie wieksze od”, ,lub”, ,oraz” i ,nieprawda, ze’’. Elementami
zbioru § bedg wiec np. funkeje o <oy’ 1,2, <2y lub ,nieprawda,
ze wy<xy’. O zmiennych x,,,%,,... zatozymy, ze przebiegaja zbidr
liczb rzeczywistych. Okreslimy nastepujace dziatania na elementach
u,v zbiorn S:

(11.1) w-+wv jest funkejg zdé,niowad S lub 2%,
(11.2) * w-v jest funkejgy zdaniows ,u oraz v”,
(11.3)

Tak np. jezeli « jest funkejg zdaniows ,x,<®,”, v zas funkeja
<y lub @ L@y, to w-bv jest funkejg '

u' jest funkeja zdaniowa ,nieprawda, ze «'.

W<y lub (2, <z, Ilub
u-v funkeja ;

WE <Ly 0Tz (By<z, lub i <a,)?,

iy < 25)7,

u' zaf funkeja ,
Hhieprawda, ze @z, <z’.
Funkeja ,nieprawda, ze x, <z, jest oczywidcie, stosownie do umowy
dotyezacej identycznosei dwéch funkeji, identyczna w zbiorze liezb’
rzeczywistych z funkeja ,a<<ay”.
Zachodzi nastepujace twierdzenie:

(11.4) Zbidr S jest ciatem Boole’a ze wzgledu na dziatania okreslone

przez (11.1)-(11.3).

Twierdzenia tego nie bedziemy szczegélowo dowodzili. Dowéd
jego nalezy do tej czedci logiki, ktéra nazywa sie dwuwartosciowym
rachunkiem zdan i zajmuje sie teorig stéw ,lub” ,oraz” i ,nie-
prawda, ze’”, to jest tych stéw, ktére laczac dwa zdania (albo fun-
keje zdaniowe) tworzg nowe zdania (funkeje zdaniowe).

Jezeli przez Ri° oznaczymy zbiér wszystkich ciggéw {c,} liczb
rzeczywistych, a funkeji w(wk,,®k,,...,%,) przyporzadkujemy zbior
X(w)= F [y, Choy---sk,)], 10, jak latwo zanwazyé, klasa wszyst-

{e e RS0 ;
kich zbioréw ksztattu X(u) bedzie tworzyla ciato zbioréw izomor-
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ficzne z ciatem 8. W szezegdlnodei, funkeji tozsamodeiowo prawdzi-
wej bedzie przyporzgdkowany zbidr Ry, funkeji zag tozsamodciowo
fatszywej — zbibr pusty.

Twierdzenie (11.4) usprawiedliwia uzycie przez nas w paragra-

n
fie 9 symbolu H W; na oznaczenie warunku polegajacego na lgez-

nym zachodzemu warunkéw Wy, Ws,...,W,. Warunek jest bowiem
pewng funkeja zdaniows, spemianie zad lub niespelnianie warunkn
przez pewne elementy jest réwnowazne z otrzymywaniem z tej
funkeji zdaniowej, dla tych wladnie elementéw, zdan prawdziwych
lub falszywych. Warunek polegajacy na lgeznym zachodzenin wa-
runkéw Wy, W,,...,W, jest oczywideie funkejq zdaniows , W, oraz W,
oraz ... oraz W,”, czyli wedlug okreélenia(ll 2) funkejo W, - Wy-... - Wy,

w gkrécie — zgodnie z (4.9) i (4.10) — ”W}

Podamy jeszeze inny przyklad. Nlech 8™ bedzie zbiorem
wezystkich zdad ksztattu

(11.5) ,w n-tym rzucie wyrzucono k oczek”,

gdzie n=1,2,...,N, k=1,2,...,6. Zbiér 8§ sklada sie wiec dokla-
dnie z 6-N zdan, ktére otrzymujemy z funkeji zdaniowej (11.5),
wstawiajae za n liczby naturalne <N, za k zad liczby naturalne <6.

Oznaczmy przez ;S‘ najmniejszy zbiér zdan zawierajacy zbiér
SV i taki, ze wraz ze zdaniami «,f nalezg do niego réwnies zdania
»a lub B, o oraz B i ,nieprawda, ze a”. Zbidr 8™ bedzie wice
zbiorem zdan powstajacych ze zdan zbioru 8§ przez laczenie ich

stowami ,lub”, ,oraz’’ i poprzedzanie stowami: ,nieprawda, ze”.

Do zbioru 8% (dla N >10) wejdzie np. zdanie ,w czwartym rzucie
wyrzueono 3 oczka oraz, w dziesiatym rzucie .wyrzucono 4 oczka
Iub w dziesigtym rzucie wyrzucono 2 oczka’. Przecinek po stowie
yoraz” wskazuje, ze zdanie to nam moéwi o wyrzuceniu w czwar-

tym rzucie 3 oczek, a w dziesigtym 4 lub 2 oczek, nie zad o wyrzu- .

ceniu w czwartym i dziesigtym rzucie odpowiednio 3 i 4 oczek lub
w'dziesigtym 2 oczek. Gracz grajacy partie skladajaca sie z N (>10)
rzutéw szedcienng kostks do gry i obstawiajacy w czwartym rzucie 3,
zad w dziesigtym rzume 4 i 2, liczy wiladnie na prawdziwogé tego
zdania.

Uméwmy si¢ teraz uwazaé dwa zdania zbioru 8® za identy-
ezne, jezeli kazde z nich wynika z drugiego na mocy poprawnych
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logicznie rozumowan, lecz bez zadnych specjalnych zalozen o rzu-
tach, o ktérych te zdania méwig. Tak np. zdanie ,,w trzecim rzucie
wyrzucono 4 oczka oraz w pigtym rzucie wyrzucono 4 oczka® i zda-
nie ,w pigtym rzucie wyrzucono 4 oczka oraz w trzecim rzucie
wyrzucono 4 oczka’’ uwazamy za identyczne, oba one wyrazaja
bowiem te samg trefé, niezaleznie od tego, o jakich rzutach sie méwi.

Wprowadzajge dla elementéw o, zbioru S®™ (podobnie jak
poprzednio dla elementéw zbioru §) dziatania:

(11.6) a-p jest zdaniem ,a lub g7,
(11.7) «o-f jest zdaniem ,a oraz 8%,
(11.8) ' jest zdaniem ,nieprawda, Ze a”,

uzyskujemy cialo Boole’a zdan.

Zdania zbioru 8™ sa tak zbudowane, ze nadmaa sie do oma-
wiania za ich pomoeg gry polegajacej na N-krotnym rzucie szescienng
kostka do gry, ktérej Scianki zostaly oznaczone odpowiednio ]ednym,
dwoma, ..., szefcioma oczkami. Cialo Boole’a utworzone z 8™
przez okleéleme dziatan (11.6)-(11.8) nie uwzglednia zadnych wia-
domogei, ktére mamy normalnie o takiej grze, a ktére wynikaja -
z materialnych wlasnodei naszej kostki i z uméw co do takiego,
a nie innego ‘jej uzywania. Nie uwzglednia ona jednym stowem
opisu gry. Jakie s wiadomosci o tej grze, ktére mozemy wyrazid
za pomocy zdan §™1 Ot6z tylko te, ze w kazdym rzucie co§ nam
wypadnie, i to, ze w zadnym rzucie nie wypadna dwa rézne ‘wyniki.
Oznaczajgce przez a,y zdanie ,w n-tym rzucie wyrzucono k oczek”,
mozemy powiedzieé, ze opis naszej gry zawiera sie w dwdch zdaniach:

N 6 ‘
IT 2 anil = (as: -+ oo+ o 016) “(Gog + g+ - - tag) o

(11.9)
n=1k=1
.'(aN1+aN2+...+ on,6)];s
(11.10) U kl;] One* One)’ [“(au 19) (01,0 0)"
n=1 k<=tl »
.t (al,S 'al,s)' '(aN,1'aN,2)’ ' (aN,z'aN.s)' Teen” (aN,E 'GN,s)’]-

Okre§lmy teraz stosunek = zachodzacy miedzy dwoma zda-
niami zbioru 8 wtedy i tylko wtedy, gdy kazde z nich wynika
z drugiego oraz ze zdan (11.9) i (11.10) na drodze poprawnych logi-
cznie rozumowan. Z praw logiki wynika, ze relacja = jest kon- -
gruencja w ciele 8™ Dzielac ciato | przez te kongruencje lub
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rozpatrujac cialo 8™, rel=s, uzyskujemy cialo Boole’s zdaii bedgee
opisem gry polegajacej na N rzutach szedcienng kostky,.

W gruncie rzeczy zdania zbioru s 83 tylko pozornie zda-
niami; w sposéb zupelnie naturalny moZenry rozpatrywaé je jako
funkeje zdaniowe. Co prawda, w funkeji (11.5) wystepuja tylko
dwie zmienne wolne n i & i aby uzyskaé zdania zbiorn 8¢V doko-
naliémy za nie podstawien konkretnych wartodci, lecz mimo to zda-
nia te nie uzyskaly wartodci logicznej, ich wartosé logiczna zmienia
sig bowiem od partii do partii. Widaé z tego, ze zdania zbiorn S
(a wiee i zdania zbioru 8®) sg funkejami zdaniowymi, w ktorych
zmienna wolna przebiega zbidr wezystkich N-rzutowych partii ko-
fcig do gry, pray czym na warto$é logiczng tych zdan nie wplywa
oczywidcie kiedy, gdzie i przez kogo dana partia zostala ‘rozegr;m&,
a tylko jaki w danej partii uzyskano wynik; wynik - to zil;a;(_zzy
N-elementowy cigg wynikéw w poszczegbdlnyeh rzubach. ‘ll*‘unlmj'ge
zdaniows (11.5) nalezaloby wiec napisaé w postaci ‘ “

C(11.5*)  ,w m-tym rzucie partii p wyrzucono k oczek’.

. V.Vtec;}y gdania, ok, zbioru 8§ sy funkejami zmiennéj P prze-
' b.legag gcej z‘_mér wszystkich N -rzutowych partii kostks, ktéry w grun-
cle rzeczy jest zbiorem P wszystkich ciagéw <Jy,ks,...,kyd, gdzie

1<% < 6 s liczbami catkowitymi. Zdanie (11.5%) mozenmy czytaé ,na

n-tym miejscu w ciggu p stoi liczba k. Niech o< 8™; z zalozenia
a jest zdaniem zbudowanym ze zdan ksztaltu (11.5%), a wiec
funkeja - zdaniowa zmiennej p. Uwidocznijmy' to piszac a(p). Pray-
porzgdkujmy zdaniu a(p) zbiér 7 '

X(a) =p§,[a(20)]-

Klasa X wszystkich zbioréw ksztaltu X(e) (jest to wlagciwie klasa
W(P)) jest ciatem zbioréw izomorficznym z cialem S, Przy takim
ujeciu konstrukcja drugiego przykladu jest analogiczna do kon-
strukeji pierwszego przykladu. W klasycznym rachunku prawdo-
podobiedstwa rozwazajac N-rzutows gre kostka rozwaza gie w}@.
Sciwie cialo X, ndzywajac jego elementy zdarzeniami. '

Na zakoficzenie nalezy jeszeze zwrécié uwage, ze kazde cialo
Boole’a, ktérego elementami sg zdania, jest co najwyzej przeli-
czalne. Zdania sa bowiem skoriczonymi ciggami znakéw (lier cylr
la_ieznikc’)w itd.), ktérych jest przeliczalnie wiele (por. wst@p,'”{é@ 6)’

- Cialo takie, o ile jest nieskonczone, nie jest przeliczalnie addytywne
"¢o wynika z (6.11). : B R
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Pojecie atomu zostalo do teorii ciat Boole’a wprowadzone juz
w 1891 r. przez E. Schriodera?), a w roku 1935 zostalo ono przy-
pomniane i dokladniej zbadane przez A. Tarskiego?). W dalszym
ciggu pojecie to bedzie odgrywalo wazna role przy formulowaniu
klasyeznej definicji prawdopodobienistwa oraz przy okreslaniu Zmien-
nej losowej.

OkRESLENIE 9. Element u ciata U nazywamy  atomem tego
ciala, jesli nie jest on pusty, a précz tego jesli jedynym réznym
od niego elementem w nim zawartym jest 0.

Tnnymi stowy, na to, zeby u bylo atomem ciala U, musi byé

(12.1) u0,
a précz tego musi zachodzié warunek
(12.2) 2 v->u wynika v=0 lub v=u.

Przyklady. W ciele W(X) atomami sg zbiory - jednopunktowe
i tiylko one: zhiory jednopunktowe sg atomami kazdego ciata zbio-
6w, moga jednak w ciele zbioréw istnieé atomy bedgce zbiorami
wielopunktowymi. W najmniejszym ciele zbioréw rozpostartym na
przedziatach ksztaltu Fn<z<n+1], gdzie n jest liczba catkowita,
atomami 83 te i tylko te przedziaty; w ciele figur elenientarnych NN,
zaden zbiér nie jest atomem; zaden element ciala § okreflonego
w § 11 nie jest atomem.

N
Atomami ciata S sa elementy ksztaltu [] ax,,.. Odpowiada-
n=1
N
jacy im zbiér X ( [I “k...n) skladasie z jednego tylko ciagu (ks k..., knd.
n=1
Eatwo widzieé, ze zachodzy nastepujace twierdzenia:

(12.3) Kazde dwa réine atomy ciata U sq rozlgozne.

(12.4) Jezeli w nie jest atomem ciata U, to istnieje taki rdény od w
i miepusty element v e U, ée v—%u.

W przypadku, gdy = jest kongruencja ciala U i rozpatrujemy
ciato U, rel=, atomem tego, ciala nazywamy kazdy taki element
we U, 76 [u] jest atomem ciata U/=.

1) E. Schréder, Vorlesungen diber die Algebra der Logik, tom II, rozdz. 1,

Lipsk 1891, str. 318-349.
1) A. Tareki, Zur Grundlegung der Boole’schen Algebra I, Fund. Math. 24

(1935), por. § 2, str. 131-138.
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W szezegblnodei:

(12.5) K jest atomem ciata U, rel== wiedy © tylko wledy, gdy nic
zachodzi w==0 (czyli w nie jest réwnowazne 0), & ponadio kaidy ele-
ment zawarty rel= w u jest badé réwnowasny 0, badé tet kongruen-
iy .2 u.

(12.’6)_ Jezeli u jest atomem ciata U, to [u] jest badé atomem ciala Ul =,
bad?é jest w tym ciele elementem  pustym, a wige uw jest badé atomem
ciata U, rel=, badé u=0. '

OxRESLENIE 10. Zbiér ACU nazywamy zbiorem alomdw repre-

jeéli kazdy atom ciata U, rel= jest kongruentny z jednym i tylko
jednym. elementem zbioru A. '

Zbiér atoméw reprezentacyjnych nie jest na ogél przez cialo
U, 13@1:—: jednoznacznie wyznaczony. Jest tak tylko wtedy, g(lv‘badd.i,
= ]eist identycznogeia, badZ U,rel= nie posiada calkiem a.tuom()w.
W réznych zagadnieniach, w ktérych wystepuja ciala zrelatywizo-
wane, wygodnie jest operowad pojeciem " zbioru atoméw reprezenta-
cy;nyeh, przy czym na ogél jest rzecza obojetna, ktéry z wielu
mozliwych zbioréw bierzemy w danym przypadku pod uwage. Zbiér
@tomc’)w ciata. U bedziemy oznaczali przez Ai(U), zbiér zad atoméw
reprezentacyjnych (zresztg dowolny) ciala U, rel= przez Ai(U, =).

. TWIERDZENIE 8. Jezeli u e At(TU), a V.CU jest podciatem ciala U

T ueV, to ueAt(V).

D_owéd. Element niepusty ciata U jest oczywidcie tez elemen-
tt?m niepustym kazdego podeiata, do ktérego nalezy. Gdyby u ¢ Ai(U).
nie byl atomem w V, to na mocy (12.4) istniatby niepusty element
veV zawarty w u i rézny od w. Ale z VCU wynika ve U wiec
% nie jest atomem U wbrew zatozeniu. 7 o

Tvivierdzenie 8 méwi nam, ze wlasno§é ,byé atomem” za-
chowuje si¢ przy braniu podcial danego ciata. Nie jest jednak na
odwrét: z VCU i u e A¥(V) nie wynika na ogél, ze u e A{(T),

ORRESLENIE 11.

(a) Cialo U (lub U,rel=) nazywa si¢ atomowym, jezeli kazdy

jego niepusty element zawiera. atom.

.. -(b) Cialo.U (lub cialo U,rel=) nazywa sie ebezatomow m, jezeli
( " | 2
AH{T)=0 [lub A(T, =)=0]. ym, jezeli
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Méwimy o ciele U, ze jest skorczone, jezeli U jest zbiorem
skoticzonym. O ciele U,rel= méwimy, ze jest skoriczone, jezeli
ciato U/= jest skoneczone.

TWIERDZENIE 9. Kazdde cialo skoficzone jest atomowe.

Dowdd. Oczywidcie wystarezy ograniczyé sie do ciat nie zre-
latywizowanych. Niech wige U bedzie cialem skonczonym. Oznaczmy
dla we U przez f(u) dowolny element ciala U zawarty w u, nie-
pusty, jezeli u jest niepuste, i rézny od u, jezeli u nie jest atomem.
Na mocy (12.4) funkeja f o takich wlasnodciach istnieje. w=7(u)70
oznacza, ze w jest atomem; f(u)=0 zachodzi tylko dla u=0. Niech
ug e U bedzie dowolnym niepustym elementem. Rozpatrzmy ciag
iteracji funkeji f po elemencie u,:

(%) 1o, f (%o) ,ﬁ(“o)aﬁﬂuo);--- 2 1@ (%) 5 -

7 wiasnodei funkeji f wynika, ze wszystkie elementy tego ciagu sa
niepuste i kazdy jest zawarty we wszystkich poprzednich, a ze
gkoriczonogéei zbiorn U wynika, Ze nie moga one wszystkie byé
rézne. Niech wiec k<1<n i niech

1® (ug) = 1 (1ho)-

¥

Tdowodnimy, ze
19 (a6g) = 7O (to)-

Rzeczywiscie, na mocy wlasnosci eiagn (%) mamy
1O(ug) 1@ (1) 1 1 (wg) =1 (1) > 1P (o),
skad wynika, Ze
169 (o) = 1@ (o).
7 undowodnionej wlasnosci wynika, ze istnieja w ciggu (#) dwa ele-
menty- sgsiadujgce identyczne:
| 1 (a5) = 1+ (thg).

Jako niepuste sa one atomami zawartymi W g, & pPoniewaz o bylo
dowolnym niezerowym elementem ciata U, wiee ciato to jest atomowe.

TwmrDzENIE 10. Kasde zupetnie addytywne i atomowe ciato U
jest izomorficene z cialem W(At(U)). )
Dow6d. Przyjmijmy dla we U

h(w) :x“]é'(m[wa %]
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Fatwo sprawdzié, ze funkeja h ustala homomorfizm ciala U z cia-
tem W(At( U )) i ponadto jest jednoznaczna, gdyz dla XCAHU) mamy

BHX) = ZX ,
. ue
gdzie h™* jest funkejg odwrotng do h. Nalezy zauwazyé, ze dla kaz-

dego XC At U) element 2, w istnieje na mocy zupelnej addytywnoge
neX

ciala U. W szezegélowym dowodzie twierdzenia 10 musieliby$my
sie oprzeé na nastepujgcej wlasnodei cial atomowych, ktora warto
osobno zanotowaé:

(12.7) Jesgeli U jest ciatem atomowym, to dla kazdego we U

U= 2, 0.
v AW
v

Mamj bowiem v—u dla kazdego v ze zbioru, po ktérym sie
sumuje. Jezeli zad te wlasnodé ma jaki§ element w e U, to element
w-w' nie zawiera zadnego atomu, poniewaz za$ U jest cialem ato-
mowym wige % w’ =0, skad wynika, ze u->w. Obie wlasnodci sumy
sg spelnione, co dowodzi stusznosei tezy.

Z (12.7) wynika natychmiast

(12.8) Jezeli U jest ciatem atomowym, w,ve U i kaidy atom zawarty
w U jest réwnies zawarty w v, t0 u->0.

§ 13. Metoda scalania atoméw

Metoda, ktéra tu oméwimy, stuzy do konstruowania podeiat
cial atomowych i zupelie addytywnych. Zaczniemy od pewnego
twierdzenia grajgcego role pomocnicza.

(13.1) Jedeli U, rel= jest ciatem eupelnie addytywnym + WC U zbio-

rem elementdw niepustych, parami rodlacenych i takich, ze ), w=1s
wew

to najmniejsze zupelnie addytywne i masycone podeialo ciala U,

rel= zawierajace W jest zbiorem elementéw ve U spelniajqcych

‘dla pewnego XCW réwnowasnodé v= 2 w; jest ono ciatem atomowym,
weX

W za$ zbiorem jego atomdw reprezemtacyjnych.

Dowéd. Oznaczmy podcialo, o ktére chodzi, przez V; elementy

> ;u nalezg oczywifcie do ciala V, a poniewaz jest ono zbiorem
weE

nasyconym, wiec nalezg do niego réwniez wszystkie elementy réwno-

iom
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wazne rozpatrywanym sumom; z drugiej strony jednak dla XC W(W)

mamy
2 Yw= 2 w,
xeX weX we XX
XeX
a dla XCW
()= 5 w,
weX weWw—X

skad na podstawie (8.5) i (8.4) wnioskujemy o stusznogei pierwszej
czefei twierdzenia. Druga czedé twierdzenia wynika natychmiast
z uwagi, ze dla podzbioréw X, i X, zbioru W wzory );" D> Z; v, Tel=
VE VE

i X,CX, s badZ réwnoczesnie prawdziwe, badz réV;noczeéznie fal-
szywe. . o

Moéwimy, ze klasa zbioréw B jest dysjunkejq zbioru A, jedli
ACXZ‘; X, zbiory za§ A-X, gdzie X ¢ B, s3 parami rozlaczne.

€

OERESLENIE 12. Niech U,rel= bedzie zupemie addytywnym
ciatem, 4 =A¢(U,=) zbiorem jego atoméw reprezentujacych, B dy§;
junkeja zbioru 4, a w niech bedzie zbiorem élementéw ksztattu
2 u, gdzie X ¢B. Najmniejsze, zupelnie addytywne i nasycone

ued-X o
podciato ciala U,rel= zawierajace zbiér W nazywamy podciatem
scalonym wzgledem dysjunkeji B.

TWIERDZENIE 11. Jezeli V jest ciatem scalonym - wzgledem dys-

junkeji B, a W zbiorem elementéw ksztaltu qu, XeB, toV jest
: ' ueAd:

ciatem atomowym, W jest zbiorem jego atomdw reprezentacyjnych
¢ kazdy jego element v spetnia dla pewnego XCW rdwnowainodé

o= w.

wexX . , .
Dowé6d. Wystarczy stwierdzié, ze zbiér W podany w okresle-
niu 12 spelia zalozenie twierdzenia (13.1), co.pozostawiamy czy-
telnikowi. ; a

Podamy jeszeze pewne czefciowe odwrécenie twierdzenia 11.

" TWIBRDZENIE 12. Kaéde zupelnie addytywne i nasycone podciato
ciala zupetnie addytywnego i atomowego, jest ciatem scalonym wzgle-
dem pewnej dysjunkeji. o

Dowéd. Niech V,rel= bedzie zupelmie addytywnym podecia-
lem atomowego i zupelnie addytywnego ciala U, rel=, a AU, =)
niech bedzie zbiorem atomdéw reprezentacyjnych ciata U, rel=,

Podstawy rachunku prawdopodobienstwa b5
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Przyjmijmy g~y Ala %y, %; € At(U, =) whedy i tylko wtedy,
gdy dla kazdego v eV badz réwnoczeénie w -+ s, re_la,.bad.dz
2y up—>v', rel =. Tak okredlona relacja jest r(nmowaZnoé.cl@ w zbio-
rze At(U;=). Oznaczajac klase jej zbiordw abstrakejl przez B
sprawdzamy latwo, ze V, rel="jest ciatem scalonym Wzgl@dem (‘lys-/
junkeji B.

Jako wniosek z twierdzenia 12 otrzymujemy |
(13.2) Kazde zupelnie addytywne podciato ciala zupetnie addytyw-
nego © atomowego jest atomowe.

Przyktad. Przyporzadkujmy kazdemu przedziatowi
I,,_:E[n<m<n+1], n =0, %1, :!.'.‘27"-7

prostej B, klasg 1, zbioréw jednopunktowych zawartych. ‘W( Tq
(In= E[()CI,) i oznaczmy przez B rodzine tych wszystkich Klas.
(€3]

B okredla dysjunkeje zbioru atoméw ciata W(R,). Cialo scalone

0 ‘ o
wzgledem dysjunkeji B jest ciatem wszystkich sum kZ; I,,, atomami’

w nim sg przedzialy In.

§ 14. Przyklady i zadania

(14.1) Udowodnié, ze jezeli dla pewnego % mamy uv =YW L U0 ==
=u-+w, to u=w. ‘ ,

(14.2) Udowodnié, ze
o ©  n—1
Z'u,- = (u,, ” u;).
i=1 " n=1' i=1

(14.3) - Gramicq gdrng (dolng) ciagw {u} elementéw ciata przeliczal-
nie addytywnego nazywamy element

oo 00

[l > u,=Limes u,

k=1 n=k n-+00

0 o ‘
(3 [1un=TLimes u,),
fmtnmk e

a ciag {w} nazywamy zbieinym, jezeli

Limes uy == Limes ;.
i-»00 100 .

icm
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fI) TUdowodnié, ze
©0 o0
I %~ Limes u, > Lines w,—> 3, .
n=1 Taoo n~>00 n=1

(II) Udowodnié, ze w przypadku ciala zbioréw Limes X, jest
n-»o0

zbiorem tych elementéw, ktore nalezg do nieskodezenie wielu zbio-
réw X,, Limes X, za$ jest zbiorem tych elementéw, ktére nie na-

n—-»c0

lezgy tylko do skoﬁczonéj iloei zbioréw X,.

(14.4) Niech R bedzie zbiorem nieskodczonym. 'Przyijmijmy dla
X, Y ¢ W(R), 26 X=Y wtedy i tylko wtedy, gdy XY'+X'Y jes
zbiorem skoniczonym. ; :

Udowodnié, ze relacja = jest kongruencjy ciala W(R); kon-
gruencja ta nie jest przeliczalna. '

(14.5) "W kazdej przestrzeni .L* (por. wstep, str. 19) klasa zbio- |
réw zarazem otwartych i domknietych stanowi eiato zbioréw.

(14.6) Niech U, i U, beda dwoma ciatami Boole’a. Przyjmijmy
dla <uy,u.), <vy,0,> € Uy X U, (por. wstep, str. 3) :
Uy 5 Uz D D V1,050 = {Up+ 01y Up+VsDs
LUy s %) © {01, VgD = Py, UsV,D,
<u15u2>® = <u’7'”’,>~-

Udowodnié, ze iloczyn kartezjanski U, X U, jest ciatem Boole’a
ze wzgledu npa dziatanie @, © 1 ©, a
U, x Ushom U, i U, X Uhom U,.
Uwaga: Dla dowodu tego ostatniego nalezy przyjad:

hy (Cuyy %) =12, hg(Uy 3 UgD) =Us. .

(14.7) TUdowodnié, ze na to, zeby u=w, potrzeba i wystarcza, aby
w' +u'v=0. : ‘
(14.8) TUdowodnié, ze relacja zawierania mmogofciowego indukuje
w klagie obszaréw wypuklych plaszezyzny strukture; struktura ta
nie jest ciatem Boole’a.
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