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Wstep

Ksiazka niniejsza ma za zadanie zaznajomié ezytelnika z pod-
stawami nowoczeénie ujetej teorii prawdopodobieristwa przez zapo-
znanie go z elementami tej teorii (ksiega pierwsza) oraz z aparatem
teoril funkeji rzeczywistych niezbednym przy jej studiowaniu (ksiega
druga). ,

W zasadzie dla zrozumienia niniejszej ksigzki wystarcza te’
wiadomosci z analizy majtema,tyeznej, ktére wchodza w program
wykladéw na pierwszym i drugim roku studiéw uniwersyteckich.
Te wiadomosci z abstrakeyjnych dzialéw matematyki, ktére sa
uzyte w niniejszej ksiazce, a ktére wykraczaja poza ramy kursu
analizy, zestawione sg krétko w ponizszym wstepie. Czytelnik ob-
znajomiony z elementami teorii mnogosei, topologii i teorii funkeji
zmiennej rzeczywistej moze niniejszy wstep opuémé bez obawy
trudnofei w zrozumieniu wladciwego tekstu.

1. Teoria mnogoSci, a w szczeg6lnoSci teoria mocy zbiorow

Zakladamy, ze czytelnik obznajomiony jest z pojeciem zbioru,
stosunkiem przynaleznosci elementu do zbioru i najprostszymi dzia-
taniami na zbiorach. Przypominamy wige tylko, ze przynaleino$é
elementu # do zbioru X oznaczamy symbolem « ¢ X. Na oznacze-
nie przynaleznosci elementéw @;,%,,... (w ilodei skodczonej lub nie-
skoniczonej) do zbioru X piszemy By, @yy... € X, zamiast z, ¢ X,
fvg‘eX . Dla oznaczenia, zZe element x nie nmleay do zbioru X,
piszemy « ¢ X.

Elementy zbioréw, w Wyp&dku gdy o nich nie bedziemy za-
kladali, ze sg zbiorami, bedziemy oznaczali matymi literami alfa-
betu lacinskiego a,b,e¢,...,p,q,%,v,w,...,%,9,2, zbiory — duzymi li-
terami lacifskimi, 4,B,...,U,V,W,...,X,Y,Z, wreszcie klasy zbio-
réw to znaczy zbiory, ktérych elementami sa zbiory — literami
4,B,.,U,V,w,.. XY Z
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Sume, iloczyn i réinice dwoch zbiordw X,Y oznaczamy od-
powiednio przez -

X+Y, XY, X-Y.
Symbolami
n n o0 oo
X X, XX, [lx, XX, []x
i=1 i=1 i=1 1=1 XeX XeX

oznaczamy odpowiednio: sume i iloezyn zbioréw X,,X,,..., X, sume
i iloczyn ciggu zbioréw X,,.X,,..., sume i iloczyn wszystkich zbioréw
nalezgcych do klasy X. :
Przypominamy, ze suma zbioréw jest zbiorem skladajacym sie
z tyeh i tylko tych .elementdw, kidre nalezg do przynajmniej je-
dnego skladnika; 4loceyn jest zbiorem tych i tylko tych olermntow
ktére nalezg do wszystkich ezynnikéw. Réénica zbioréw X—Y jest
zbiorem tych elementéw, ktére naleig do X, a nie nalezn do Y.
Zbidr pusty, to znaczy zbifr nie zawierajacy zadnych elementéw,
oznaczamy przez 0. Przypominamy, ze zachodza nastepujace wzory:

(1.1 X+(¥Y+2)=(X+X)+2Z, X-(¥Y Z)=(X-X)-Z,

P

(1.2) X4+Y=Y+X, X-¥Y=Y-X,

13) X (Y+2)=X-Y+X-Z, X+Y-Z=(X+Y)(X+2),
1.4) X4+0=X, X-0=0,

1.5) X+X=X, X-X=X,

1.6) X—X =0,

1.7) (X—Y)~Z=X—(Y+2),

1.8) { —(Y—2Z)=(X~X)+X Y7,

(1.9) T2 X=F(XY), Y+][X= (X +7),
(1.10) ‘;;”X—‘—X%X Xs% AIJX’X ’XIlXZXG(-’f-IX- .

Tezeli kazdy element zbioru X jest elementem zbioru Y, to
méwimy, ze X jest zawarty w Y lub ’rez ze X jest podzbwrem Y,
i piszemy XCY.

Oczywidcie,

(L11)  XCY i YCX wiédy i tylko wtedy, gdy X =7.
(1.12) XCY i ¥CZ pocigga XCZ.
(1.13) XCX+Y, X-YCX, X-YCX.

-

Jezeli XCY i X+Y, to méwimy, 7e X jest zawarte wZaéozwwb

w ¥ lub ze X jest podebiorem wtasciwym Y Tak np zbidr wzyst-
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kich liezb parzystych P =(2,4,6,...) jest podzbiorem wlagciwym
zbioru wszystkich liczb naturalnyeh N =(1,2,3,...).

Jezeli XCY, to réznica ¥Y— X nazywa sie fu,zupelmemem ~bzm uX
w zbiorze Y.

Jezeli XCY dla kazdego X ¢ A, wowezas

(1.14) [ X=Y~— )“(Y—X) 2X=Y-[[(¥-X
XeA Xed Xea
Zbidr, ktérego jedynymi elementami sa x;,,,... (w ilosei skoii-
czonej lub nieskorniczonej), oznaczamy przez (@y,%,...); W szezegol-
nodei (x) jest zbiorem, ktérego jedynym elementem jest z.

- Parq mnazywamy zbiér (»,y) zlozony z dwéch przedmiotow
(r6zmych). W parze (x,y) nie jest wyrézniony zaden z jej elemen-
téw jako pierwszy ani tez jako drugi; para (z,y) jest identyczna
z para (¥, o), co zapisujemy symbolicznie: (2,¥) =(y,%). Jezeli wéréd
dwéch przedmiotéw o,y jeden, np. z, jest wyréiniony jako pierw-

. 82y, a pozostaly, w tym przypadku y, jako drugi, méwimy, ze mamy

do ezynienia z parq uporzgdkowanq. Pare uporzadkowany przedmio-
6w 2,y oznaczamy przez {(x,y>. Podobnie, majac danych n przed-
miotéw, wiréd ktéryeh jest wyrdzniony pierwszy z nich, drugi
z nich, itd., méwimy, “e mamy do czynienia z ciggiem n-elemento-
wym. Ciag zlozony z elementéw z,y, ..., w 0ZNACZALY PIZRZ T3 Y, ..., W)
kolejnodé wystepowania przedmiotéw w tym zapisie stanowi o ko-
lejnofei elementéw w ciagu (tak wiee w naszym przypadku @ jest
pierwszym, y drugim, .., w ostatnim przedmiotem eciagu). Ciag
2-elementowy jest parg uporzadkowang. Zwracamy uwage, e w cig- -
gach n-elementowych niekoniecznie wszystkie elementy musza byé
rézne, w szczegblnodei para (z,z> ma jako pierwszy i drugi ele-
ment z; jest ona rézna zaréwno od tréjki <{v,x,x)>, jak tez od zbioru (x).
Czytelnik latwo zauwazy, ze ciag n-elementowy {(vy,2;,...,%,) Mmozna
uwazaé za funkeje 7 okreslony dla pierwszyeh = liczb natura;lnyeh
i taka, ze f(i)=w; dla i=1,2,...,n.

Produktem kartezjanskim zbioréw X; i X, nazywamy zbiér
wszystkich par uporzadkowanych {wy,2,) takich, ze ;¢ X,
a o3¢ X,. - Produkt taki oznaczamy przez X,x X, Tak np.
w przypadku gdy X;=(,y1), X,=(#,¥s), mamy X;XX,=
== ({®y, Lapy (P13 YsDs YisTops Y1yYay). Produktem kartezjanskim n 2bio-
réw X,,X,,...,X, nazywamy zbiér wazystkich ciagéw n-elemento-
wych {@y,2,...,%,> takich, ze x; e X; dla 4=1,2,...,n. Oznacza sig
go Xy x X, X ..X X, Nalezy zauwazyé, ze w produkecie kartezjan-

1%
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gkim X3 X XX oo X Xy 111ekt01e, nawet wszystkie zbiory X;, X,,..., X,
mogg byé identyezne. W przypadku gdy X,y =X,=... __X =X,
produkt X; X X, X ...X X, oznaczamy Przez X" i nazywamy polega
kartezjanska ebiory X.

Czytelnik latwo zauwazy, Ze traktujac punkty p plaszezyzny
kartezjanskiej jako pary uporzadkowane liezb wyyd>, gdzie x iy
89 odpomedmo odciets i rzedng punktu p, traktujemy plaszezyzng
jako -potege E2, gdzie R, jest zbiorem liczb rzeczywistych. Z tych
samych wzgledéw tréjwymiarowa przestr zen kartezjanska moze byé
uwazana za potege E;.

Niech 7' bedzie dowolnym zbiorem i niech kazdemu ¢e 7' be-
dzie przyporzadkowany pewien zbidr Xy produktem kartezjariskim
ebioréw X, bedziemy nazywali zbiér wszystkich funkeji 7 okredlo-
nych dla elementéw T i takich, ze f(t) € X;. Produkt taki ozna-
czamy Przez IZ,X,. W przypadku gdy T' jest zbiorem lIiczb mna-

1€

00
turalnyeh T'=(1,2,3,...), piszemy r6éwniesz PX;, a w przypadku
§=1
n
T=(1,2,3,..,n) piszemy PX; przy czym produkt ten identy-
i=1

tikujemy z produktem X, X X;X ...X X,. Jezeli wszystkie czynniki
produktu PX, 53 réine, to znaczy, jezeli X, X, dla t,551%,, to

omaczajadc plzez A Klase zlozona ze zbioréw X, (t € T') i tylko z nich,
mozemy omawiany produkt zapisaé jako P X. Uwazamy, ze pro-

xed

dukt P X jest zbiorem wszystkich funkeji f: okreélonych dla ele-

17
mentéw klasy A4 i takich, ze f(X)e X, i identyfikujemy go w tym
wypadku z produktem PX,

teT

Niech X i ¥ beda dwomsa zbiorami, f funkcja okreslong na X
i taka, ze f(z) e ¥. Méwimy, ze funkcja f odwzorowuje jednoznacznie
X na Y, jezeli dla kazdego y ¢ Y istnieje dokladnie jedno # e X
takie, ze f(x)=y. Dwa zbiory X i Y sg réwnolicene lub rdwnej mocy,
jezeli istnieje funkeja f odwzorowujaca jednoznacznie X na ¥Y.
Kazdy zbiér jest réwnoliczny z samym soba; jezeli X jest réwno-
Hezny z ¥, to Y jest réwnoliczny z X, a précz tego z réwnolicz-
nofel zbioréw X i ¥ oraz Y i Z wynika réwnolicznodé zhioréw X i Z.
Na oznaczenie, ze dwa zbiory X i ¥ sg réwnoliczne, piszemy Y=Y

Zbiér réwnoliczny ze zbiorem liczb naturalnych < Nazywa
sig¢ zbiorem mocy n. Oczywiscie wyrazenie, ze X jest mocy m, ozna~
cza po prostu, ze X ma dokladnie n elementéw. Te zbiory, kiére
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§3 MOCY 7 Przy pewnym # naturalnym, nazywamy zbiorami sko-
czonymi lub zbiorami skoriczonej mocy. Istnieja jednak zbiory, ktoére
nie 83 skodczonej mocy; nazywamy je zbiorami nieskonczonyms.
Zibiorem nieskofczonym jest np. zbiér liczb naturalnych N, zbiér
liczb parzystych P, zbiér liezb rzeczywistych F,. Jezeli X jest pod-

 zbiorem wladciwym ¥, a ¥ jest zbiorem skonczonym, to X nie

moze zawieraé tyle samo elementéw co Y, innymi stowy X i ¥
nie moga byé réwnoliczne. Inaczej wyglada sytuacja, gdy ¥ jest
zbiorem nieskonczonym. Udowodnimy, ze P jest réwnoliczne z N
choé, jak wiemy, P jest podzbiorem wiasciwym NV.
~ Przyjmijmy f(n)=4n dla » ¢ P. Funkcja f odwzorowuje ]edn0~
znacznie P na N, a wige P jest réwnoliczne z N.

Zbiory réwnoliczne ze zbiorem liczb naturalnych N nazywamy
;przelzczalwym@ Iub mocy %,. Na oznaczenie, ze zbibr X jest mocy N,
piszemy X =8,. W szczegélnosel N =s,, a précz tego dwa zbiory
mocy 8, 83 miedzy sobg réwnoliczne. Aby udowodnié, ze X jest
mocy §,, wystarczy, na podstawie definicji, znalezé funkeje f od-
wzorowujacy jednoznacznie N na X. Jezeli f jest taka funkeja,
to w ciggu

1(1),1(2),£(3), -

wystepuja wszystkie elementy zbioru X i kazdy tylko raz. Z dru-

" giej strony, jezeli potrafimy ustawié¢ elementy zbioru X w ciag

nieskonczony
Ly 3%y y P35

tak, aby kazdy element wystgpowal w tym ciggu raz i tylko raz,
to przyjmujae f(n)=2, odwzorowujemy jednoznacznie N na X,
wiee X jest mocy %,. Na to wiee, aby udowodnié przeliczalnodé
zbioru X, wystarczy ustawié wszystkie jego elementy w ciag nie-
skoficzony zlozony z samych réznych wyrazéw. Postugujac sie ta
uwaga udowodmmy :

(1.18) Podzbidr mnieskoticzony zbzom preeliczalnego jest sum prze-
liczalny.
Niech XCY i ¥ =n,. Zbiér ¥ mozna na mocy zalozenia usta-
wié w ciag zlozony z samych réinych wyrazéw
YisYa:Yss oo
Elementy zbioru X tworza podciag tego ciagu

Y Yoy Yigr
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Gdyby ten podeciag byl skonczony, to zbidr X bytby réwnies skon-
czony whrew zalozeniu, a wiee podeigg ten jest nieskonczony, zlo-
sony z samych réznych wyrazéw i wystepuja w nim wezystkie
elementy zbiorn X, skad wynika, Ze :T’ =Ry, ¢0 nalezalo okazad.

(L.16) Jeseli X jest zbiorem pmelwmlnym, to X" jest tes zbzmem h

preeliczalnym.

Powyisze twierdzenie udowodnimy najpierw w przypadka X =N,
Rozpatrzmy zbior P, liezb & ksztaltu & = phpke . pk, gdzie
D1yPay -y Pn 8% POCzgtkowymi liczbami pierwszymi (p, =2, p,=3,...),
& Ky ks, ke N. Zbiér ten jest nieskorezony i P,CN, wige na
mocy(l.lS)F =8, Dla by, kg,.ee, g € N zalozmny f(<ToyyTogyoe nd) =
= pk...pks. Funkeja f odwzmowu]e jednoznacznie zbiér N" na
zbiér P,, skad wynika, ze N* =y, Niech teraz X bedzie zbiorem
" przeliczalnym i niech ¢ odwzorowuje jednoznacznie X na N. Dla
gy @yy ooy @) € X 2AOINY  f(Cy s By ooyl p) = {p(@y) y P(2a) y o s P(Tn) e
Funkeja f odwzorowuje jednoznacznie X" na N", wige z przeliczal-
nofci N* wynika X"=¥,, co nalezato okazad.

(1.17)  Jeseli kasdy ze ehioréw Xy, X,, Xy, ...
]

2 Xy jest praeliczalna,

11

jest przeliczalny, to suma

Niech funkeja f, odwzorowuje zbiér X, jednoznacznie na N
* [=2]

i przyjmijmy (@) =k dla o elZ' X, gdzie T jest najmmiejszg liczba
=1

" o
naturalng taky, ze r ¢ X;. Okreflajac funkeje 7 dla » ¢ 3 X; wzorem
1=
o
f(m):(w(m),fﬂx)(w)>, odwzorowujemy jednoznacznie zbiér D X; na

’ . » 7 . iml '
- pewien podzbiér nieskoriczony P zbioru N2 Poniewm'z, ygodnie

% (116), N ==, wige réwniez P=s,, a co za tym idzie 2, X’; .....
co nalezalo okazaé.

(L.18)  Zbidr wseysthich ciagéw skoticzonych zlodonych 2 elementéw
zbioru. preeliczalnego jest przeliczalny.

Zbiorem wszystkich ciggéw skonezonyeh elementéw zbioru X
o0
jest oczywiscie zbior X X". Z (1.16) i

n=1

przeliczalny, jezeli tylko X jest zbiorem przeliczalnym.

(L.17) wynika, ze jest on

icm
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(1.19)  Zbidr liczh wymiernych W jest przeliczalny.

Dla x ¢ W zalézmy f(x) ={k,l,m), gdzie k,l,me N,akil 53 wagle-
dnie pierwsze oraz kfl=x 1 m=1, jezeli >0 i kfl=—a i m=2,
jezeli #<0, wreszcie k=Il=m=2 dla z=0. Funkcja f odwzoro-
wuje W na pewien podzbidér nieskoriczony zbioru N3, a wige W=s.
(1.20)  Kazdy =bicr nieskohiczony zawiera podebidr przeliczalny.

Niech X bedzie zbiorem nieskorezonym, a # dowolnym jego
elementem; zaltézmy f(1)=x i przypuiémy, ze wyznaczyliSmy juz
wartodei funkeji f dla liezb 1,2,...,n tak, aby f(k)£/1l) dla k4L
Zbiér X -—(f(l), 1(2)y.0n, ]‘(91)) nie jest pusty; gdyby bowiem tak bytlo,
X musialtby byé zbiorem dokladnie n-elementowym, a wiee skoni-
czonym, whrew zaloZenin, Niech 2z bedzie dowolnym -elementem
sbiorn X —(f(1),1(2),...,f(n)). Zatézmy f(n-+1)=2. W ten sposéb

- przez indukeje wyznaczyli§my funkeje f w calym zbiorze N, a po-

niewaz jest ona réznowartofciowa, wiec zbidr jej wartodei jest prze- -
liczalny; jest on jednak podzbiorem zbiorn X, wiee twierdzenie
jest ndowodnione.

7 twierdzenia (1.20) wynika, zs moe N, jest w pewnym sensie
najmniejsza nieskoniczonoseis. Powsbtaje pytanie, czy jest ona jedyng
niegkoriczonode a, tzn. czy kazdy zbiér nieskolezony jest mrocy 8, -
czyli réwnoliczny ze zbiorem N. OdpowiedZ jest przeczaca. Istniejy
zbiory nieskonczone, nie bedace mocy &,. Ze wzgledu na (1.20)
0 zbiorach .tych méwimy, ze sq mocy wigkszej niz x,. Udowodmmy :
nastepujace twierdzenie: :

(1.21) Zbidr wszystkich ciqgdw nieskonczonych i rosngeych liczh nea-

 turalnych wie jest praelicealny.

Oznaczmy przez C zbiér: wszystkich rozwazanych ciggéw
i przypudémy, ze jest on przeliczalny. Istnieje wtedy funkcja f od-
wzorownjgca w sposéb jednoznaczny zbiér N na C. Mamy wige

F1) = (67}, £(2) = (6P, .. f(n) = (6}, o,

gdzie {k{} jest ciggiem nieskoficzonym i rosnaeym liezb nabural-
nych. Okredlimy teraz indukecyjnie ciag nieskorczony rosnacy liczb
naturalnych, a wiec -element zbioru C, ktéry nie jest wartodeia
funkeji f dla zadnego naturalnego . Zalézmy L =kP+1, l=
=max (I,kP) 41 i ogdlnie l4y =max (L, k) +1. Eatwo sprawdzié,
ze cigg {I;} jest rosngey i ze nie jest on wartodeig funkeji f dla zad-
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nej liczby naturalnej n. Gdyby bowiem f(n) = (k) == {1}, to mieli-
bysmy K =1 dla i=1,2,3,.. Ale w wypadku n=1 mamy I, =

=1 11252, zag w wypadku #>1 mamy Ty=1max (lyq, k) +
11>, a wige 1,7 k(. Funkeja f nie odwzorowuje wige zbioru N
na zbiér C, wbrew zalozeniu, co kofczy dowdd naszego twierdzenia,

Podobnie dowodzi sig, ze zbidr wszystkich ciggbéw liczb natu-
“ralnych, zbiér liczb rzeczywistych R;, jak tez kazdy ze zbioréw IRy,
nie sy przeliczalne. Z drugiej strony jednak dowodszi sig, Ze wszyst-
kie one s réwnoliczne. Zbiér réwnoliczny ze zbiorem. I, nazywamy
zbiorem moey continuum. A. wige vabtkm WYy 4e] Wymlemmm 71)101‘
53 mocy continuum.

Istniejg zbiory nieskoficzone nie réwnoliczne ani z N, ani z I,
takim jest np. zbidr wezystkich funkeji rzeczywistych. Interesujg-
cych sie tymi sprawami odsylamy do podrecznikéw podwieconych
gpecjalnie teorii mnogosci. ‘

Wprowadzimy obecnie pewien praktyczny sposéb okreglania
zbioréw. Niech X bedzie dowolnym zbiorem, $(x) pewnyrn waran-
kiem, ktéry moze, lecz nie musi byé spelmiony przez elementy
zhiorn X. Zbiér X, tych elementéw zbiorn X, ktére spelniaja wa-
runek @(x), oznaczamy przez lf; [®(z)]. Dla przykladu, biorac za X

X€

zhiér N,‘ za D(r) za$ warunek x—4¢ N, mamy [lox—4¢N]=
xeN
=(1,2,3,4). Czytelnik sprawdzi latwo, Ze nastepujace zbiory:

F[m/2 e N1, E_[0<w<1], F[is‘onieja takie k,leXN, ze kfl=ua}

i F[w<m] 88 odpow1edmo zblorem liezb naturalnych parzystych,
XERI

zbiorem liczb z odeinka [0,1], zbiorem liczb wymiernych dodatnich,
zbiorem pustym. W wypadku, gdy nie ma obaw nieporozumienia,
np. jedli wszystkie rozwazania dotycza zbioru R, lub jakiego$ inn‘ego
ustalonego zbioru X, piszemy zamiagt F{(I) 1 krétko F[D(x

x€ Xo

2. Przestrzenie kartezjafiskie R,

Przestrzmm kartezym’bskcg w-wymiarowy (n>1) nazywamy zbidr
RY; jest to zbibr wszystkich ciggdéw n-elementowych <@ ,x,...,2,,
ztozonych z liczb rzeczywistych. Zgodme z wieloletnig tradycjs
matematyczng oznaczamy n- wymiarows, przestrzen kartezjariska
przez Ry, elementy jej nazywamy punktami i oznaczamy nie przez
g3 @y y ey Tnpy 10CZ PIZOZ (1,55 ...

»®n); DPamigtajac jednak, ze punkt

icm
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P =(2y,is,..., %) Nic jest zbiorem elementéw x,,a,,...,4,, lecz cig-
giem tych elementéw. Zbiér B, nazywamy preestrzenia 1-wymiarows
lub prosta, zbiér R, preestrzeniq 2-wymiarowq lub plaszezyzng.

Uogélniajge znane pojecie odleglosei dwéch punktéw na pro-
stej, plaszczyznie i w przestrzeni bedziemy nazywali odleglodcig
dwdch punkibw p = (1,2, %) 1 ¢=Y1,%2,...,Ys) pPrzestrzeni R,
liczbe o(p,q) okreslong wzorem:

(2.1) M%m=Vﬁwrmﬁ

Mamy w szezegdlnogei na prostej o(z,y) = (z—y) =

plaszezyinie za8 o((2:,3), (¥1,95) = V@ — 3P+ @yl
Odleglodé o w przestrzeni R, ma nastepujace wlasnodei:

|z—y|, na

2.2) e(p,q)=0 wtedy © tylko wiedy, gdy p =y,
{2.3) e(p,q)=relq,p),
(2.4) - o(p,q)<e(p,MN+o(r,q) (nieréwnoié tréjkatowa).

Dwie pierwsze wlasnodei wynikajg bezpogrednio z (2.1), dla do-
wodu (2.4) uzywamy tzw. nieréwnodci Schwarza-Buniakowskiego:

n n n
Elev,-yil<l/,2w?‘ S,
i=] i==1 =1

Niech p=(m17‘1721~":wn)7 q={(Y1,Y2s -1 ¥n), 7"=(z1122’---:zn)~ Mamy
whedy

Ié: wz*?/:)z—y'(a"i—-yi) (@ — sz—E(a":—yi) (fi—y) <
<Z| Tr— Y1) (X —2) | + S‘[ yi) (z—ui) |

a stosujac nieréwnosé Schwarza otrzymujemy

(T —y)2 < Z(fct—'l/i I/Z(Ti'—'zt)z

n ﬂ
+V Z@—yp Y X r—y)*

i=1 i=1

.'lM:

Drzielge obie strony tej nierdwnosei przez I/Z' (o0 —ya)? otrzymujemy
i=1 .

o(p,4) =|/§1 (m,~y,)ﬂ<|/l§(w,-~—zi>ﬂ + l/:% (er—1)2 = o(p,7) +(r,a),

co nalezalo okazadé.
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Niech py,Ps,.. bedzie ciagiem punktéw przesirzeni J,; mo-
wimy, ze cigg ten jest zbieény do punktu p e Ry, i piszemy lim py, =p,

M 0

jesli im o(Pm,p)=0. Innymi slowy,

(2.5) Lim pn=p wiedy i tylko wiedy, gdg/ dla hasdego ¢>0 istnieje

m=>00
takie me e N, e dla m>me jest o(Pm,p) <e.
Wychodzge z okrelenia (2.1) ezytelnik latwo wykaze, ze
(2.6) Na to, aby ciagg punkiéw pmr—(m&’"),wg"),...,mf,"’)) byt zbiegny

do punliu P =(y,@s, ..., @), POlrzeba i wystarcza, aby lim " =

dla i=1,2,...,n. A

W ten sposob zbiezno$é wedlug metryki ¢ daje si¢ sprowadzié
do zbieznodei wspolrzednych.

Zhiér FC R, nazywamy zamlkniglym, jedli z py,Pay... € B 11im py, =

[T
=p wynika p ¢ F, czyli jedli granice ciagéw punktéw nalezacych
do niego réwniez do niego nalezy. '

Zbiér GCR nazywamy otwartym, jesli uzupelnienie R,—G jest
zbiorem zamknietym.

Zbiory ksztaltu

[y <<y < by)yi=1,2,...,n]
(K13 %5000 %) € Ry

M < < By)y i =1,2,...,m],
Xy, Xg, e s X)) €ER,,

oTaz

gdzie a;,bye By 1 a;<<b; dla i=1,2,..,m, nazywamy odpowiednio
preedziatami otwartymi i zamknigtymi. Je§li oy, @y ..y @ny Dyy0nyeeeybn
) ]iczpami wymiernymi, to przedzial (otwarty lub zamknigty) na-
zywa sie wymiernym.

Z (2.6) i znanych wilasnodei graniey liczb wynikas:

(2.7) Na to, aby lim p,=p, potrzeba i wystarcza, aby kasédy otwarty

1 wg/mi{amy przedzial zowierajgcy punkt p cawieral réwnies prawie
wszystkie punkty py,Ps,... (ko znaczy, aby nie zawieral co najwyzej
gkoriczonej ilogci punktow py,Ps,...), ‘ B

a dalej:

(2.8)  Na to, aby zbidr GCR, byl otwcwtyj, potrzeba 1 wystarcza, aby
dla kazdego punkiu p e G istnial przedzial otwarty i wymierny IC@
taki, e pel. '

icm
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7 (2.8) wynikd oczywisty zreszta fakt, ze przedziat otw’varty
jest zbiorem otwartym, a dalej:

(2.9) Suma dowolnej ilodei (naweb nieskoniczonej) zbioréw otwartych
jest zbiorem otwartym.

Udowodnimy jeszcze:

(2.10) Kasdy zbidr otwarty jest sume preedziatéw otwartych & wy-
miernych. _ :
Niech @ bedzie zbiorem otwartym; rozpatrzymy sume S wszyst-
kich przedzialéw otwartych i wymiernych IC @. Oczywiscie SCG@,
poniewaz kazdy sktadnik sumy 8 jest zawarty w @, z drugiej zas
strony, jezeli p e @, to na mocy (2.8) istnieje przedzial otwarty
i wymierny I taki, ze p ¢ ICG, wiee pe S, skad wynika, ze GCS.
‘W rezultacie, poniewaz SCG i GCS, mamy G=2R8, a wige G jest
sumg przedzialéw otwartych i wymiernych, co nalezalo okazaé.
Przechodzace do zbioréw zamknietych widzimy przede wszyst-
kim, wprost z okre§lenia zbioru zamknietego, ze przedzial zamkniety
jest zbiorem zamknietym, a dalej udowodnimy:

(2.11) Iloczyn dowolnej osci ehioréw zamknigtych fjest zbiorem
zamknigtym. ' ,
Niech A bedzie klasa zbioréw zamknietych; kazdy zbiér Bp—F,
gdzie F' e A, jest wigc zbiorem otwartym. Z (2.9) wynika, ze suma
> (R,—F) jest réwniez zbiorem zamknietym, ale na mocy (1.14)

Fed

[1F=R,— > (R.—F), wiee iloczyn [[F, jako uzupetnienie zbioru
Fed . Fed L Fel : .
otwartego, jest zbiorem otwartym, co nalezato okazad.

Kaidy przedzial otwarty I=F [(a<a;<bi), i=1,2,...,m] jest
jednoznacznie okreslony przez podanie 2n liezb @y, Gy y e s Gny b1yD2yeees ba
takich, ze ay<b;, 1=1,2,...,n. ‘Wiynika z tego, ze zbibr wszystkich
przedzialéw wymiernych przestrzeni R, jest réwnoliczny ze zbiorem

[(’L‘, < Bpin), 4=1,2,..,0]
(R swves K Lo s XY € 2P

Zbiér ten jest oczywidcie nieskodczony, a jako zawarty w przeli-
czalnym zbiorze W™ jest przeliczalny, a wiege:

(2.12) Zbidr wsezystkich preedziatéw otwartych i wymaernycl  jest
przeliczalny.
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Zbiér XCR, nazywa sig gesty w zbiorze” ¥ CIRy, jezeli kazdy
punkt zbioru Y jest granica pewnego ciggu punktéw zbioru X.
Udowodnimy, ze:

(2.13%) Istmeycp 2biory XCR, preeliczalne 4 gcsta w R,
a w szezegdlnodei:

(2.13) Zbidr W", to znaczy tych punktéw E,, kicrych wszystkie wspdt-
reedne sq wymierne, jest gesty w R,. v

‘Wynika to latwo z (2.6) i z tego, ze jak wiadomo z omaluy,
kazda liczba rzeczywista jest granica pewnego ciagu liezb wy-
miernych.

(2.14) Zbidr zamknigty F.jest gesty w zbiorze X wiedy ¢ tylko wtedy,
gdy XCF.

Wynika to wprost z okredlenia zbioru zamknietego.

Zbiorem. nigdzie miegestym nazywarny zbiér XCR, taki, ktéry
nie jest gesty w zadnym przedziale otwartym.

(2.15) Na to, aby 2bidr zamknigty F byt nigdzie niegesty, potrzeba
1 wystarcza, aby nie zawierat sadnego przedziatu otwartego.

Wynika to z (2.14).

(2.16) - Zbidr zamknigty F, ktorego uzupelnienie R,—F jest geste w R,,
jest migdzie niegesty.

Gdyby bowiem istniat przedzial otwarty ICF, to jego uzupel-
nienie R,—I byloby zbiorem zamkniegtym i zawieraloby R,—F.
Zaden wiee punkt nalezacy do I nie méglby byé granicg ciggu pun-
ktow z R,—I, a wiee tym bardziej z R,—F, wbhrew za}ozenm, Ze
R—F jest geste w R,.

" Jak wiemy ((2.9) i (2.11)), suma dowolnej ilosci zbioréw otwar-
tych jest zbiorem otwartym, iloczyn dowolnej iloei zbioréw za-

mknietych jest zbiorem zamknigtym. Jednak sumy nawet tylko-

przeliczalnej ilofci zbioréw zamknietych nie muszg byé zamkniete,
jak tez i iloczyny nawet tylko przeliczalnej ilofci zbioréw zamkm@-
tych nie muszg byé zamknigte.
Zbiér X nazywa sie zbiorem F,, symbolicznie -X'e F,, jesli
[=<]
taki, ze X =3 1.
i=1

Podobnie X nazywa sie zblorem @5 (X € Gy), jedli istnicjy zblory
otwarte Gl,Gz, mkxe, e X = ﬂ .

i=1

istnieje ciag zbioréw zamknietych F,,F,,...

icm
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~ Oczywidcie, kazdy zbiér zamkniety F jest zbiorem F,, podobnie
jak kazdy zbidr otwarty G jest zbiorem Gy. Wystarczy dla prze-
konania sig o tym zalozyé F;=TF oraz G;=@ dla :=1,2,..., wtedy
00 o0 .
mamy D Fi=F i [[&= ,
i=1 i=1
Istniejg jednak zbiory F, i zbiory G, nie bedace ani zbiorami
zamknigtymi, ani otwartymi. Dla przykladu udowodnimy:
(2.17) Kasdy przedziat otwarto-domkniety
I=Fla<z<b), i=1,2,..,n],
gdzie a; <b;, jest sumaq przeliczalnej ilosei przedziatow zamknigtych
i réwnoczesnie dloczynem przeliczalnej ilosei przedzialéw otwartych,

a wige zarazem zbiorem F, ¢ Gy.

Zatbimy Ii=F[(ei<o<bi—1[k),i=1,2,...,n] oraz Jr=
= [ l{ai—1/k<my<b;), 1=1,2,..,n]. Poniewaz a<b dla i="
=1,2,..,n, wiec I, poczawszy od pewnego k, jest rzeezywiéeie prze-
dzialtemn zamknietym. Xiatwo sprawdzié, ze I= 2 Ik oraz I= ” Iy

k=1
co nalezato okazad.
(2.18) Uzupelnienie zbioru F, jest 2zbiorem Gy, uzupelnienie zbiory G,
jest zbiorem F,. :

Niech X eF, i X =2 F;; ze wzorn (1.14) wynika

i=1

o 00 il
ZFian“[](Rn_—Fi)y Wch Rn"‘X=L)’n—‘ZzFi [I “'Fi
i=1 - i=1 i=1

co dowodzi, ze R,—X e @s. Analogiczny dow6d drugiej czesei twier- -
dzenia pozostawiamy czytelnikowi.

(2.19) Suma preeliczalnej ilodci zbiordw F, jest zbiorem F,, iloczyn
preeliczalnej ilosci zbiordw Gy jest zbiorem Gs.

‘Wynika to z (1.17) i wilasnodeli sumy przeliczalnej zbiordw.

Uogblniajge pojecie zbioréw F, i G5 nazwiemy zbiorem F
kazdy zbiér X bedacy iloczynem przeliczalnej ilofci zbioréw F,
a zbiorem Gy, — zbiér bedacy sumg przeliczalnej ilofci zbioréw Gs.
Postepujae podobnie dalej mozemy zdefiniowaé klasy zbioréw Fos,
Gsory Fasesy Gamse itd: Zadna jednak z tych klas nie bedzie miala
wlasnogei: -

Jesli X,,X,,...ed, to HX;eA Z,Jx cA.

(2.20) R =
. Jesli X ed, to R,— XeA
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W rozdziale I (§9, str. 48) udowodnimy istnienie klasy B,
zawierajacej wszystkie zbiory otwarte (przestrzeni R, — stad in-
deks n przy B), posiadajacej wlasnodé (2.20) i najmniejszej spo-
fr6d wszystkich klas o ‘tych wlasnodciach, to znaczy takiej, ze jegli
dowolna klasa A zawiera zbiory otwarte i posiada wiasnodé (2.20),
to B,CA. Klase B, nazywamy. klasq zbiordw borelowskich prze-
strzens R,. 7 whasnogei (2.20) i z nalezenia do niej zbioréw otwar-
tych wynika, ze nalezg do niej réwniez wszystkie zbiory zamknigte,
zbiory Qg Fyy Gopy Fos itd.

Zbiorem I kategorit w przestrzeni, l?,, nazywanmy kazdy zbiér
bedacy sumg puehemlneg ilogci zbioréw nigdzie nleg@stych Le]
przestrzeni.

(2.21) szm By, ktdrego uzivpelnienie jest geste w lf,,, jest zbzorem
I Fategorii.

Niech X hedzie sum@ zbioréw mmkm@tych Iy, Fyy... 1 przy-

‘ pusémy, ze P,,——X : Ry — 2, Iy jest 7blorem gestym w R,. Poniewas

i=1

R,,»—ZFiC.R,,-—_F,, i=1,2,..., wiec kazdy zbiér R,—F;, jako za-
i=1 , ‘

wierajacy zbiér gesty w R,, jest sam gesty w R,. Na podstawie (2.16)
. o0
kazdy zbiér F; jest nigdzie niegesty, a wiec X =D F, jest zbio-
=1 .
rem I kategorii, co nalezalo okazad.

(2.22)  Suma preeliczalnej iloSei wzbiordw I Eategorii jest zbwrem
I kategorii.

Wynika to z (1. 17 )i wlasnoéel sumy przeliczalnej. zbloréw

Zbiér X CR, nazywa sie zbiorem zwartym, jedli z kasdego ciagu
D1,y P3;--- punktéw nalezgeych do X mozna wybraé podeiag zbie-
#ny do pewnego elementu zbioru X,

Jak wiadomo, przedzialy zamkniete, czyli odeinki zamknigte,
przestrzeni R, sa zwarte; na podstawie (2.6) wyprowa,dzmy z tego
.]ako wniosek:

(2.28) Kagdy przedziat zamknigty I = E[(a,Qw.<bi), 1—1,2,. 1]
jest zwarty.

Niech pm=(2{",ad™,...,a?), m=1,2,3,..., beda punktami roz-

“wazanego przedzialu. Z ciagu liczbowego o, w,‘f’m,i‘”, ., jako z ciagu

ograniczonego liczbami a;, i b;, mozna wybraé podeciag, zbiesny

b4

icm
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mg.kl)ngkz),mg.k:i);-.. Z kolei rozwazmy cigg mgkl)yw;kg) .t jest on réw-

niez ograniczony, a mianowicie liczbami a; i b,, wiec mozna z niego
br bi (kzl (klz) (kz) (kz) (kz] (kls) :
wybradé ciagg zbiezny wx ¥, ... Clag oi%,4; . jost
réwniez zbiezny jako. podclag ciggu zbieznego w(kl),mﬁk”),.ﬁk"), Po-
wtarzajac to postepowanie n-krotnie, dochodzimy do ustalenia ta-
.., ze wszystkie ciagi o, 2, 2{®, ...,
t=1,2,...,m, 83 zbiezne jako podciagi pewnych ciggéw zbieznych
wybranych z ciagédw ograniczonych. Mamy wtedy na podstawie (2.6):

(k3)
L3 ™y

= (lim 2%, lim 25, ..., lim 2$™),

m—>00 m-—>oo m-—>0oo

hm ps

a WiQG ClAE PsyyPsys Vg o ]est zbiezny, co nalezalo oka,zac

(2.24) Iloczyn zstgpujacego cmgu przedeiatéw I1;D1,01,0...
tych jest niepusty.

zamknie-

Niech p;,Ps,ps,... bedzie ciagiem punktéw takich, ze p;el;
dla i=1,2,3,... Poniewaz wszystkie punkty tego ciagu nalezg °
do I,, wiec na podstawie (2.23) mozna z niego wybraé¢ podciag
ZbieZNy PsyyPsyy - OCZYWiSCiC Py, Dity,Pite,-.. € I;, Wiee tym bardziej
Dy PsisrrPsigar - € L dla 4=1,2,8,..., a poniewaz I; jest przedzia-
lem domkunietym, wiec

lim p,, _hmips =pel; dla

m-—>o0

i=1,2,3,...

i+

Wynika z tego, ze p ¢ [] 1,50, co nalezalo okazaé.
i=1

(2.25) Jeszeli X jest zbiorem nigdeie miegestym, to w kaédym prze-
dziale zamknigtym I zawiera sig przedzial zamkniety I* nie zawierajocy
2adnego punktu zbioru X. ’

Niech I = (< ;< by), i=1,2,...,n], gdzie a;<b;, 1=1,2,...
..., ; TozZpatrzmy przedziat otwarty Iy=F(a; <x;<b;), 1=1,2,...,1]
CI. Poniewaz X jest zbiorem nigdzie niegestym, wiec X nie jest
geste w I, a tym samym istnieje punkt p={(¢;,6;...,64) € I, nie
bedacy granica zadnego ciggu punktéw z X. Rozpatrzmy clag
przedziatéw

=FElie;—1/m

wszystkie te przedziaty, z wyjatkiem co najwyZej skoticzonej ilosei,
sa zawarte w I, gdyz a; <¢; <b;, i=1,2,...,n. Niech m0 bedzie taka

<a<e+1/m), 1=1,278,..];
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liczba, ze wszystkie przedzialy Lo, Imyt1s Imgrayo 58 Juz zawarte w L.
Gdyby teraz -wszystkie zbiory ZLn,-X, Imgt1' X, Lmgra X,... byly
niepuste, to wybierajac ciag punktéw py,p,,... tak, aby p; € Lnyi- X,
mie]ibyémy, jak latwo zauwazyd, lim L P =p, whrew zalozeniu, ze

p nie jest granicg punktéw z X. IstmeJe wiee taki przedzial Tmo_| 1CI,
#6 Ipy,4i-X =0, co nalezato okazadé.

(2.26) Jezeli X jest zbiorem I kategorii, to do kazdego przedeiatu
zamknigtego I naledy punkt p nie naledacy do X.

Niech X = ‘"A,, gdzie X; sa zbiorami nigdzie niegestymi. Na
I=1

mocy (2.25) istnieje przedzial zamkniety I,CI taki, ze I,X,;=0.
Przypudémy, ze wyznaczylidmy juz m przedzialéw takich, ze
I20D.. 0T, oraz I X, =I,X,=...=1,X,=0; jako przedzial I,
wezmiemy dowolny przedzial zamkniety zawarty w I, i taki, %e

mtrXmi1 =0. W ten sposéb wyznaczylismy ciag zstepujacy

I C12CI3C przedzialéw m’mkni@tych a wiee na podstawie (2 26) .

”I,#O Istnieje wiec punkt p e I]I,, gdyby jednak p e X = L X,
i=1

to dla pewnego m mieliby$my p ¢ Y,,,, a wiec poniewaz p € I,,, takze

P € In X, whrew zatozeniu I, X, =0. W ten sposéb p e I, ale p ¢ X,

¢o nalezato okazaé.

(2.27) - Uzupelmeﬁ,io zbiory I kategorii jest geste w przestrzeni R,.
Nijech X hedzie zbiorem I kategorii. Dla P € By—X mozna

przyjaé pi=p, i=1,2,..., wtedy hm QL P =P Dla dowodu (2. 27)

wystarezy wiec ogramcyyé e do punktéw p €X. Niech p=
=(61565y...,Cs); podobnie jak w dowodzie twierdzenia (2.27) roz-
patrzmy ciag przedziatéw zamknietych I, = F'[(¢;—1/m <@ < ¢; +-1/m),
=1 2 ..,n]. Na podstawie (2.26) istnieje ciag punktéw p,,p,,..
takmh 28 Pme I, dla m=1,2,.
Jak tatiwo sprawdzié, lim p,=p, co kotezy dowéd .

m-—»0o0

7 (2.27) wynika latwo:

(2.28) Zaden 2bidr ‘X zawierajgcy preedzial, a w szczegélnoécz cata
preestrzen, Ry, nie jest zbiorem I kategorii.

.1pm¢X wiee pmeI XCPMJX .

icm
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3. Przestrzenie metryczne i przestrzenie .L*

Niech R bedzie dowolnym zbiorem, ¢ funkejg rzeczywistag dwu
zmiennych okreflong na R i przyjmujaca tylko wartoSei > 0. Jezeli
dla dowolnych p,q,r ¢ B funkeja p spelia warunki (2.2), (2.3) i (2.4),
to nazywamy ja melrykg w R, elementy R punktami, liczbe o(p,q)
odleglosciq punktéw p i g, wreszcie zbiér R preesirzeniq metryczng.

W szezegllnosei kazda przestrzen kartezjaiiska R, jest prze-
strzenia metryczna z metryksg okre§long wzorem (2.1). Réwniez
kazdy podzbiér X przestrzeni R, (a2 nawet dowolnej przestrzeni
metrycznej R) moze byé rozwazany jako przestrzen metryczna z ta
samg metryka. Jezeli bowiem metryka o spelia warunki (2.2), (2.3)
i (2.4) dla kazdych punktéw przestrzeni, to spelmia je tym bardziej
dla punktéw nalezgeych do pewnego jej podzbioru.

Zbieznosé ciagu punktéw p,,p,,... ¢ B okrefla sie w przestrze-
niach metryeznych tak samo jak w przestrzeniach kartezjanskich,
to znaczy warunkiem:

im o(pm,p) =
me-»00

Niektore pojecia i twierdzenia dotyczace przestrzeni kartezjan-
skich przenoszg sie bezposrednio na przypadek dowolnych przestrzeni
metrycznych, tak np. przenosza sie pojecia: zbioru zamknietego
i otwartego, zbioréw F, i G4, zbioréw borelowskich i twierdzenia:
(2.5), (2.9), (2.11), (2.14), (2.18),(2.19), (2.21), (2.22). W dowodach ich
nalezy zastapié pojecia przedzialu otwartego i zamknigtego pojeciami
kuli otwartej i domknietej, przy czym przez kule otwartq o §rodku
p € R i promienin @ rozumie si¢ zbiér E lo(p,q) <a], a przez Fkule:

domkm@tog o tym samym promieniu i érodku — zbibr E Lo(p,q) <al.

Niektére inne pojecia i twierdzenia dotyczace prz,eﬁtlzem kar-
tezjanskich a zwigzane wyraZnie z pojeciem przedziatu mozna prze-
nieéé na przypadek dowolnych przestrzeni metrycznych, zastgpujac
w ich okre§leniu lub wyslowienin pojecie przedzialu przez pojecie
kuli. Nie wszystkie jednak twierdzenia poprzedniego paragrafu prze-:
1noszg sie na przypadek przestrzeni metrycznych. Takimi na przy-
ktad sg twierdzenia (2.13%), (2.23) i (2.28). Nie przenoszg si¢.one
na przypadek przestrzeni metrycznych, to znaczy istnieja prze-
strzenie, ktére nie posiadajg wilas i wyrazonych przez te twier-

dzenia. BU

Podstawy rachunku prawdopodobiefistwa '\i&\/’ 9
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Wszystkie natomiast twierdzenia i pojecia dotyczace prze-
strzeni metryeznych dotycza réwniez przestrzeni kartezjanskich
jako szczegélnego przypadku przestrzeni metrycznych. |

Odlegtodciq punkiu p € B od 2bioru XCR w przestrzeni metry-
cznej R z metrykg o nazywamy liczbe d(p,X) okreslong wzorem

(3.2) §p,X)= inf o(p,%),
a odleglosciq dwdch zbiovéw XCR i YCR nazywamy hczb@ oX,Y)

okreslong wzorem

(3.3) 8(X,Y) = inf o(x,y). .
xeX

yeyY

Oczywiécie, ze wzgledu na nieujemnodé metryki
(3.4) 8p,X)>0, 8(X,Y)>0,
a dalej: ‘

(3.8) Na to, aby istniat ciag punktow py,ps,...
ktu p e B, potreeba ¢ wystarcza, aby d(p,X)=0.

(3.6) Jegeli 3(X,Y)>0, to X-¥ =0.

¢ X zbietny do pun-

W przestrzeniach kartezjariskich mamy ponadto.
o(X,Ry— X) =

co ogélnie w przestrzeniach metryeznych nie zachodzi.
Podamy jeszeze kilka wlasnodei granicy w przestrzeniach me-
trycznych.

(3.8)

(3.7)

Jezeli dla kazdego m mamy Pm=p, to lim p,=p.
m—o0

(3.9) Jezeli lm p,,=p, a k1<k <..

m—>0o,

. jest- ciqgiem rosngeym . liczh

naturalnych, to im p_ =p.
m—>00 B

(3.10) Jezele cigg pyyPay... Nie 5ést zbieény do punktu p (to enacey
badé wecale mie fjest ebiesny, badé 1im'p,,,=q:;!=p’) to istnieje podciag

Ph1yPras -

icm

. tego ciagu taks, se zaden jego podcmg nie jest zbiesny do p. .

Twierdzenia (3.8) i (3 9) wynikajg wprost z okre§lenia (3.1); s
udowodnimy wiec szczegélowo tylko twierdzenie (3.10). Jezeli cigg:

P1yDsy..- Die jest zbiezny do punktu p, to istnieje (na podstawie
okreflenia (3.1)) takie £ >0, ze zbiér tych m, dla ktérych o(Pmyp) >

i
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>&>0, jest nieskoriczony. Niech wiec pg,,px,,... bedzie takim pod-
ciggiem ciagu py ,py, ..., %6 o(Py, p) > &. Mammednak 5(2’5(2714717?71@7 )=
>&>0, wiec na mocy (3. 5) zaden podciag tego ciagu nie jest zbie-
sny do p, co nalezato okazadé.

Niech teraz K bedzie dowolnym zbiorem i przypusémy, ze pe-
wnym ciggom p;,P,,... elementéw R przyporzagdkowaliSmy jedno-
znacznie pewien element limp, e R zwany gramice ciggu, tak aby

spelnione byly twierdzenia (3.8), (3.9) i (3.10). Zbiér R nazywamy
wtedy preestrzeniq L*, te zad ciagi, ktérym zostala przypisana gra-
nica, nazywamy ciagami zbiesnymi. Powyzej ~udowodniliémy, ze

‘przestrzenie metryczne sy przestrzeniami L£* ze wzgledu na granice

okreslong przez (3.1). Udowodnimy dwie whasnosci granicy w prze-
strzeniach L£*.

(3.11) Jezeli lim p,,=p, to hmpku+m—_p

m—>od
Wynika, to natych.miast z (3.9).
(3.12) Jezeli im p,,=p i ]Jm m=p, to ozqg zesta'wwny P11G13D2yGzs

m-—>o0

DssQs,--- jest zbiesmy i yego gmmcq jest p.

Dowé6d. Gdyby ciag zestawiony nie byt zbiezny do p, to na
mocy (3.10) istniatby pewien jego podciag 7,7s,..., ktéry nie za-
wieralby zadnego podciggu zbieinego do p. W ciagu 7y,75,... Wy-

kstgpuje badZ nieskoficzenie wiele wyrazéw p,, badz tez meskon-

czenie wiele wyrazéw ¢,; w kazdym jednak wypadku mozna z niego
wybraé podeiag 74,7k, ... Sktadajacy sie badZ z samych wyrazéw p,,,
badz z samych wyrazé6w ¢.. A wiec na mocy (3.9) lim Thy =D,
wbrew zalozeniu. L ommee

Na. przypadek przestrzeni .L* mozna przenie$é pojecie zbioru
zamknietego jako takiego, do ktérego wraz z wszystkimi elementami
ciggu zbieznego mnalezy réwniez jego granica, i pojecie zbioru zwar-
tego jako takiego, z ktérego przeliczalnej ilodci elementéw daje sie
wyjaé ciag zbiezny do granicy bedacej jego clementem.

4. Funkcje rzeczywiste w przestrzeniach R,

Niech f bedzie funkeja przyporzadkowujaca kazdemu punktowi

P = (Ty, @y, ..., &) € R, pewna liczbe rzeczywista f(p) =f((a:1,w2,...,a~,,)).
Funkeje takq nazywamy funkeja raecaywistq w R,; czytelnik latwo
2*
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sie zorientuje, ze funkeje takg mozna uwazad za zwykly lunkeje n
smiennych, bedziemy tez Pisaé f(@y s, ..., Ta), 2amiast (@, @y .. By))-

Méwimy, ze funkecja f nazywa sie ciggla w punkeie p e R,
jezeli dla kazdego ciggu punktéw p,,p,,... € Ry takiego, ze lim p,, ==p,

=00

=f(p)-
szym pierwsza granica jest granica w R,, druga jest zwykly gra-
nicg ciggu liezb. ‘

Z okreflenia granicy w przestrzeni R, wynika:

manmy lim f(pm) Nalezy zauwazyé, ze w okrefleniu powyz-
m—>0 '

(4.1) Na to, aby funkcjo [ byla ciqgla w punkcie p, potrzeba i wy-
starcea, aby dla kasdego ¢>0 istniato takie >0, ze dla pun-
ktow g eR,,,' w ktdrych jest spelniona nieréunodé o(p,q)<n, bylo
|f(p)—1(g)] <e. ‘ \

Koryystanc 7z tego, ze cigg 1/k dazy do 0, gdy k rognie, mozna
powiedzied:

(4.2) Na to, aby funkeja f nie byta ciggla w punkcie p, potrzeba
i wystarcza, aby istnialo takie naturalne k, e pray katdym natural-
nym 1 istniejq punkty q € R, takie, ge o(p,q) <1/lorvaz | f(p)—f(q)| >1/k.

Punkt, w ktérym funkcja nie jest ciagla, nazywa sie punktem
mecmgloéc@ funkeji. Funkeja, ktéra nie ma punktéw nieciaglodci,

a wige funkeja ciggla w kazdym punkeie przestrzcm E,, nazywa
sie funkejq ciagle.
(4.3) Jeseli funkcja f jest ciagla, to zbidr F [f(p)>a] jest samknicty
pray kagdym rzecrywistym q. T

Niech n],iilop'":;p i przypudémy, ze f(pm) >a, m=1,2

na mocy cigglodei funkeji f, im f(pm)

)y whedy,
=f(p) >a, co nalezato okazaé.

Niech f bedzie dowolng funkeja rzeczywista w R,. Oznaczmy
przez A zbiér takich punktéw p e R,, ze dla kazdego 1 1stme3e
punkt ge R, spelma,]acy warunki

C(4.4)

A
b

1 X
ep<y 1 |f )—f l>—
(4.5)
trzeba @ wystarcza, aby przy pewnym k bylo p e Ag.

Wiynika to od razu z (4.2).

- . S
(4.6) kZ Ay jest zbiorem wszysthkich punktow nieciagloscs funkejs f.
=1 v - ' '

3

Na to, aby punkt p byt punitem nieciagosei funkeji 1, po-

icm
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Wynika to z (4.5).

(4.7) Jegeli pyypyy.. € A 1 Hmp,=p, to pe A

Mmoo

Niech ! bedzie dowolng liezbg naturalna, p,,
wazanego ciggu takim, ze o(p,p,)<1/2l; poniewaz Pm € Ag, wiec
istnieje taki punkt ¢, ze ofp,,q) <1/2l i |f(p,)—H@)|>1/k. 7 uie-
réwnodci trojkata wynika o(p,q) <e(p,p,)+ e(P,:9) <1/l Jezeli teraz
| f(p)—F(p,)| >1/2k, to poniewaz o(p,p,) <1/2l, Wiec warunek (4.5)
jest spelniony. Jezeli jednak |f(p)—f(p,)|<1/2k, to z nieréwnosci
tréjkata (w tym wypadku dla metryki w Rl) 1E<fp,) =)<
<|1(p,) — )| +1f®) —1(@)], & wiee | {(p)—f(g)]>1/2k, co dowodzi, ze
warunek (4.3) jest réwniez spelniony, a pomewazl bylo dowolne,
wiee p e Aa.

za$ punktem roz-

(4.8) Zbidr punktow mew@glosm dowolnej funkeji f.w preestrzeni K,
jest zbiorem F,.

Dow6d. Z (4.6) wynika, ze nalezy tylko udowodnié, ze zbior

2 Ag=A jest F,. Oznaczmy przez A, zhiér w%zystkich granic
E=1
ciggéw elementéw z Ag. Mamy oczywiseie AkC A, i 4,C4A na

podstawie (4.7), a wiec z jednej stlony A ZA;{CZ'A,C, 7 dru-
k=

giej za$ strony 2 A,CA i ostatecznie 4 = 2 A,. Wykazemy, e
k=1 k=1

kazdy zbiér A jest zamkniety, przez co dowéd twierdzenia bedzie
zakoneczony.
Niech py. e dx dla I,m=1,2,3,.

. limplm-:pm i limpm::p.

Oznaczajac przez X zbiér zlozony ze wszystkmh punktow Dims
mamy XCAz i §(p,X)=0; z (3.5) wynika, ze istnieje cigg elemen-
t6w z X, a wiec i z Ay, ktérego granicy jest p. Na podstawie okre-
dlenia zbioru A, mamy p e Ax, co nalezato okazac.

Niech fy,fay-.. bedzie ciagiem funkeji w przestrzeni . Mo-
wimy, ze ciag ten jest zbieény do funkcji f, jezeli w kazdym punkeie

" p € R, mamy lim f.(p) =f(p); moéwimy, ze ciag ten jest jednostajnie
m->oo

zbiezny do funkeji f, jezeli lim f,,,( )=f(p), 1 to jednostajnie wzgle-

dem p ¢ R,, tzn. jezeli dla ka,zdego &> (0 istnieje takie naturalne .,
se dla m>m, i kazdego punktu p e R, mamy |f(p) —fa(p)| <e. Czy
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telnik latwo u;lowodni, ze zbiér wszystkich funkeji zaréwno ze zwy-
kla, jak tez i jednostajng zbieznodcia jest przestrzenia L*. Roéz-
nica zasadnicza miedzy tymi dwoma zbieznoSciami wyraza sie mie-
dzy innymi w tym, ze . ‘

(4.10)“ Jezeli ciqg funkeji ciagtych 11,1, ... jest jednostajnie zbiesny do
funkeji f, to funkcja f jest ciagla, ‘

co dla zwyklej zbieznogei nie‘zajchodzi.

o

. Dowéd (4.10). Niech p bedzie dowolnym punktem R,. Z jedho—
gta;]pej zhieznosei ciggu fy,f,... wynika, ze dla dowolnego £>0
istnieje takie m, ze |f(q)—/fm{g)|<e/3 dla kazdego q e R,. Z drugiej
strony, poniewaz funkeja fn. jest -ciggla, wiee istnieje takie >0
0 | fnP)— (@) <ef3, jesli op,q)<7. Mamny tedy pray o(p,q) <1

1/(p) ~fulp)| << /3,
[Fm(D) —finq) ! <¢/3,
(@) —(@)] <2/3

i ostatleczni.e [Hp)—f(9)|<e, czyli funkeja f jest ciggla w punkeie p,
@ poniewaz p byl dowolnym punktem, wigc f jest ciaglta w catej
przestrzeni R,, co nalezalo okazaé. '

Ozytelnik latwo sam skonstruuje przyklad ciagu funkeji cig-
glych zbieznych niejednostajnie do funkeji niecigglej.

' Na,. ?akoﬁczem'e zauwazmy, ze w rozwazaniach tego 1)aragrafi1
nie robili¥my uzytku z tego, ze R, jest przestrzenia kartezjansks.
a tylko z tego, ze jest przestrzeniag metryczng. Wszystkie wiec uzy-
sk.&ne tu wyniki gtosuja sie do dowolnych przestrzeni metryeznyeh
Nie bedziemy jednak robili w dalszym ciagu z tego uzytku. ’

——

KSIEGA PIERWSZA

ELEMENTARNA TEORIA PRAWDOPODOBIENSTWA

Rozdziat I

Algebra Boole’a

§ 1. Uwagi wstepne, tres$é rozdzialu

Znamy obecnie rézne, nieraz mocno od siebie odbiegajace spo-
soby wprowadzania pojecia prawdopodobienstwa: teoria nklagyezna”
w réinych odmianach, teorie aksjomatyczne: Bohlmanna, Key-
nesa, Kolmogorowa, teoria yezestofciowa” Misesal) i inne. Po-
réwnanie tych sposobéw prowadzi do nastepujgcych spostrzezen:

10 Prawdopodobieristwo bywa okreflane rozmaicie, zawsze je-
dnak jest ono liczba nieujemns, nie wiekszg od jednogei, przypo-
rzadkowang pewnym przedmiotom. '

"90 Qo do natury przedmiotéw, ktérym zostaje przyporzadko-
wane prawdopodobiernistwo, panuje rozbieznosé migdzy poszczegol-
nymi teoriami, w kazdym jednak razie mozna uwazaé za ustalone,
ze przedmioty te (zdarzenia, zdania, zbiory, cechy) tworza tak
zwane ciata Boole’a, to znaczy okredlone s3 dla nich dzialania pod-
legajace specjalnym prawom formalnym, mianowicie prawom tak
zwanej algebry Boole’a, ktérg intuicyjnie okredlié mozna jako algebre
wyrazéw: ,nie”, i’ oraz ,lub”.

Wobec tego podajemy w tym rozdziale zarys teorii eial Boole’a,
a wiec: ich okreflenie przez postulaty (§ 2), elementarne twierdzenia
algebry Boole’a (§§ 3 i4), zwiazek teorii cial Boole’a z teorig zbio-
réw czefciowo uporzadkowanych (§ 5), okredlenie dzialari nieskon-
czonyeh w cialach Boole’a i prawa nimi rzgdzace (§ 6), zastosowa-

1) G. Bohlmann, Lebensversicherungsmethodik, Enzyklopidie der Mathe-
matischen Wissenschaften, Bd. 1, Teil II, Leipzig 1900-1904, str. 857-917.

J. M. Keynes, A Treatise on Probability, London and New York 1921,
II wyd., 1929.

A. Kolmogoroff, Grundbegriffe der Wahrscheinlichkeitsrechnung, Exgeb-
nisse der Mathematik II.3 (1933).

R. Mises, Wahrscheinlichkeitsrechnung wnd ihre Amnwendung in der Statistik
wund theoretischen Physik, Wien 1931.
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