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On voit sur les derniéres formules que, dans le cas considéré ici,

2N

deux formes quadratiques extérieures du méme polynéme caractéristi- -

que ne sont pas nécessairement équivalentes par rapport auw groupe sym-
plectique.

ExeMPLE. Nous allons appliquer les résultats obtenus dans ce numéro
an cas n=4 (r==2). Soit

B =ty [#'5° ]+t [0'0° |+, [0 Tty [0 ] - tigy [670" -0y [0%* 1
on a o
(D™ 1=2 (5054 + Oz haz -+ ua005) [0 75" ]
tandis que

R=[r"s*]+[z"2* ] b @ ]= -2ttt ).

Le carré extérieur de la forme V=P—82 est égal & Vexpression
{(amw“—{—amaqz—[—aman)—|—(w13—{—a2¢);5’ &) [woa’s*].
" Téquation caractéristique de @ peut done s'éerire
(21) S =18~ Jy =0,
olt lon a posé ‘
Jr= a3+, J2=a12a3'4+al3a42+m14a23;

ces deux grandeurs sont des invariants ra.taqnnela de . )
8ile discriminant D=dJ} +4J; de ’équation (21) est positit, la forme &

peut &tre réduite aw moyen d'une tmnsforma.tmn sympleemque A Tex-
pression

8, [0 148 [0 ];

8i D<<0 et si T'on pose S,=a4bs, Sy=a—>bi, la forme canonique de P
peut &fre éerite comme. suit:

a{[2'a* ]+ (2" |4-b|[a'a* ) — [w*w‘]}
Si enfin D=0, & peut étre réduit é,'l’expresmon »
8y ({20 ]+ %041} + ays [0%2].

Remarquons que les deux formes 8([w'a®]+[w2a']} +-ag[s?0?] of
8y{[e* 23]+ [#*2']} ont le méme polyndme caractéristique — (8 —g,)?
néanmoins elles ne sont pas éqmvalenﬁes par rapport an groupe symplec-
tique.

CHA.PITRE I{T
DIVERSES APPLICATIONS

§ 1. Déterminants

49. Déterminants. La théorie des formes extérieures va nous per-
mettre de démontrer d’une fagon trds simple principales propriétés des
déterminants®). Les raisonnements dont nous ferons usage pour ce bub
ne sont bagés que sur les riotions fondamentales de la théorie des formes
extérieures exposées aux n% 6-9.

Dans ce but imaginons deux séries des variables #* et ¥, et les for-
mes extérieures construites respectivement avee 2° et y,*). Nous allons
aussi considérer les produits et les sommes des produits des formes de
ces deux classes, en supposant quils obéissent % des lois ordinaires du
caloul (of. n'28).

Prenons ma.mtena,nt deux systémes de formes Linéaires
o*=aya?,

@

et effectuons la somme o®-7,; on aura

_aﬁye

o - Y=g Y,
ou
W Y=Y, 2

Daprés la seconde des formules (1) ceci peutb §’écrire comme Suit
" Y, =g, B

Fn évaluant la nibme puissance de denx membres de la dermére égalité,
on obtient

(2) [o'0 ... ] [ -Yn ) =010z - P0 ] [mlw’--:w"].

8i Pon développe les deux prodmts extérienrs [o'0”...0"] et [p1gs... Pal,
on obtient -

8) [ o"]=d .. 2], (P12 - Gn]=4"[01%2--¥u ],

) Cf. N, G. Tehébotareff [21], p. 12.
1) Nous supposons comme dans tout ce qui suit que les indices grecs par-

courent les valeurs 1,2,.
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A et A* désignant respectivement le déterminant de la maftrice

e

\ at ay ... an

ot celui de la matrice transposée de M. Si lon porte les expressions (3)
dans la relation (2), il en résulte 1égalité '

A=A".
Wous avons ainsi démontré que la valewr du dédterminant ne change
" pas, si Von dchange ses lignes avec ses colonmnes.
Si L'on permute dans le produit extérienr [0 o ... 0"] deux
facteurs o et of, on aura comme on §ait
[col'...w'i...coi...w“'[:—[wl...a)"...wi...,co“’];

en se basant sur cette relation et sur la premidre des formules (3), on esb
conduit immédiatement au théoréme sur la permutation de deuw lignes
a'un déterminant.

De méme de Didentité

‘[a)l...(cu“:—l—hwj)...m’....w”]:[@l...mi...af...w"],

oll h est un.paramdtre arbitraire, on déduit la propridté du déterminant
de conserver sa waleur, si auw éléments d'une ligne on ajoute les dlémenits
ume auire multiplids par um facteur  arbitraire.

Pour obtenir le théoréme sur la multiplication, des déterminants, effec-
tuons sur les formes o* la substitution de matrice :

I wt
.

dont le déterminant soit désigné par 4;. On obtient ainsi n nouvelles
formes

(4) - 7 = b,

dont le produit extérieur est domné par la formule.
‘[‘r%”...t””]-,-:Al[mlw‘z...w"”],

qui, d’aprés la premidre des égalités (3), peut &tre mise sous la forme

(8) L[l ]=A4, [0t et '

Drautre part, en remplagant dans 1'égalité (4) les symboles w® par leurs
expressions (1), on arrive & la formule

g
T =5
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dont les coefficientsy sont donnés par les formules
o o = beal.
Done en développant le produit [v*7%...7"] on trouve
‘ (6) [1:’1:3...‘.1"}_—_1)[51;1:1:2,...m"],
ol : ’
D=|dgl.
Le rapprochement des égalités (5) et (6) conduit & la rel:it—ionq
D=4-4,,

ce qui exprime la loi de multiplication des déterminants.
Pour démontrey le théoréme de Laplace, nous partirons de I'identité

(7 [o'ot...a"]=[[o"...o"] [ ] .

§i lon développe les trois produits qui y figurent, on obtient respecti-
vement : .
[o'w?... o™ ]=A 2. .. 2" ],

y
[ole?... ot 1= 0}, 6, ... by [#505.. . 2%]

et

BT TT g WX SR Y S
[ ™. 0" ]= a0, -

aZ - [afrigte. . .
. &
En se servant de “ces formules, l'identité (7) pourra s’écrire comme suit

2 el h Rl Lo
A, . 8™ ] =0 o Oy Wgyy -~ & e L],

Remarquons encore que le second membre de cette relation peut
&tre mis sous la forme

n ’ . :
n. 1 h Rl
[wiw?...2"] hl{n—h)! 3 = &, oo 00, - - O

ol Ton doit étendre la sommation & toutes les permutations des nom-
bres 1,2,...,m, en affectant chaque terme du signe + ou — selon Ia
parité de la permubation.

Rappelons maintenant que les -expresgions h!aﬁm...a";ﬂ gont iden-
tiques avec les mineurs du h™™°. degré déduits de h premiéres- lignes

du déterminant

1 1 1
ay Oy ... O
| o af ... o}
et que les expressions
. h+1 n
a'[mwf o (”e,.]

jouent un réle analogue relativement aux n—h dernidres lignes. Cette
yemarque achdve la démonstration du Théoréme de Laplace.

Y
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- L'emploi des formes extérieures nous permet aussi de démontrer
aigément la régle de Kramer. Considérons, dans ce but, le systéme de »
éguations :

(7) “;?/1+“§?/2+---+“gyn=% (e=1,2,...,n)

aux inconnues v, et un systé.me de # indétermindes. auxiliaires #* &i
Pon multiplie les deux membres de Péquation (7) par 2 et que lon
Somme par rapport & g, on sera conduit, en ayant égard 4 la premisro des
égalités (1), & 1’égalité suivante:

(8 wlyl+wzy2+---+wnf’/n=w1
ol lon & posé )
(9) ‘ o=a,2".

Multiplions les dewx membres de la relation (8) extérieurement par le
produit [wlw?...w*'w*...»"]; il viendra :

[wlw?... 0™ ]y, =[a"... 0" P!, o 1,

les coefficients de toutes les inconnues différentes de y, étant nuls. Bn
tenant compte de la premidre des formules (3) eb en se servant d’une.
formule analogue pour le produit [0'...0" 00" .. 0™, oll & doit Btre

remplacé par l’expressi%n (9), on obtient précisément ley formules de.
- Kramer. - T : . .

§ 2. Rotations infinitésimales -

50. Rotations dans ’espace euclidien. La théorie des formes qua~
dratiques extérieures, et en particulier le théoréme fondamental de cette.
théorie (Théoréme 1 du n° 18) trouvent une application simple & I'étude.
des rotations instantanées d'un corps solide dang Pespace euclidien.

Pour le montrer désignons par a* (=1,2,...,m) les coordonnées
de D’espace euclidien X, rapporté & un repére cartésien R, formé dun
point 0 comme origine et de # vecteurs indépendants X, 2%).- Supposons.

. que’ tout espace H, est animé d’une rotation rigide autour de I’ori-
gine des coordonnées O et. congidérons deux de ses points M (x*) et M'(a'™)..
La distance de ces points est donués par la formule - i

MM'E— gﬂ(mn__wm) (wl_mll),

9. désignant comme d’habitude les composantes du tenseur fondamen-
tal de E,; MM’ étant par hypothdse indépendant du temps ¢, on en dé~
duit par différentiation par rapport & ¢ la relation '

32)

Nous désigneronis dans ce numéro par » un nombre qui peut étre pair ouw
impair. : ! : '
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" (d%‘;' Vdmrz)’—o
gnl(wu'—w ) 'div-‘ dt -
Si Pon y pose Vi=da*[dt et V'*=da™[di, on aura
‘ G (=) (VA =V =0
ou E
(10) (@ —ao™)(V,—7V.)=0,
> = ” i t respectivement les composantes co-
V, =g,V et V,=g,V" désignan P ]
v&ﬁaﬁi"‘sﬁes des vitesses de M et M'. Dautre part les longueurs de OM
et OM’, déterminées par les formules

OM2=g o0t et - OM3=g0"a",
devant ausyi 8tre indépendantes de #, le mowvement étant tne rota.ti{m
autour de 0, on en déduit par un caleul analogue au précédent, les rela-
tions suivantes: o
(1) Y, 0*=0, ! = 0
En les rapprochant de 1égalité (10), en. trouve
s ) 'V“mm_*_v;wx:o

Si ’on Iirend successivement comme M, les.extrémi’oés des vecte:rs
X, du repére R,, on conclut de la dernidre relation que les.oomposa.n is
Vn gont des formes lindaires des variables o* aux coefficients indépendants

A N
du temps #: ‘
(12) V, = a0
Fn substituant ces expressions dans la premiére des éga.lités (11), on est
it & la relation .

‘Oondm a0 =0

Oelle-ci devant étre identiquement satisfaite, on en conclub que les coeffi-

cients a@,; sont antisymétriques:
. G+ O = 0. ‘

Nous ‘voyons .ainsi que tout;e rotation instantanée de lespace .E:;
estv définie par un tenseur antisymétrique A———{a,d}. Rema.,rqlazons ;ﬁf}‘,ﬁe
que la montée des indices dans la formule (12) permet l'écrire
suib Coe . .

(13) V¢=a*n;,

4

@ étant les composantes contrevariantes de A et
. Xy= g‘eml‘

les coordonnées covariantes de M.
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An tenseur 4 on peut associer la forme quadratique extérieure

. 1
(14) O= =0 [2,]

" dont e rang sera désigné par 2r; nous Lappliquerons pour étudier de

plus prés les propriétés des rotations.. Remarquons d’abord que si Ton
effectue sur les coordonnées une substitution linéaire, les coordonnées
covariantes =, se changeront aussi par une transformation linéaire. Or,
nous savons que cette transformation peut 8tre choisie de manidre que
& se réduise 4 la forme canonique '

Q :4_2: [, —H.]

eb que, par suite, les composantes contrevariantes du tenseur A4 prennent
les valeurs ‘ .
a’nl__;{ 1
0

Dans le systéme des coordonnées ainsi adopté, les formules (13) pour
les composantes contrevariantes de la vitesse instantanée de M pren-
dront la forme '

pour A=rtu,
pour |A—ax|sEr.

w=mr+i1 V=0

(#=1,2,...,7; p=20-+4+1,2r42,...,n).

Vr+i__: —2y,
{(15) '

11 résulte de ces formules que tous les points d'un (n%zofj-plan pas-
sant par Dorigine des coordonnées et défini par 2r équations linéaires
":vr+'i,=gr+i,;.m;:=0 B

#;=gyw' =0, (6=1,2,...,7)

ont des vitesses nulles.

Nous constatons ainsi que dans une rotation de l'espace E, autour
d’un point fixe, dans chague moment. la rotation instantanée se fait
autour d’nn m-plan dont la dimension est déterminée par une forme
quadratique extérieure. Si la dimension de E, est un nombre impair,
il existe toujours une variété linéaire dont les points sont invariables;
la dimension de cette variété est an moins égale & 1. Si n est pair et si le
rang de & est égal & =, il ¥ a seulement un point de vitesse nulle.

51. Rotations symplectiques. I’espace symplectique admet wn mou-
vement continu qui a de 1'analogie avec la rotation autour d’un poiflt
fixe dans lespace euclidien et aunquel nous gonsacrons ce NUMEro.
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Soit Gy, (n=ﬁr) 1’espace ‘symplectique rapporté % un repére affine
quelconque Ry, composé d’un point O comme origine et de % vecteurs
indépendants X, et doué de la forme fondamentale

1
O==a, [ara*].

Supposons' que G, est animé dun mouvement continu é.ya,nt 1’ori-
gine O pour point fixe. Considérons deux points arbitraires M (2*) eb
M’ (z™) de G, e Ja valeur de la forme fondamentale pour les deux vec-

temrs OM et OM'; on aura (of. n’ 11)

S0, (ﬁ’_}: a0 M
oun . g
Y\ N Ty T 1 72 50/1 Jx
(16) SOM,0M ]=§aﬂ(m"m —a'e ).

Nous dirons que le mouvement considéré est une rotatton symplec-
tique autour de O, si 1a valeur ®[OM,0M'] est mdépen'da.nte du temps i.
Fn dérivant par rapport 3 t les deux membres, de I'égalité (16), on ‘bI'O'!lVB
18 condition suivante pour que le mouvement jouisse de la propriété
demandée: :

da* da’ ds* da™

1 m__ Y B B
O 2 & ot a0 . Oy ® L2 U 0
En v changeant le rdle des indices » et 4 dans le deuxiém?, et dans .le
troisiéme terme du premier membre, on en déduit 1a relation

M!%
aé

dx*
Gy 0 O

=0.

Fn désignant par V* et V™ les composantes contrevariantes @es vitesses
de deux points (V*=da"[di V¥ =du™|dt), on. raméne la condition trouvée

4 la forme .
6, Vat=a,V"5".

i;’abbaissement des indices ‘at. moyen des formules
_ e V=V, et 4, V*=7V,
" (cf. n 31, équation (10)) conduit finalement & la relation
(17) Vot =V" '

En prenant pour M’ successivement les extrémités des veetem;s X,
du repére R,, on en conclut gue les composantes covariantes de la vitesse
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;

fle M sont des expressions linéaires ‘des coordonnées de M 3 coefficients
indépendants du temps. On peut done poser

(18) Vy=hy,a°,

Fiy, _désigna.nt des constantes.

La substitution de .ces expressions et des expressions analogues

pourteles composantes V; dans la relation (17) nous fournit I’égalité sui-
vante:

h,,ﬂ%"‘: Ty

- ou, si Pon change ls rdle des indices A et g dans e sec;ond membre,
(Pgp— ) 2®5* =0,

(}et‘,tej gonditi"on devant &tre identiquement satisfaite, il en résulte que les
coefficients h,, dans la formule (18) doivent étre symétriques: h,=h .
La montée des indices dans 1’égalité (18) donne de méme ¢

(19) Vi e, ,

ol ’on a introduit les coordonnées covariantes x, de M en posant

(20) @,= 8,

Temarquons que les mouveaux coefficients A% sont aussi symétriques.

Nous voyons aingi que la rotation symplectique instantanée est re-
pré§entée par un fenseur symétrique de composantes covariantes (contre—
zgimes) g, (BR). A ce tenseur correspond la forme quadratique ordi-

F=hp,

qu, & méme titre que le tenseur {
rotation symplectique instantande.

Or, on sait quune transformation linéai ;
! 8 : ire -des. coordonnée: -
met de réduire F 4 la forme canonique : ) } S %P

2 e

i=1

Iy}, Deut servir pour représenter la

(5i=i1)r
si r est son rang. En adoptant ce systéme des coordonnées, on aura

B s 7 g __ : :
&) ¥ Q, =0 (s=1,2,.7.,r; J=r+1,74+2,...,n; A#£u).

"En se raportant & la f i . . )
vambes: P a formule (19) on est conduit aux égalités sui-

4

Vi=—e;, (6=1,2,...,75 J=r+1;r42,...,n).

Vi=0

icm
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§2
On en conclut que les points d’un (n—r)-plan passant par le point O et
détini par les équations linéaires

Xi=aat=0 (i=1,2,...,7)
ont tous des vitesses nulles; nous dirons que la rotation -symplectique
instantanée se fait autour de ce (n—r)-plan, dont la dimension est, comme
on le voit, déterminée par le rang de la forme F. 8i r=mn, ce (ri—r)-plan
se réduit au point O.

Exemple. 8 n=4, il y a quatre cas & distinguer:

10 si le rang r de F est égal & 4, la rotation se fait autour de O3

2 gi r=3, et si ’on guppose, en conservant les notations adoptées
ci-dessus, h**=0, la rotation admet un axe défini par les équations

t3g7" =0, Uy ?* =0,
.

30 §i r=%, et 8i lon suppose h¥=h4*=0,ily2a une rotation autour
du plan

g =0;

01, 2° = 0, aémg =03

40 s1, enfin, r=3, et si l'on suppose h22==h38=h4t=0, la rotation
admet un hyperplan dont les points ont des vitesses nulles; ’équation
de cet hyperplan a la forme

. e
0,72 =0.

§ 3. Complexes linéaires

52, Généralités, Aux chapitres précédents nous nous sommes Ser-
vis des notions de Lespace. affine K, pour définir la valenr d'une forme
extérieure ou les solutions d'une équation extérieure. Or, 4 Despace affine
3 m dimensions, rapporté & un repére d’origine O, on peut lier un espace
projectif P, , & n—1 dimensions, en faisant correspondre & une droite
de B, issue de 0, un point de Pespace P, y; si les équations #'== {'t repré-
sentent tne telle droite, les coefficients ¢ seront les coordonnées d'un
point de P, ;. Oette remarque nous permettra d’'appliquer la théorie
des formes extérieures 3 Pétude des propriétés des complexes de espace
projectif, si Von fait des changements convenables dans les énonecés
des définitions et des théordmes aux chapitres I et IL :

Dans ce but désignons par #* (x=1,2,..:,%) les coordonnées homo-
génes d’un point arbitraire de l’espace projectif P, ; et par ¥, les variables
dualistiques (cf. n25) qui jouent maintenant le rdle des coordonnées
tangentielles de P, ;, et supposons que Pon ge donne p points linéaire-
ment indépendants de Pp_i: M;(#f) (i=1,2,...,p); ceux-ci déterminent
g s
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dans P, ; un (p—1)-plan P, ,, dont les coordonnées pliickeriennes sont
proportionnelles aux expressions : )

ol .
Tne relation linéaire entre les coordonnées pliickeriennes
1 Oy L2 55 =0

aux coefficients antisymétriques, représente un complexe lindaire Kp;l

de (p—1)-plans P, ,; le nombre p—1 sera appelé Pordre du complewe.
En posant !

(2) qsp:% [enae... 2]

“”ptg ety

nous pouvons remplacer 1’égquation (1) par I’équation symbolique
(3) @,=0,

qui, 4 méme titre que ’équation (1), peut servir pour déterminer le com-

plexe K, ;. Nous convenons aussi de dire que la forme &, définit un

compleve analytique; il résulte de ce mode de langage qu’en faisant varier

le facteur ¢ dans le produit ¢P,, on obtient une infinité de complexes

- analytiques ayant tous pour support géoméirigme le complexe K, ;.

8i Pon a b complexes analytiques définis par les formes extérieures

@5, P,...,0F de degré p, on dit que ces complexes sont .linéairement
inddpendants si une relation 4 coefficients constants de la forme

eB+edh+.. +eadh=0
entraine nécessairement la nullité de tous les coefficients g; il est évi-
dent que le nombre de complexes indépendants d’ordre p—1 est égal &
W
(p) . Un systéme de (;) complexes indépendants d’ordre p—1 sera appelé

la base de la variété des complexes @ordre p—1. Lensemble de complexes
défini par la formule :

) ¢p=91¢;+92¢;+-~+@n¢;7
dont les coefficients sont constants, s’appelle fa
p—1.

8i deux complexes K, ; et K, , ; sont représentés respectivement
par les formes extérieures &, et P, , satisfaisant & la condition

isceau de complexes d'ordre

Ecbp@n—p]:O,

nous dirons que K, ; et K, , , sont. en involution.

O
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Envisageons un complexe quelcongue K, 5 défini par DPéquation

(3). T forme adjointe-¢ 4 @, §écrit comme il suib

Vop = 2 0;1;,2_“,—,;’[:'/”13!&“-?3,,_?17 )
. ¥y

s somme ébant étendue & toubes les combinaisons p & P d‘es _nombx:es
1,2,...,m eb %, %y ey Hnp étant choisis defa.gonﬂquela. suite xl,xz,...ﬁ,np,
gy Hayeo o Hyp SOI UDE permutation paire des mémes noml?re’s (ef. n’ 217,
équation (11)). Les formes &, et ¥, tant assocides 'une 3 P’autre d une
manidre univoque, on voit que le complexe K, ; peut &bre déterminé
indifféremment par P'une ou P'autre de deux équations @p_—TO e\t Yy =03
3 la deuxidme d’elles correspond une équation multilinéaire & #—p 8é-
ries de variables représentant le complexe en coordonnées ta.ngel%tlelles,

Tn terminant ces généralités, faisons encore la Temarque smvax}te:
simn (p—1)-plan P,y est déterminé par le systéme de n—p équations

wh(m)=a2$”=0 ' (h=1,2,...,5—D)

linéairement indépendantes, la condition pour que P, a,ppartier-me
au complexe Kp;l défini par Péquation (3), gexprime par la relation -

4 [Bpo'?...0" " ]=0

(voir Théoréme 7 &t n° 29).

53. Complexes spéciaux. Nous dirons que le complexe Kp_l‘ , dé-
fini par I'équation (3), est un complexe spécial, si Pp es.t une forme sunple,
clest--dive si elle peut &tre décomposée en un produit de p formes liné-
aires distinctes @',&%,...,6": »

&, =[a"a"...0"]
(of. 1" 16). . o

Ceci posé, supposons qu'il soit donné un (p—1)-plan Py, défini par
le systéme de n—p équations lindaires indépendantes .

(5) : _ ol (2)="0 ©(j=1,2,...,0—D)

parti ial K, , correspondant &
Powr que P,_; appartienne au complexe .spécla- 1
la forme @: donnée ci-dessus, il faut et il suffit, d’aprés la remarque
faite A la fin du numéro précédens, quil soit

[@'@t. Lot P]=0.

11 résulte de cette relation que les facteurs de son premi.er' membre st?nt
lindairement dépendants, c'est-a-dire quil existe au moins une relation
entre enx de la forme suivante:

n—p

(6) ‘ 3 0 (@) +3 By (@)=0

=1


Yakuza


144 CHAPITRE IV. Diverses applications. -

& coefficients constants, dont I'un au moins est différent de zéro (Théo-
réme 3 au n°1B). On voit de plus que, chacun de deux systémes &’ et
- .o étant formé de formes linéairement distinetes, 'un au moins des
coefficients «; et 1'un au moins des: coefficients f; sont différents de
zéro; supposons, par exemple, qu’il soit «;70. Imaginons maintenant p
points X;(#f) linéairement distinets du (p—1)-plan P,_; défini par les
équations (8); on aura done les égalités :

JIX]=0  (i=1,2,...,p; j=1,2,...,n—p).
Celles-¢i rapprochées de l'identité (6), entrainent les relations ‘
6Bl X ]+ G [X] 4. 4@ [X]=0  (i=1,2,...,p).

En a.joutanﬁ ces égalités, aprés avoir muitiplié chacune d’elles pa,r' un
parameétre arbitra.ire\, on obtient une relation de la forme suivante:

(7) o G [ X] -+ G [X] +.. o[ X =0.
Or, fious pouvons déterminer les pé.ra.métres A; de maniére qu’il soit
FH[X]=0, FS[X]=0, .., FE[X]=0 :

ou, en se servant des égalités F'o’'[X,]1='[#X;],
BT AT+ A PX,] =0,

) AT, X, =0,
PN+ R X+ AP X]=0.

Par conséquent, en vertu de la relation (7), il sera identiquement

. 0@ [P, 4.1 X,] =0
ou, ¢ étant différent de zéro,
(9 SN ALK, +. . HPE,]=0.

~ Les expressions Pok+ Rk .. 472 sont les coordonnées d’un
p.omt du (p—l)—pl?.).n Pp,_,, appartenant par hypothése au complexe spé-
cial K, ;; les égalités (8) et (9) montrent que ce point appartient aussi
au (n—p—1)-plan P, , , déterminé par les équations
- 5 () =0 5 (@)= @ (2)=
N @ (2)=0, | & (2)=0, “ee A (x)=0.m=
TH:EO.BJEME 1. 8% un complewe @ordre p—1 est spécial, tous Ze;(p —1)-
-plans qui en font partie coupent un (n—p—1)-plan déterminé.
Ce théoréme admet une réciproque:
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TrhoRAME 2. Les (p—1)-plans qui coupent un (n—p—1)-plan for-
ment un complexe spécial. :

En effet imaginons un (n—p—l')ipla.n arbitraive P, _, , déterminé
au moyen des équations linéaires

(10) &' (2)=10 (1=1,2,...,7);
pour qu’un (p——l)-plzm défini par le systéme d’équations linéaires

o (#)=10 (j=1,2,...,n—p)

~coupe le (n —'p——l)-pla,n P, , 1, il faut et il suffit que les formes & et of

soient lides par une aw moins relation

n—p

(1) Sagto1+ 3 fol =0

% coefficients constants dont lun au moins est différent de zéro. Nout
pouvons supposer comme ci-dessus. quil soit « F#0. En multiplians
Pidentité (11) extérieurement par le produit [&°@’...6" o'e?...0"?] on
trouve

a0, [6'@... %0 ... 0" P]=0

. ou. .
. [6'@*.. dPw'w ... 0" P]=0.
En y posant
) i &, =[6'@"...6"]
on aura

[ij,wlwz. . :wn—p]zo

ce qui montre gue tout (p—1)-plan coupant P, _,_, fait partie du complexe
spécial détini par 'équation &,=0, c'est ce qu’il fallait - démontrer.

54 «Complexes de droites. Dans les considerations de ce numére
noug nous bornons au cas, ot la dimension de l'espace projectif Puy
est un nombre impair que mous désignerons par 2r-—1; on aura done
n=2r. .

Un complexe de droites (complexe d’ordre un) de ’espace P,_, est
défini par une équation quadratique extérieure

(12 =-:%a,d[m"bcl]:0.

On sait qu’sd I'aide des transformations linéaires des variables #” la
forme & peut &tre réduit & la forme canonique ‘

8
Z[mmws-'ri];
=1

10

Slebodzinski: Formes extérieures.


Yakuza


146 CHAPITRE IV. Djverses applications.

le mombre 2s sera appelé le rang du complese. Si, en particulier le rang
est égal & 2, le complexe est spéeial; pour qu'il en soit ainsi, il faut et il
suffit que le carré extérieur de @ soit une forme nulle: [$2]=0 (cf. n’ 21).

‘Le Théoréme 1 du numéro précédgni; peut maintenant s’énoncer comme

il suit:

THEOREME 3. Tout complese spécial dordre um est formé de droites »

cowpant un (n—2)-plan.
Désignons par M,(«}) un point arbitraire de ’espace P,_,, et consi-
dérons Péquation linéaire i .

(13) o, adar=0."

'Si le rang de @ est égal & 27, le déterminant |a,,| est différent de zéro
et, par suite, I’équation (13) représente un hyperplan hien . déterminé
qui- porte le nom de Dhyperplan polaire de M,; celui-ci s'appelle pdle de
Phyperplan (13). On voit ainsi que le complexe de droites de rang 27 sub-
ordonne 3 tout point.de 'espace tn hyperplan bien déterminé. Inver-
sement, dans la méme hypothdse, & tout hyperplan H & 1’équation
¢, =0, on peut faire correspondre un point déterminé. Pour le frouver
il faut résoudre le systéme d’équations lindaires

a‘«lﬁé’: oG,

olL ¢ désigne un paramétre arbifraire. Il résulte de ces raisonnements
que tout complexe de droites de rang 2r induit une correspondance bi-
univoque entre les points et les hyperplans de ’espace Py ;5 si le rang
duw complexe est inférienr & 27, cette proposition tombe en. défant. Les
coefficients a,, de Péquation (12) étant antisymétriques, celle-ci est
vérifiée, si I'on y pose x,= &, donc tout hyperplan passe pa,r le point
qui lui correspond. : S '
Considérons une droite quelconque d du éomplexe de rang 2r et dé-
signons par M,(aj) et M (af) deux de ses points. Les coordonnées plii-
ckeriennes 2723, de d devant satisfaire & I'équation (12), on aura la rela-
Hon 4, @5k ="0 ou a,ziri=0. BEn rapprochant cette égalité de 1équa-
tion (13), on en conclut que le point M, et, par suite, toute la droite d

sont situés dans I’hyperplan polaire de M,. On vérifie aussi aisément

que ;a; hyperplans polaires de tous les points de I’hyperplan (13) passent
par M,.

En nous placant comme plus haut dans 1’hypothésé que le rang du
complexe K, défini par I’équation (12), est égal & 2r, considérons encore
un (h~—1)-plan P;_; déterminé par k points lindairement distinets M, (a})
(§=1,2,...,k). Les coordonnées d’un point arbitraire M de P,_, ;orit
données par les formules ‘ -

(14) . P =grl+¢d+...+d's

B2

§3 54. Complexes de droites. 147

ou ¢ q‘z,...,qﬁ désignent des paramétres arbitraires. En remplacant @}
dans équation (13) par les expressions (14), on trouve ’équation de
I’hyperplan polaire de M: R .
0 (8,52%07) + (@, 035) +. ..+ 4" (@m0") =0
11 en résulte que les hyperplans polaires de tous les.points de Pj_; pas-
sent par le (n—h—1)-plan Pp_5 4 défini par les équations .
G =0,  eukr=0, ..,  mr=0.

Nous allons montrer que la relation entre Pj_y et Pp_p; est symé-
trique: les hyperplans de tous les points de P,_j; ; passent par Py ;. En
effet, soient Z* les coordonnées d'un point arbitraire M de P, ;_;; elles

_ vérifient donc les relations

(15) a BE =0,  a,mT=0; .., a, w7 =0
et Péquation de I’hyperplan polaire de M gécrit comme suit
QT =0. '

Si Pon'y substitue aux variables & les coordonnées d'un point arbitraire
de Py_,, données par les formules (14), on obtient une relation qui est
identiquement satisfaite en vertu des égalités (15); notre assertion est
aingi établie. Deux variétés linéaires de P, _; jouissant de 1a propriété que
T'hyperplan polaire d’un point quelconque de l'une d’elles passe par
T’autre  s’appellent sous-espaces conjugués relativement ow complexe; on
voit . que la somme des dimensions de deux sous-espaces conjugués est
égale 4 n—2; le sous-espace conjugué avec une droite est done un (n—3)-
-plan.
Te nombre de complexes de droites linéairement indépendents est
n
2
extérieures

égal & ( ) Les eoniplexes spéeciaux, par exemple, définis par les équations

[#*2*] =0 (2, A=1,2,...,m5 %<A)

sont évidemment linéairement distinets, on peut done les prendre comme
base de la variété de complexes de droites de T'espace P,._:-

55. Complexes de droites de 'espace projectif 4 trois dimensions.
Dang Vespace projectif Py (n=4) tout complexe lindaire peut &tre de rang
quatre (complexe ordinaire) ou de rang deux (complexe spéeial). Sila for-
me quadratique extérieure @ représente un complexe analytique ordinaire,
nous dirons que ce complexe est dewtrorsum ou sinistrorsum suivant que
le coefficient @ dans la formule [@*]=a[z'a’a"a"] est positif ou négatif.

Le nombre de complexes linéairement indépendants est égal & 6.
En désignant par &; (i=1,2,3,4,5,6) six formes quadratiques exté-

: 10*
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rieures linéairemént distinctes, tout complexe lindaire de P, peut &tre
défini pa,r I’équation =0, olt P est donnée par la formule
(16) & =#, (¢==1,2,...,6)

dont les coefficients sont des constantes axbitraires. Les formes @; étant
quadratiques, les produits extérienrs [$;P;] sont indépendants de 'erdre
des facteurs. Done, si I'on pose
[2:8,] =[8,®,] = a{ s's?a’2*],

le carré extérieur de la forme (16) pourra &tre écrit de la maniére sui-
vante:

} [@2]=aijzizi[m'lmz$3m4] ('I:,i':1727...,6; ai]-=a,-i).
En se servant de la notation “
(17) | Fle,e) =aydd
la derniére formule prend la forme '

[@*] = F(z,2)[a'2*2°s"].

Pour que le complexe linéaire défini par ’équation &=0 soit spé-
cial, il faut que les paramdtres 2° gatisfassent 3 la relation F (2,2)=0.

Considérons encore deux eomplexes linéaires représentés par les
équations extérieures O=2+'®,=0 ot ¢’~y¢ 0; pour que  ceux-ci
soient en involution (p. 142), il faut quil soit [@(ﬁ'] 0 En- développa.nt
le produit, cette condition prend la forme

O g ou = F(y,2)=auy'd ;. 0.

Remarquons que la forme F(y,2) est une forme bilinéai
F(2,2). Nous voyons ainsi qu’s 1’étude des complexes liriéaires de P,
s’associe d’une manidre naturelle, la forme quadratique ordinaire & six
variables. Si Pon change la base de la variété de complexes, en faisant

~ sur les formes @ une substibution linéaire, les variables # dans ¥ seront

assujetties & une transformation contregrédiente.

Pour déterminer la signature de F' prenons comme base de la variété
de complexes linéaires les six complexes représentds respectivement par
les formes suivantes:

&, =[2'2"]+[#'7"], By=[r'a"]—[a"s"],
O,=[0'7°] +-[2%3%],  B3=[2"] —[a'%*],
Po=[0'] +[0%"], D= (o] — [#2°],

1l est facile de véritier que ces formes sont linéairement mdépen-
dantes et que Pon a

. §3 55. Complexes de droites de 'espace projectif. 149

(B =[B]=[P2]=1, [B]=[H]=[F]=—1,
[&;®;]1 =0 (4,4 =1,2,...,6; i%7)

On voit sur ces relations que les complexes K,,K,,K; sont dextror-
sum et les trois derniers sinistrorsum; deux complexes différents sont

en involution. Par conséquent, la relation (13) devient maintenant

B = ()2 + (222 + (92 — (34 — ()7 — ()"

Désignons par A; les sommets du tetraddre de référence de P; en
posant ) )
4,=(1,0,0,0), A,=(0,1,0,0), Ayg=(0,0,1,0), . Az=(0,0,0,1).

" On véritie facilement que A Ag et Ag Ay, A, Aq o6 Ay, A A b 4,4,
sont respectivement conjugués par rapport aux complexes K, et K,,
K, et Ky, K, et K.
Remarque, Si lon ‘prend pour base six complexes analytiques
définis par les formes
Y= [wla], Wi=[ow),  W=[o,
. ]}G: [wt24], ¥y =[2'2?], V=[],
la forme F{z,z) deviendrd '
: 2 (et + 2% + 2%%).
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