icm

72 CHAPITRE II. Equations extérieures.

En rapprochant la formule
g=mn—"(8+ 81+ ... +8;)
déduite de la relation (32), il vient

Spp1=8ppa== ... =8 =10.

Le théordéme est ainsi démontré.

Remarque. Si s=0, les équations du second degré du systéme
sont des conséquences de ses équations linéairés (voir p. 36), par suite,
de systéme a une solution & n—s, dimensgions, s, étant le nombre dey équa-~
" tions linéaires. .

TetorIME 15. 8 la classe dun systéme déquations ewterieures st
inférieure au nombre de variables qui y figurent, le systéme est de premiére
espéce. - .
Désignons par ¢ la classe d'un systéme. On a, par hypothése, e<n,
ol % est le nombre des variables figurant dans les équations du systéme;
celui-ci admet donc un élément plan caractéristique & n—c dimensions
(n®33); nous le désignerons par E, ,. Rappelons; que F, , est une solu-~
tion du systéme. Ceci posé, considérons maintenant une solution non
singuliére B, quelconque & g dirnensions. On sait que E, doit pagser
par B, . (Théordme 9 du n°33); par conséquent, I'élément X, peut &tre.
décomposé en deux éléments plans, n’ayant auncun élément lindaire en

commun, dont I'un est identique avec H,_,, la dimension de autre, que

nous désignerons par H,, est égale & g—(n—o); B, étant contenu dans.
E, est aussi une solution non singuliere dy systéme. Nous allons montrer
. que son élément polaire H(E,) se confond avec E,. BEn effet, 1’élément.

B,_, étant caractéristique, tous ses éléments linéaires sont en involution
_ avec E, (voir n® 33), par conséquent, ils appartiennent & U'élément H (H,);

il en est de méme des éléments linéaires de B, (p. 61). L'élément H (Bp).

contenant les deux parties B, . et B, de E,, contient aussi B, 8%l conte-

nait un élément linéaire ¢ n’appartenant pas & E,, celui-¢i serait en invo-

lution avec E,_, et avec B, et, par conséquent, 1’élément 4 g1 dimensions,,

" déterminé par F, efi ¢, serait une solution du systéme, ce qui est contraire.

4 Ihypothése, g étant le genre du systéme et E, une golution non singu-
litre & g dimensions. L’élément polaire H(E,) se confondant aveec ¥
est une solution du systéme; il suffit maintenant de se rappeler lo ThéoT
réme 10 pour se convaincre de la validité du Théordme qui était & dé-
. montrer. Nous avons supposé dans ce raisonnement que 1’élément

- ne ge confond pas aveo E,; si ces deux éléments se confondaient, la ?i—l?
mension de 1'élément plan caractéristique. serait égale au genre g’et par
conséquent, tous les caractéres du systdéme & partir de s, seraient ,nuls:
d’aprés le Théoréme 10,

COHAPITRE IIT
GROUPE ET ESPACE SYMPLECTIQUE
§ 1. Généralités
35. Déﬁniﬁon de l’esi)ace symplectique. Soit & une forme exté-

rieure quadratique )
) ' 1

dont les coefficients satisfont, comme d’habitude, aux relations a,;-+a;,= 0.
On sait que le rang de & est un nombre pair que nous désignerons par

- 97, On peut done supposer que le nombre n de variables qui figurent dans

& soit dégal a 2r: . .
(2) n=2r. -
Ces hiypothéses entrainent 1'inégalité
(3) o a=|a,] #0.

Posons maintenant

: . ) dloga

. HA
(4) =0

ol, é&n& e second membre, les quantités a,, doivent é&tre considérées
%A

comme indépendantes. II est évident que les nouvelles grandeurs «
sont antisymétriques, et que l'on a

®) - 0,070 = 5.
S§i Ton fait sur les variables z* la substitution définie par les formules
(6) =P,

de déterminant différent de zéro, les quantités a,, se ehzmgefont d’apreés
les formules : .

(M Zre =545 ‘

Q¥ dtant les coefficients .de la substitution inverse & (6):

(8) Py =P =05
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T4 .- CHAPITRE II1. Groupe et espace symplectique.

Nous allons montrer que la transformation des grandeurs o est la sui-
vante: .

(9) C =P,

En_ effet; si dans 1'égalité (5) on remplace les coefficients a,, par les
expressions (7), on obtient la relation

Q5 : E#V“"g =8

8i Pon multiplie les deux membres de cette relation par P2 et que lon
somme par rappoit & A, en tgnant compte des identités (8), on trouve
Q8,0 =P,
ot '
Qa0 =P;.

En multipliant cette derniére par Q¥ et en som
" mant par rs
on en déduit 1’égalité . B wapoart & "

8, Q Q=5
Dautre part, d’aprés la définition des qﬁanhiﬁés a”, on a
. © T BT =0T

Le déterminant |@,| étant différent de zéro é i
( : v n vertu de I'inégalité
le rapprochement des deux derniéres relations conduit # 1’éga1gité @

v =@
qui est équivalente & Ja formule :(9).

- Considérons maintenant deux espaces affines duélistiques, 4 n=2r
.dimensmns A, et B, rapportés respectivement aux repéres R, et S, (ef
pil 2)i les coordonnées d’un point par rapport & R, (S, )serong dési nnée'
par #(y,) (¢f. n° 2). On a vu que les coefficients a,, se tr;.bnsforment oogmmS
les composantes d’un bivecteur de 1’espace B, et les Yuantités o co .
les composantes d'un bivecteur de l’espace 4,,. Si Pon introduit mllzl'()
‘vectel%ri'; dans les espaces correspondants et si Ion Suppose en outﬁgs .
les origines des repéres R, et S, se correspondent, les deux espace qje
<t B, pourront &re considérés comme confondus en un mém(I:‘esﬁ N
En effet, & tout vecteur {v*} de 4, on peut associer le vecteur dpa(l);“
de composantes u,, détermindes par les formules ° O

(10)

!

Uy, =y, U° :
et a tout vecteur {'v,,} de B, —le vecteur de 4, de composantes

(11) N v =a",.

s

§1 85, Détinition de l'espace symplectique. 75

TL est facile de vérifier que, si on applique la régle (11) aux compo-
santes u, définies par les formules *(10), on revient aux compogantes u*.
De méme les formules .

(12) ‘ Yy =y, 8"y o ="y,

établissent une correspondance biunivogue entre les points de 4, et
B,. On peut done donsidérer Jes quantités #* et y,, lides par les relations
(12), comme les coordonnées contrevariantes et covariantes d'un méme
point et les grandeurs u* et u,, satistaisant aux relations (10), comme les
composantes contrevariantes et covariantes d’'un méme vecteur d’un
egpace que nous appellerons espace symplectique et désignerons par G,
(n=2r). A la forme (1) nous donnerons le nom de forme fondamentale
eb an bivecteur {a,d} 1e nom de bivectewr fondamental de Gy; ses compo-
santes contrevariantes sont les guantités o et ses composantes mixtes
gont déternmiinées par les formules . )

A
ay=0"ay, W= 0"

Bn se servant des égalités (4), on vérifie facilement que T'on 2

~1 our x=A 1 our x=241
(13) ia’f1={ P ’ a"={ P ’

"0 pour A, * 0 powr xFEA.

On a vu que les composantes du bivecteur fondamental permettent
d’abaisser et d’élever les indices d'un vecteur; les régles (10) et .(11) du
jeu des indices s'étendent aux penseurs d’ordres supérieures de la méme
fagon qu'on le fait dans Vegpace euclidien au moyen. des composantes -
G ©f g du tenseur fondamental. Mais il y a ici une différence: les com-
posantes a,; et o dm bivecteur fondamental étant antisymétrigques,
il faut observer Lordre des indices; on abaissera Tindice constamment
4 Taide du premier indice de a,, et on Pélévera au moyen du second indice
de a**. On écrira par exemple

wt = 0"z, , v = a,, v

36. Repére symplectique. On sait que la forme fondamentale (1)

.de lespace @, peut &tre réduite 4 Dexpression canonique

(14) =73 [@'2"]%);
qa=l
les composantes du bivecteur fondamental prendront par congéquent ‘

Tes valeurs
a;d. — le , a’ul — Iul ,

15) Nous convenons jci et dans la suite que les indices latins h,4,j,% parcou-
rent les valeurs 1,2,...,7, les indices grees — les valeurs de 1 jusqu'a n=2r.
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76 CHAPITRE III. Groupe et espace symplectique.
ol : ; ’ ‘ .
N 1 our A—x=r R 1 our  A—ux=r
15) I,= { Y ’ I’”lz{ i i)
0 pour |[A—u|zr . 0 pour |A—ux|zEr
(ef. n°18). La formule (14) peut donc atire représentée sous la forme
’ - ) 1

Pour obtenir Pexpression (14), il faut faire uhe substitution linéaire con-
venable sur les variables %, ce qui équivaut au remplacement du repére
E, par un autre de méme origine; le nouveau repdre aingi obtenu et
dit repére symplectique. Les formules (10) et (11) deviennent maintenant

wu,=1,ut, w=T 0, 5 v

en tenant compte des égalités (15), on en déduit les relations suivantes
entre les composantes contrevariantes et covariantes’ d'un vecteur par
rapport au repére symplectique -

(16) U= —r+,

i
Up g =W
Ces régles s’étendent d’une maniére &vidente aux tenseurs d’ordres su-
périeurs; on. aura par exemple

) 21
Vuri=—03 5 Vi =05"

37. Operatlons sur les tenseurs de Yespace G,,. Supposons que I’es-
pace &, soit rapporté & un repére symplactique; sa, forme fondamentale
£ sera done donnde par la formule (14). La valeur de pour une paire
ordonnée de deux vecteurs U= {w}, V={v"} est égale & 'expression

Q[U, V=TI u"

(cf. équation (8) au n° 11); pour abréger Iécriture nous désignerons cette:
valeur par [U,V] En ayant égard aux formules (15), on pourra écrire

[0, V1=3

,v’i iy,
aRy W );
si Von introduit les composantes covariantes de U et V 4 Paide des for-
mules (16), on obtient une seconde expression de [U,V]

[T, V]=2 (U~ 03)

D’autre part, considérons le prodmt confracté des veoteurs Uet V3
on aura’

-y '09 =07 Uy 7

icm
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S8i Pon y introduit les composantes covariantes de V en se servant des
formules (16), on obtient

.

. ‘
=3 (UsOpy =Yg 03) -
=1
La comparaison avec In dernidre formule pour [U, V] conduit & I’égalité
' 10, Vi=ugt. |
Liexpression [U,V] & laguelle nous donnerons le nom de “produt
soaladre des vecteurs U et V est évidemment invariante par la transfor-

mation lindaire des coordonnées de Iespace G,. Il est évident que le Ino-
«uit sealaire jouit de la propriété muvante

SUL (V4R Vot o+, V) )]=11'1[U17V1]+hz[U17V2]+-'-+hp[U1an]s

les Vi, Vs,..., V, étant des vecteurs ot les Ty, hy,..., Ry des %calau‘es
La relmtwn [U VIV, Ul=0 entraine 1’éga]_1té

%0+, = 0
en particulier on a
U =10. -

Si le produit sealaire [U, V] est égal & zéro, les vecteurs U et V sont
en involution relativement & la forme £ (cf. n’ 19). D’aprés les formules
obtenues ci-dessus, la, relation entre deux vecteurs qui sont en involution
s'exprime de la facon suivante:

,
2 Upilley == 0.
i=1
Considérons maintenant deux bivecteurs Up={u,} et Vo={v.};
leur produit scalaire est donné par la formule :
[Us, Val=uy,0" '
ce qui peut s’éerire encore

[Us, V‘a]:%wvas
on
U,, Vo l=I"I"u,0,,.
2172 wA - Qo

En développant les calculs on obtient finalement
* o
[U,,V:]= ‘"4" 21 WintiVr+hir+11*
t=

N . 3
Ces formules montrent que le produit [T,, V,] est indépendant de 1’ordre
des facteurs:

'[Uay Vz]=[vz, U,].
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78 CﬁAPITRE TII. Groupe et espace symplectique.

Plus généralement le produit scalaire de deux p-vectewrs Uy ::{u,u,,,‘,,,_,,p}

et V, {Q;,,l,,ﬁ ) st donné par la formule
[Up ) Vp]z%‘l"ﬁ---“pvnlmm%p H

par.un caleul facile on vérifie 1'égalité

uulug...np@”wamxp =( '—1)”%“1”2."””)%1:@.. Ay
d’ot1 il résulte qu'on a )
'[Up, V17]=('“1)a7 [Vgn Up] .

Te tengeur fondamental permet aussi d’effectuer Uopération de sa-
turation des indices. Du p-vecteur U, on obtient de cette fagon le (p—2)-
-vecteur U,_, des composantes

[ —
u%:l%g.'. .up_ggal_ —"uoclng. “¥p_agp
ou
Uriyng. . Ay _npa I =Unysiy.. Wyt 'l'uaqng g -l i

Si l'on y appligue la régle de I’abbaissement des indices (of. n’ 36), il

viendra
"

o
Uy ... ”ﬂ—ﬁQD'IQ _22/““1"2-"”;,-273““ .
i=1

En répétant cette opération on déduit de U, une suite de multivecteurs
de degrés p—2,p—4,... Si p est un nombre pair: p==2h, le dernier terme

de la suite est un secalaire
”

Z “llr-rulﬂﬂz T
=1

Uy =2"

iyig e
8i p=2h+1, le dernier terme U, est un vecteur de composantes
oh

&

Z Uiy r+iytar+ip.o yrtiy - \
dyig iy 1 ) .
~ 38. Groupe symplectique. Nous introduirons auparavant wne no-
tion qui nous sera utile dans les considérations suivantes.
Soit donné une matrice quadratique de degré 2r

icm
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Nous lui associons une autre matrice désignée par I appelée
matrice conjugude avec M:
71 2 i 1 |
| et a,r’“é — . . —a,:JrlE[
-1 o 1
- (" Gy | — — U
]VI= . 3 bamtmanres s reee st thaan e aaananes
5
—-a{“...—a;r Lo ay |
L
—a L —ar L A .. d |

Pour obtenir M il faut faire sur M successivement les opérations
suivantes: on écrit la matrice transposée de M et on multiplie ensuite
les éléments de ses r premiéres lignes et de ses r premidres colonnes par
—1; on fait passer les 7 dernidres lighes & la premiére place et enfin on
effectue un changement analogue sur Dordre des colonnes. Il résulte
immédiatement de cette définition que le déterminant de M est égal
3 celui de M. Il est aussi facile de voir que la matrice conjuguée avec I
est identique avec M.

Ceci posé, revenons maintenant % la forme & dans la formule (1).
La réduction de @ A sa forme canonique est évidemment possible d'une
infinité de manidres (n®18); lensemble des substitutions lindaires qui
laissent invariante la forme canonique (14) constitue un groupe dit
groupe symplectique; le groupe des transformations symplecthues & n=2r
variables sera désigné par Sp,.

Soit
(17 ‘ @ = P30

une transformation du groupe Sp,. Celle-ci devant conserver la forme
(14), on en déduit facilement les relations qui doivent é&tre satisfaites
par se§ coefficients; les voici

=T,

(18") Z(PW — PPt =1,

i=1
ce qui peut s’écrire encore
(18") T, PPi=1,,.

Le nombre de ces relations est égal au nombre des combinaisons
deux & deux parmi les nombers 1,2,...,2r: 7(2r—1); comme le nombre
des coefficients Py est égal & (2r)%, il g’ensuit que la transformation 1a
plus générale du groupe des transformations sympleemques & 2r variab-

les dépend de r(2r--1) parameétres arbitraires. Dans la guite nous le mon-
trerons encore d’une autre ma,mére plus rigourense.
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s

Remarquons que dans le cas r=1 le groupe symplectique se con-
fond avec le groupe des transformations unimodulaires & deux variables,
Pour obtenir la transformation inverse & (17), on décomposera ces
formules en deux groupes ‘ ‘ :
wi—-Pzig, wr-lris ,P,Z,'“Ic“.
§i Pon fait la somme par rapport .5 i'de ces égalités, aprés les avoir
multipliées respectivement par Pyt et —P;, on trouve
7. ’ . + s
S (Pt —Plart) = 3 (PP — PPy
. =1 d=s
ou, vu les identités (18"),

!

7 . _
S (Pt —Plaf ) =I,,30.
i=1

En y posaﬁt successivement a:fr?l—j et =4, on obtient finalement les
formules de la substitution inverse. & (17) ‘

r . . ks . i
(19) i ZZ(P;I}‘E'L”‘P}-HWH)? g+ =‘Z:(~P§”mi+P}m" iy,
=1 i=

2

La matrice de la .substitution (19) ayant la forme i

: 1 or 1 |
P;il et —Frga TRl
1 2 1
'Pg;‘% -P2: _-Psr '——Pgi
]
P Py P P
-1 2 1 ‘
—pr —P7i P P

elle est conjugude avee la matrice de la substitution (17); les déterminants

- de ces deux matrices sont donc égaux d’aprés la remarque faite du com-
mencement de ce paragraphe. D’autre part, la substitution (19) étant
inverse & (17), son déterminant est égal & 1/4, 4 désignant le déterminant
de la substitution (17). Il en résulte que A2=1. Pour préciser la valeur
de A nous allons caleuler la +™° puissance extérieure de la forme

LT . 3
‘Q=Z [m'tmr-i-m];
i=1

.on aura (cf. n’ 21)

[ )= [z a"+" 222" a7 2]

ou s .
r(r—1)

[ 1=(—~1) * [#a"..4"].

§1 38. Groupe symplectique. 81

Si Pon y fait la substitution (17); on obtiem;

rr—1l) .

[!37]=A(~1) : @t .

Cette puissance devant étre invariante vis-A-vis de la substitution du
groupe symplectique, il en résulte que A=1.

Nous avons ainsi démontré le

TexorEME 1. Le déterminant de la substitution sympleotique ést
dgal & 1. ‘ .

8i Ton porte les expressions (19) damns les formules (17), on doit ob-
tenir des identités, les deux substitutions étant inverses I'une 3 I’autre.
Oette remarque conduit aux relations

7 .
(20) X (PP P2 P =I"
2

qui sont équivalentes aux égalités (18’). Nous arrivons done au théoréme
suivarnt: ‘
THEOREME 2. Pour qu'une transformation lindaire
o= Pzt

soit symplectique, il faut et il suffit que ses coefficients vérifient chacun de
deux systémes de conditions dquivalentes

r . . . . B r . |
ZL(P;PZ"" —PiPt) =1, Z;(Pﬁ-P‘;_,_i —PP,)=I%.
i= . i=

Les conditions pour qu’une transformation soit symplectique peuvent
&tre encore énoncées de la fagon suivante: ‘

THEORBEME 3. Pour qu'une transformation soit symplectique, il faut
et il suffit que sa matrice inverse et sa matrice conjuguce soient identiques.

Remarque. La comparaison des formules (17) et (19) montre que
la transformation symplectique est involutive, cest-a-dire -identique
& son inverse, si les coefficients satisfont aux relations linéaires

Piii=Fl, Biu=—PL, Pt=—p¥
et aux relations guadratiques (18).

Revenons maintenant 3 l'espace symplectique G, (n==2r) on suppo-
sant qu’il soit rapporté 4 un repére symplectique R, et désignons par I,
les vecteurs dont R, est composé. ’

Soient #” les coordonnées d’un point quelconque M de G,. La trans-
formation (17) du groupe Sp, attribue & M un deuxiéme systéme de
coordonnées 7%, rapportées & un repére R, composé de vecteurs I, dé-
terminés par les formules

I,=pP1,;

Slebodziiski: Formes extérieures. 6
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82 CHAPITRE IIL. - Groupe et espace symplectique.

12 transformation (17) conservant la forme
7 .
i Q=Y [t ],
i=1

B, i i it ainsi i I'on donne
R, est donc bien un repére symplectique. On voit ainsl q.ue, 81 lone
d;ns G, un repére symplectique R, et une tmnsform&hfm (17) vérifiant
les conditions (18'), il exisbe un autre repére sy_mplechque R, tel quo
les coordonnées d’un point par rapport i By et R, sont lides par les re-
lations (17). ' -

Tes composantes contrevariantes du vecteur I, étant toutes nulles
& Texception de la o™ qui est égale & 1, il en résulte d>aprés les for-
mules du n% 37 qu'on &

1 pour f—a=r,
(21) [I"’Iﬁ]={0 pour |B—al#7,
ou
(1) as Igl=1Is

(ef. 110'37). Ces relations caractérisent le repére symplectique. Ima.gi—
nons pour le faire voir un systéme queleconque de » vecteurs U,=Pi,
satisfaisant aux relations

(22) [UA7U5]=Iuﬁ'

Nons - montrerons d’abord que les vecteurs U, sont indépendants.

Tn effet, 'l existait -entre les U, une relation linéaire
: ¢ U,=0,
on en déduirait 1'égalité
) K [anquﬂ]‘_"‘»Or
B étant 1'un quelconque des nombres 1,2,...,%. En tenant compte des
relations (22), on en obtiendrait ’égalité
. ‘Iaﬁga':‘ 0

ou, d’aprds la définition de I, (équation (15) du n’36), =0, cost
ce quil fallait démontrer. L’indépendance des vecteurs U, étant ainsi
établie, envisageons le repére R, de méme origine que Ry, formé par

les vecteurs ,Uu—_«{Pﬁ}. En désignant respectivement par #° et & les
coordonnées dun point quelconque de G, par rapport & R, et R,, on a

(23) of=P3".

1
8i T'on fait cefte substitution dams la forme Q=5196[m"w"], il viendra

~ 1 -
8= I PR,

icm
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Or en développant expression [U,,U,] dans le premier membre de Ia
relation (22), on trouve (c¢f. n° 37)

. IgaP gP‘g:Inﬁ'

Si Pon rapproche cette égalité de la-formule précédente, on obtient

1 e
‘QZE aﬂ[z o‘:ﬂ]7

¢e qui prouve que le repére R, est bien symplectique et que, par suite,
la substitution (23) est une transformation du groupe symplectique Sy .

En résumant ces considérations on peut énoncer le théordme sui-
vant: :

TaBOREME 4. Pour que le sysiéme de vectewrs U, forme um repére
symplectique, il faut et il suffit que cews-ci vérifient les relations

[Ua) Uﬂ]::Iuﬁ'

Pour compléter cette étude nous allons démontrer encore une pro-

~ priété des repéres symplectiques. :

! , N .
THEEOREME 5. 8i Uon se donne deuxw repdres symplectiques (T} e
{Va} de méme origine, il emiste une. iransformation symplectique qui les
fait passer Vun dans Uavtre. :

Posons en effet _

. Vo=FU,;
on en déduit-la relation
[Va,Vs1=PeP;1U,, U,].
Les deux repéres étant par hypothése’ symplectiques, on a
[Va7VB]= apy [Ug) Ua]=Ien"
Si l'on gubstitue ces valeurs dans la relation précédente, on obtient
. Iaﬁ:‘Igng'P;;

ce qui montrg que la transformation #*=P)z° est symplectigue.

En terminant ce numéro, remarquons encore que l’espace symplec-
tique & n=>2r dimensions peut &ire défini comme une variété dont le
groupe fondamental se compose de translations et de transformations
du groupe Sp,.

39. Variétés linéaires de l’espace symplectique. Considérons dans
un espace symplectique G, ('n=‘2r) une variété lindaire X, déterminée
par un point. arbitraire M et par p vecteurs linéairement distincts Vo,
Vay..., V, issus de M ef appelés vecteurs de base de H,. Nous dirons que

: : i 6%
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B, est une varidté involutive®) si tous les veoteurs de sa base sont deux
3 deux en involution: i

(24) (’b.,:i=172,...‘,27).

(Vi) Vs1=0
‘Ces équations étant invariantes par les tramsformations du groupe fon-
damental de @, (cf. n°® 37), celles-ci changent une variété involutive en une
autre de la méme propriété. Il est aussi &vident que tout sous-espace

indaire d’une variété involutive est aussl involutif. Si une variété liné-" -

aire est de dimension un (une droite), NOUS. CONVENONS AUSH de Pappeler

variéié involutive. .
Si un vecteur V est en involution avec tous leg veoteurs d*ane variété

lindaire ¥,, nous dirons que V est en involution aves H,. Pour que V
soit en involution avec H,, il faut et il guffit évidemment qu'il soit en
nvolution avec les vecteurs -de la base de B. :

- THfiorME 6. La dimension d'ume variété involutive @'un espace
symplectique & 2r dimensions est au plus égal & 1.

La démonstration de ce théoréme est tres gimple. En effet, en adop-
tant le notations faites ci-dessus, formons le systéme d’équations

(@) [V, X]=0 (i=1,2,..,9),

o X désigne le vecteur inconmu. Ces équations déterminent tous les
vecteurs qui sont en involution avee E,. Comme celles-oi sont linéairves
par rapport aux composantes de X eb indépendantes, elles admettent
9r—p solutions linéairement indépendantes. Les vecteurs V,; appar-
tenant d’aprés les relations (24) aux solutions du systdme (28), il en ré-
sulte quwil doit &tre 2r—p>=p, Aol p<r On voit ainsi que la dimension
de la variété involutive ¥, ne peut pas surpasser la moitié de la dimen-
sion de Pespace Gy.

THGOREME 7. I ewiste dans Vespace symplectique Gy (n=2r) des va-
ridtés involutives &ordre maximum 7.

Supposons. comme d’habitude que l'espace G, est rapporté & un
repére symplectique R,{I,}. D'aprés les égalités (21°) on a

Up,Li1=0

les vecteurs I, (h=1,2,...,r) sont donc deux & deux en involution, par
conséquent toute variété linéaire & r dimensions dont la bage se compose
de ces vecteurs est involutive. ° -

1) Ces variétés sont aussi appelées totalement isotropes; jo me sets du nom de
varidtés involutives; leur théorie n’étant qu'un cas particulier de celle des fonctions
en. involution de Lie. Cf. Lie [141], zweiter Abschnitt, p. 97:

icm

(hyi=1,2,...,9); "

§1 . 39. Variétés linéaires. 85

Remarque. Dans le raisonnement
emar précédent les vecteurs I, 1;,..., I
pourrme]‘:lt étre remp}a.eés par un autre systéme de » vecteulr’s ZI’ t:alsr
flue. la différence des indices de deux quelconques d’eux ne soif pa.suéﬂa.le
a r; on peut premdre par exemple les vecteurs II,IZ,IT+3,I,+4,...,3M.

THJ?J'OI’{JE?ME 8. Toute wvaridté involutive B, (p<r) est contenue dans
une variété involutive d’ordre mamimum.

Soit {Vy,Vs,...,V,} la base de H,; le systome d’équations (25)
admet 21f-p golutions linéairement indépendantes et commse ce nombre
est supéngur & 7, p étant par hypothése plus petit que r, il existe au moins
une ‘solutlon Vpt1 indépendante des vecteurs V,,V,,...,V,. La variété
linéaire ¥, déterminée par un point arbitraire de B ety p;r les vecteurs
Vi, Vayeory Vs est done involutive et elle contientpE' . En procédant
de cette maniére de proche eén proche, on trouve une 2;uite de variétés

1nV01 1ves Ep,Ep+ R ) [y P P
utiv lont chac une a8S6 ar toutes Ceues q ui
1) 1=y )

Remarque. Soit donnde dans Yes i

. 13 b pace symplectique @,, rapporté
& Tn repére symplectique, un élément plan de dimension p flt)’rmépg’ori-
gine O. Qes coordonnées comme point A’appui et d’une variété linéaire
B, définie par les équations '

=it gt +..

o 4l 42 g .
ol ..., désignent des paramdtres arbitraires; la base de B, est
done composée_des vecteurs Vizz{m;f} (i=1,2,...,p). Pour que cet élé-
ment goit solution de I’équation extérieure B

r

Q=Y [ddt*]=0,

h=1
il fan];t tftt; il suffit d’aprés le Théoréme 6 du n’ 29 que Q s’annule, si I'on
¥ substitue aux variables #* leurs expressions écrites ci-dessus, c’est-a-di
qu’il soit identiquement - " cesricdive
‘ . T . . .
(4] 3 (o —afaf ) =0.
j=1

Il en rééulte qu’il doit étre

r -
3t st =0
on '
[Vi, Vil=0 (hy6=1,2,...,p).

Les: théorémes démontrés précédemment i
permettent >
d’énonqer les propositions suivantes: par e
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a) Pour qu'une varidié lindaire B, passant por Dorigine O des coor-
données soit une solution de Véquation extérieure :
Q=S [ +H1=0,
h=1
il faut et 4l suffit quelle soit inwolutive ;

b) La dimension ‘Dune solution de Végquation Q=10 est au plus égole -
& r et elle peut atteindre ce mombre;

0) Toute solution de I éguation 0—0 de dimension p<r fuit pariie
dune solution de dimension 7.

Un vecteur d’une variété lindaire de I’espace symplectique gappelle
son vecteur distingué, 'l est en involution avec tous les aubres vecte‘urs
de la variété. Il est clair que tous les veoteurs distingués drune variété
linéaire E, constituent la base d'une variété involutive contenne dans By.

THEOREME 9. Le nombre des vecteurs distingués Aune varidié Lindaire
B, de base { Vi, V..., V) ost égal & lo différence entre p et lo rang de la
matrice ||\[Vy, Villl- ,

Soit V=0t V402 Vyt...+9F Vp un vecteur de E,. Pour qwil soit
distingus, il faut et il suffit quil soit en involution avec les vecttaurs
de 1a bagse de F,; les coefficients o doivent done vérifier les p équations
linéaires
(26). [Vh,V]:[VhaVJ]'Ul"'[VMV2]”2+"~+[Vhyvﬂ]”p=:0

v ' o (h=1,2,...,p).

Comme on & [V, V:1+[V;, V3]1=0, la matrice [V, V1l du syste-
e (26) est symétrique gauche, son rang est par suite un nombre pair
que nous désignerons par 2¢. Le nombre de solutions linéairement indé-
‘pendantes du systéme est dono égal & p—2g, ¢est ce qwil fallaib dé-
montrer. i

COROLLAIRE. Toute variéié lindaire de G, dont lo dimension est uw
nombre impair contient aw moins wn vecteur distingué.

TEEOREME 10. °Si ‘une variéié linéaire B, dordre mazimum de base
(Vi Vayoony Vi) est imvolutive, il ewiste un repére symplectique (U} tel
quw'il soit Up=V, (h=1,2,...,7).

Counsidérons pour le montrer Jo systéme de r—1 équations lindaires

[V, X1=0 (h==2,3,...,r).

Celui-ci admet -1 solutions linéairement indépendanteg parmi iesquel—
les se trouvent les vecteurs Vi, Vay.ons Vo la variété E, étant par hypo-

thase involutive. Désignons par V. une solution indépendante de ceux-ci;

on aura par suite .
(27) ' [Vas Ver2l=0 (h=2,3,...,7).

§1 39, Variétés lindaires. 87

U Le produit scalaire [Vy,V,.,] est différent de zéro, car autrement
il existerait une variété involutive & r-+1 dimensions ce qui est con-

traire au Théoréme 6. Nous pouvons done normer le. vecteur V, ., de
fagon qu’il goit

(28) [V, Vepal=1.
Le systéme de r équations 1inéaire;s
(29) [Vly-X]:O; [V37X]=07 [VMX]:Oy Ry [Vr+l;X]=O:

admet » solutions indépendantes. Désignons par V,.z une solution indé-
pendante des vecteurs V,,Vs,...,V,.1, qui vérifient tous les équations
(29) et formons l’expression [V,,V,,.]. Celle-ci est différente de zéro,
car dans le cas contraire le vecteur V,,, serait en involution avec tous
les vecteurs ¥y (h=1,2,...,7) et par suite il serait contenu, d’aprés le
Théordme 6, dans la variété H,.; on aurait alors

V=0V 402Vt +07 7.

V.. satisfaisant par définition & la derniére des éqﬁa.tions (29), on en
déduirait, en tenant compte des relations (27), 1'égalité suivante

[ Vi1, Vi1=0.

Le produit [V,,;,V,] étant différent de zéro d’aprés la relation (28),
il en résulterait ’égalité v=0. Le vecteur V,,, s’exprimerait done seule-
ment an moyen des. vecteurs Vs, Vy,...,V, contrairement & sa définition.
L’inégalité [V,,V,, 1540 étant ainsi établie, nous pouvons normer le
vecteur V,,, de manidre qu’il soit

Evzyvr.:.z]:l-
En poursuivant ce procédé, on obtient 2r vecteurs ¥, tels qu’il soit
Vi Vesal=1 (h=1,2,...,7)

et que toutes les autres expressions [V,, V] soient nulles. Les vecteurs Ve
satisfont done aux relations (21') ¢e qui prouve que le repére formé avec
ceux-ci est symplectique (Théordme 4). i

THEOREME 11. Si une variété linduire By, (p<r) de base { Vi, Vay. .o, V)
est involutive, il emiste un repére symplectique {Ua} tel quil soit Up="Vy
(h=1,2,...,7). _ o

Cette proposition est une 6onséquence framédiate des Théorémes
8 et 10.

Une variété linéaire B de @, sera appelée varidteé polaire d'une variété
lindaire B, si tous les vecteurs qui sont en involution avec E, s’expri-
ment linéairement par ceux de la base de F; cette relation entre les va-


Yakuza


88 CHAPITRE ITI. Groupe et espace symplectique.

riétés H, et B sera désignée par le symbole He B,. I résulte imthaia-
tement de la définition que si E est une variété polaire de E, la variété
B, est polaire de H: H,°H. :

ThoramME 12. Lo dimension de lo varidié polaive dune varidtd Ui-
néaire B, est égale & n—p.

Soit {Vy, Vay-ers Vo) la base de Hp; Pensemble do vecteurs d’une
variété polaire B étant par hypothése identique avec colui des solubtions
du systéme d’équations linéaires

[V, X1=0 (h=1,2,...,9)
il en résulte que la base de E se compose de n—p vecteurs.

COROLLAIRE. Les varietés polaires d’un'hyperplm H sont des droites
paralléles; nous diroms guw'elles sont des directrices de H., '

Tl est facile de voir que, si I'on ge donne une droite d, il existe un
seul hyperplan passant par d et I'ayant pour dirvectrice.

Les théordmes suivants sont des conmséquences presque immédiates
de la définition des variétés polaires.

THROREME 13, Par chaque point d'wne varidtd lindaire B passe une
et seulement une varidid polaire de B leur partie commune est une variétd
involutive, dont la base est formde par les vecteurs distingués de 1.

THEOREME 14. 8¢ une varidté lindaire E, est involutive, elle fait
partie de chaque variéld polaire passant par Pun quelconque de ses poinis;
st 'en partioulier p=r, elle se confond aveo chacune do ces varidiés.

THEOREME 15. St une varidié lindaire E est dépourvue de veoteurs
distingués, ses varidids polaires jouissent de la méme propridié; la somme
de B et de Dune quelconque de ses varidtds polaires se confond avec tout ¥es-
pace Gy, les deuw varidiés w’ayant aucun vecleur en commun.

THEOREME 16. La varidté polaire d'une droite d est un hyperplan;
si celui-ct o un point en commun avec la droite d, il la contient toute.

. D'aprés le Corollaire du Théoréme 9 la dimension d’une variété
dépourvue de vecteurs distingués est un mombre pair. Nous allons dé-
montrer sur ces variéés le sunivant :

TrEEOREME 17. §i une varidté linéaire Ey, est dépouwrvue de vecteurs
distinguds, on peut former sa base de 2p. vecteurs

UuUay---Um 'Vl)VZr--:Vp;
choisis de telle maniére, -qu'il soit
[U;,7,1=1 (t=1,2,...,p),

tous les autres produits scalaires.dtant nuls.

icm
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Le théordme étant évidemment vrai pour p=1, nous allons montrer
que 8l était vrai pour p=k~1, il en gerait de méme pour p="Fk. Imagi-
nons pour ce Bub une variété linéaire By, dépourvue de vecteurs distin-
gués et désignons pax U, et V, deux de ses vecteurs choisis de manidre
qu'il soit

(30) [U,,V.]=1.

. Soit J une des variétés polaires de Hy,. Sa dimension est égale & n—2k
(Théordme 12); mnous savons Qaillenrs quelle est aussi dépourvue de
vecteurs distingués et qu’elle n’a aucun vecteur en commun 2vec R
(Théordme 15). Done, si I'on adjoint & 1a bage de B les vecteurs U, et Vy,
on. obtient wne variété linéaive B’ & n—2k+-2 dimensions passant par E.
Tes variétés polaires de B’ sont & 2k—2 dimensions; soit Wi, Wayeooy Waa
Iz bage de luno d’elles. Tous ces vecteurs sont en involution avee FE et
par suite avee B qui est un sous-espace de E'. s appartiennent donc
A By, cellé-ci étant une variété polaire de H. Uy et V, appartenant & B’
ils sont en involution avee Wy, Wa,...,Wy_,; ils sont indépendants de
ces ‘vecteurs, car, si par exemple, le vecteur U, ®exprimerait linéairement
an moyen de Wy, Wa,..., Wy, il devrait stre en involution avec 7
qui apparbient 4 E'; or ceci est contraire & 1’égalité (30). Nous pouvons
done prendre les vecteurs Uy, Vi, Way, Way. o, Wa_p cOmme une base de
By, Une variété linéaire & 2(k—1) dimensions de base (W2, Wy, Wapa)
n’'ayant aveun vecteur distingué, on peub, par hypothése, remplacer sa
bage par une autre

Uy, Usyvey Uy Vs Vayeoos Vis

ehoisie de fagon qu’il soit

[UMVh]:l (h=273’-~-ak)
et que tous les autres produits scalaires soient nuls. Nous voyons ainsi

que la bage Uy, Uayeres Uy Viy Vageony Vit de la variété Ey jouit de la pro-

. priété demandée, ce qui achéve la démonstration.

TahoriME 18. §i une varidd lingaire B, contient h vecteurs distin-
qués, on pewt former su base de q vecteurs

U17 Uz:-":UmUp—!-lr“-:Uth!

choisis de mamiére qu'il soi

Vi, Vaes Vo (2p+0=0) '

[Ui:Vi:l:l ('1:=1,27--~727)

et que les autres produits scalaires soient nuls. ‘

Bn offet, ln différence g—P 4tant un nombre pair  (Théoréme 9),
posons g—h=2p et désignons les vecteurs distingués de la base de X,
par Upyprs Upposeoos Upine Un sous-éspace linéaire de H, déterminé par
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les vecteurs indépendants de Up .y, Uppe,..s Upsy 086 une variété linéaire
4 dimension 2p n'ayant aucun vecteur distingué. On peut done lui appli-
- quer le théordme précédent ce qui achéve la démonstration. N
Un raisonnement analogue % celui qui nous a conduit au Thévréme
10 perment de démontrer les propositions suivantes:

TafoREME 19%, 87 les vecteurs
Uy, Ugyooy Up

sont indépendanis et deuw & deux en involubion, on peut frowver un repére
symplectique B |L} tel qwil soit I,=U, (i=1,2,...,p).
TEEOREME 19°. §i les vectours

Uy, Usy..n, Uy ViyVayeroy Vo

* sont 'if./bd(,‘pendams et si Pon a [U;, V;]=1 (i=1,2,...,p), fous les autres
produits scalaires etamt. nuls, il emiste un repére symplectigue R, (I} tel
qu'il soit: : )

Ii:Ui7 Ir+i=Vi (72:1,27"-?2))'
THEOREME 19° 8% les vecteurs

Uy Usy ooy Upy Upiiy ooy Upiny = Vi Vg oy Vs

sont mdépenda.mts et st Pon-a [U;, V1=l (i=1,2,...,p), tous les autres
produits scalaives etamt nuls, il ewiste un repére symplectique R,|I,} tel
qu’il soit ' e

' I,=0U, ’ ’ (4==1,2,...,p-+h),

Ir+7':V7' ‘ ) (7=1,2,...,p).

De ces propositions et des Théorémes 11, 17, 18 résultent immédia~
tement les théorémes suivants:

TetoREME 20. Pour que deux varidtds lindaires de Vespace symé)lea-

tiquo: soient éqm'.'ualentes par rapport au groupe fondamental, il faut et il
suffit quw'elles soient de la méme dimension et du méme nombre des vetewrs
distingués.

THEOREME 21. 2) 8% une varidté linduire By, de Vospace symplecti-
que est - dépourvue de vecteurs distinguds, tout vecteur de l’es;bowe issu dun
point de By, peut étre décomposé en la somme de deun vacteur; anvolutifs
dont Pun est situé dans Fy, et Vaulre dans une varidid 'polwi'}"ade E.,,,,;

b) 8¢ une variéte lindaire oy (p>0) a b vecteurs distinguds, tout
vectewi de Vespace issu d'un point de By, peut éive ddcomposd en la 3’omma
de trois vedteurs V1,7V, Va tels que Vy soit situé dans By, V, dans une
varidté lindaire & n—(2p--2h) dimensions et V, dans uaz:+;;(’»7*izdte’ lindadr
& h dimensions et qu'il soit [Vy, Vy]=0. e

. \
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40. Espaces symplectiques dégénérés. Nous avons défini au n°38
Tespace symplectique en douant lespace affine & n=2r dimensions d'une
forme quadratique extérieure de rang 2r. Maintenant nous allons géné-
raliser cette notion en introduisant dans un espace affine, dont la dimen-
gion n est un nombre pair ou impair, une forme quadratique extérieure
& do Tang 28 inférieur & n. Llespace ainsi défini sera appeld espace symplec-
tique ddgendrd et sera désigné par G,

o faisant sur les coordonnées de l'espace une substitution conve-
nable, NOUY POUVONS TAIMENEr @ & la forme canonique

8
o= (a1,
4=l

Te groupe fondamental de G gera composé de translations et de

transformations

at =Pzt (hyi=1,2,...,2s),
&) o =Pl (j=2s+1,25+2,..,0; 0=1,2,...,m);
les formules de la premidre ligne de (81) sont des trangformations du groupe
gymplectique & 2s variables, celles de la seconde étant assujetties & la
seule condition que la transformation (31) me soit pas ginguliére. Il est
facile de voir que la grande partie de notions et de propriétés de lespace
symplectique ordinaire peut 8tre étendue aux espaces dégénérés avec
des changements convenables. Nous n’y insisterons pas, en nous bo:.j-
nant % montrer que les variétés finéaires de Lespace symplectique ordi-
najre sont des espaces symplestiques dégénérés ou ordinaires avec une
géométrie que leur confére ’espace ambiant.

T conservant les notations des muméros précédents, considérons
un sous-egpace linéaire E, de Gy (n=2r) dont hous SUPPOSONS qu’il ¢on-
tienne h (0<h<Cr) vectenrs distingués. La différence qg—h éta.nt‘ 1%11 noml’ore
pair, posons ¢==2p~+h. 11 résulte des Théordmes 18Aet 19° du m' 39 qu’on
peut rapporter l'espace G, & un repére symplectlc.me {I.} tel que son )
origine goit un point de B, et que la base de B, soit composée des vec-
teurs

I:UIE’""Iﬁ’IP-]-H"'?Ip—l-h}

) Ir+171r+27-<'91r+27-
Ta variété B, sera ainsi déterminée par les équations
FHI=0,  aPE =0, ., =0,
T TPTI=0, oY =0, ..., 2 =0.

8i Pon lie les variables par ces équations, la forme fondamentale

‘Q=Z [mimr-(-i]

=1
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de l’espace @, subit une restriction en devenant

0=3 a1,
j=1

Nous lui donnerons le nom de forme induite dans la variété B, par Pes-
pace ambiant &,. Le rang de @ étant 2p, nous voyons donc que lo rang
de la forme induite dans un sous-espace linéaire H, est égal ou inférieur
& la dimension de E, selon que l'on a h=0 ou k0. Dans le premier cas
la variété B, est un espace symplectique ordinaire, dans lo second un
espace dégénéré. Il est évident que, si la variété "H, est involutive, sa
forme induite est nulle et la variété E, est un espace affine général & ¢
dimensions. Nous avons aingi démontré le suivant

THSOREME 22. Une waridé lindaire B, de Vespace G, est un espace
symplectique -ordinaire ou dégénere selon que Pon a h=10 ou h£0, h dé-
signant le nombre de vecteurs distinguds de B, .

Remarquons encore que la forme -induite d'une variété polaire de
B, est
(]

"done, 8i h=0, on a

Les propositions obtenues eci-dessus nous permettent d’énoncer le
Théoréme 20 du n° 39 de la maniére suivante:

THEOREME 23. Pour que deux varidtds lindaires dun espace symplec-
| tique soient équivalentes par rapport au groupe symplectique, il faut ot il
suffit que lewrs dimensions soient égales et que les formes induites que lewr
. confére Vespace ambiant soient du méme rang.

§ 2. Propriétés du groupe symplectique

41. Transvections, Désignons comime auparavant par G, l'espace .

symplectique & n=2r dimensions rapporté & un repre symplectique
R, (1,) d’origine 0. Parmi les transformations du groupe symplectique
Spn signalons celles qui laissent invariants tous les points dun hypet-
plan passant par Vorigine O de R,; ce sont les transvections symplecti-
ques¥). Il est clair qu'une transformation conservant leg points dun
hyperplan queleonque a la forme S8, 7 étant une trangvection of 8
une translation convenablement choisies.

.

) J.Dieudonné [7], p. 9.

g2 41, Transvectiqns. 93

Soit
w=a0"=0

I’équation d’un hyperplan H passant par Dorigine des eoordpnné_es 0.

Tes coefficients de la forme linéaire w sont des composantes covar}antes

d’un vecteur A; si 'on les remplace par les composantes contrevariantes

en se servant des formules

h
ap=—a't", Oy, =@

‘ (¢f. ' 36, équation (16)) la forme w deviendra

r .
1) w=—) (a" g —alat").
h=1
Remarquons que la droite passant par Porigine (3 et portée par
le vecteur A4 est uné directrice de I'hyperplan H (n 39, COorollaire

du Théordme 12). o )
Ta transformation Linéaire qui conserve les points de H peut dono

~8tre représentée par les formules
(2) o ‘ =0+ po
ou .
7 =gt —p" 3 (a " —ala" ),
h=1

; i . P. Pour que
* ant les composantes contrevariantes d’un vecteur P ur
2 o o . il faut et il suffit qu’il soit iden--

cette transformation soit symplectique,
tiquement . ,
I = [mimr-i—i]'

ZETTI=2,

S8i ’on y. remplace Z* ot 7' par les expreésions déduites des formules (2),.

on obtient 1’égalité ,

7 . . i

' 3 g [we"* 1+ 3 07 [ ]=0.
¢ g=1 i=1

" En tenant compte de la formule (1), celle-ci devient

}2__ Zr| (a;*+ipr+lz__ar+hpr+{) [whm't] ‘
hyi=1 .
: ' 1g i bR

bt bR T4iy T a," i aiph> [50 o ] =0.
+h§=1(“ pt — aip™) [@"0") 2h,¢2=1( P
ement satisfaite, il faut et il suffit

Pour que cette relation soit identiqus . abist b
que les vecteurs P=(p*} et A={a} soient linéairement lids:

pr=Aa".
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Les formules (3) prendront alors la forme
r N .
T =0 3 (@ Tt — gl
i=1

4

o’est la transvection symplectique la plus générale. Si Von y. suppose
que A soit un vecteur fixe et que l'on fait varier A, on obtient un sous-
-groupe de Sp,, composé de transvections; nous dirons que ces trans-
vections sont assocides & Ihyperplan H.

Si I'on désigne respectivement par X et X les veotenrs OM eb ﬁ ,

M ot M étant les points de coordonnées respectives @* et & ot que lon
tient compte de la formule

7
[4,X]=— (""" —d'a+7),
K=l
Dégalité (4) peut s'éerire sous la forme condensée

(5) X=X+1[4,X]A.

On voit d’aprés cette formule que la transvection formée aun moyen du
vecteur A conserve tous les vecteurs qui sont en involution avec A.

Désignons la transformation (5) par S et considérons une seconde
trangvection T formée au moyen d’un paramétre x et d*un vecteur B={b“}
qui 80it en involution avec A4:

(6) X=X1u[B,X]B, [4,B]=0.
Le produit 7'S est donnée par la formule

X=X+A[4,X]A4-p[B,(X+1[4,X]4)]B.

L’expression [A,B] étant par hypothése nulle, la dernidre formule se
simplifie, et on a ‘ -

(M X=X+4[4,X]4A+u[B,X]B.

On en conclut que les transvections 8 et 7 sont permutables et que lour
produit laisse invariants tous les vecteurs qui sont en involution avee
4 et B. 8i I'on désigne par H’ ’hyperplan auquel les transvections du
sous-groupe (6) sont associées, on peut encore dire que les transformations
du sous-groupe (7) conservent tous les poinis dune varidid lindaire & m—9
dimensions qui est Pinterseciion des hyperplans H et H',

Cette proposition peut étre généralisée; en effet, imaginons ¢ vecteurs
Iinéairement distinets

. Ay Ay... 4,
qui soient deux 4 deux en involution:
[, 4;1=0 (hyi=1,2,...,0),

icm

§2

41. Transvections,

et posons

X:X‘}’Zi[AﬂX]Ai (i=1,2,...,0),
4, étant des paramdtres arbitraires. Ces tramsvections engendrent un
gous-groupe abélien & ¢ parameétres du groupe symplectique. La trans-
formation générale de ce sous-groupe a la forme :

X=X P [ Ay, XA+ (g, XAy o 2 A K15

nous Pappellerons transvection géndralisée. Elle conserve tous les pointis
drune variété linéaire & n—q dimensions passant par Iorigine des coordorn-
nées. Comme lo nombre de vecteurs de l'espace G, (n=2r), qui soient
dews, b denx en involution, ne peut pas surpasser 7, il s’ensuit que T’ordre
d'un sous-groupe des trangvections généralisées est awm plus égal & » et
qu’il peut atbeindre ce nombre. :

Tmaginons maintenant une variété lindaire ‘H, de lespace G, pas-
sant par Dorigine O des coordonnées eb’désignons par h.le nombf?e de ses
veoteurs distingnés, Nous pouvons choisir le repere sym])lgcmque au-
quel I'espace est rapporté de telle maniére que la base de F, soit composée
des vecteurs '

, Iy Loy Dy Ipgry oo s Togms (2p-+h=0)
I,+1,I,+2,.’..,I,JrlJ .
(voir Théorémes 18 ot 10° du n°39). Les vecteurs Iy 1,lpie;- .., 1, étant

: . : P . )
deux & deux en involution et en involution avec EB,, il g'ensuit que les
. points de B,

sont conservés par les transformations d'un .sous-groupo
T,_, de Sp,; ce sous-groupe est engendré par les transvections formées.
au. moyen des vecteurs Tpy1yIpyare ooy de. DU

Taforime 1. Tous les points dune varidié linéaire E'q.def G passant
par Porigine des coordonndes et admetiant b vecteurs dzst’mgués, .som.
invariants par les tramsformations dun  sous-groupe &ordre r—p
(p=(g—h)[2) Ao Spa-

COROTLAIRE. §i la varidié linduire By
-groupe qui CoNserve Ses points est- dordre T

est imvolutive (g=h), le sous-

42. Forme réduite d’une transformation symplectiqui. Soit don-
née une transformation 8 du groupe symplectique Sp, (n=2r):

(8) . &= Pt
Nous allons démonﬁrér le théoréme suivant:

TutoriME 2. La malrice de la substitution 8 peut éire ramende & lo
forme
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t 0 ...0 4 0... 0
0 % ...0 O 123‘... 0
0 0 t 0 0. Ar
00 ...0 1/¢ 0.. 0
00 ..0 O01/t,... 0
00 ...0 0 0 ..1/t

au moyen des transformations symplectiques effectudes sur les variables wx*,

Pour démontrer ce théoréme envisageons P’équation caractéristique
de la transformation (8) ’

9

& &tant les symboles de Kronecker. Le déterminant |P%| étant égal & 1
(Théordme 1 du n’ 38), toutes les racines de I'équation (9) sont différen-
tes de zéro. Soit #;, 'une d’elles; le systéme d’équations

(10) P =ty

admettra done une solution mon nulle a*=a*,

Désignons par V le vecteur de composantes ¢* et supposons que
Pon introduise des nouvelles variables ¢ 4 I’aide d’une transformation
symplectique T’ de matrice @. On sait que dans le systéme des variables
#* la matrice de la transformation § sera égale au produit QPQ™, P dé-
signant la matrice de 8, et que I’équation caractéristique de § sera con-

|P%— =0,

icm

servée. Il est facile de verifier que le vecteur V;, que 'on obfient en effec-

tuant sur V la transformation T, représente une solution du gysteme
d’équations correspondant auw systéme (10) dans les variables z*. On
peut donc supposer que les variables 2* soient choigies de telle manidre

que la solution du systéme (10) soit composée des nombres

=0, 2*=0, o af=0,

- En les substituant dans les équations (10), on trouve qu'il doit &tre
1) Pi=t,, P=0, wy Pr=o.

La transforma.tion (8) étant symplectique, ses coefficients sons assujettis
aux relations

(12)

2 (PIPyH — PiprHi) =T

I3
i1 ¢

§2 42. Forme réduite.‘ a7
(voir équation (18') du n’ 38). Si I'on pose c=1 et que L’on tient compte

des égalités (11), elles se réduisent aux suivantes:

L 1
PP =1,
ce qui donne .
r-}-)l.:i.
4 tl

(13)  PrM—Ppte...—PrH—Prtl—  =Pi=0,

Done, si =1, les formules (8) deviennent

1
=2,

Fl=t,2t Pyt , -
. 1

ot dang oce cay spéoial le théordme est ainsi démontré.

Supposons maintenant que » soit supérieunr ‘4 1. En vertu des for-
mules (11) et (13) I’équation (9) peut g'éerire

1 R ) .
(t——tQ(t—;)[P}—&;t[:O (u',g'=2,3,...,'r71'+2,1"+3,...,21")
: 1. ) : *
et la transformation (Sj prend la forme
: I at! , .
(14) &' =tal+ Pha, FHl= P T =Pja*
1 N
L, 0 =2,3,...,7,r+2,743,...,27)
Daprés les relations (12) il doit &tre ‘
5 : i i ’ Lt . o) .
(15) S(PLPH —PLP =T,y (¢,0'=2,3,...,7,7+2,...,20);
i=1

le premier membre de cefte relation peut 8tre écrit comme suib

PLpiH — PP +722 (PLPL —PLP)
. =2}
ou encore, les coefficients Piiloet Pyt étant tous nuls d’aprés les égali-
tés (13) , o

S B~ BB
f=2 .
Tégalité (15) se réduit donc & la suivante .

)f‘(Pg,ngr’-PZ,,P;M:IQ,U, (0',6' =28 y.00y 7,712,713, .. 20).
i=t :

Nous voyons ainsi que la troisiéme des fornfxu?es (14) repré-
sente une transformation symplectique & 2(r—1) variables mz,m?»,. )
@™+ g+, g, §i lon suppose que le théoréme 4 démontrer soit vrai

7
Slebodzifiski: Formes. extérieures.
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dans le cas d’une transformation symplectique & 2(r—1) variables, la
transtormation ‘ ‘

7 =Pra® (o, 0'=2,8,..,7, 72,7 43,...,21)

peut 8tre supposée réduite & la forme

. 1
- 742 a2
=t + Ao+, Artie — g2,
, X 1
‘ 1
$3=t3‘%3+23w'r+3’ EHS"‘—{Z)TH
1y
s r or =ar .__J; ar
Fre=t.8" -+ A0, z -tm ,
»

et par suite les formules (14) deviénnéni;, dans la méme hypothdse,

. ; . 1 1
‘ =7+ Pra?, ir+‘=?w’+ )
: 2 s 2 ardd_ T e
=t 2"+ A z — &
(16) 20+ ’
B 1
- F=t.a -+ 1,07, A =—t—w2".
r

Remarquons maintenant qu’en posant g1, r+1 et o=r+1, la
relation (12) devient ‘

i b) (PP —Pi  PitH)=0.

Tes coefficients de la transformation (16) devant vérifier cette condi-
tion, on en conclut qu’il doit &re

_ . P! P:“_o
d’olr ‘ .
P,=0 © (oL +1),
‘le coefficient PiT1=1/t, étant différent de zéro. La promitre des formules
(16) peut donc ’éerire comme il suit:

B =ty o'

Nous voyons ainsi que, si le théoréme est supposé vrai pour n=2(r—1),
il Vest encore pour n==2r. Ceci achéve la démonstration, car nous avons
'yu que la proposition est vraie pour »=2. Remarquons que le Théoréme
2 peut étre énoncé comme il suit
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THEOREME 2. Toute trans;formatwn symplectique peut étre ramenée
a la forme

-y 1
x‘=t1m1+llm"+1, s — m1'+1’
. e
‘1
zzztziﬂ?-}—léwr"'Z, j;r+'l=__ mr+2’
iy
=t a1 2r =2r 1 2r
T =t - A27, T —?m

Remarque. On voit sur les derniéres formules que la transforma-
tion § est le produit de » transformations suivantes:

» ) , 1 . :

=t L0, V= gt B=w  (1=1,2,...,05% 70,7 0).
%

Ceci nous permet de démontrer le théoréme suivant:

THEOREME 3. Toute transformation symplectzgue est un produit de
transvections symplectiques.

Daprés la Remarque ci-dessus, il suffit de le montrer pour une
transformation symplectique de la forme
1, .

&
a ?

8-

(17 =an' - fa’,

c’est-3-dire pour une ,transformation unimodulaire & deux variables.

‘Nous y distinguerons deux cas suivant que on a a=1 ou axl.

1¢ Dans le cas a=1 la transformation (17) s’écrit
(17') Trt=gt4-fu?,  Tl=a2.

En vertu des formules (4) du n 41 une transvection & deux variables
@ et o® a la forme
T =(1—1id'a®) 2" +A(a' ) 2* P=—A(a) e+ (1+Aa a2
Si 'on y pose ’ ‘
a1=1, =0, A=g,

elle devient identique avec la transformation (17’). On voit donc que
celle-ci est elle-méme une transvection.

2 Supposons maintenant qu’il soit «31 et considérons les quatre
transformations:
7*
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o N ¢ 2

#=a, s: F =0 A n2,
) 1, 2, R =a?:
&= —pot +0% =a';

= 1 2

P=d, R
Yo - 1,2, NP =g?
= —pi O ; =W

qui, comme on & vu plus haut, sont toutes’ des transvections. Un ealcul
aisé montre que le produit UTSE donne la transformation

ilz(l—%[.b——ﬂ-ﬂwﬂ.’l’-{-%iﬂ:’l’)(ﬂl-l—(%—‘—l—%l’l’)%z,
B2 (wpy—p—) 2 +(L—m) .
Pour lidentifier avec (17) il faut poser-
1—sep—Au—Av 4 nhpy =@, wpA—ndv=f,
xm'—-,u—'v=0,‘ l—nv::—(;-

Ce systéme  d’équations ‘aux inconnues zx,4,u,» est équivalent au sui-
vant: ’

, ) "
1—xu='a, u—{-—(;:ﬁ, av+u="~0.

Si B0, il est vérifié par les valeurs

) 1—0a a—1
w=p, ~ A=0, = B’ 1;.= f ’
" §i f=0, on peut le satisfaire en posant
x=1, =—a, p=1—a, ye= a——l.
. a

~On voit ainsi que dans tous les cas la transformation (17, M (2119
n'est pas une transvection, peut étre décomposée en un produit de frofs
ou quatre transvections. .

43. Transformations infinitésimales du groupe symplectique. Le
groupe symplectique étant continu, il peut &tre engendré par les trans-
formationg infinitésimales de Lie. Or, dans ce numéro, nous allons dé-

~ terminer ces transformations infinitésimales en démontrant un théordéme
qui peut s’énoncer ainsi:

THEORBME 4. La transformation infinitdsimale la plus - génédrale du

groupe symplectique Sp, (n=2r) est donnde par la formule
‘ Xf=(D,f),

§2 43. Transformations infinitésimales. 101 -

le symbole (@,f) désignant la parenthése de Poisson formée pour les deuw

. . s 1 2 - -
séries des variables &', 0”,...,a" et &', a2 2", f éant ume fometion

-arbitraire ¢t ® la fonction quadratique
' 1
D= E a,gaaf;ew",

dont les coefficients satisfont seulement & la condition

G =0y, «

Soient
(18) o' =aga® 8t
les équations d’une transformation infinitésimale du groupe symplecti-
que Sp, (n=2r). Les expressions de d¢* doivent done satisfaire 3 la con-:
dition .

I, [o°0? ]=I,, [(2° -+ 8a%) (2* + 6a%)] ,

si l'on y néglige les termes du second degré en d&t. Cette relation pent
étre par suite remplacée par la suivante

I, [a%60% 1+, [8afa? ] =0.

8i 'on change le rdle .des indices a et ¢ dans le second membre et que
Yon tient compte de l’égalité I,=—1I,, on en déduit la condition
' ® I, [2"6a%]=0.

En subgtituant aux 6z° leurs expressions aga’s?, déduites des' formules
(18), on aura .
L,a§[2°2°]==0.

Cette relation devant étre idenﬁquemént vérifide, -il en résulte que les
coefficients dans les formules (18) sont assujettis aux conditions

(19) : I, 08+14,02=0,

 qui sont nécessaires et suffisantes pour que la transformation infinité-

simale (18) soit symplectique. En posant dans les relations (19)

Tog@f=—0p,  Lpp0f=0y,

selon les:rdgles du jeu des indices (n® 3¢), on les raméne finalement & la
forme :

(20) . Clop =g
S8i I'on multiplie les, deux membres de I'égalité I,a5=a,, pé,r I¥
et que Pon somme par rapport & B, en tenant compte de la relation
1¥I,=¢, on obtient .
ag=I%ag,
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ou . " o
o :‘_I‘ﬁaﬂa '

Ceci permet de? présenter les formules (18) sous la forme
0 =, I 6t -
8i 1’on substitue ces expressions dans la formule

aff

olt f désigne une fonction queloonque des variables a*, et que l'on pose
df=Xfot, on en déduit le symbole de la transformation infinitésimale
la plus générale du groupe Sp,

of

nrge 1
(21) | Xf= a5, 10 o

dont les coefficients sont assujettis &4 I'unique condition (20). En posant

@2 X”f:(I"%’—!—I""w“)a—Z; ,
le symbole (21) prendra la forme
(23) o Xf= %agaX@"f.

L .
Remarquons que les’ expressions X¢°f sont symétriques dans leurs,indices:
Xf =X ‘ '

Introduisons maintenant la forme quadratique du second degré en lesy

variables x*:
1
D= E‘ aggzrﬁa;” 3
on aura
oD
e
et par suite la formule (21) pourra é&tre écrite comme il suit

w 0P Of
0x” 0w

Xf=
En tenant compte des éga]itésv

I® 4 I*=0, Ixa={l powr  g=w-T,

0 pour lo—u|sr,
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la derniére expression de Xf’prendra, la forme

i

A - of
Af= 2 ( T o “a;fr‘w)

ou ‘
(24) Xf=(D,1),

le symbole (®,f) désignant la parenthése de Poisson pour la paire des

fonotions @,f et pour les deux séries des variables #,2%,...,a" et a™+,
attr L et

Remurquons que la parenthdse de Poisson est le prodult scalaire

. symplectique de deux vectewrs {8f/0a) et {0®/0x?} (cf. n° 35).

Le théoréme étant ainsi démontré, revenons aux formules (22);
on peut distinguer entre elles trois. familles en posant successivement:
1% 0,07, 2° o<, 0>7 et 3° g,0>7. On obtient ainsi respectivement
les formules suivantes:

i O o Of
10 NX’ f=m” i e

{25 ‘ 20 b, ra-i f rdd f)f :

(25) X f—-— 9 =+ praa (h,zf-—l,2,...,7).

0f af
0 r+h, v rth Ly et
3 X f= o 7 4+ T

Un caleul facile permet de vérifier que les parenthéses de ces trans-
formations s’expriment de la maniére suivante:

(ZMEM)=0, (XWX =0,
(X X:r‘,r+k) =—( ,5thij f+ BMXM;f) ,
(26) (XM IR — 5, FrRf L 8, XITERE L 8 IS5y XRH
(Xh.,r+'ixi,r+k) — 6ith' H'k;f . akhxi,r—l-if’

(X XTI g, Xr—l-kjr+if_ X+ rip
(hy8,9,k=1,2,...,7),

8y désignant les symboles de Kronecker. De ces relations qui nous se-
ront utiles plus tard, il résulte en particulier que chacune de trois fa-
milles (25) de transformations infinitésimales engendre un sous-groupe
du groupe symplectique. C’est une conséquence du fait que les paren-
theéses des transformations de chacune de ces familles s’expriment par
les transformations de la famille méme. Ajoutons encore que le premier
ot le troisidme de ces sous-groupes sont des groupes abéliens, leurs pa-
renthéses étant toutes nulles. ‘
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Les transformations finies. des groupes 3 un paramétre engmulrés
respectivement par X", XM et X7+t ont la forme

X 7=, (j=1,0y7);
4 FHh gt gt Fi=ar
e _ortk ' (b, 8);
XPhrtif; #=a'+ta”, 7 =d, |
Tt gyt o =gV (7 5£h);
KR i F=a' o, T =
‘ gt ‘ . (b=1,2,...,7; § £ hy0).

Nous allons montrer que les transformations infinitésimales (28) sonmt
lindairement indépendantes, clest-d-dire qu'il n’existe entre elles aucune
relation linéaire & coefficients constants. En effet supposons qu'il soib
jdentiquement :

PO CET T Cay BPW Gty B
. =1
ans=in, Pri €6 yr= v &tant des constantes. En y substituant & XM, xhirtt
et X" +’”+‘f leurs expressions domnées ci-dessus, on obtient la relation

, 0f )‘

+ﬂiw

of 3}‘
(ahi‘u’vh"a—wr:; + oyt Fr i ﬁmw ppe

=1

a0 O
+Vh'zm F} Jﬂi + 7’71.7, E) m’”)

8i 'on y change le rdle des indices h et ¢ dans le premier et dans le dernier

terme du premier membre, on trouve
e '

. 7} .
2 '((ZVM“’TM“ Brat®) "j? +(2f1h¢m1+ﬂmm'+i) o ) =0.

hoa=1 Qa™*
A=

Teg coefficients de 8f/0s° et de 6]‘/6 “f" devant étre identiquement
nulg, il en résulte .

=0, Bru=0, vu=0,
¢’est ce quil fallait démontrer.

Remarquons maintenant que le nombre .des transformatlons (25)
du premier et du troisiéme groupe est égal & r(r-1) et celni du deu-
xidme groupe est égal & r%;. le nombre total de ces transformations est
par suite r(2r+1). Dol le !

TatOREME 5. Le mombre, de lransformations mfwmteszmales mdd—
pendantes du groupe symplecmque Sp,, (n=2r) est égal 7(2r 1), autre-
ment dit, ce groupe est & r(2r +1) pwrametfres

icn
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Remarque. Il résulte des théorémes ainsi démontrés que les trois

sous-groupes, dont il était question, sont respectivement & r(r+1)/2, 7% . '

et r(r41)/2 paramétres.

D’aprés le Théordme 4 la transformation mﬁmtésnnale la plus gé-
nérale du groupe Sp, se déduit de la fonction

1
b= 5 @y, 00 0° (a

ea ™ azxg)

au moyen de la parenthése de Poisson. Or, Ta fonection quadratique &

‘peut &tire mise sous la forme

1
(ﬁx;}-eu(wx)z, " e, =0,£1,

o dégignant une forme linéaire des variables at:

" .
W =2 (a,:—Fhwh__ a.ﬁwr-{—h) . “
h=1 .
On' en déduit
2 . i 2
B8P N e had R A
ai’/‘h - sna‘n ", 0 r+h w0
xe=1 x=1

8i Ton substitue. ces expressions dans la formule

. L o0p of od Of
@.1=3 5o 2~ 57 7]
on aura : ‘ -

(@ f)——ZZT:E L (“ at" aaj-;-h)

w=1 he=1

oun

(Qif_—Z'ewwiamg

1 #g=1
Dong, si 'on pose
of
’ X f= le‘a WS o

Ia ‘Lraynsformation infinitésimale du groupe Sp, pifendm la forme

2r
(27) Xf=k§ xXf
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Remarqﬁons que Péquation
2r v
= Z (a:;-)-hmh»_ aﬁwr-i-h) =0
=1

représente un hyperplan H passant par Porigine des coordonnées. On
voit que X,f, laissant invariants tous les points de H, est une transvec-
tion infinitésimale. La formule (27) montre donc que toute transformation
infinitésimale du groupe symplectique Sp,, et, par suite, toute transforma-
tion finie peut étre composée de transvections dont-le nombre est au
plus égal & n. Ce raisonnmement fournit aingi une autre démonstration,
du Théoréme 3- (n’ 42), un peu complété. ;
Considérons, par exemple, la transformation infinitésimale

me= wh af + i 6f

Ga T L g

On peuf Pécrire

B’ gph] T2 )

on voit ainsi que X™f est égale & la somme de deux transvections dont
T'une conserve les points de I'hyperplan a'+4-#'=0 et lautre ceux .de
I'hyperplan #"—a‘=0. '

On a pour les autres transformations (26) des représentations ana-
logues )

rvig_ L N AYE " ey [0 0
X"+f-5<w"+?+>(w*ﬂw)+5<“’_“”””(‘a7;ff+—f”)’
et Y | .

Ak T Tad s | vt
o™ | dxt] "2

N i [ OF OF\ 1, 0 a
X+7;,+ —_ +-h i | =+ 44 . f
f 2(”’ + & )( )+ (w+ -w”(aaﬂ omh)-

Lgs résultats obtenus dans ce numéro nous permettent de démorn-
trer I'important théoréme sur les groupes symplectiques. Lie voici
THEOREME 6. Tout groupe symplectique est un groupe stmple.

Pqur le dyémontrer supposons que le groupe Sp,, (n=2r) admette
un gous-groupe invariant. g. Soit- ¥f la transformation infinitésimale la
plus générale de g; d'aprés la formule (23) on peut 'dcrive comme suit
©8) Yf=ap X" +ah,r+iXh’T+ij BRI TIY dhiia )

Opi ™ Giny Cropehp i = Opgirg

.
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TLe sous-groupe g étant par hypothdése invariant, il résulte du théoréme
clagsique de Lie8) que la parenthése (X ,Y), ol Xf désigne une trans-
formation arbitraire du groupe 8p,, doit appartenir & ¢. )

a) Supposons d’abord que dans la formule (28) lun des coefficients
Gyt SOIE dittérent de zéro; admettons par exemple que ce soit le coeffi-
cient o.,sp.% o6 posons Xf=X"f dans la parenthése (X,Y); en tenant
compte des formules (26), on obtient succesivement

r

BB IEP I CIP SAUE )

Patladl i LD AN
Nyi=1 ,i=1 s .

r r A .
(X7, ¥)=~2 Zlah‘rMéuXﬂf—i- 2] Zlvﬂwn,rw(tsmxj rHf L 5 XTI
)/ =

=

et
r r . r

(XH,Y)=—2 s X" +2_Z: RV Cay +2hZ; RS G B
he=1 = . =

§i l'on remplace dans le dernier terme l'indice de sommation h par i,
on aura finalement A

r N r .
(X#,¥)=~ 2h2 a;,_,._ﬁXi "4 21 Cryirti X hrthy.
=5 i= K

dette transformation appartenant & g, il en est de méme de 1a.. parenthése
(X**,(X#,Y)). 8i Pon développe cette expression et que I'on tient compte
de Tégalite (X™,X™)=0, qui résulte de la premiére des relations (26),
on obtient, par wh méme procédé que celui appliqué ci-dessus, la for-‘
mule suivante:

(.ka , (X‘jj’ Y)) =42; Oppirid (Xk’cxi,m—i) .
Am=
81 Ton tient compte encore de la seconde des relations (26), on aura
. r
(ka , (x7, Y)) = 4‘21' Wi i 5ikajf

ou
(ka,x'ﬁy): “Sar+i,r:)-kakj- )

Le coefficient apisrix étant par hypothése différent de zéro,.nouis-e'n.cor%-
cluons que le sous-groupe g doit contenir la trm.lsformamog infinitési-
male X*f. Il en résulte que (X7, X»"+%) doit aussi appartenir & g quels
que soient les indices 7 et 4. Mais on a, en vertu des formules (26)

(X, XY = — (8, XM+ 8 XTf)  (Byi=1,2,.0057)

1) §, Lie [14], T, p- 261.
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8i ’on y pose ¢=j, il viendra

(X, )= — (X145 X7

Il résulte de cette formule que g doit contenir la transformation infini-
tésimale X**f. Nous avons ainsi montré que, si le coefficient a.,s,,z dans
1@ formule (28) est différent de zéro, le sous-groupe g contient toutes les
transformations X’f’”f (k=1,2,...,r). Par un calcul analogue au précé-
dent, on en déduit que toutes les transformations X™f (h,i=1,2,...,7)
appartiennent aun sous-groupe g¢. :

) Supposons mainterant que 'un des coefficients ay; dans la for-
mule (28) soit différent de zéro; admettons que ce soit le coefficient
ay, eb caleulons la parenthése (X747 Y) qui, par hypothdse, est conte-
nue dans g. Si 'on remplace Yf par lexpression (28) et que lon tient
compte de la. seconde des relations (26), il viendra

r r

-+, i ol )

(X, W)= 3 o X, BN E 3 (L1740, TN,
= . A=l

En ayant égard aux autres identités (26), on pourra éorire successivement

‘ r i .\ o '
(X7 ¥ )= —thlahi(ajhx T 8 XTI 42 3 o6, XTHI
‘ = Ri=1 "

et par suite
(XT"H‘H". Y) =2 Z"" AXW‘:T‘I'jf_ 9 - X+ i +, ,.._H
’ ~;=10Ljl ,éam f+2 1,2: Uy XTI

En rémplagant dans le second terme l'indice de i S
i : sommat;
viendra finalement ion b par i, il

( Xf+:r,r+i’ Y)= - 4.;51%7 XrHipL g Zlaf-"” X’+7"+.if.

Si 'on forme de suite la parenwthése Xrtkrtk (yreded oy ;
un caleul semblable ( ol ; X)), on trouve par

(XrHsree ¢ X T)) = — 8ay XTH

Dong, si le coefficient ay dans la formule de Yf est différent de zéro
le sous-groupe g contient la transformation infinitésimale X’"”"*";f Ur:
procédé analogue & celui que nous avons préeédemment appliqué e:rme‘r
de montrer que toutes les transformations de forme XM+ (p 'i-1p )
font aussi partie du’ sous-groupe g. , A=)
Les développements a) et b) nous ‘ont montré que, si -
invariant du groupe symplectique contient I'une q%el,coi(iﬁesotlllessgzg:ﬁ)s‘?
formations infinitésimales XMf ou X™MHf il les contient toutes; on

icm
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§2
le sous-groupe g

voit dono quwil faut distinguer deux cas suivant: que
: X?L’Ef et Xf+h,r+1',f

contienne toutes les transformations infinitésimales
(h,i=1,2,...,7) o1 quil n’en contienne aucune.
Oongidérons d'abord le premier oas; g contenant. par hypothése
soutes les transformations X™f et X7+7+¥f, il contient aussi leurs paren- .
thages (X™ X7+ Or, on a en vertu de'la quatridme des relations (26)

(29) ( X , Xr+7’.r+k) =0 Xi.r-}-laf + (5ﬁ Xh,r+ki T" On Xi,r+1f i Xh,r—w'f .
Si I'on vy pose h=i==j=Fk, il viendra

(X XY = 4XPrthg (h=1,2,...,7)-

De méme en supposant hz£i et ¢=j=Fk, on aura

(XM, gty — g XM (hyi=1,2,...,7).

On voit ainsi que dans le cas considérd ici le sous-groupe g.contient toutes
les transformations infinitésimales X%f et par suite il se confond avec
le groupe total Sp,. '

Dans le deuxidme cas, le sous-groupe g ne contenant par hypothése

aucune transformation de la forme X™f et Xribreif sa transforma-

tion générale a la forme

. , .
Yf= 2 ah,r+iXh’r+'Lf‘

o hi=l

Si Ton forme la parenthése (X7,¥) (j=1,2,...,7), en se gervant des
formules (26), on trouve

(X7, ¥)=— thlah,wriaiijxjhf

(30)

ou . ,
(X%, Y)=—2 21 i X7
h=

Si les coefficients opyyq n’étaient pas tous nul_s, le sous-groupe 00112.611-
drait,” comme on l'a vu ci-dessus, toutes les transformations X .e.t
XTHhrHi contrairement A I'hypothése. Il gensuit que la transformation
(30) est identiquement nulle, le sous-groupe g se réduit donc & la trans-
formation identique. i . '

Le groupe symplectique,
que lidentité et que le groupe méme,

44. Le groupe symplectique et le groupe orthogonal. Il est intéres-
sant de comparer les propriétés du groupe symplectique et du groupe
orthogonal opérant sur les mémes variables o* au nombre n=2r.

wayant aucun sous-groupe invariant autre
est un groupe simple.
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_Nous avons vu (Théoréme 2 du n°43) que' la trangformation infini-
tésimale la plus générale du groupe symplectique se déduit de la forme
‘quadratique ordinaire :

1
b= 3 W0 2° (0= 0p)

en posant

Xf=(2,f)

(@,f):Z’(aa(’b o oo o

&\t 9t B Ga'tR)”

ol

Désignons maintenant par 0, le groupe orthogonal opérant sur
les variables #* et posons : ‘

1 .
Y= Ebg" [#%2" ], Do+ Do =0.

Soit {¥,7] le produit scalaire ordinaire des vecteurs {0¥/dz?} et
{0f 002}

v of
(1) 26# X

0¥ [0z désignant la dérivée de la forme quadratique extérieure ¥ (of
1n°13). On a done -

i .

B e
si Pon substitue cette expression de 9¥/d2° dans la dernidre égalité et
que l'on tient compte du fait que les coefficients sont antisymétriques,

on obtient
of )
?Pf}~— o ( —#0).

< po=1

Or, on sait que les expressions

- (31) ' Yf= w"ﬁ-f——w of

lid i

sont des transformations infinitésimales du groupe 01thogona.1 0,. Blles
sont antisymétriques en leurs indices

YOf 4 Yf = 0 ‘
et par conséquent le nombre des indépendantes est égal & n(n—1) /2 ou

#(2r—1). Nous voyons donc que le produit scalaire ordinaire (%, f} des
vecteurs {6?’/6:&9} et {0f/0x*} représente la transformation infinitésimale

§2 44. Groupe symplectique et groupe orthogonal. 111

la plus générale du groupe orthogonal 0,, si ¥ désigne la forme quadra-
tique extérieure des variables x*.

On voit ainsi que du Théordme 2 on obtient un théoréme analogue,
concernant les groupes orthogonanx, en remplacant la forme quadrati-
que ordinaire @ par la forme quadratique extérieure ¥ et le produit sca-
laire symplectique des vecteurs {0f/0x¢ et (9®/0a%} par le produit sea-
laire ordinaive des vecteurs {0f/0x%) et {9¥/dx?).
~ Considérons maintenant deux groupes G, et G, continus ¢t finis
de Lie des transformations opérant sur les mémes variables. Supposons
que G, soit engendré par les transformations infinitésimales X, f, X f,..., X,f
et @, par les transformations Y,f, ¥.f,...,Y,f. Nous appellerons produit
des groupes G, et G Pensemble de tous les produits des transformations
de @, ot G, et nous le désignerons par G, G,. Cet ensemble forme un

.nouveau groupe dont les transformations infinitésimales généra.trices

sont déterminées par Xf, Y;f et par les parenthéses (X3, Y;) (h=1,2,..
$=1,2,...,8).

Oeel posé, nous allons démontrer le suivant .

THEOREME 7. Le produit Sp,-0, (n=2r) du groupe sympleciique . et
du groupe orthogonal, opérant sur les ménies variables o, est €gal at groupe
linéaire. unimodulaire & n*—1 paraméires.

Remarquons en premier lieu que les déterminants des transformar-
tions de Sp,, et 0, étant égaux & 1, toutes les transformations du pro-
duit 8p,- 0, sont ummodulaues Pour prouver la validité du Théoréeme
il faut montrer que Ion obtient ainsi toutes les transformations du groupe

- unimodulaire. Or, on sait que ce groupe est engendré par les transforma-

tions mﬁmtémmajles'. 19y -

7 b7}
R R N -
ot Von ne doit pas sommer. Il suffit donc de faire voir que ftoutes ces
transformations se déduisent par des opérations linéaires des transfor-
mations infinitésimales X*f du groupe 8p,, de celles ¥Y*f du groupe
0, et de leurs parenthéses. Pour établir cette proposition, nous ferons
usage des formules (25) et (31); on aura respectivement

e Of 0
Xh;f: 3 r+i 4+ 2 0.22”'" ,
. 0 .0
_Xh,rJrzf: mh—a{.? — mf—mga_;_fﬁ s

. . Of ; 0f.
FrEh g bk L ri__ 2
X f=a o + @ o

) Lxe [14], I, p. 579.
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ot
of i
02° - i
On en déduit d’abord les égalités v
) ’ of
hhf=9wh r:—c«h , Xr+h,r+h]e_____2,vr4 h_a__ -
ensuite les relations suivantes: v
. ) .
(X, Y) = 24" Gm’]:"’” (h21),
W yirehy 9, h_{jz_ (ho1) .
(X, T = 22— ;
(Xr+hr+h ym)_‘) r+h amf . (hsﬁ’lz),
’ . )
(rshrsh, ety <ot (hi).

1l résulte de ces formules que le produit Sp,-0, contient toutes les
transformations. infinitésimales de la forme

(32) Uf= o (% 52).

o
9t
Il contient donc en particulier la transformation

n Of
F) mr-l—'i

Uf=uo

et, par suite, la parenthése

1t af

wan_ Of
__wr+7 67} aar-H. .

v am’r‘+’i -

. o
(T, = a5
St Don y suppose hi, il viendra

» Of
ah”

of

( U , Xr-’-h,r-)—i) _a—wT-F?

P

B
D’autre part on a

B oty B

hEL R af
.051;" A awr—g-h *

cm
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On voit ainsi que le produit 8p,- 0, contient toutes les transformations
infinitésimales de la forme

Pl

of
mH-i
F) E(‘.h

(33) preg

On en déduit, par des opérations linéaires, qu’il contient aussi les opé-

rateurs i

PXANY Sy
R

of
— . — r4t
= da® o

(34) —& o Agr!

oll I'on ne doit pas sommer. Les expressions (33) et (34) peuvent donc

8tre résumées en une seule

of
o

#9L
0w‘

Ce résultat rapproché du précédent (32) aehéve la démonstra.mon du Thé-
oréme.

Désignons par H le groupe d’homothéties; H est un groupe 4 un
paramétre engendré par la transformation infinitésimale

of

P F A

Zf=

THEORBME 8; Le. produit des groupes des transformaiions symplec--
tiques, des transformations orthogonales ¢ de celles d’homothéties, opdramt
sur les mémes variables au, nombre n=2r, est dgal aw groupe lindaire’ géné-

ral & n? parametres,

COe théoréme est une conséquenee immédiate du théoréme précé-
dent et du fait bien connu que le groupe linéaire général s’obtient en

_ adjoignant au groupe linéaire unimodulaire celui d’homothéties.

Trordre du groupe des -tramsformations unimodulaires & n=2r va-
riables étant 4r?—1 et ceux des groupes Sp, et O, étant regpectivement
7(2r--1) ot r’(2r-—1) il est clair que Sp, et O, ont un sous-groupe. en
commun. Nous allons le détermmer Rappelons pour ce but les formules
(22) et (31):

of of of
QO .. ( THE MO %0, — (14 a
-Xf-(Im‘*“I me)aw,“a Yefs= mﬂam" e
dont Ia deuxiéme peusb encore §'écrire -
of . {1 powr ¢=o,
0 f X0, L= . o
‘ Y= (% — %) o 10 pour g#o.
Slebodzivski: Formes extérieures . 8
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On obtient les transformations communes & Sp, et O,
la condition

(3b) Oy Xf =1, Y

oli les paramdtres doivent vérifier les égalités

en. écrivant

o= llgg byt D=0
Bn remplacant dans la relation (35) X%f et Y*f par leurs expressions
données ci-dessus, on aura

of

Yo gt 2

69“1 200} ——m

g (1207 - T*°2) o

d’on il résulte
By (0 4 T°0R) = by, (8%0° — &°0°),
ou
1, I = b, 5720

Cette condition devant é&tre identiquement vérifiée on en déduit I'égalité
O I =b,, 0%,
Si Pon y pose successivement x==h et x==r-h, on trouve respectivement

bgp=— o,1+h 9 bu,r+h = Gyp»

On obient donc la plus générale transformation commune aux
groupes Sp, et O,, si dans la formule Yf=b, ¥Y°°f les coefficients b
seront remplacés par les coefficients a,, conformément aux derméres
égalités; il viendra ainsi

Yf=— 5 n X7+ 03T 10f

ou, si 1’on développe les deux sommes du second membre,
Yf=—as Y- “r+i,r+hy'+"'ff -+ aq,Y‘""‘”f-{- a,,,_,";.Y"H"‘”‘f.

8i Ton change le réle des indices de sommation % et ¢ dans le deuxidme
et le quatridme terme et que I’on tiént compte des égalités Do ==llyq
et Y¥f=—¥f, on en déduit la formule

V= s D TH) (g By 40) 50,

Les coefficients a;,in, @a+Grinric 6tant 60mp1étement arbitraires ot
le second étant symétrique en & et ¢, on en conclut que la transformation

générale du sous-groupe commun % Sp;, et O, est engendrée par les trans-
formations infinitésimales
YMf + Yr+h,r+if,

Y+h,if+YH“"."j (h,i:’l,2’...,‘r)‘-

icm
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La premidre de ces transformations étant symétgrique et la seconde anti-
symétrique en les indices h et 4, leur nombre et, par suite, 'ordre du sous-

-groupe commun & Sp, et O, est égal & r%

45. Formes extérieures invariantes par le groupe symplectique.
On sait que la forme canonique

92[

o, par conséquent, aussi ses puissances sont invariantes par le groupe
symplectique Spy,, en vertu de la définition méme de Sp,. Nous allons
montrer quwinversement toute forme extérieure invariant par-le groupe
Sp;, est égale & une puissance de 2 4 un facteur numérique prés.
Rappelons d’abord qu’en posant

(36) .
on a la formule
(37)

T+'i]

&

n{ — [ m’tw1'+4 ]

[1=p! 3 ULIL,.. 1],
. (fysia,en )
la somme étant étendue % toutes les combinaisons p & p des nombres
1,2,...,r (cf. m®21).

Remarquons eneore que, si I'on se donne ume transformation infi-
nitésimale

f (£¢ forme linéaire des variables @)

)
Xf=l7r
d’un groupe lméalre, les accroissements infinitésimaux des variables #*
sont donnés par les formules da*=(*6t; par conséquent si D'on effectue
Xf sur le mondéme
V=[2%"1,

la variation 8% que subit celui-ci est égale & la différence

[(a° - £°88) (a7 - £°61) 1 —[0%a"].
En négligeant les termes du second degré en &t, on en déduit la formule
suivante

(38) 3P =([%" 1+ (L"),
qui se généralise d*une manidre évidente au cas des monﬁmes de degrév.
quelconques.

COeci, posé, nous allons montrer en premier lieu gue le. degré d’une
forme extérieure invariante par le groupe symplectique est nécessaire-
ment un nombre pair. En effet, soit
(39) ) --ql itz ,,'[.'Ii‘lm Nl

8*
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une forme extérieure n=2r variables * dont nous supposons qu’elle
soif invariante par Sp,; pour exprimer qu'elle jouit de cette propriété
nous n'avons quwi appliquer les transformations infinitésimales de 8y,
données par les formules (25) du n° 43. En posant h=i==1 dans la derniére
de celles-ci, on obtient

of

Xr+1,r+1 — mr-}-l
f Ozt

of, par conséquent, les accroissements. infinitésimaux que subissent les
variables #* par X"t *!f gont de la forme

' sol=a't,  ot=0 (A1),
En ge seWant de ces formules, il est facile de voir qu’en effectuant sur Ia
forme (39) la transformation X™*'f on lui fait subir la variation

80, = N I L PO 3

1
T (g1t
Cette variation ne peut étre nulle que si ’on a

Aegeriny =0 (0 %50y 28y 77 41);
. } e : '

hutrement dit dans chaque terme de @, confenant la variable %, la va-
riable o™t!. doit aussi. figurer. Le raisonnement étant général, nous en
concluong que P, ne peut contenir que les termes de la forme - e

a[wh iyt | oipg e

et que par suite son degré est un nombre ‘pair: .g=2p, ¢’est ce que nous

avions & prouver. La forme (39) peut donc s'écrire ‘de 14 manidre suivante:
1 : R )

Dy, = ;’"a'i:lia..xi, UL 1L, . -Hi,,] (CTIE sy =1,2,...

(40) i
les facteurs I7;, définis par la formule.(36), étant du second degré, ex-
pression en parenthése dans le second membre de I’égalité (39) ne varie
pas, & I'on permute ses facteurs d’une manidre arbitraire; nous pouvons.

donc supposer que les coefficients a,..q, Sont aussi symétriques dans

leurs indiees. . ‘

Maintenant nous allons effectuer sur la forme &y, la transformation
infinitésimale , ) TR e Ao
of af
Xlzjzmla_w;ﬁ_]_msa?,m |

117

§ 2 45, Formes extérieures invariantes.
que l'on déduit de la premiére des formules (25) du 1’ 43, en y posant

h=1 et i==2. Les.acoroissements infinitésimaux des variables #* corres-
pondants & X'2f sont

St =w26t, Saf i =mlot, 8t =0 (Aer--1,742).

‘En_se servant de-ces formules et de la formule (38), on obtient pour les

variations des monbémes I7; les expressions suivantes:
8I,=[x*"10f, OIL;=0 (15£1,2).

Remarquons maintenant que le second membre de Pégalité (40)
peut 8tre décomposé en quatre sommes:

(41) ST =[w'w?]6t,

11 1
q)w:@‘:gi!ama,,;z, [ IT,IT;, . --m,,]ff' (p—l)' gy, i D Iy T, ]
1 - 1
+ P! oy, iy LT LTy o TTp 14 o Bigin,. [mlﬂfa---{ﬂ,]

' (iyBagerrsip=8 4y es?).
En tenant compte’ des formules (41), il est facile de démontrer que les
variations effectuées par la transformation X*2f, sur la premiére et la qua-
tridme somume, sont nulles et que celles subies sur la seconde et 1a troisidme,
gont respectivernent égales aux expressions
r{—f)—' Wiy, 4, [P0 1L, . 13,180
et .
A Qi 4, B2 IT, T, 16t
(p——l)! 2g...4p g Tp
On awra par suite

[ 1
6¢W= w(aliz...'igy—a’zfa...ip) [mlmzﬂffl ree Hip]‘%

(p—1)!
 (ig,fia,.‘..,i,,=3,4,...,¢).

Pour que la forme (1'5%, goit invariante par la transformation X2f il faut
done qu’il soib : o .

i, . 1y = P2ig. . p ('”2:'587"'7%13#172)-
Te raisonnement étant général, on en conclut gue tous les coefficients
de la forme @, doivent &fre égaux; on arrive ainsi & la formule

Py =0 Z [171':1.71'»2"']71'@]7
[GRON Y R )
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otl 1a somme est étendue 3 toutes les combinaisons p % p des nombres
1,2,...,7. En comparant la derniére expression de Py, avec la formule
(87), on trouve 1'égalité : ‘ :

Byp=a[Q"]
!

clest e quil fallait démontrer. Nous pouvons dome énoncer le suivant '

THEOREME 9. La forme canonique
r
Q=Y [af" ]
i=1

et-ses puissances sont les seules formes ewtdrieures invariantes par le groupe
des transformations symplectiques.

§ 3. Invariants du. groupe symplectique

' 46, Systémes de vecteurs. Supposons que dans l'espace symplecti-

que G, (n=2r), rapporté & un repére symplectique R,, soit domné un

systéme F, de p vecteurs indépendants. Uh={u;‘,} (h=1,2,:..,p). On
sait (n®39) que les produits scalaires symplectiques des vecteurs Uy,

P
[ Un, U't]z;gl: (u;zn:+j““;u;n+i) (hyi=1,2,...,7)

gont invariants par le groupe symplectique Sp,. Nous allons montrer
que ces produits forment le systéme complet des invariants de I, autrement
dit: si 'on se donne un second systéme F, de p vecteurs indépendants
ot que L’on puisse faire correspondre les vecteurs de ¥, et F,, un & un,
de telle maniére que les prodmifs scalaires correspondants soient égaux,
il exigte alors au moins ume tramsformation du groupe Sp, qui fait
passer le systéme I, en F,,. .

Nous allons d’abord démontrer cette proposition dans le cas p=n.
Le. systéme F, se compose ici de » vecteurs indépendants U,= {ul}.
Formons les deux matrices conjuguées (of. n’ 38)

i 1 N
‘ UL M Uy . Uy
‘ .
t N
. r r r ”
VA VA VN SO T
U= L
PO Vil Vi S i

<
|
I
!

27 ar 2 2
T AV S 17
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et : .
r+1 ar 1 -
ULy v Uppy —Uppy eer = Upgy
i1 2r 1 7
o gy Ugr Uy — Uy
U= 1 P 1
¥ —u g o
- i

On sait que les déterminants de U eb U sont égaux et que, les vee-
teurs U, étant indépendants, ils sont par guite tous les deux différents
de zéro. Posons encore [U,, Upl=a,; d’aprés les formules du n® 37, on’
aura done

.
C g e

N %ﬁﬂ'El (il — gt

P

Un caloul facile montre que le produit UX U est égal & la matrice

|
Ogppy oo Opppt Grgirgl oo Ooregl |
Ggar v Gpap Gppiar ov Garor
(1) .
Gy e G Bipgr eee Onar
by ot Gorer e re |

Le déterminant de cette matrice est différent de zéro, puisqu’il est égal
au produit de ceux des matrices U et U.On vér.iﬁe aigément que le déter-
minant A =|a,| s déduis de celui de la ‘ma.tnee (1) par le changement
de Dordre des lignes et qu'il est par conséquent aussi différent de zéro.
Remarquons que le déterminant A est symétrique gauche et que tous ses
&léments sont invarients par le groupe gymplectique Spa-

Nous allons montrer & présent qu’il exigte un repére symplec’cique
R,,{I,} tel que les composantes des vecteurs du systéme F, vsont des in-
variants par rapport au groupe Spy-

Oonsidérons d’abord le cas r=1. Te déterminant A prend ici la forme

0 Ulw\
ag O

b

A=
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on a par suite 4=ga], e, comme A est différent de zéro, il en résulte
Vinégalité a,#40 ou [Uy, U,]50. Posons maintenant

L=U,, IL=-— 1 ‘

N U5 e
on aura par conséquent [I;,I,]=1, ce qui signifie que le repére R,, formé
des vecteurs I, et I,, est un repére symplectique de l’espace @,. Comme
on a Uy=I,, U,=[U,, U,]I,, les composantes des vecteurs du systéme
F, par rapport & R, sont des invariants vis-d-vis du groupe Sp,.

Supposons maintenant que la proposition que nous avons & établir

80it vraie -pour r=m—1; nous férons voir que, dans cette hypotheése,
elle 68t aussi valide pour r==m. En effet, les vecteurs du systéme F,
‘(n=2m) ébtant linéairement . distinets, le' détermiinant A est différent de
zéro ef, par conséquent, I’ au moing de ses éléments Iest aussi. Suppo-
sons, ¢e qui ne restreint pas la généralité, que ce soit I'dlément @y ., eb

introduisons un nouveau systdéme de vecteurs au moyen de la substi-
tution :

1
V= Ul 3 Vm+1 =

——Unisy  Vo=UptaUstb,Upp (o551, m-+1).
1 m+1

Les vecteurs V, sont évidemment indépendants et I'on a

@) | [71, Vs ]=1.
On peub déj:erminer les coefficients a,,b, de manidre qu’fl 80t
(8) ‘ Vi,V 1=V, V,1=0 (e#1, m+1).

En effet on a ;

(Vi Vo l= 01t tumyiDe=0,  [Viniss V, 1=ty 1yt Gpnyr 10,5

il faut donc poser,

Ot ay

.

‘ ¢ “m+1,1’ .

ce qui donne .de§ valeurs bien déterminées; I'invariant Uiy étant par
hypothése différent de zéro. Remarguons que les composantes des vec-
teurs U, par rapport au repére composé des veotéurs V, sont invariantes
par le groupe Sp,, ear ils s’expriment tous au moyen des grandeurs [

a, b

i ]
A1

Envisageons maintenant le systéme des vecteurs V,, V..., Vi, Vingaye -+

.-y Vam et imaginons un gous-espace linéaire 4 2(m—1) dimensions. qui
les contient. Ce sous-espace étant dépourvu de vecteurs distingués, est
un espace symplectique ordinaire en vertu du Théordme 22 du n’ 40;
par conséquent d’aprds Ihypothése faite ci-dessus, il existe .un 'repére

icm
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[
. ol
symplectique Ryy, 1y formé des vecteurs I,,Tg,..., L, Luia,se .o s Lom tel que
les composantes des vecteurs V, (¢ #1,m+-1) par rapport & Ry, i, sont
invariants par le groupe symplectique Spyym ;. Adjoignons aux vecteurs
dn repdre Ry, 5, les deux vecteurs ‘

11=V, Im+1:Vm+l'

Il résulte des relations (2) et (3) et du procédé qui nous a conduit au
repere Ry, que les vecteurs I,I,,...,I,, forment un repére symplecti-
que Ry, de LPespace Gy, (n=2m). Les raisonnements précédents permettent
augsi de voir que les composantes des vecteurs U, par rapport & Ry,
gont invariantes par le groupe symplectique Sp,,, ce qui achdve la dé-
monstration de la proposition, celle-ci étant vraie pour r=1.

On peut done énoncer le suivant

TaBOREME 1. Si Pon se donne dans Vespace symplectique G, un sys-
téme de n vectewrs indépendants U,, il eviste wn repére symplectique R,
el que les composantes des wvesteurs U, par rapport & R, s’expriment aw
moyen des invariants :

[Ue; Ugl : (a,=1,2,...,m).

Supposons maintenant que dans G, soit donné un systéme F, de ¢
(g<m) vecteurs indépendants U;={U}} (1=1,2,...,) et imaginons une
variété linéaire E,, passant par Porigine des coordonnées O et ayant pour
base les vecteurs de F,.. Or, nous avons montré au n°39 (Théorémes 11,
17, 18 et 19°%°) quil existe dams @, un repére symplectique K, d’origine O
tel ‘que ¢ de ses vecteurs sont contenus dans B,. Les raisonnements qui
nous ont conduit aux théorémes cités, permettent de calouler les com-
posantes des vecteurs U, par rapport & R,. Ces raisonnements peuvent
étre complétés d'une manidre facile pour montrer que ces composanbes
s'expriment au moyen des produit scalaires. symplectiques [U,, U]
(h,i=1,2,...,q); il suffit au fond d’appliquer, avec des changements
convenables, les développements au moyen desquels nous avons précé-
demment établi le Théorsme 1. Ceci nous permet d’énoncer le théoréme
suivant: ' ‘

TutoRiME 2. §i Pon se donne dans G, un systéme de q vecteurs indé-
pendants Uy, 4 ewiste un repére symplectique R, tel que les composantes
des vecteurs U, par rapport ou repére R, s'empriment au moyen des inva-
riants [ Uy, Ul (hyi=1,2,...,0)-

Oonsidérons maintenant un second systéme F, de ¢ vecteurs indé-
pendants U; et supposons quil soib

105, 0:1=[U»,U;]

Daprés le Théoréme 2 il existe un repére R, par rapport auquel les com-
posantes des vecteurs U, sont des fonctions des produits scalaires sym.-

(hy5=1,2,...,q).
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plectiques [ﬁh,f/}]. 11 en résulte que la transformation symplectique
qui fait passer du repére R, & K, transforme les vecteurs U, en les veo-
teurs U;. Dot le ‘

TaBoREME 3. Les produits scalaires symplectiques dum systéme de
vecteurs de Vespace symplectique @, forment le systéme complet dinvariants
de celui-ci.

Application. Si dans lespace symplectique &, est donnée une
courbe € au moyen des équations

o =27 (1),

on en déduit une suite infinie des vecteurs

a ) Vaw]

1 est facile de remplacer le parameétre ¢ par un autre, de sorte que oes
vecteurs soient liés intrinsdquement avee la courbe; leurs produits sca-
laires symplectiques seront alors des covariants différentiells de € par
rapport au groupe symplectique Sp,. En faisant usage des théordmes
démontrés précédemment, on peut ainsi développer la théorie des cour-

bes de I'espace symplectique G,; cette remarque s’étend évidemment
& d’autres variétés de @,.

47, Polyndme caractéristique d’une forme quadratique extérieure.
Pour aborder la théorie des invariants d'une forme quadratique exté-
rieure nous introduirons dans ce numéro les notions de polynéme caracté-
rigtique et d’équation caractéristique d’une forme quadratique extérienre.

Considérons dans ce but une forme quadratique extérieure & n=2r
variables a* '

D= —3); a2

et posons
VP=0—80,
8 étant un paramétre arbitraire et 2 désignant la forme ;mnonique
. .
Z [mimr+i].
h=1 .

Nous appellerons polynéme caractérisiique de & lagrégat de Plaff
Qordre 2r de la forme ¥, multiplié par (—1)r! (of. n® 22), et nous le
désignerons par W(S). .

Le déterminant d’une forme quadratique extérieure étant égal au,
carré de son agrégat de Pfatf d’ordre 2r (voir p. 34), on aura

4 W(8) =183 —B8Ly].

icm

§3 47. Polynéme caractéristique. 123

Pour trouver le polynome W (8) il faut caleuler la puissance [((P. —8"
(of. n922); les formes &-et Q étant de degré pair, leurs produits sont
indépendants de lordre de leurs facteurs et, par conséquent, on aura

(& —8QY 1=[0")— (;) S[—01+ (;) SO0 .. (1) ST [2]
o

» . " —h
(5) (& —50) 1=h§,<—1>h(h) S BHM,

Bn vertu des formules (6) du m°22 et (4) du n’26, on trouve pour
les puissances extérieures [9"*] et [Q] les deux expressions suivantes:

) \ s
[ =(r=1) 3 (o1, 0. fosma) (270 8]
(e109...02p—2h)

et
[‘Qh]=h!_ 2 [mlﬂfr..ﬂiﬁ], H¢=[miw*+"],
‘ RN

(015025 -+ - Qopzp) (6signant iei, comme au n° 22, l’agrégat.de Pfaff d’or-
dre 2r—2% de la forme ®; le premier des symboles X indique la somma-
tion étendue & toutes les combinaisons 2r—2h 3 2r—2h des nom.bré.s
1,2,..:,2r et le second — la sommation étendue & toutes.les comblixf:;-
sons h & h des indices 1,2,...,7. Si I'on porte ces expressions de [ "]
et de [@*] dans la formule (5), on obtient
| [(&—82)]
S S (arien o ) [0 0] 3 Ulh, Tl -
h=0 (21,02 -+ -,095—28) - (3,525 0 nsin) .
11 est facile de se convaincre, en développant les p?oduits qui y &i-
gurent, que la derniére formule peut s’écrire comme suit:
[(@—82)] R
et SIS S S s X

= 53y ees8p— R ) . .
=0 (1, ] % [wﬂlm’“"sl . ,ﬁ~*a;’+3""w’1m"”1 Ll 1

désignant ici 1a somﬁle Stendue  tonbes ley combinaisons des indi-

°é'e"§"f"£, .,r pris r—h & r—h, et les valeurs des indices By3hageee i de-
)2,

igl 1a suite .8y, 8ay .-« 18_ny
vant tre choigies dans chaque terme de gorte que 1152,
Gy 8y,... 58, SOit une permubation, d’ailleurs quelconque., des nox?abres
117217 ,,fr On peut donc présenter le Tésultat d'une manidre plus simple
32y eey e

1 [(Q—SQ)T]=7‘!‘:VJ(—1)hSh > (3.1a7'+$17---‘:sr—ha""'f‘sr«-b)[mlmz"'mzrl
, h=0 .

(84,52, .., 50
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0u éncore . R
‘ [(B—82Y T=r! 3 (—1)to,_pSt[a'a. ..a" ],
ot I'on a posé

(6) Orpn= 2 (31a7'+317---7Sr—h57'+8r-h)'

(81,82,...,8r~n)

L'agrégat de Pfaff d’ordre 2r de la forme $— 8 étant égal, A’aprés
la définition (cf. nd22), au coefficient du produit [w22...2""] dans la
puissance [(D~S0)"), il est, par suite, identique avec 'expression

(—1)'r! (S’__QmS"“l-F...—H——'l)”Qn).

En se reportant & la définition du polynbéme cdractéristique W (S) de (ﬁ,
donnée au commencement de ce numéro, on obtient I'égalitié '

{N W(8)=8"—0i8 " +...+(—1)¢,.

L'équation que Pon obtient en annulant W(S)
(8) 8 —p 8 o (—1) e, =0

sera appelée Péquation caractéristique de la forme @ et'ses racines s'ap-
pelleront les nombres caractéristiqgues de P.

~ Nous avons montré (Théoréme 5 du n°22) que l’agrégat de Pfaff
d’ordre 2r d’une forme quadratique extérieure i 2r variables est une
densité 2r-vectorielle de -poids -+1; le déterminant d'umne tramsformation
symplectique ébant égal & 1, on en conclut que I’agrégat de Pfatt d’ordre
2r de la forme &—SQ et, par suite, le polynéme caractéristique W(S)
de @ sont invariants par les transformations symplectiques. Comme le
paramétre -§ dans polyndéme W (S) est arbitraire, il en résulte le

THI‘EOB.ZEME 4. Les coefficients du polyndéme caraotéristique d'une forme
quadratique estérieure @ & n=2r variables et, par suite, les nombres ca-
ractéristiques de D sont des imvariants de la forme par rapport au groupe
symplectique Spy,. :

La formule (6) donne en particulier

T
a=2(s,7+5);
d’autre part, en posant k=1 dans 1égalité (6) du-n’ 22, on trouve
‘ ,(Syr+3)=a’s*r+s'

Par conséquent le premier coefficient du polynéme W(S§) est donuné par
la formule :

r
& =Za's,r+s .
8§=1

icm
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On voit ainsi que la somme des coefficients a,,., de Ia forme @ estinva-
riante par le groupe Sp,. ‘

Pour le dernier coefficient du polyndéme caractéristique on a la for-
mule .

op=(1,r+1,2,7+2,...,7,2r)
ou .
op=(—1Y(1,2,8,...,2r—1,2r).

Te déterminant |a,] étant égal au carré de lagrégat de Piaff
(1,2,...,2r—1,2r), on en conclut que le coefficient g, est différent de zéro,
&i 1o forme & est de rang 2r; par conséquent il en est de méme pour toutes
les racines de l'équation caractéristique de &. :

Remarquons enfin que, si le rang de @ est un nombre 2¢<<2r, toutes
les puissances [H7'],[94*],...,[9"] sont des formes nulles (Théoréme 4
du 1t 21), et 1a formule (3) ne contient que les puissances 8,8, 84
Le polynome caractéristique devient dans ce cas :

W(S)=8"—0, 8 +...+(—1)e8%,
Aol il s'ensuit que 0 est une racine g™ de ’équation caractéristique;
inversement, si 0 est une racine g™ de ’équation caractéristique, le
rang de & est égal & 2¢.

48. Réduction d’une forine quadratique extérieure au moyen des
transformations du groupe symplectique. En adoptant ‘les notations du-
numéro précédent, formons le systéme associé & la forme W qui peut
#tre éerite comme suit: :

. 1
Ve 5 [0 ]~ 5 S’

nous y supposons, comme auparavant, que les coefficients d,; - soient
des nombres réels et que le rang de & soit égal au nombre n==2r des va-

riables. #* Le systéme ansocié & ¥ se compose des équations linéaires

{9) (g —SL,g)2°=0 .
(cf. n° 14). Dans les investigations suivantes, nous allons distinguer trois

1°F cas. Supposons d’abord que l'équation caractéristique (8) de la

forme & admette » racines réelles distinctes que nous désignerons par

8:,8,-..;8,. On aura donc - ’
8, #8; (hyi=1,2,...,7).

On sait quwen vertu de sa définition, le polynéme caractéristique
de @ est égal, & un facteur numérique prés, & I’agrégat d’ord?e 2r de
1a forme @—S8 Q. Le carré de cet agrégat étant égal au déterminant de

T
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‘1a forme $—8Q2 ou, ce qui est la méme chose, au déterminant du sy-
gtéme (9); il s'ensuit que, si I'on substitue dans ces équations & § l'une
quelconque des racines de 'équation caractéristique, on obtient un gy-
stéme admettant une solution non nulle. .

icm

Posons dans (9) successivement §=8; et §=F§; (h%i); on obtient »

aingi deux systémes d’équations
(11) . (=Bl )2 =0,  (a,—8L)a*=0.
En les retranchant, on trouve les relations
'(Sh—'si)InawE=0
 d’ott il s’ensuit, vu Pinégalité (10),
) L2*=0.

Lé déterminant |I,| du dernier systéme d’équations ayant la forme
suivante ) ; '

0 0. 010..0]
0 0.. 001..0
o 0 0 0 1
1 0. 000..0
| 0 —~1.. 0 00..0
0 0..—100..0

est différent de zéro, sa valeur étant égale &'1; on en conclut que le der-
nier systéme d’équations n’admet que la solution #*==0. Nous voyons
aingi- que les équations (11) n’admettent aucune solution commune non
nulle.

l?ésignons maintenant par {wﬁ} un vecteur non nul satisfaisant aux
équations (9) si Pon y pose 8=38;. Nous allons montrer que les vecteurs

{#8} (h=1,2,...,r) sont linéairement distincts. Supposons dans ce but

que le vecteur {22} s’exprime linéairement au moyen des vesteurs indé-
pendants {a8} (p=1,2,...,8;h,5%4) et admettons plus précisément qu’il
soit .

of =taf, +tfaf +...+'f,;

nous pouvons supposer, ce qui ne restreint pas la généralité, que tous les.
coefficients #,#2,...,1° soient différents de zéro. En portant ces expres-
sions dans les relations ‘
(Go—8L,q) 2§ =0,
il vient
8

D a5, —8; DL a8 =0,

=1 )

p=1

127
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En tenant Gom])tey des relations
oy — Sy L P, =0

qui sont par hypothése satisfaites, la derniére égalité peut s’éérire

8 8
,é:l 8,1 e, — S,-pgl PI,,05,=0
ou

\ ‘
2 (5,8 Lt =0

Toutes les différences 8;,—§8; étant différentes de zéro, en vertu de I’hy-
pothdse h, 4 et de inégalité (10), il en résulterait que les vecteurs {22}
sont lindairement dépendants contrairement & ce que nous avons sup-
posé. .

Noug voyons done que les vecteurs {#3} (h=1,2,...,r) sont linéai-
rement distincts. Nous allons montrer qu'ils sont deux & deux en invo-
Tution par rapport 3 la forme canonique

1
!2=v2~1,4[m"m”].

En effet, les vecteurs {of} et {a]] (h70) satisfont par hypothése aux
équations '

(uzl—Shle)m£507 (“;d”‘sirnz)wq’:'=0-

Si Pon multiplie ces relations respectivement par a7 et @ et que l’on. fait
ensuite la sommation par rapport & x, il viendra :

5 mﬁ—ShIMwim’i‘—: 0, a,,ﬁi‘aa}‘,—ﬁﬂ,,ﬂ}{mﬁ: 0.

Remarquons que les coefficients ¢, et I, sont antisymétriques ;
done, si Von ajoute les dernidres égalités, membre & membre, on obtient
la relation :
(8 —8p) L, =0.

Llexpression §,—8, étant différente de zéro, il en régulte
Iulm;:wfi“:o:

e qui signifie que les vecteurs {}} et {s}} sont bien en involution par
rapport 3 @ (of. n°19), cest ce qu'il fallait démontrer. ‘

Ceci’ établi, nous pouvonsg donc former dans lespace G, un repére
gymplectique composé de n=2r vecteurs I, choisis de telle maniére qu’il
8Oif ‘

IhF{mi} (h‘=1,'2,...,4r}


Yakuza


128 CHAPITRE IIl, Groupe et espace symplectiiue.
(cf. n° 39, Théoréme 19%). Si l'on rapporte l'espace & ce repdre, ce qui
exige d’effectuer sur les variables primitives une transformation gymplec-

tique, le vecteur {w;}} aura pour coordonnédes les nombres.

__{1 poﬁr A=7&,
" lo -pouwr Azh,

e, comme il doit satisfaire aux équations

(dnl _ShIm.) m;;= 07

il viendra ,
O~ 8L a=0,
d’olr il suit .
Opp i1 =8, =0 . (x5 7-+h).

Nous avons ainsi montré qu'en faisant sur les variables une transfor-

mation symplectique on rameéne @ = % a,[0*a*] & la forme

(12). B3 8, [
h=1

c’est la forme canomique de & relativement au groupe symplectique.
Nous avons aingi montré que dans le cas échéant les racines de 1’équa-
tion caractéristique d’une forme quadratique extérieure forment le systéme
complet de ses invariants par rapport au groupe symplecticiue' autre-
ment dit deus formes quadratiques emtérieures ayamt le méme p’olyn&me
caractéristique, . sont -équivalentes relativement & Spn. '
Re'ma.rquons encore que la forme (12) reste inaltérée, si Uon assujetitit
?es variables #* & une transformation du.groupe symplectique laissant
invariants chacun des monémes [2"a"™**] ‘

¢ ome gag. Supposons en second lieu que les racines de 1’équation ea-
ractéristique (8) de la forme @ solent différentes, mais qu’il y ait p@rmi
celles-ci des nombres imaginaires. Les coefficients a,, de & étant par
].Jypothése réels, & chacyne racine imaginaire correspond une autre con-
juguée. En procédant de la méme maniéré que dang le premier cas, on
peut ramener & 3 la forme (12), bien que la transformation 'sympléétb
que que Pon doit maintenant appliquer mne soit pas téelle, Supposons
pour fixer les idées, qu’il soit §;=a--bi et §,=a—bi. Dans la somme dt{
second membre de la formule (12) on aura par suite des termes suivants:

@13) - (@b [ - (a—bi) [P0,

icm
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Bifectuons sur les variables #* la substitution suivante:

1 1 :
o= ﬁ (5" 7, mz=—]~§ (i@ 7,
(14) 1 1
AT = = (), . m’+2=——/5 (iF247,

A

=2 (0#1,2,7+1,r+2).

Tl est facile de vérifier que cette transformation conserve la forme

canonigue ' _ . :
.

'Q:Z [whmri-h]
A=1, '
et_que, par suite, elle appartient au groupe symplectique Sp,. Si Pon

transforme la somme (13) au moyen des formules (14), il viendra

o|[FF 1+ [ET ) [ FF ] - [

Si Péquation caractéristique de la forme & admet 2g racines imaginaires,
et i ’on choisit les notations de manidre qu'il soit :

S1=“1‘_§'b1’5y Sy =ay+bat, :_; ) Szg—1=‘?"q+bq'5a
Sy=t;—byi, 8y=a,—bst, ey S,qzaa—bq'b',

une transformation symplectique permet de réduire la forme & &-l’expres-
sion

4 . )
¢:2 a’h{ Emzh—lwr—{-zh—-l]'_i_ [wZILmr«I»ih]}
h=1

(15) -

-
+Zq bh{[wzh—lmzh]_[mr+2lz—1mr+gh]} + 2 S:f [wfmr#].
h=1 7=2g+1 ¥
Cette formule représente donc 1a forme canonique de @ dans le cas, ol
gon équation caractéristique admet 2g racines imaginaires conjuguées.

Ces considérations nous permettent d’énoncer le guivant

THBOREME 5. §i DPéquation caractéristique dune forme quadratique
extdrioure o toutes les racines distinctes, oette forme peut éire ramenéde por
les transformations du groupe symplectique & une ewpression’ canonigue
(12) ow (18); par conséguent, deus formes de cetie espéce of AU méme rang
sont dquivalentes par rapport & ce groupe, si leurs polyndmes caractéristi-
ques somt égaud. .

gltme cag Supposons enfin que l'éguation caractéristique (8) de P
ait des racines multiples. Dazs cette hypothése, cette forme peut &tre
réduite au moyen des transformations du groupe symplectique, mais
elle n’admet pas d’expression canonique, par congéquent, le Théoréme 5

Slebodzmski: Formes extérieures. 9
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cesse d’8tre valide. Pour éviter de longs caleuls, nous présenterons la
méthode de réduction, en nous bornant au cas, ol I'équation caraché-

ristique admet une racine double S, toutes leg autres étant des racines’

simples; nous les désignerons par §3,8,,...,5,.
Le déterminant

(16) |65 — 8Ll

étant égal au carré du polynbéme caractéristique de P, Sy est par congé-
quent racine quadruple de I’équation que l'on obtient en annulant ce
déterminant (voir n® 47, équation (4)). On en conclut qu’en posant
8=_8, dans les équations (9) on obtient un systdme ‘ '

an . L (=B )@t=0

admettant une solution non nulle. TUne transformation symplectigue
permet d’introduire de nouvelles variables, telles que cette solution goit
composée des nombres

pt=1, o¥=gt=.,, =g4"=0.

En substituant ces valeurs dans les équations (17), on en déduit les re-
lations :

a8l =0.

8i l'on y tient compte des valeurs des coefficients I, on obtient
les formules ’ '

al,r-}-l;——'gl: G, =0 k (zEr1).

La forme @ peut done &tre écrite comme suif:
1 .
(18) L O=8, [P0+ S 4y [0 Ty [0

(x’,/l’=:2,3,...,r,r+2,r+3,.‘.,2r)

et le déterminant (16) prend la forme

0 0 ... 0 S;—8 0 L 0
0o 0 cee gy Gorpr  Gopys -on oo
0 [ o 0 a"’»’,‘” D lppgg e Oy

_ —B1 8 Gz o Gy 0 Grgtpqz oo Oppror
0 Gping -vo OGppor Gpporgl 0 Y Sy
0 By oy Qoprt1  Boppya 0

§3 ’ 48. Réduction d'une forme quadratique. 131

Tn lo développant on est conduit’ & la formule
(19) lwu}.—SIMI—":(S—SI)BIG;!A'—_SIN'A"
(% A ==2,3,...,7, 7 +1,7+2,...,27).

§, étant une ricine quadruple de léquation |a,,—SIL,|=0, elle est par
conséquent une racine double de L’équation

(20) [tz —S L= 0.

Considérons maintenant 1a forme
1, ) ‘
' qﬁ'.—.g o [ ] (4 =2,3,...,7,74+2,7+8,...,21)

5 2r—2 variables; le carré. de son agrégat de Pfaff d’ordre 2(r—1) est
égal an déterminant figurant daps le premier membre de 1égalité (20).
1 résulte de cette remarque et de préeédents développements que tou-
tes les racines de 1’équation caractéristique de @’ sont simples et que
Pune d’elles est égale & 8. Les autres racines de cette équation sont
les mémes que les raciney simples de I'équation caractéristique de P;
cela résulte de la formule (19) et de I'hypothése faite sur 1’éguation
caractéristique de @. En vertw des résultats gue nous avons obtenu en
‘étudiant le premier cas, on peut done réduire @ & la forme canonique,
on offectnant sur les variables %2, ...,a%a"+%,... 0" une transforma-
tion symplectique

0= 8, [aa 1 B [0+ 4 8, [ .

En portant cette expression dans la formule (18), il vient finalement

B=8{[20" 1+ [P0 2 48 (8% 1 B [ o O [ 12" ]
o (M =2,3,...,7,7+2,7+3,...,2r).
OPest 1o forme réduite de &. ‘ ‘

§i S, est.une racine ¢"*° de 1’équation caractéristique de @, toutes
les autres racines Sy y;8g42;---, S de celle-ci 6tant simples, on peut appli-
quer la méme méthode pour trouver Pexpression réduite de P et Ton
trouve ainsi

B=8|[z'a ] +... +[a%a ) +Sa+1[wq+1m’+“+1 1+-.-
B, [0 1 ]
(A’=h+1...,4‘,r+h,r—}-h-]—l,...,2‘r).

Ce résultat se généralise facilement, si Téquation caractéristique a plu-
gieurs racines multiples. :
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On voit sur les derniéres formules que, dans le cas considéré ici,

2N

deux formes quadratiques extérieures du méme polynéme caractéristi- -

que ne sont pas nécessairement équivalentes par rapport auw groupe sym-
plectique.

ExeMPLE. Nous allons appliquer les résultats obtenus dans ce numéro
an cas n=4 (r==2). Soit

B =ty [#'5° ]+t [0'0° |+, [0 Tty [0 ] - tigy [670" -0y [0%* 1
on a o
(D™ 1=2 (5054 + Oz haz -+ ua005) [0 75" ]
tandis que

R=[r"s*]+[z"2* ] b @ ]= -2ttt ).

Le carré extérieur de la forme V=P—82 est égal & Vexpression
{(amw“—{—amaqz—[—aman)—|—(w13—{—a2¢);5’ &) [woa’s*].
" Téquation caractéristique de @ peut done s'éerire
(21) S =18~ Jy =0,
olt lon a posé ‘
Jr= a3+, J2=a12a3'4+al3a42+m14a23;

ces deux grandeurs sont des invariants ra.taqnnela de . )
8ile discriminant D=dJ} +4J; de ’équation (21) est positit, la forme &

peut &tre réduite aw moyen d'une tmnsforma.tmn sympleemque A Tex-
pression

8, [0 148 [0 ];

8i D<<0 et si T'on pose S,=a4bs, Sy=a—>bi, la forme canonique de P
peut &fre éerite comme. suit:

a{[2'a* ]+ (2" |4-b|[a'a* ) — [w*w‘]}
Si enfin D=0, & peut étre réduit é,'l’expresmon »
8y ({20 ]+ %041} + ays [0%2].

Remarquons que les deux formes 8([w'a®]+[w2a']} +-ag[s?0?] of
8y{[e* 23]+ [#*2']} ont le méme polyndme caractéristique — (8 —g,)?
néanmoins elles ne sont pas éqmvalenﬁes par rapport an groupe symplec-
tique.

CHA.PITRE I{T
DIVERSES APPLICATIONS

§ 1. Déterminants

49. Déterminants. La théorie des formes extérieures va nous per-
mettre de démontrer d’une fagon trds simple principales propriétés des
déterminants®). Les raisonnements dont nous ferons usage pour ce bub
ne sont bagés que sur les riotions fondamentales de la théorie des formes
extérieures exposées aux n% 6-9.

Dans ce but imaginons deux séries des variables #* et ¥, et les for-
mes extérieures construites respectivement avee 2° et y,*). Nous allons
aussi considérer les produits et les sommes des produits des formes de
ces deux classes, en supposant quils obéissent % des lois ordinaires du
caloul (of. n'28).

Prenons ma.mtena,nt deux systémes de formes Linéaires
o*=aya?,

@

et effectuons la somme o®-7,; on aura

_aﬁye

o - Y=g Y,
ou
W Y=Y, 2

Daprés la seconde des formules (1) ceci peutb §’écrire comme Suit
" Y, =g, B

Fn évaluant la nibme puissance de denx membres de la dermére égalité,
on obtient

(2) [o'0 ... ] [ -Yn ) =010z - P0 ] [mlw’--:w"].

8i Pon développe les deux prodmts extérienrs [o'0”...0"] et [p1gs... Pal,
on obtient -

8) [ o"]=d .. 2], (P12 - Gn]=4"[01%2--¥u ],

) Cf. N, G. Tehébotareff [21], p. 12.
1) Nous supposons comme dans tout ce qui suit que les indices grecs par-

courent les valeurs 1,2,.



Yakuza




