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£
Mais 1a SUite Ayy.enyhpydryes s dnp SbaNG pa.u'e d’aprés la définition” d’une
suite complémentaire (p. 44), on a

[w‘l...w‘vm‘l... wnmr]=[ala®. .. 2" ].
La derniére égalité prendra done la forme
‘ (6% )=(~1" Y gOlarat...a");

c'est ce gue nous voulions montrer. :
COROLLAIRE. Le second membre de la dermére e‘gahté dhant mddpen-
dant de Vordre des formes @ et ¥, on en déduit [¢W]~ [‘I’(ﬁ], & autre part,

on o [PP]= (-—1)“"’“"’[(15?’] oar les formes W et @ sont respeotwemam de
degre’s p et n—p. Il en rdsulte Vdgalité

[0F]=(—1" P [5P].

Rema,r qué Pour distinguer les adjointes dune forme extérieure,
+1 =1
formées au moyen des grandeurs €, € et de la gra.ndemr C nous les appel-

lerony respectivement, adjointes-e et adjointes-e.

icm

CHAPITRE II
EQUATIONS EXTERIEURES

28. Définition. Soit 2 une forme extérieure de degré p; en Pannus
lant, on obtient I’équation extérieure

W . e=o,

dont les solutions sonb, par définition, tous les éléments plany E, qui
vérifient 1a condition: si l’on choisit une suite quelconque

(2) Vi, Vageois ¥y

de p vecteurs issus de l'origine des coordommées de ’espace affine A4,,,
et situés dans H,, la valeur de £, pour cette suite, est nulle (of. n®11).
Pour indiquer qu'un élément plan ¥, est solution de 'équation extérienre
0=0, on éerit Q(H,)=0.

La. définition de la solution d’une équation extérieure y’étend d’une
manidre évidente aux systémes d’équations extérieures.’

Si g<<p, les vecteurs de la suite (2) ne sont pas linéairement indé-
pendants, et, par suite, la valeur de £ -est nulle quel que soit I’élément
B,. Dou le

SLHEOREME 1. Tout dlément plan de dimension plus petite que p est
une solution d'une équation exwtérieure de degré p.

Il en résulte que, si ’on cherche les solutions & p dimensions d’un
systéme d’équations extérieures, on peut mnégliger toutes les équations
de celui-ci dont le degré est supérieur & p.

1 résulte aussi immédiaterment de la définition donnde ci-dessus,
que tout élément plan, contenu dans un autre élément vénﬁa,nt Péqua-
tion (1), est aussi solution de celle-ci.

29. Critéres pour les solutions. Nous établirons dans ce numéro
divers critéres qui permetront de reconmaitre, si un élément plan est
solution d'une équation egtérieure, ou d*un sysbdme d’équations exté-
rieures. Lo caractére de ces critdres dépend, bien entendu, du mode au
moyen duquel I’élément plan est détermind.

A. Soit F, une solution de l’équa.mon

1
(3) Q= — Qg [¥X... ¥*]=0,
p' 1%

4%
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52 CHAPITRE IT. Equations extérienres.

dont le degré p ne surpasse pas 4; a.,(ifmettqns que K, soit défini par ses
coordonnées plilckeriennes. Si |

@ . = (i=1,2,...,p)
sont p veoteurs déterminant un élément plan & p dimensions, conteni
dans F,, on a, par hypothése,

.

'

1 s :
2—9‘1‘ dmng...u,,m;[l“«%g“ ven 5(?;1’] =0,

Bétte égalité exprime que I'élément plan, défini par les vecteurs ( 4), appar-
tient au faiscean linéaire

By . G @0 0 =0 .

A’6léments plans & p dimensions (cf. n® 5). Cette remarque péut  btre
énoncée sous la forme du

THEORBME 2. Pour que Véguation (3) soit vérifide par un dlément 1, .

ol g=p, il fout e il suffit que tous les éléments plans & p dimensions, con-
tenus dans H; appartiennent au faisceaw lindaire (B),

De ce théoréme et du Théoréme 2 du n® 5 résulte immédiatement
le critére ‘ - ‘
THRORBME 3. Pour que Véguation emtéricure

a’"wg--mp [mxlmuﬂ ans m”r]—_—; [1]

ait pour solution wi ‘élément plan By, il faut ot il suffit que les coordonndes

plilckeriennes v de B, satisfassent aux relations ‘ .
. Hopao®t A—D0y0rely
(6) a,gl,\,g‘__gﬂm"x re Bl =P8y — (),

Pour obtenir toutes les solutions de 1’équation (3), il faut done trou-
" ver la solution la plus générale du systéme des équations (6), qui sont
linéaires par. mpport aux quantités antisymétriques o2 Mais, celles-ci,
&tant les coordonnées pliickeriennes d’un élément plan, doivent &tre
composantes d’un g-vecteur simple (cf. n®4). Pour étre complet, il faut
done ajouter, aux équations (6), d’autres relations exprimant les aon-
ditions pour que les quantités g7 jouissent de la propriété demandée.
Pour trouver ces relations nous démontrerons .d’abord le
THEOREME 4. Pouwr que les quantitds ot antisymetriques en tous
leurs indices soient les coordonndes pliickeriennes dun élément plan & ¢
dimensions, il fout et il suffit que la forme extérieure & variables y,

1
(7) . . - Ey‘ e "“[?/xly»y _,yul]

soit de rang q.

-
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En effet, si les quantités antisymétriques a*>* sont les coordon-
nées pliickeriennes d’un élément. plan, on peut-déterminer g vecteurs
indépendants {#}] tels qu’il soit

mzlx"“'né:W;_"lm;ﬂ . m;;] .

Si Pon porte ces expressions dans le second membre de la formule (7),
on trouve .

1 .
D= Py ST IO [T W

ou .
D= oy . Aqu [?/nlym_v, ve o Yny 1-

La forme & peut donec é&tre représentée comme produit de ¢ formes
linéaires de variables y, : : '

D= [T Y~ B3y * - T, ]

En faisant la substitution

_ I T - _1 0
Y=Yy Ygr1=Ygs1y -0y Y=Wa (h=1,2,...,q),
on obtient

(8) O=(7:7s-- ),
ce qui montre que la forme @ est de rang g. Réciproquement, si @ est
de rang ¢, elle peut se mettre sous la forme (8) par une substitution li-
néaire ‘
' ?4=‘Df¢ye
On aura, par conséquent,
&= [‘7"’1‘11'/%1 . wgzyug teat w;”quL

ce qui peut s’écrire

‘ D=0 1252 . gt Yoy Yoy - - Yy 1
ou

1
D= -q“'* 565%1%5 vee :I;‘;ﬂ] [ynly’gz van y,;l ] .
La comparaison avec la formule (7) conduit aux égalitiés

e = glaga | e,
¢ q £ d ‘

Pour avoir, sous forme explicite, les conditions que doivent vérifier
les quantités z 22, il suffit d’appliquer le Théoréme 2 du n° 14, d’aprés
lequel le rang de la forme (7) doit étre égal & celui de son systéme asso-
cié. Or, le systéme associé de la forme (7) se compose des égquations

P

© T T R R
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b4 CHAPITRE II Equabipns extérienves,

2¥+25£0. Le systéme (9) contient, entre autres, leg ¢ équations suivan-
tes:

(10) ety =0

y,; désignant une forme linéaire aux variables y,.1,%z.2,-.-,¥n; ON Obtient
ces équations en attribuant, dans ’équation (9), aux indices x;, Hayeo s Myt
respectivement les valeurs 1,2,...,4—1,i41,...,¢. Les équations (10)
sont indépendantes, et, comme elles sont aw nombre g, pour que le rang
du systéme d’équations (9) soit égal & ¢, il'faut et il sulfit que toutes les
aufres équations du systdme goient des conséquences des relations (10).
Done, si Von tire les valeurs de ;,%,...,4, de ces relations, et qu’on
les porte dans toutes les autres équations du systéme (9), on obtient des
égalités qui doivent &tre identiquement satistaites. Hn éorivant que tous
les coefficients. des variables y,, dars les égalités ainsi obtentues, sont
nuls, on trouve les relations cherchées entre les quantités x4, Celles-ci
seront évidemment quadratiques ey homogé:ges par rai)port & g,
T serait facile de se convainore qu’elles restent vraies méme si lon sap-

pose #1*+?=0. Nous le montrerons en mnous bornant au -cas, le plus

simple, 7 =2.
Supposons done que L'on se donne un gystéme de quantités antisy-

métriques 4. Les éduations (7) et (9) deviendront maintenant respecti-
vement » :

r 1 s
@) =5 Wl
. 0P
(9) wzwﬂy =0 (%:1,2,...,’)’&)-

»

Si I'on suppose #'%s£ 0, et qu’on pose,, dans-Péquation (9'), sui‘;oessivement
#=1 et x=2, on obtient les équations
. » “

Y0y L ey, =0,
Y +aPyg . 4y, =0,

En portant les valeurs de y, et de y,, tirées de ces relations, dans 1’équa-
tion (9'), celle-ci devient t

n »
2 @7 4w o)y, — o (#=1,2,...,n).

Cette relation devant &tre une identité, on en déduit

(11) . R B (%,A=1,2,...,n).

Tege

La forme @ n’étant, bien entendu, nulle, on peut supposer, par exemple, '

(";;—:1)2:“"4)( '
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Nous avons démontré cette égalité pour 1=3,4,...,n, mais on voit
qu’elle est aussi vraie pour A=1 et i=2. Remarquons maintenant que
la relation (11) reste inaltérde, si ’on permute les indices 1,2,%,4 d’une
maniére arbitraire. Done, on aurait obtenu la méme relation, si, au lien

“de supposer qu’il goit 25 0, Pon supposerait qu’une autre des quantités

% o oM, o™ ot o* était différente de zéro. En résumant, on peut

énoncer le

TELEOREME 5. Pour que les quantitds antisyméiriques @ soient les
coordonndes plilckeriennes d'un élément plan & deuw dimensions, il faut
ot il suffit quaient liew les relations

i Lot w et =0 (%,A,0,9=1,2,...,m).

Les résultats obtenus ci-dess‘\us nous permettent de compléter le
Théoréme 3: pour que les quantitds amtisymétriques o™ " représenient
une solution de Udquation (3), il faut et il suffit qu’elles vérifient les équa-
tions lindaires (6) et les équations quadratiques ei homogémes qui ewpriment
les "conditions powr que ces quanitités soient les coordonndes pliickeriennes
d'un élément plan. ) .

ExeMpres. 19 Considérons 1’équation extérieure & quatre variables

[w'a® ]+ [2*2*1=0.
Pour que I’élément Fyfo} soit solution de celle-ci, il faut et il suffit,
d’aprés les Théorémes 3 et 5, que ' :

4’,013 +m24= 0’ m12m34+w13m42+m14m23= 0.

On voit donce que I’équation donnée a une infinité de solutions & deux
dimensions. Cherchons encore, s'il existe une solution & trois dimensions
By (™). D’aprés le Théoréme 3, il faut qu’il soit pour cela

7B LM =0 (x=1,2,3,4).

1l en résulte "% =0, done il n’existe ancune solution i trois dimensions.

20 Soit un systéme de deux équations & quatre variables
(12) [@'s? ]+ [0'0*]=0, [2'2']=0.

Pour que les quantités antisymétriques #*# représeéntent ume solution
du systéme (12), il faut et. il suffit qu'elles satisfassent aux relations
mlz +m31=0’ m41=0’ mlzm% _'_wlamtlz _{__wldmﬂ:o’

qui peuvent s'écrive ‘

wl2+w13=0, m14=07 le(mM__‘,de.):O'
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On voit done que le systdme (11) a deux familles de solutions & deux
dimensions

Pr=a, P®=—a, 2*=0, #¥=b, @

et

22=0, 2*=0, =0, 2*=a, H=b, M=o,

a,b,¢ étant arbitraires.

. B. Nous établirons maintenant les critéres pour les solutions d'unc
équation extérieure en supposant que celles-ci soient définies par un
systéme d'équations linéaires et homogénes en les variables @*.

Admettons pour ce but quiun- élément plan F, soit déterminé par
le systéme de n—q équations indépendantes ‘

(13) ot=alat=0 * (h=1,2,...,h—q),

et supposons que celui-ei soit solution de I’équation de degré p<{q

1
Oy L 072 ] =0,

Q="
!,

Par un changement de variables, le systéme (13) peut étre ramend i la

forme :
(14) . ; h=mh==Q ! (h=1,2,...,n—q).

Tmaginons mainténant un élément plan ¥, contenu dans B, ot dé-
terminé par p vecteurs linéairement indépendants; il -rézulte des équa-
tions (14) que les coordonnées pliickeriennes »*>* de H,,, calculées avec
ces vecteurs, sont toutes nulles si 1'un des indices x est inférieur & n—q--1."
La relation qui, d’aprés le Théoréme 3, doit &tre satisfaite par les coordon-
nées o2 ge réduit done & la suivante:

(hhzz:h ;lhlhzmhpmhlha---hp= 0 (hyhyyeshp=n—p+1,n—p+ %yei.,m).
o R

Les coordonnées a'=-" pouvant prendre des valeurs arbitraires, il en:
résulte ¢ .

ngny,. 1, = 0 (hyyhay.oiyly=n—p+1,m—p+2,...,0).
Cecj montre que, dans.la forme £, figurent seulement les .variables
#,a,...,8"?, et que, par suite, elle s'anuule, si L'on poge #'=g’=...
... =g"P=0. En revenant anx variables arbitraives, on peut énoncer -ce
résulbat sous la forme du

THEOREME 6. Pour que Vélement plan B, défini par de n—q dgua-
tions lindaires (13) soit solution d'ume équation extérieure Q=0, 1l fam
et 41 suffit que la forme Q2 s*annule, st on lie les variables par les équations (13)

H
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On peut donmer % ce Théoréme une forme plus commode pour las
applicationg. Si la forme £ est une conséquence des équations (13), elle
doit contenir dang chague terme l'une au moins des formes linéaires
o'y w%,..., 0" % ello peut done s'écrire comme suit
(15) Q=[P ]+ [ By 14 ..+ [P0 ],

On. aura, par congéquent,
N [Qe'et.. 0" 1] =0,

Tnversement, si cete relation eit vérifiée, on peut présenter 2 par
Ja formule (15). 1Yol le

TaROREME 7. Pour que Ddlément plan By, défini par les équations
lindaires ‘ .

=0, ‘w'=0, .., «""=0,"
soit solution dune dquation evtériewre 22, il fout et il suffit quw'il sost
o L [Qe'e’...0"1]=0.

Exmmenus. 10 Soit Péquation quadratique & 27 variables
. .
s
. S ata™]=0.
=1 i
® n
Cherchons #'il existe wne solution B, définie par les équations

.

B — ¥ agal =0 (i=1,2,...,7)-
i=1

En remplagant, dans I'équation donnée, les variables a{;“” par. leurs va-

leurs tirées des équations linéaires, on obtient la relation

” P
X ayla'e’ 1=0
i

qui doit &tre identiquement satisfaite; on en déduit les conditions ag;= ;-
"90 Congsidérons 1'équation de degré n—1

L .
Q=) [ ..ot L =0.
=l
Pour gu’elle ait pour golution un dlément plan By, défini par Péquation
linéaire
) w=a,2"=0,

il faut ot il suffit, d’aprés le théoréme 7, quil soib
' n

[Qw]= [w'a’.. .w“]]g,l( —1)F ' =0.
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38 CHAPITRE II- Equations extérieures.

1L en résulte la condition
@y — Gy + oo (=1 g, =0
Péquation 2=0 a donc une infinité de solution & n—1 dimensions.

_ 30. Systemes d’équations extérieures. Deux systémes d’équations
extérieures sont dits équivalents, #ils admettens les mémes golutions.

Soit, par exemple, un systéme composé de trois équations linéaires ot
de deux équations du second degré : ’

(16) w'=0, o*=0, 0¥=0,  Q=0,  N=0,

On obtient un systéme équivalent 4 ce dernier en posant

arn) - ‘ _ , os’”=p’{w1+p§‘w2+p§‘_af=o 5 (h=1,2,3),
Q=G0+ g2 + [fo] + [do?] + [y (1 =1,2),

ol 7i,7,7 sont des formes linéaires arbitraires et P, ¢ — des constantes
assujetties seulement aux conditions |pf|+£0, |¢&| 0. Pour se convainere
quiune solution quelconque E, de I'un de ces systémes est aussi une
solution de Vautre, il suffit d’appliquer le. eritére /donné au numéro
précédent (p. 56). Il serait aussi facile de montrer que le gystéme le
-plus général équivalent au systdme (16) et de méme degré que (16) o8t
donné par les équations {17), '

On peut se servir de ces remarques pour simplifier le systéme (16).
Pour ce but adjoignons aux formes w® y0y 0, n—3 formes lindaires w*,
ws,...,a;" telles que le systéme w?!,w?,...,0" soit composé de formes
indépendantes, et exprimons les formes QU ;2% par les formes w*. Si l'on

sépare les termes qui contiennent 1'une quelconque des formes w?

y 0F, 0®
on pourra écrire

1 2R i1 'h i P
@' = 2 dh, [0 0 )+ [ieod] + [ITE®] - [ITab]

(6=1,2;0',0'=3,4,...,n)

. !
les symboles I71,17;,IT; désignant des combinaisons Linéaives des formes
o*. La dernidré formule s’écrit ‘

P EIE
.thEﬂé Gl o ] (mod e, w?, )" (i=1,2; g',a’zll,ﬁ,...,%),
Tégalité )
O =¥ (mod w', w?,...,aP)
exprimant que deux formes & et ¥ de méme de

gré sont égales, si I'on
y fait abstraction des termes qui contiennent I'une quelconque des formes
lindaires o', w?,...,oP. C

iy \%g&% i " S - i
e ‘
lm 30. Systémes d’équations extérieures. 59

On voit ainsi que le sgystéme (16) est équivalent au suivant:
' 1 s
ol=0, w'=0, 0'=0, & [e0"]=0.

Fn particulier, si 'on a Q=0 (modwl,wz,wf’), '-1'43 systéme dzonné
est dquivalent au systéme compogé des équations linéaires w'=0,w =0,
w3=0. o

Congidérons maintenant le systéme

(18) o Wf=0, D=0 (i=1,2,..,8;i=1,2,...,9),

(ﬁ o sont des formes du second degré, et supposons quun élément plzu?:

B, soit Iune do ses solutions & p dimensions. Admeftons que E, 201
dgterminé par un systéme de m—p équations Iméaar,es indépendan ,es.

Les premiers membres des équabions (1§) devant s’annuler éorsqtl.x 211;

lie les variables par les équations d% E,, il en résulte que les équatio .
de B, peuvent &tre mises soug.la forme

(19) o'=0, o'=0 .., @=0, =0 .., oT=0..

Pour exprimer que les équations Q=0 sont des. ‘cgnséqlhe_np(ﬁs
des équations (19), introduisons p nouvelles formes aumlllau:,s ® B
o™ P, o", indépendantes entre elles et des formes w';%...,@" =

yoo Jin

Les éciuamion.s =0 peuvent alors s’écrire

2 Y
Q"'zéaﬁ,d,[w"w"'}—l— [0 P ] o [1p0™ T ]+...+[?pw 1=0 |
(j":l;z;"'fs5911‘7’:1723"'7”"‘17)7 .

les syﬁboles TyyTayeesyTp désignant des combinaisons linéaires des for-
Low?,. . 0 . ) ) N

e lg)e,g;t,te J.:emm:que découle le procédé pratique smvant.poufi tﬁé)u‘;:::

toutes les solutions & p dimensions du systéme (18): on introdul .

bord n—s, formes linéaires o, w%?,..., 0" indépendantes entre elles
—8, ‘ : . ellee

ot -des formes wt,w?,...,w% et l'on éorit

: ,
Q=3 dlafo’];

on forme onsuite le systéme de n-—p équations linéaires
(20) w'=0, '=0, " .y o =0,

. =1,2,...,— P~ So)
0ot et =0 (=12, n )

et on cherche 3 déterminer les coefficients I de maniére que les* équations
O =0 noient des conséquences des équations (20).
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s’énoncer comme suit:

. téme (21). .
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ExEMPLE. Soit donné le systémé
a>1=w4-{—ml+m2—m5=0, W= — =2’ =0,
0 = [00*] [0 ] + [0 ] + [0’ ] + [240°] + [250"] = 0.
Remarquons d’abord qu’on & ici '
0 =[a'2*] + [#°2° ] - [#°7*] (mod o', 0%).

Pour trouver les solutions 2 deux dimensions, on adjoint aux équations
o'=0,w?=0 une relation, entre trois variables #',a%a":

Tyt = Topt® + Teg® = 0. i
Bi Pon porte l'expression de a3, tirée de cette relation, dang I’équation

0?1+ [ ] 4 [P ] =0, '
on obtient . I .
: (h’f“?@’?@)[wl@z]:—“o'

On voit aingi que le gystéme donné admet toute une famille de solutions
4 deux dimensions, définies par les équations ‘

»

trt -2 =0, vws__m1__m2~;*_m3=0’ 7751"1’1'{—752-7“24“ Ty = 0,

ou les coefficients % sont liés par la relation k,-l—kz+k3=_:0.

~ 31. Détermination des solutions. Proposons nous maintenant le
probléme suivant: étant donnée mne solution E, d'un systéme d’équa-
tions extérieures, déterminer, 'l existe, une solution & p--1 dimen-
sions passant par E,. :

. Qons%dérons, pour fixer les idées, le systéme compogé de s, équations
linéaires indépendantes et de s équations quadratiques

2 tos gige — — El . .
(21)  o'=ap*=0, .Q’eéalz,,[aogw I=0  (i=1,2,...,8;i+1,2,...,8)
clest .d’aﬂleurs.'le cas qui arrive le plus souvent dans les applicationsit).
Imagmons maintenant deux éléments linéaires ¢ et ¢/, solutions du systéme
(?1); ces éléments sont dits en inwvolution par rapport au systéme donné
si l’é_lément & deux dimensions déterminé par ceux-ci est, lui-aussi, une
soluftmn_ du systéme. Les conditions pour que les léments ¢ et ¢’ soient
enz involution s’expriment donc par les relations

oo e)=0, o'(e)=0, De,e)=0 (i=1,2,,..,s.,;9'=1,2,...,s)‘.‘
Le Théoréme 3 du n° 29, appliqué au systéme (21), peut maintenant

14) Toutes les considérations suivantes de ce Chapitre se rapportent an sys-

icm

31, Détermination des solutions. 61

PRt 8. Pour gu'un diément plan By, soit solution du systéme
(1), il fout et il suffil que dewn dléments lindaires queleonques de B, soient
on involution. )

Supporous  quun_ élément plan Hy soit déterminé par p éléments
lindaires distinets e,05,...,¢,5 si B, est une solution du systéme (21),
on. & ‘ ’

Soit ¢ un Olément linéaire distinet des Sléments ey,€s,...,6p5 POUT
que I'élément & p--1 dimensions, Abterming par 6y,s,...,6p6, 80it 50~
[ution du systdme (21), il faub et il suffit, d’aprés le théoréme énoneé
gi-dessus, quil soib ' ‘

(23) w(6) =0, & (eg,0)=0 (i=—‘1:27"':303j=172:"'735k"_:l’z""’p)'

Remarquons que le systéme des équations (23) est linéaire par rap-
porf aux composantes ¢ et quen vertw des relations -(22), les " éléments
él,e,,..‘,e,, font partie de Tensemble de ses solutions st Ton y.reg‘arde [
comme étant une indéterminée. Si un élément linéaire ¢ satisfait aux
bquations (23), il est dit en dnvolution avec -El,.‘Oomm.e ces 6quations
sont linéaires, les éléments linéaires qui sont en involution avec E, de'f-
ferminent un élément plan appelé dlément polaire de B, que nous dési-
gnons par H(Bp); d’aprés ce quon 2 remarqué plusw haut, l’élén.xent ﬁ(}; .
appartient & H (d5,). Toa matrice du systéme c_].’équamons (23) qui repré-
sentent 1elément I (B,) est dite matrice polaire de Hp; Bon YaNZ est al
plug égal & n—p, puisque Tes bquations (23) admettent au moins p solu-

i 2 ceeybpe _
tmnsSiCll’: lea‘ng, Zle 1o matriée polaire de B, est ég.al & n—p, il jn.’y a pas
Q’éléments lindaires distinets de 61,6:,---1% qui soient en involution a;r}ee
B,, et, par conséquent, il n'existe aucun élément By +1,\passant par (,)a 1\;
qui goit solution du gystéme (21). Si ce rang est,‘ égal & n—pP—7p J(l,E
Tpya>0, il Y & ¥4 éléments linéaires dlstmclt;s, i) appaa,rteflant It% a1v’é12 ,
qui sont en involution avec Hy,. Si on les désigne PAT €16y~ 3Cr, ) -
ment le plus général de cette especo est de la forme
Ae, -+ Aty ... AT €y

)

; ] res arbitral Tous ces dléments
oL At A4,..., At gont des paramétres arbifraires. o

formm;rb ;w. ’élémm-l-t plan. contenu dans H(E,); nous }e d‘ésxgnel‘?o?s par
H'(E,). Aux Sléments linéaires de H'(B,) correspondent des so.utmn:
& p-1 dimensions passant par H,; elles dépendent done de 74—

parambtres arbitraires. : , )
Remarquons que les . éléments plans H (Ey) et H'(E,) ne sont pas

.on général des solutions du systéme (21).
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En terminant ce numéro, nous allony montrer comment pous-on
former les équations de H(E,), si B, est défini par un systéme d’équa-
“tions lindaires. On & remarqué au n° 30 que les équations de H, peuvent
&tre représentées sous la forme (19) et que les équations du second. degré
du systéme (21) peuvent alors s’éerire

' 1, . .. "
9’:5 Lol @] + [Hg0™ P =0

(ff'=172:~-~}s§ 0yo'=1,2,...,n—p;0"=1,2,...,p),
ol sont cohservées les motations {'introduites au n° 30.

. En particulier, les symboles rg désignent - iei des combindisons
linéaires des formes o!, @?,...,0™?
(24) T = ot b A o™

Les équations (23) devant 8tre vérifides par un élément linéaire quelcon-
que ¢ qui soit en involution avee H),, celui-ci doit satisfaire aux relations

ol(e)=0,  w(e)=0,
Gy [0 (er) 07 (6) — 0 (6) 0" (65) ]
+ 1o (en) 0" P (0) — 7l (6) " PH2g) = O
(=1,2,...,85h=1,2,...,p5 ¢',0'=1,2,...,n—p; 0" =1,2,...,p).

oy @' (e)=0,

(25)

L’élément; E, étant défini par équations (19), on a, par hypothase,

we'(eh)_—_—_o (9'31727'“7”“1’5h":lyzy-':7p)‘
et, par suite, en vertu des formules (24),

o (en)=0 (€"=1,2,...,p;h=1,2,...,p).

Le. systéme (25) peub done &tre remplacé par.les équations -

. s 4 .
@H0)=0, ' Tu()=0 . (i=1,2,..,8;i=1,2,...,8;0""=1,2,...,0);

c’est le systéme cherché des relations qui déterminent 1’6lément H (Hp)
: »):

* 32. Caractéres et genre d’un systéme d’équation: éri
- Ci _ s ext res.
Llapplication de la méthode développée au numerc‘):I préeéden:xpg::r?;;l?;e

déterminer toutes les solutions de divers ordres d’un i
moine systéme d’équations:
extérieures, et de distinguer parmi, celles-ci les soluti i
N ution .
les solutions singulidres. 5, Tégulibres e't

Reprenons pour ce but le systéme (21)

@' =0, =0 = (i=1,2,...,8;§=1,2,...,s).

TR

cm

HRRLRRIT &
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Pour qu'un élément linéaire e soit solution de ces équations, il faut et
il suffit, d’aprés le Théoréme 1 du n928, qu’il vérifie les équations

(26) wl(e)=0

Oes équations étant par hypothése linéairement indépendantes, le rang
du gystéme (26) est égal & s,. Le nombre de solutions distinctes des équa-
tions (26) est done égal & n—s; et la solution, la plus générale, & une di-
mengion, du systéme (21) dépend de r,=n—s,—1 parameétrés arbitraires.

Choigissons arbitrairement un élément lindaire ¢, vérifiant les équa-
tiong (26); son élément polaire H(e) est défini par les équations

(21) w'(e), D(e,0)=0

Lo rang du systdme (27) dépend en général du choix de I'élément ¢;;
nous le désignerons par s,-+s; dans le cas ot e, est un élément arbitraire
satisfaisant aux équations (26). Remarquons que s, est au plus égal au
nombre s des équations du second degré du systéme (21). Puisque le systéme
admet 1a solution évidente e==e,, le rang du systéme (27) est au plus égal
& m—1; 8%l atteint ce nombre, il n’y & pas d’éléments lindaires, distinets
de e,, qui soient en involution avec celui-ci, et, par suite, le systéme (21)
n’admet pas de solutions & deux dimensions passant par ¢. Sile rang
8o-+8; du systdme (27) est inférieur & n—1, il existe au moins un élément
plan. B, contenant ¢, qui soit solution du systéme (21). Le nombre des
solutions du systéme (27), indépendantes entre elles et de e, est égal &

(2=1,2,...,8)-

w

(4=1,2,...,8;=1,2,...,8).

. ry=n—(8y+8)—1.
Done, la plus générale solution 3 deux dimensions du systéme (21), pas-
gant par e,, dépend de m—(8,-+s,)—2 paramétres arbitraires.
Tn élément lindaire e vérifiant les équations (26) sappelle régulier
si le rang du systdme (27) est égal & go-1-5;; si ce rang est inférieur & 84451,
il est dit singulier. Lied conditions auxquelles doit satistaire un -élément
gingulier sont des conditions d’égalité; elles s’obtiennent on égalant & zéro
tous les déberminants d’ordre s,+s; de la matrice des équations (27),
linéaires par rapport aux composantes de I'élément inconnu e. Un élé-
ment plan & deux dimensions, solution du systéme (21), est dit élément
ordinaire, §'il contient: au moins un élément lindaire régulier. |
Soit B, mwne solution ordinaire du gystéme (21) définie par deux élé-
ments linéaires distinets; ces éléments satisfont par hypothése aux re-
lations ‘ .
(28) w‘(al)=0, wi(ez)=01 Qf(el’eﬁ)mo ('5=1127"'7303j=1;22"'73)
(voir équations (22) au n®31). Pour trouver une solution F; passant par
B,, il faut borire les équations de 1'élément polaire H (X,); on les obtient
en posant p=2 dans les équations (23) du n° 31

(29) a'(0)=0, Q(e,0)=0," Q(6,0=0 (i=1,2,..,8;]=1,2,...;8).
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Les équations (27) faisant partie du systéme: (29), le rang de celui-ci ost
est au moins égal & s,-4s;; nous le désignerons par s,--8;--8, 81 Hy osb
wne solution ordinaire arbitraire. Remarquons aussi gue lo nombre s,
est au plus égal & s, car les équations (29) s'obtiennent en adjoignant
. an gystéme (27) les équations D(ey,6)="0" qui sont de méme forme que
les équations (F (e,,6)=0. Remarquons encore quen vertu des relations
(28), lo systeme (29) admet deux solutions distinctes e, et ¢, par consé-
quent, son rang §,--8,-+, est au plus égal & n—2. En résumant, on a

81282’ 30+81+82<%—2,

Si so+-8+4-s,=n—2, Iélément polaire H(H,) défini par les équations
(29), se confond avec K,, et, par suite, il n'existe aucun élément plan
3 trois dimensions, passant par H,, qui soit solution du systéme (21).
Si le nombre sy-+s, 48, est inférieur & n—2, il y a au moing une solution
& trois dimensions. Le nombre des solutions du systéme (29), indépen-
dantes .entre elles et de e; et ¢,, est-égal &

T3=1—(8o+8i+8)—2;

autrement dit, la dimension de ’élément H'(F,) est égale & ry.

8i, pour une solution ordinaire E,, le rang du systdme (29) atteint
le nombre $,-+5;-+8,, on dit que celle-ci est une solution rdguliére; toute
solution & trois dimensions passant par B, s’appelle solutfon ordinaire.
8i, pour une solution H;, le rang du systéme (29) s’abaisse, ow si tous
“les éléments lindaires appartenant & H, sont des solutions singulidres,
on dit que F, est une solution simguliére. ’

On peut poursuivre ce procédé de proche en ‘proche en. généralisant
en méme temps les définitions des solutions régulidres et singulidres.
Finalement, on arrivera & une solution réguliére E, telle que son élément
polaire se confonde avec H,, le rang de H(E,) étant égal & n—g. Il n'y
aura, par suite, aucune solution & g1 dimerisi&nﬂ passant par .

On trouve ainsi une suite de solutions

(30) By, Ey,...,E,

telle que chacun des éléments B; soit une solution régulidre. passant par

toutes celles qui la précédent ef qu’il n'existe aucune solution 3 g--1

dimensions ¢ontenant E,; le rang des équations qui définissent le systéme

polaire H(E;) sera désigné par s,--s;+...+s¢;. L'élément polaire H (H,)

se confondant avec E,, on a . /
So+8 . g=n—g.

L’entier g est dit genre du systéme (21); & la suite (30) nous donnerons
le nom: de suile réquliére de solutions. '

icm
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Lo genre ¢ indigue Pordre maximum d’une solution non singuliére
du systéme. II peut arriver que le systéme admette des solutions singu-
tiores dont la dimension surpasse le nombre g.

Remargue. Il régulte immédiatement des considérations préeé-
dentes que tout élément non singulier By, qui passe par un é&lément non
singulier H,, est contenu dans Iélément polaire H (Hp).

On voit qu’an systéme (2L) sont liés d’une fagon invariante g-+1
entiers . .
(31) 8038150++1%
satisfaisant aux conditions

(32) SgSE8i 28y, SorF&ybe i s =N—g;

1es\en1:i‘(am (81) portent le nom de caractéres du systéme (21); rappellons
que 8, est le mombre des équations linéaires du systéme (21), et qu'on
a < (1==1,2,...,0), s désignang, gomme suparavant, le .nombre des
équations du. second degré. dans le systdie (21) (cf. p. 63). Si B, est une

- golution régulidre quelconque, le rang de son systéme polaire est ‘égal

B 88y ooy Vélément H(B,) contient donc n—(Sg 81+ 8p)
&léments linéaires indépendants parmi lesquels il y 2 p éléments.appart‘e-
nant & F,. Le nombre de solutions du systéme polaire de By, qui ne soht
pag contenues dans By, est done égal & n—p—(8o+8+--- '«{—s@); ce nombre
a 6b6 désigné au mo 80 par 7,,; par suite, on peut écrire’

l(33) W'p-kl‘ﬂ’%’“p’“(so‘l’sl‘i'--"1“91?) (p=1727"'7g)‘
© Daprés Pégalité de la deuxidme ligne de (32),-on a r,.1=0. Si Pon pose’
BNEOTE
(34) . r1=0—"50,

on obtient une suite décroissante de nombres entiers 71,7s;.. 373 le
terme 7, (i3>1) de oefte suite indique le nombre des élléments 11.néa,1res
qui sont en involution avee un &lément plan B;_;, solution régullére. du
gystdme (21), ot qui ne sont pas contenus dans F;.

T formule (38) entraine 1égalité

(35) Py —Tpa1 == $p+1

Motr il résuliie

(p‘:1<727‘ .. ,9)7

Ty~ Ty 2 rppa— Totls 7

oax, daprds les indgalités (32), les caractdres s, ne peuvent a.ugmen'te?
aveo . On a remarqué plus haut que 8,<8; en rapprochant la relation

(38), on en déduit Vinégalité rp—rpp <841 81 l'on ajoute les mégahté:
Slebodziniskl: Tormos extéricures. '

.
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r—ry <841,
ro—r3<8+1,

1o <841,

il vient

<9 (s+1),

ou, d’aprés (34),
: n—8< g(s+1).

On voit aingi que le genre du systdme (21) est au moins égal, & une

unité prés, au quotient du nombre n—s, par le nombre s-4-1, ol 8, ot s

désifnent respectivement les nombres des équations linéaires et des équa-

tions du second degré, contenues dans le systdme. Remarquons aussi

que, s, étant le nombre des équations linéaires du systéme (21), la dimen-

: sio(]il de B, ne peut pas dépasser la différence n—s, ; en résumant, on
a done v ’ :

n—8,

s+1
Congidérons une solution non singulidre qﬁelconque B,; nous pou-
vons supposer qu'elle soit définie par p éléments lindaires distinots €1y

O25eeny6p déterminés successivement an moyen de la méthode développée
“ci-dessus. L'élément ¢; (1=1,2,...,p) doit donc vérifier un systéme d’é-

(36) <g<n—s,

quations linéaires au mombre s,--s,+-... 4. Le nombre total de ces.

équations est done égal 3

P8P —1)814...+28,_y+s, 4.

D’a,utre part, on sait que le nombre de paramétres a;rbitraireé dont dé-
pend un élément plan & p dimensions, est égal 3 p(n—p) (of. n® 3), I1

g’ensuit que les solutions non singulidres & p dimensions du systéme (21) °

dépendent .de
(87)

@=p(n—p)—pss—(P—L)s1—...~28,_,—s, ,
paramétres arbitraires.

33, Elém_ents caractéristiques et classe d’un systéme., On dira
gu’un élément lindaire est dlément caraoctéristigue d'un systdme d’éqﬁa’niohx
de forme (21), &'l est solution du systéme et s'l est en involution :Weé
t'ous‘les éléments lindaires qui vérifient le systdme. 8i deux éléments;
linéaires ¢’ et &'’ sont caractéristiques, tous les éléments lindaires de 1é1é-
ment plan & deux dimensions, déterminé par e’ ef ¢, sont aussi des élé-
ments caractéristiques. Oela résulte du faijt que les &
ment les conditions pour qu’un élément ¢ soit en involution avee &/, sont

quations qui expri- ‘
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linéaires paxr rapport & ¢ et quelles sont satisfaites identiguement si I'on
pose e==¢' (p. 60). Par conséquent, l'ensemble des éléments caractéris-
tiques dun systéme définit un élément plan auquel on donne le nom

‘d’dlément plan caractéristique. Il est elair que 1'élément plan caractéristi-

que est une solution du gystéme, car tous ses éléments linéaires véri-
fient le systéme et sont en involution deux % deux. Nous désignerons
par n—e la dimension de D’dlément plan caractéristique d'un systdme
d’équations extérieures. ' ’ '

THEORBME 9. 8¢ un systéme &’éguations de forme (21) et de genre g

admet un élément caractéristigue B, _,, toute solution non singuliére H,

passe par By, ,. .

En effet, 8’il était autrement, il y aurait au moins un élément liné-
aire caractéristique qui ne serait pas contenu dams H,; cet élément ébant,
par hypothése, en involution avec tous les éléments linéaires de Hy,
Délément E,,,, déterminé par H, et e, serait une solution non singuliére
du systéme ce qui est contraire d I'hypothése, X, étant une solution
non singuliére d’un systéme de genre g. ’ )

8i les équations quadratiques du systéme somt des conséquences
de ses équations linéaires, tous les éléments linéaires qui vérifient le sy-
stdme sont des éléments caractéristiques, par conséquent, le systéme
admet une golution & m-—s, dimensions, §, étant le nombre des équa-
tions linaires. Inversement, si tous les éléments linéaires qui vérifient
les équations du systdéme sont - des éléments caractéristiques, celui-ci
admet tne solution d dimension m—s,, déterminée seulement par les
équations Jinéaires, -et, par suite, les équations quadratiques du systéme
sont des conséquences de ses équations linéaires.

En résumant, on peut énoncer’le suivant

TEROREME 10. Si tous les dléments lindatres qui vérifient le systéme
F=0

sont des dléments caractéristiques, on a

a3i=0_, (8=1,2,...,8; §=1,2,...,8),

Q=0 (modw',e,...,0")),
et inversement.
TEEoREME 11, i la dimension de Uélément plan caractéristigue d'umn -

systéme formd des dquations extérieures lindaires et quadratiques

W'=0, D=0 (1=1,2,...,8;]=1,2,...,5)
est dgale au genre.g du systéme, on a
' P =0 (modw',o,...,0%);
autrement dit, tous les caractéres Sy,8y,...,5 soﬂt nuls.
5*
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Pour démontrer ce théoréme, il suffit de faire voir que tous les élé-
ments linéaires vérifiant le systéme sont des éléments caractéristiques
(Théoréme 10). En effet, si le systéme admettait un élément linéaire
non carachéristique e, I’dlément plan déterminé par ¢ et par ’élément
plan caractéristique ), serait une solution du systéme & g1 dimen-

* sions passant par I, ce qui est contraire 3 Phypothése puisque B, d&tant
l'unique solution d’ordre g est un élément non' singulier.

Revenons maintenant au systéme (21); si Von choisit n—s, formes
@® W2 o®, indépendantes linéairement enfre eolles et indépen-
dantes des formes o',w’,...,0", on peut le représenter comme suit

1

= o 0" 1+ V[0 o 14 5 A0 o = 0

(38)  wi=0,

(hyi=1,2,...,8; §=1,2,..,,8; 0/, 0" =8p4 1,82, ...,0).

On peut done remplacer ce systéme par Te systéme équivalent (ef.
ne 30) '

. . 1, .
(39) @' =0, 3 G [0 07 ]=0

icm

(6=1,2,...,805 §=1,2,...,8; ¢', ' =8y 41,82, ..., ).

Supposons maintenant que 1’élément lindaire o soit solution du sy-
stéme doriné; on aura done

(40) o (6)=0 (i=1,2,...,5,).

Pour que ¢’ 80it un élément; caractéristique -du systéme, il faut et il suffit
que les équations

o' (e)=0, Q'(g,¢')=0 (1=1,2,...,8;5=1,2,...,5)

soient des conséquences des relations (40). En se servant de la forme (39)

des équations du- systéme, on peut écrire les dernidres égalités comme
suit :

(41) @y 0 (6) 007 (€)== 0
(1=1,2,...,80; j=1,2,...,s;g’,a'asov-|—1,s(,+2,. Co ).

Ces relations devant &tre vérifides quel que goit Pélément e
satisfasse aux équations (40), il en résulte qwil doit étre

(42) w'(e)=0,

, pourvu qu’il

™ (6') =0
(i=1,2,...,su; §=1,2,...,8;¢0, o'=8+1,8+2,...,n).

Dor}c, pour que ¢’ soit un élément caractéristique du systdme, il faut
qu’il vérifie les relations (42); il est évident que ces relations expriment

changement de variables.

33. Eléments caractéristiques. 69"
aussi des conditions suffisantes. On a ainsi montré que les équations
(42) définissent I'élément plan caractéristique du systéme (38). Elles
peuvent étre mises sous une forme plus condensée

7
(43) . om0, 2

0

(==1,2,...,8031=1,2,...,8;0"=8,+1,8+2,...,%).

Ce systéme s'appelle systéme caraciéristique du systéme (38); d’aprés
sa signification, il Iul est 1ié d’une fagon invariante relativement & tout

Pour faire voir I'importance du systéme caractéristique, nous intro-
duirons la notion de classe d’un systéme d’équations extérieures en appe-
lant ainsi le nombre minimum de variables qu’on puisse laisser figurer
dans les équations du systéme. On peut ainsi démontrer le suivant

TEROREME 12. La classe dun sysiéme &’équations de forme (21) est
égale aw rang de son systéme caractéristique. ‘ .

En effet, désignons par ¢ le rang du systéme (43). Cela signifie que
les équations (43) se réduisent & m—c indépendantes; on peut done, par
un changement de variables, les représenter sous la forme

(44) #=0, =0, .., 2°=0.

Les équations w'=0 (i=1,2,...,s,) faisant partie du systéme (43),
on, peut g'arranger de maniére que ces équations puissent s’écrire comme
suit : .

=0, #£=0, .., 2°=0.
Dang les équations (39), on peut donc. prendre
ot =¥ (o' =$4+1,8,+2,,..,m);

elles auront alors la forme

1y

PR

(1=1,2,...,8;§=1,2,...,8; 0, 0'=8+1,8%+2,...,1),

#f=0, [af'a" =0

et le systéme (43) deviendra
. =0,  d,a"=0.

Celui-ci devant étre éqﬁiva;lent au systdme (44), il en résulte qu'il do%t
étre al,,=0, si o'>>c¢; comme on a d'autre Part, = —, , il sensuit
que tous les coefficients af.,, ol I'un des indices o,0’ est supérieur 4 o,
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doivent s’annuler. On en conclut que le systéme (38) sera équivalent
au systéme suivant:

4
=0, a*=0, .., =0, Y di[d"]=0,
Fle=1
ce qui montre que les équations du systéme (38) peuvént &tre écrites an
moyen de ¢ variables a',%,...,2°. Pour compléter la démonstration, il
faut encore montrer que le nombre de variables qu’on puisse laisser figu-
rer dans les équations de ce systéme ne peut &tre inférieur & ¢. Bn effet,
‘Supposons gue, par un changement de variables, on ait mis le systéme
donné sous une forme, ol figurent seulement les variables at,2%,...
C ..., a%(¢'< o). Par conséquent, le systéme caractéristique contiendrait au
plus ¢ équations indépendantes, ce qui est impossible, le rang du sys-
téme caractéristique devant &tre égal & c.

BxempLe. Considérons le gystéme de quatre équations extérioures
w1=m4—a1w1—a2mz~a3m3£ 0,
02=g5—bw' — b0 —byx* =0, :

Oy =A,[a?2*]+ A4, [m«’ml}‘—;—As tmimﬁj =0,
=B\ *3° ]+ B, [#%* ]+ B, [4'a2 = 0.

Le systéme caractéristique de (S) est composé des équations

(%)

im0, w=0, g g i)
si Pon dé\%eloppe les calculs, elleg deviendront ‘
w!'=0, w¥=0,
Ayt —Api=0, AlabéfAsml:O, Apt— At =0,
Byx*—Bygt=0, Bxg®—Bgrl=0, Byx'—Ba?=0.
Pour quil ¥ ait un élément caractéristique, il faub done qwil woit
B _B B
A, A, A4y

Supposons que ceite condition soit satisfaite, et qu'il soit, par exemple,
A,70. 11 existe alors un seul élément oaractéristique déterminé pa.f les
équations .

wt=0, wi=0, At —A,w3=0, A @ — Ayt =0,
et le systéme (S) est de qua.triéme classe. Si lon introdﬁit de nouvelles
variables par la substitution ‘
=0,

T2 2 =
r=aot El=A 2% — 4,0",

-

N )
Z3=A 40— A3, F =g,
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le gystéme pourra stre remplacé par le suivant
F=0, [7%%4]=0.

34. Systémes de premiére espéce. Un systéme composé d’équations
extéricures linéaires et quadratiques est dit de premiére espéce si I'un de

72=0,

ges caractores est nul. Les caractéres d’un systéme de genre g

S0181ye038
ne pouvant augmenter, si I'un d’eux et égal & zéro, tous les suivants gont
nuls aussi. Dang le cas particulier, ot 'on a s,=0, les équations quadra-
tiques du systéme sont des conséquences de ses équations lindaires (p. 63);
nous excluons ce cas des considérations ultérienres. .
Supposons, pour fixer les idées, quil soit s, 0 (0<p<g), Spp1=0,
ot considérong une solution non singulidre quelconque H,. Le rang de
son. systéme polaire est égal & §o+s;+ ...+ 8 (ef. n° 32). D’autre part, les
CATACHAreS  Spiy,Spinse--; Sy 6bant’ par hypothdse tous nuls, d’aprés la
formule de la seconde ligne de (32), on a

o1 v Sp=n—.
On voit ainsi que le rang*du systéme polaire de B, est égal & n—yg et que,
par suite, 1’élément polaire. H(E,) est de dimension g. Rappelons que

1'6lément H (H,) contient toutes les solutions & dimension g passant par

B, (voir p. 65, Remarque); on en conclut que par X, passe une seule
solution J, et qu'elle se confond avec H (Hp). On a ainsi établi la propriété
suivante dun systéme de premiére espéce: o

THiorREME 13. Si un systdme d’équations emidrieures de genre g est
de premidre espéce, S,y (0<p<g) dant le premier caractére nul, par toute
solution mon singulitre B, passe une seule solution e dimension g et elle
se confond avec Délément polaire de Ey.

Oe théordme admet une réciproque. dont voici 1'énoncé:

TatorbME 14. Si Vélément polaire @une solution non singuliére H,
est ume solution de dimension g, le systéme ost de premiére espéce et de genre g.

En effet, désignons, comme auparavant, par ¢ le genre du systéme
et considérons une solution quelcongue X, passant par F,. I’élément -
polaire H(H,) devant contenir E,, sa dimension ¢ est au moins égale
4 g; elle ne peut pas étre inférieure & ¢, car autrement, 1’élément. H ()
étant par hypothdse une solution du systdme, par B, passerait une so-
lution non singulidre de dimension plus grande que g, ce qui est contraire
3 Phypothése. On a alors g=g¢, et on voit que I'élément E, est unique
et ge confond avec H(H,). Comme on l'a vu au 1032, la dimension de
H(B,) est égale & n—(8o+81+...+5); I’élément E, se confondant avec
H(E,), on a, par suite, :

g=n—(S+8;+...+85p).
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En rapprochant la formule
g=mn—"(8+ 81+ ... +8;)
déduite de la relation (32), il vient

Spp1=8ppa== ... =8 =10.

Le théordéme est ainsi démontré.

Remarque. Si s=0, les équations du second degré du systéme
sont des conséquences de ses équations linéairés (voir p. 36), par suite,
de systéme a une solution & n—s, dimensgions, s, étant le nombre dey équa-~
" tions linéaires. .

TetorIME 15. 8 la classe dun systéme déquations ewterieures st
inférieure au nombre de variables qui y figurent, le systéme est de premiére
espéce. - .
Désignons par ¢ la classe d'un systéme. On a, par hypothése, e<n,
ol % est le nombre des variables figurant dans les équations du systéme;
celui-ci admet donc un élément plan caractéristique & n—c dimensions
(n®33); nous le désignerons par E, ,. Rappelons; que F, , est une solu-~
tion du systéme. Ceci posé, considérons maintenant une solution non
singuliére B, quelconque & g dirnensions. On sait que E, doit pagser
par B, . (Théordme 9 du n°33); par conséquent, I'élément X, peut &tre.
décomposé en deux éléments plans, n’ayant auncun élément lindaire en

commun, dont I'un est identique avec H,_,, la dimension de autre, que

nous désignerons par H,, est égale & g—(n—o); B, étant contenu dans.
E, est aussi une solution non singuliere dy systéme. Nous allons montrer
. que son élément polaire H(E,) se confond avec E,. BEn effet, 1’élément.

B,_, étant caractéristique, tous ses éléments linéaires sont en involution
_ avec E, (voir n® 33), par conséquent, ils appartiennent & U'élément H (H,);

il en est de méme des éléments linéaires de B, (p. 61). L'élément H (Bp).

contenant les deux parties B, . et B, de E,, contient aussi B, 8%l conte-

nait un élément linéaire ¢ n’appartenant pas & E,, celui-¢i serait en invo-

lution avec E,_, et avec B, et, par conséquent, 1’élément 4 g1 dimensions,,

" déterminé par F, efi ¢, serait une solution du systéme, ce qui est contraire.

4 Ihypothése, g étant le genre du systéme et E, une golution non singu-
litre & g dimensions. L’élément polaire H(E,) se confondant aveec ¥
est une solution du systéme; il suffit maintenant de se rappeler lo ThéoT
réme 10 pour se convaincre de la validité du Théordme qui était & dé-
. montrer. Nous avons supposé dans ce raisonnement que 1’élément

- ne ge confond pas aveo E,; si ces deux éléments se confondaient, la ?i—l?
mension de 1'élément plan caractéristique. serait égale au genre g’et par
conséquent, tous les caractéres du systdéme & partir de s, seraient ,nuls:
d’aprés le Théoréme 10,

COHAPITRE IIT
GROUPE ET ESPACE SYMPLECTIQUE
§ 1. Généralités
35. Déﬁniﬁon de l’esi)ace symplectique. Soit & une forme exté-

rieure quadratique )
) ' 1

dont les coefficients satisfont, comme d’habitude, aux relations a,;-+a;,= 0.
On sait que le rang de & est un nombre pair que nous désignerons par

- 97, On peut done supposer que le nombre n de variables qui figurent dans

& soit dégal a 2r: . .
(2) n=2r. -
Ces hiypothéses entrainent 1'inégalité
(3) o a=|a,] #0.

Posons maintenant

: . ) dloga

. HA
(4) =0

ol, é&n& e second membre, les quantités a,, doivent é&tre considérées
%A

comme indépendantes. II est évident que les nouvelles grandeurs «
sont antisymétriques, et que l'on a

®) - 0,070 = 5.
S§i Ton fait sur les variables z* la substitution définie par les formules
(6) =P,

de déterminant différent de zéro, les quantités a,, se ehzmgefont d’apreés
les formules : .

(M Zre =545 ‘

Q¥ dtant les coefficients .de la substitution inverse & (6):

(8) Py =P =05
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